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FORMES QUADRATIQUES BINAIRES D’UN DISCRIMINANT, 377

Sur le nombre des classes de formes quadratiques binaires
d’un discriminant positif’ fondamental ;

Par M. LERCH.

Les formes binaires a coefficients entiers
ax®+ bxy +cy* ou (a,b,c),

qui appartiennent au méme discriminant positif D = *— fac, se
distribuent en un nombre fini de classes que je désigne par Cl(D).-
Un discriminant est dit fondamenial, s'il ne lui correspond que des
formes primitives, c'est-a-dire sans diviseur commun des coefficients
a, b, ¢. Nous ne considérerons que des discriminants fondamentaux.

D’aprés les méthodes analytiques de Dirichlet, la détermination du
nombre Cl(D) dépend de la solution fondamentale de I'équation de
Fermat

(1) T2 — DU =4,

¢’est-a-dire de la solution composée des plus petits entiers positifs T, U.
En désignant par E(D) la quantité

T+ UyD
2 ’ ‘
Journ. de Math. (5 série), tome IX. — Fasc. IV, 1903, 49
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j'ai obtenu, en m’appuyant sur les recherches de Dirichlet, la formule
suivante (')

Cl(D)logE(D) =2 \/' > (2 e do

m=1 u‘x

(2) ¢ o B
+2(3 )L.,

m=1
D

D
u désignant une quantité positive arbitraire, ct le symbole ( ) ayant

la signification habituelle du signe de Legendre, généralisé par Kro-
necker.

En opérant sur la formule (2) sans aucune modification, les appli-
cations numériques seraient encore pénibles. Nous voulons montrer,
dans cette Note, que la formule (2) est susceptible d’une modification
qui rend facile le calcul du nombre des classes, méme si la valeur du
discriminant est assez considérable, en supposant, bien entendu, qu’on
connait, avec une certaine approximation, la quantité logE(D).

J'introduirai, dans ce but, la quantité

(3) S= 2\/ 2 m_/ e dx+ f e"*

IL
m=1 ”'

puis je désignerai par B les entiers 1, 2, 3, ... qqui satisfont & I'une ou
'autre équation

%) By==i w (D=0,

et je pose

(5) P=2/23

(') Mémoire couronné parle Grand prix des Sciences mathématiques en 190o.

ﬁ[v(

j Me'da,, Q= 2/{3’ ,

Du.
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en convenant de réduire 4 la moitié les termes qui correspondent aux
5 :
valeurs de B telles que (@-) =o.

On aura alors, au lieu de (2),
(2%) CI(D)logE(D) =S — 2P — 2Q,

et je vais prouver que la quantité S s’obtient, avec une grande approxi-
mation, sous forme finie, puis je vais déterminer le nombre des termes
qu'on doit prendre dans les séries P et Q pour pouvoir obtenir, au
moyen de la formule (2), le nombre entier C1(D). Le nombre des-
dits termes est relativement assez petit.

En méme temps, j’établirai de nouveau la formule (2), puisque le
Mémoire quila donne n’est pas encore imprimé.

Soit f (=) une fonction réelle et positive, décroissante dans l'inter-
valle (g . ...); nous considérerons seulement les valeurs de 5 con-
tenues dans cet intervalle. L'inégalité évidente

m<1

f(m)> [ f(@)do>f(m+1)

donne immédiatement

Zﬂmz[fwM>2fmx

dont on conclut le théoréme de Cauchy que la série 2 S(m) et I'in-
tégrale

[ f@)ds

* sonl en méme temps convergentes ou divergentes.
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On a ensuite en cas de convergence les inégalités

S rmy> [ f@de> 3 fm),

m=n m=n-+1

dont on déduit

6) X s0)=[ fleyda~3f(n) (0<3<N)

V=n-+41

et de méme

S0 = F@yde+2fn)  (0<F<)

v=n

Nous citerons ces deux équations sous le nom du lemme de Cauchy.
Je vais en faire usage pour établir un résultat de M. Kinkelin (') et
qui consiste dans la relation

: 3 [ T

p=0

p tendant vers zéro par des valeurs positives, bien entendu.
La fonction

I
S(@) =Gz

étant en effet décroissante, le lemme de Cauchy permet de conclure
I'égalité

< L o 1 g
2 (w v )1+P = o (w+n)p + (w 4+ n)i+p (o < 8 <)

v=n

(') Allgemeine Theorie der harmonischen Reihen mit Anwendung auf die
Zahlen-Theorie (Programm der Gewerbeschule Basel, 1861-1862).

\
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Il s’ensuit, w étant supposé positif,

n—1t

- 1 I 1 (w4 n)yP—1 k]
(Ot) Z(W—{-V)H‘P _F—z(w-}-v)"*'?"- P +(w+n)‘+9
V=0 V=0

En posant, pour un moment,

n—1

1 (w+n)P—1
G(P):‘;(W—kv)”‘f’_‘— P ’
- 1 I
F(o)=Xmroym — 7
I'équation (a) devient |
7/ | s.
() F(o)=G(p) + mrmy’

et je vais en conclure d’abord que la limite de F(p) pour p infiniment
petit est bien déterminée. Soit, en effet, & une quantilé positive aussi
petite qu'on le veut, je détermine I'entier n par I'inégalité

I
w4 n

<28,

et je forme la différence

, ' 7 Ea
F(p) —F () =[G(p) = G(o)) + |ty — ey )

¥ étant une quantité positive plus petite que 1 comme 3. Alors la
deuxiéme parenthése du second membre sera plus petite en valeur

absolue que %8, et 'on peut assigner une limite p” telle que 'on ait

G(p) — G(p")|< -23 toutes les fois que les deux quantités positives

p et p’ restent inférieures & p”. Cela découle de la continuité de la fonc-
tion G(p) qui est une transcendante entiére. On aura donc

F(p) —F(¢)| <3,
| pourvu que p < p" et p' < p".
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Il s’ensuit que I'expression lim F(p) est convergente. Cela étant,
p=0

I'équation (a’) fait voir que la quantité ¥ tend vers une limite déter-
minée 3, pour p infiniment petit, ¢t puisque

ne1
G (o) =2 ;i: — log(w + n),
Y=0
1l s’ensuit
: n—1
() =3 s — s+ 1)+ S (055,50,
- - Y=0

En passant 4 la limite pour n indéfiniment croissant, on trouve
n—1
limF(p) = lim g;ﬁ—; —log(w +n);,
ou bien
I'(w)

im F(p) = — t(my>

ce qui est le théoréme de M. Kinkelin.

I1.

J’aurai besoin ensuite d’une formule qui se présente tout naturelle-
ment dans la théorie de la série malmsténienne

8) F(z,s,u)= 3 L

m=—o [(2 -+ m)*+ u,]-"s

dont ’étude m'a été suggérée par un Mémoire de M. Appell (*) et qui
appartient & une classe de transcendantes dont je me suis occupé &

(') Voir une Lettre insérée aux Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse, t. I11.
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maintes reprises. J'y suppose & réel et positif, puis 0 <@ <1, quoique
ce ne soit pas nécessaire.
Faisons usage de la formule

—

oS
I Py © 1s-1
— Uz — [
e us —(x-m) zzz dZ

1
[(# + m)t+ u]F
qui a lieu pour les valeurs de s & partie réelle positive, que je suppose

d’abord supérieure a 'unité comme I'exige la convergence de notre
série, et nous aurons

o 1] hd
T\ F(u,s,0)= [ 2 e*dz g Ermts
2%
2 0

m=—x»

Cela ¢tant, la formule connue de la théorie des fonctions elliptiques

P Ti . — ®
—— = : -
E: e © fran) \/%’ 2: (,’m (2 +2m.x) ‘_“:: 93 (Ji | 0))

m=-—ow me=—®

17 .
donne, en prenant ® = —; la représentation

(B) i e = \/§ Iy (.4, ' %‘),

m=-—mo

el notre formule devient

I‘(-;-)F(J,, s,u) == [m 3, (.1,

ou, en changeant z en s 7,

N -3
T

miy L2 L
7): ¢ds
-~

(9 () F@ 50 = S5 (ol )T e,

Pour s infiniment petit, la fonction 3, (a, | %) difiére infiniment peu
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de I'unité, et 'existence de I'intégrale exige donc que la partie réelle
de s surpasse 1; la formule () fait voir, en outre, que l'intégrale

existe encore pour = o, si I'on suppose que 'on ait 0o <z < 1. Or,
en faisant = o, la série (8) devient

F(z,s,0)=R(z,s) +~R(1 - w,s),

en dénotant par R(«, s) la série harmonique généralisée

(10) R(w,s):i(—;—_;-m—)s-

m=0
. i . o 1 .
Il s’ensuit, sil’on introduit - au lieu de 3,

Ss41

(q°) T ’I‘( )[R(x,s)+R(r~m 8= f S(z|iz)z * dz,

et nous allons transformer le second membre pour qu'il devienne
convergent pour toutes les valeurs de s.

Soit, & cet effet, @ une quantité positive et décomposons l'intégrale
comme il suit :

S+1 s+1

f%(whzz)~ =d~+f Sy (w|iz)z uu,

dans la deuxiéme intégrale, mettons § 3, (x|iz) — 1| + 1 au lieu de
9, (z|iz), et décomposons les deux intégrales; puisque la partie réelle

d §—1 ’ e
€ T est supposee posmve, on a

o _sti 2 et
fz’dz: a *,
a

et 1l vient
n—isr@)[a(w, $) +R(1—,5)]

(10") = e Y(2|iz) —1
' a’-i—f%(x[zd)z 2dz+f o S ds.

§—1
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ts
2

')

Dans cette formule, je multiplie les deux membres par et je

prends s =1+ p; ona d'abord

-——ié;g;: + logﬂ:—-loga—-rl<é>
(s——1)I‘<%> I‘(é)

(p) désignant une quantité infiniment petite avec p.
On aura ainsi la formule

+(p)

R(.’L’,I—’:—p)-{—R(I——.’l‘,I-ﬁ-p)—%
r(t)
=| logn — loga — (2>

1+p

n 2 e C o —3p-1 “Sy(z|iz)—1
“+ - S (x|iz)s 7 dz+ LJ—I-)———d: )
l'\ [+P el+§p
2 0 ) 7] e .

et puisque, d'apres le théoréme de M. Kinkelin,

+(p)

. _ N _ (=)
lplir:[R(x,l—kp) P]_ T(2)’

nous aurons, en prenant p infiniment petit et employant la valeur
connue

o1
“(3)
1
r(z)
r'( ri—x ,
r("’x)) + I'(',-—:v)) = [I"(1) — log4n] + loga

“ © e ) —
__f S, (@ ,;z)‘_{f—f Szla) =1 g
0 ~ n

formule qui est d'importance capitale pour notre objet et que nous

<
Journ. de Math. (»* sévie), tome 1X. — Fase. IV, rgu3. 50

—logr =T1"(1) — log = :

(r1)
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avons établie dans une Note publiée au Bulletin de la Société royale '
des Sciences de Prague, année 1897 (*).

118

Dans la formule qui vient d’4tre obtenue, je remplace, dans la
premiére intégrale qui se présente au second membre, la quantité
S;(x|iz) par sa valeur

wi-

. -—1; (2 4-m)?
Z
m=-—w

V] o

et puis j'y change 5 en
d’Euler

; en dénotant ensuite par C la constante

)

C=~T"(1)=0,577215.. .,

et posant, pour abrége.r,

I'(2)

Tz = V(@)
notre formule devient

— C—log4r + loga — d(z) = y(1—x)
(1) ’ = i f‘oe"”’””“"'"? + 2icoszna}w fw ("""*""d;:-’.
Jy 2 , z

m=—oeo - n=t “
\ n

Cela étant, je me rappelle la formule suivante, conséquence immé-
diate de la formule classique de Dirichlet,

D—1

(12) 2<%>¢(%>=~\/ECI(D)IO,O;E(D).

h=1

Soit maintenant D un discriminant fondamental positif et prenons,

(1) Sur quelques formules concernant les fonctions elliptiques et les inté-
grales eulériennes. ‘
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dans la formule (11°), « = %, et, aprés avoir multipli¢ par le signe de

Legendre <%>, ajoutons les résultats pour A=1,2,...,D —1.

A cause des relations
D D < /D
(ozm)=(3) 2(@)=
i

ou trouve, en fuisant usage de la forinule (12), I'équdtion

b—1

2yD CL(D)logE(D) = $ ('71?)

© e (h ml? %1—: ds

s
o
ul

ot nous avons fait usage de la formule connue
< /D b (D
200 ;
2(,_) cos 5% = () VD,
h=1

qui subsiste pour les diseriminants fondamentaux positifs.
La double sommation qui se présente au second membre s'effectue
en posant o+ mD = 1« et en observant que :

DY ().
(/L _<n)’
nism

2D CI(D) logE(D) = | (2) " L

il vient ainsi

N o

13

“”. D k] 5. t:
+ QVDE(I—;) / c‘“'"‘(—;-

n=1

'Les termes de la premiére série sont égaux deux & deux, puis les
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Dzt

x -
S = —— donnent
nen

nw

© n2s 7 d" .D ") .
ST TDr as 2 _xt
f e — == -—:f e " d-’L',
1 Vs nyn ,1\/5 :
{

» t
cx ] - k-]
,—n’:'nf{_‘_'_ —_ ,—w‘lﬁ.
¢ — = e H
o ~ ntew z

Pel® 1
posant donc, pour plus de symétrie, @ = 5~ nous aurons

CUD) ogED) =2\ /23 ()5 [ _ed

um

»

SB[
n=1\ "e..__n

Du

substitutions s =

ty

3

I 1

« désignant une quantité positive arbitraire. Clest la formule (2)
annoncée au commencement.

IV.

Revenons sur la formule (11*) en cherchant ce qu'elle devient
pour z infiniment petit. On a d’abord

Yz)=4(+z)~ 5

d’ou il suit que, pour z infiniment petit, le premier membre de (117)
devient

»

(v) : C — log/m + loga + ;-

Quant au second, tous ses termes restent finis pour  =o al'exception
du terme m = o de la premiére somme; celui-ci est

atq
fbd_ — ;/”C-zﬁ — f(,d, wf'_‘e_zgg]
! \/‘—-3 .1‘\/‘1_t '_’E \/E (L‘\/:r 0 \/; 0 \/;

a [£3
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ou hien

8§1-

_72;-"'(“"),

(«) désignant un infiniment petit. On aura ainsi, en supprimantde part

et d’autre le terme ;; et passant a la limite,

2 . ® —m’zﬂdz
C—log4n+loga=—\7;_+2mz=l[- e 7
+2.if°e""“‘§-

n={

1 . y
Posons a = S et transformons, comme plus haut, les intégrales;

nous aurons la relation

© ]
2 | Y A o dz
g——_ E —/ % "’dx-{—z e —
\/Tt”‘:lm’ myfor e z
v

(13)
: __ C—logi=n

— o — élogo,

qui nous servira a évaluer les sommes

('[l) S|=;/2:,,,=, %

— —
2—-/ e~ dux, S2=Ef e —-
m) . — o
n m=\ L
Du

Il résulte, en effet, de la formule (13), en y faisant ¢ = %, I'équa-

tion

S=23Lf

m=1 m

__ C—loghn W L Ju < [ —zdz
= +\/B - ‘08\/% "Efmmf =
m=1 e—

-
—x2
e 'dx
\/'T_E
1)
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puis, en y prenant ¢ = D,

© dz
—-w*
S, = E [,,.,,e —

m=1 Du
G logln ) = 21 [ —xt g,
— __2—_+¢'DZ~IOgVD“’ V:mz:;”;/ Jhuw 4.

Cela fait, observons que les équations qu’on trouve en intégrant par
( ) | q P
parties,

® d . —a X : ) — Vo0
L dz e _, dx et € 1 -
el —=—— | ¢¥= e dy = - v,
A z a z ; 20 2, X

@

donrent les inégalités suivantes :

m- lm

z m

. %

m=1 ’M m =1
(15) 5
2 < @ " 1 g e—m’ buw
—:Zf e‘"dw<D_.2 —
LV A S i ur b

m=1

D
En choisissant # de telle sorte que D« en méme temps que — soient

assez grands (par exemple u = 1), les deuxiémes membres des inéga-
lités (15)) seront insignifiants, et les quantités (14 ) seront données avec
une grande approximation par les formules

5= Smlesin .y fl i logy /2,

S, = S=lght | /By — logyDu.

I

(14%)

La somme S définie par la formule (3) qui est

(16) S =S§, \/]_j-l—- S,
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a donc pour valeur approchée I'expression

S = ; VD (logD + C — log4m + 2yu — loga)

(16%) :
— %(logD — C +log4m + logu — 2\/5)

La partie dépendante du paramétre arbitraire u, & savoir

(1 + VD) (Vz — logvu),

devient minimale pour u =1 et nous ferons toujours cette hypothése.
On aura ainsi la formule approchée, relative a 'hypothése de u =1,

1

(17) S= E\/—lj(logD + 0,046181) — élogD + 0,023990,

et lon pourra, dans la pratique, remplacer le second membre par la
quantité .

é\/ﬁlogD - élogD,

dés que le discriminant D dépasse une certaine limite, en supposant,

bien entendu, que la quantité logE(D) soit elle-méme aussi consi- -
dérable. '

V.

Nous allons maintenant établir une limite supérieure de I'erreur qui
s'introduit dans les calculs en bornant les séries

L ®©

3L e B

_ Rt 7t
m=1 —_— m=1 —_—
D : bu

& un nombre fini de termes, que je désigne respectivement par r, r'.
Les erreurs en question seront en tout cas inférieures 4 des quantités
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I'espeCtheS
-] ”
NE e . © dx
a,= ) ;[ e dz, b= ) f e
Y=r41 Y -’-’i;’-‘ V=t %

Les fonctions

fR=tfexd o j=[ cF

étant décroissantes, I'application du lemme de Cauchy

S so)= [ f@)ds - 3f(m) (o< 5<)

v=m+-1

donne immédiatement

" d"' 200 s 3_ ©® "
a,..:f -§f e dr — 1[ e "dr,
r b as Y xr

X 3 00 ®
b’_l — f dz/ e—w..d_x — S-’f e—a’ d__:—%’
» YT x PLIR x

ou I'on a posé

o= —_— a'-— —
D ’ Du’
puis

0L S, 0L,

Or, l'intégrale double
sz‘%fwe""”dm

o . X ’ .
correspond aux conditions 7 < z < = et pourra s’écrire

(18) J=f°°e—w’dxf ‘i;=f”e—n'dm[logx—log(arﬂdx,

ar r or
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ou, en faisant a7 = ¢,
- © el 3
(18") 1(v) = f e logw du — loge f o o
v v
au moyen de cette écriture la valear de a, s’exprime comme suit :

(18 a,=J(ar)~2 [~ eda.

oKr

Pour transformer &,., observons que I'intégrale double
V= ds [
v s T

correspond aux conditions 7 < 5 < ‘—QT et pourra donc étre mise sous

la forme

vE
) - d.%' o€ « z d.Z'
J = e —— ds = \/——— —r'e® =,
a& ! {4
(e ” (') ’

E 2 ® —_t ® dx
J’:;,f e dy —r et —.
a

.y
! ! &

ou bien.

Posant donc pour abréger

(19) K(o):sze"‘”’dx-— of”e‘“‘g,

© %3

on aura comme valeur de la quantité ,-

(19‘) [),.l: M _ S/jm e“f{f.

¢ wm:F

Cela étant, posons u = &2, pour que les quantités

m ,_ v /=
a:E D’ a::-g\/]—j

Journ, de Math. (5* série), tome 1X. — Fasc. IV, 1go3. 51
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s'expriment lindairement, et prenons £ pour variable indépendanté.

En faisant usage des relations faciles & vérifier
dl 1 [ e, dK [t _.dz
= -‘-)I e d.:c, a6 = ju: 4 =}

on trouve aisément pour la quantité suivante, parlie principale de

2\/—9\.41,.-1— br')
w

D K({o'r
¢ = 2\/;.](011') + —(-u,——l,
Pexpression de sa dérivée relative & ¢
‘lq’ 2 e —_2 2 e 2
"ng—;j e (l(l}—l—*,";‘/ e du.
o x4 o
Celle quantilé sanuule en prenant =1, §=1 et l'on voit que
Perrear devient & peu prés minimale, si Yon prend le nombre de

termes égal dans les deux séries, et cn supposant « = 1. Nous poserons
donc d'une maniére définitive

w
“z\/ﬁ’ V== or,

de sorte que nos quanlilés deviennent

w

5 K() v da
— . —at f . — o s~
a,=J(v) rj e du, b=~ . j. ¢ =5
nous aurons besoin de la quantité suivante
]3 24,
(20) c,.:z\/;r—a,+ by=—"+1,

qui définit la limite supérieure de l'erveur donl il s’agit, & savoir

D f\ 1 ® _at g f‘ “ _a;CLx
C"—Q\[.: 2 ;[@‘ di+ X f e
v

yig2
V=r+1 =141t "2
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On aura d’abord, au moyen de ’équation (2), la formule

Cl(D)logE(D)
(21) =2<%> [a-z—m f”c""’dw—l- " e‘“’%]-i-@cr

vam /xtm?

(-1<0<L),

et 'expression suivante de c,

.‘ v 5 ~ @ P’ L] d
(20") c,= 20+ K() _ Ef e dx — %’f e‘x-—g
v p?

% ¢

nous servira 4 déterminer le nombre 7.
Posons, pour abréger,

23(¢) + K () = A(0),

de sorte que la fonction A sera définie par U'expression

A(v)=2 /‘“ e~ logx dx
(22) i . o
+(2— 2logo)f e dr — of (e ‘iﬁ,

ot

et, en posant encore

2 ” __at , ® - CIJ‘
(22') Q(‘*) = ;[ e dw +[ f J‘—.’-l'—,

]

la formule (20') donne comme conséquence

(20%) er=—"—=3"Q>() (o<¥ ).

Cela étant, I'entier Cl(D) ayanl une parité connue, il suffira de
choisir 7 par la condition

e <logE(D),
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qui sera remplie & plus forte raison, d'aprés (20*), si l'on fait
(23) A(p)SalogE(D) (v==ar).

Pour déterminer r, il suffira de dresser une Table de valeurs de la
fonction A(¢) qui se calcule aisément au moyen de la série

A(p)=(2—-C— logzi)—é—;

Wy e

(24) | ~ S
? +(2v—\/ﬂ)log”+cv+2(")m’

ou hien

A(v) = 0,0323 + (20 — 1,7724) log v + 0,57720

9o 18
100 o'+, ...

— é 0 4
9 882

On a, par exemple,

A(-{):O,'jggﬁ, A(%)'_"”/IOQI’ A(’2>=]19319’

2

A(%)=2,35|9, A((—;>=2,7044, A(;>=3,0060,

Bien que le nombre 7 des termes, que la formule (21) contient, ne
soit pas exageéré, il sera néanmoins beaucoup plus commode de séparer
les termes qui correspondent & des valeurs . =3, ot 'on a

(25°) (%):-—1 ou (%)’—‘—0 (8 = fo)s

et de prendre

(25) P,,=2 ;BL{: " dw, Q,= Efa;c-w %’.,

pr
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en convenant de réduire 4 la moitié tout terme 8 = @, correspondant

a4 une valeur telle que (BQ) —o. Le deuxiéme membre de la for-
- 0
mule (21) devient alors

,
S (oo [ )= 2Pk Q)+,
M am . z

o m?
m=1

et la-somme qui figure au début ayant pour valeur Yexpression S — c,,
nous aurons

(26)  CI(DYlogE(D) =S8 — 2(P,+ Q) — (1 — 8)c,y

avec la valeur suivante de S :
(26°) S= é\/‘]-)—(logD + 0,046181) — %logD + 0,023 090,

qui a été donnée dans (17).
Puisque la quantité 1 — @ se trouve entre o et 2, la formule (26)
peut s’exprimer par l'inégalité qui résulte, en outre, de la condition

¢,<logE(D),

. S—a(P,+Q) . _ o S —2(P,+0Q,)
(269 TgEmy <UD <gEmy

et cette derniére inégalité définit I'entier Cl(D) sans ambiguité, si
I’on en connait d’avance la parité. Aussi les cas ne sont pas rares ot
Pinégalité seule

CI(D)logE(D) < S

suffit pour déterminer le nombre des classes .

Notons encore une fois que nous avons posé « = \/‘13;, ar=wv, et

que le nombre r se détermine au moyen de la condition (23).
L’indétermination de la formule (26) devient plus restreinte, si ’on

y remplace c, par sa valeur calculée au moyen de la formule (20?).
Toutes les difficultés du probléme reviennent donc 4 la détermi-
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nation de la solution fondamentale de I'équation de Fermat

T2 - DU%2 =4,

dont la théorie ne parait pas étre encore assez avancée.

Pour montrer I'utilit¢ pratique de ce qui précede, je vais déterminer
le nombre des classes du discriminant premier D = 98173 les discri-
minants de la forme 8% + 5 seuls peuvent avoir T et U impairs; pour
les autres, ona T = 22, U = 2y et 2*— Dy*=1. J'emprunte 4 une
citation de M. Konen le fait découvert par M. A. Martin, que 'entier z
contient g7 chiffres; la quantité logE(D) étant & peu prés

logT = log2az,
on aura environ
logE(D) = 222,

el puisque, dans notre cas, o = 0,01788, la condition concernant le
nombre des termes devient

A(v)SalogE(D) =4,

la valeur A( é) = 3,269 permet de conclure qu'il suffiva de prendre
ar %, d’ou r=7.

L'équation (%) = — 1 n'admettant que des solutions =5 et § =1,

dans l'intervalle de =1 & § =r =7, les sommes P,.et Q, contiennent
deux termes chacune, lesquels se calculent d’ailleurs facilement.
Mais on trouve S = 450,5, d’ott

Cl(D) < &,

222
et, par conséquent,

- Cl(D) =1 (D =9817),

le nombre des classes d’un discriminant premier devant étre impair.
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VI.

Si le discriminant D admet comme facteur le nombre 2 ou 3, les
valeurs B, sont trés nombreuses el le calcul pourrait devenir pénible.
C’est pourquoi j'aurais recommandé de modifier la formule en chas-
sant tout d'abord les valeurs de m qui contiennent 'un ou l'autre de
ces facteurs. ' .

Soit done D = 4m un discriminant pair la somme qui figure au
second membre de (21) ne contient Lffecnvement que des termes de
_rang impair et I'on pourra 'écrire

S — (P4 QL) + (8 — 1),

ou P et Q; sont les sommes P, et Q, bornées aux termes provenant
des valeurs impaires de f, puis
0

-, 2 (7 e ' ‘_'.da; o
5.—:2(&;fape dx + c”;) (p=1,3,5,7,...).
" .

azp

Cela étant, posons

. v
. 0 " 0
~ VAR —a? _.dz
N = Z (9——“/ e d:c-t-—f e '”-—>,
vet 2Y% Java syt &

nous aurons évidemment
/ - /4
=8 -y,
S désignant la série éludiée plus haut. Pour obtenir la quantité 37,
observons que |’on a

$'= 1D, + 3,

2
@
2 1 o R s
=725 [ eds, -»*‘Zf
\/“V:, 2va aviae

ces deux dernitres quantilés s’obtiennent avec une grande approxi-

*
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mation au moyen des formules (14) et (14%), dans lesquelles il faut

prendre u=/ et u= & ; il vient ainsi, en employant 1'écriture D =4 m,

G —log4=

2

8\ = C—logm , élogm S, =

2 Vm

— I
+\m — -?:logm,;

. . . e C—log4=
on a ainsi, en écrivant, pour un moment, __Tg_4_ = A,

§ = %Jz—n_logm+ )/_r;z-(A +1)— é.logm + A+,
et puisque, d'aprés (16*), pour D = 4m, u=r:
S = vm(logm + 2A + 2 + log4) — é]ogm + A 41— loge,
il vient, en retranchant,
(27) S’=é\/;n_'(logm+C — log= + 2 + 2log2) — log2
ou bien
(27') §'= é\/ﬁ(logm + 2,818770) — 0,693 147;
le nombre des classes sera alors déterminé par les inégalités

§'— 2P, —2Q; S'— 2P, —2Q, n_
(28> logE(D) >CI(D)>W—2 (D__[;m).

Soit, par exemple, D = 4m = § X< 859 = 3436, on a

é'l‘ = 7024 X 10'%,

d’ou
logE(D) = 53, 28,
puis
' " & = 0,0308,
et enfin

«logE(D) =1,064;
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observant que A(é) = 1,409, on peut prendre

MP_Z%,
d’on
r=ir,
3 ? ) : yr 3 D . .
et il n’y aura (qu’une solution de I'équation §)=— 1, asavoir B=1.
On trouve
logm + 2,82 = 9,57,  yVm = 29,30,
d’ou
S <150, ClI(D)< 2,
) e 33,28
donc

Cl(D) =2,

le nombre des classes devant ici étre pair.

Le lecteur voit comment se modifie la formule générale en cas de
D=3mouD=12m.

L.a méthode exposée ici en partant de la formule (2) est applicable
aussi aux autres développements que nous avons établis dans le Mé-
moire couronné, soit pour les discriminants positifs, soit négatifs. Je
reviendrai, dans une prochaine occasion, sur les séries semi-conver-
gentes qui se présentent dans ce dernier cas, pour faire voir que les
méthodes analytiques présentent un réel avanlage sur le procédé élé-
mentaire de la détermination des formes réduites. |
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