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Sur la stabilité et les petits mouvements. des corps fluides;
Par M. P. DUHEM.

A
-

:

CHAPITRE 1.

CONDITIONS QUI SUFFISENT A ASSURER LA STABILITE DE L'EQUILIBRE D'UN FLUIDE.

§ 1. — La recherche de ces conditions ne reléve pas exclusivement
du calcul des variations.

On sait que Lagrange a énoncé et démontré cette proposition :

Un systéme mécanique soumis a des forces qui dérivent d’un poten-
tiel est assurément en équilibre stable dans un état ou le potentiel des
forces a une valeur minimum.

La dé¢monstration de Lagrange laissait quelque peu & désirer & ceux
qui ont souci de la rigueur; Lejeune-Dirichlet lui a donné une forme
qui la sauve de toute objection. ;

Lorsque la Mécanique générale, fondée sur la Thermodynamique,
est venue étendre & de nouveaux domaines les méthodes de I'ancienne
Mécanique, on a dii rechercher si la proposition de Lagrange et de
Lejeune-Dirichlet était susceptible d'une plus grande extension et dans
quelles circonstances cette extension était légitime.

Il était naturel d’examiner tout d'abord les systémes mécaniques

Journ. de Math. (5° série), tome IX. — Fasc. I 1go3. 31



234 . ‘ P. DUHEM.

que forment un nombre fini de corps, chacun de ces corps correspon-
dant & une seule température et étant défini par un nombre limité de
variables indépendantes.

On ne tarda pas & reconnaitre que la possibilité d'étendre la propo-
sition de Lejeune-Dirichlet & de tels systémes était subordonnée 4 cette
autre question : Le systéme admet-il une énergie utilisable?

Cette grandeur, lorsqu’elle existe, est caractérisée par la propriété
suivante :

Au cours d’une modification réelle élémentaire, on a

(1) de, + de, = dO + d¢,

dg, étant le travail externe,
dg,, le travail de viscosité,
0, la force vive,

¢, I’énergie utilisable.

Cette énergie utilisable n’existe pas en tous les systémes et dans
toutes les circonstances ().

Seuls, certains systémes, trés particuliers, admettent en toutes cir-
constances une énergie utilisable; ces systémes comprennent ceux
qu'étudiait'ancienne Mécanique; aussi les avons-nous parfois nommés
les systémes classiques. Pour ces systémes, I'énergie utilisable se con-
fond avec I'équivalent mécanique de la partie de 'énergie interne qui -
dépend de la configuration du systéme, ou, encore, ce qui revient au
méme dans ce cas, avec le potentiel des actions intérieures.

Aucun systéme, autre que les systémes classiques, n’admet d’énergie
utilisable en toutes circonstances et quelle que soit la forme des rela-
tions supplémentaires; en revanche, quel que soit le systeme, cer-
taines formes de relations supplémentaires assurent l'existence d’une
énergie utilisable.

Ces formes peuvent se classer en deux catégories :

1° La premiére catégorie correspond aux mouvemenis isother-

(1) L’intégrale des forces vives en Thermodynamique (Journal de Mathé-
matiques pures et appliquées, 5° série, t. IV, 1898, p. 5).
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miques; si, pendant toute la durée du mouvement, la température
de chacun des corps qui composent le systéme est maintenue inva-
riable, tout en différant peut-étre d’un corps a l'autre, le systéme
admet une énergie utilisable, qui est alors identique au poientiel
interne.

2° Laseconde categorle correspond aux mouvements que 'on peut
nommer erntropiques; pendant la durée d'un tel mouvement, l'en-
tropie de chaque corps ne dépend que de sa température ; la forme de
'énergie utilisable, dans ce cas, dépend de la forme dé la relation qui
existe entre I'entropie et la température.

Parmi ces relations, la plus simple et’la plus remarquable consiste &
maintenir invariable I'entropie de chacune des parties du systéme; de
semblables mouvements iseniropiques caractérisent un systéme dénué
de viscosité et dont les diverses parties ne peuvent céder de chaleur les
unes aux autres; en ces mouvements, I'énergie utilisable n'est autre
que ’équivalent mécanique de I'énergie interne. -

A chacun de ces cas ot il existe une énergie utilisable, la proposition
de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet peut étre étendue sans difficulté;
si les actions extérieures admettent un potentiel, le minimum de la
somme @ = ¢ +4- Q de 'énergie utilisable ¢ et du potentiel externe Q
assure la stabilité de 1’équilibre du systéme; toutefois, en énoncant
cette proposition, deux remarques doivent étre faites, qui concernent
les systémes ol I'énergie utilisable résulte des relations supplémen—
taires :

1° A partir de I'état considéré, la grandeur @ doit étre croissante
non pas pour tous les changements poss1bies du systéme, mais seule-
ment pour les changements qui respectent les relations supplémentaires
d’or découlent existence et la forme de 'énergie utilisable.

2° Le minimum de @ n’assure la stabilité de I'équilibre qu'autant
que I'on suppose exclus les mouvements qui -transgresseraient ces
mémes relations supplémentaires.

Des systémes définis par un nombre limité de varlables indépen-
dantes passons aux systémes continus; ceux-ci sont décomposables en
une infinité d’¢léments infiniment petits; 4 chaque élément corres-
pondent une température et un nombre limité de variables. Parmi ces
systemes, les fluides sont les plus simples.
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1l est aisé d’étendre aux corps fluides (') les propositions qui defi-
nissent les conditions d’existence de I'énergie utilisable.

L'énergie utilisable existe, quelles que soient les relations supplé-
mentaires, pour un fluide incompressible, dont chaque élément garde,
au cours du mouvement, une densité invariable; les fluides incom-
pressibles tiennent, en. Hydrodynamique, le réle des systémes clas-
siques.

L’existence de I'énergie utilisable, pour les fluides compressibles,
est subordonnée 4 la forme de la relation supplémentaire.

L’énergie utilisable existe, en premier lieu, si le fluide est animé
d'un mouvement isothermique; au cours de ce mouvement, chaque
élément garde une température invariable qui, d'ailleurs, peut différer
d'un ¢lément a lautre. L’¢ enerme utilisable coincide alors avec le
poLentlel interne.

L’énergic utilisable existe, cn second lieu, si le fluide est animé
d'un mouvement entropigue ; 'entropie de cet élément est alors unc
fonction de sa temperature seule ; la forme de cette fonction régle la
forme de I'énergie utilisable. '

Parmi ces mouvemenls sont les mouverments isentropiques; 'entro-
* pie de chaque élément garde une valeur invariable, qui peut d'ailleurs
différer d'un ¢lément & D'autre; I'énergie utilisable est I'équivalent
mécanique de I’énergie interne. Ces mouvements sont ceux que peut
prendre un fluide dénué de viscosité et de conductibilité.

Sil'extension aux systémes continus, et particuliérement aux fluides,
des propositions relatives a4 I'exisience de I'énergie utilisable ne ren-
contre aucune difficulté digne d'étre mentionnée, il en est autrement
du théoréme de Lagrange et de Lejeunc-Dirichlet; son extension aux
systémes continus donne lieu 4 d’importantes remarques (*).

(') Recherches sur U’Hydrodynamique; 1" Partie : Sur les principes fonda-
mentaux de U'Hydrodynamique, Chap. 1I, §1 (Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 2° série, t. 111, 1go1, p. 355).

(*) Recherchessur U’Hydrodynamigue; 1~ Partie : Sur les principes fonda-
mentauwx de UHydrodynamique, Chap. ll, § 3 (Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 2¢série, t. III, 1go1, p. 362), — Susr-la stabilité de Uéqui-
libre d’une masse fluide animdée d’un mouvement de rotation (Journal de
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Il est encore permis d'énoncer la proposition suivante :

Prenons un état d’équilibre ot le potentiel ® ait une valeur moindre
qu'en tout état voisin; nous pourrons toujours placer le systéme dans
un état initial assez voisin de 1'état d’équilibre, lui donner une forme
vive initiale assez voisine de zéro, pour que I'é¢tat du systéme au bout
d'un laps de temps quelconque soit toujours aussi voisin que l'on
voudra de 1’état d’équilibre, que sa force vive soit toujours aussi voi-
sine que I'on voudra de zéro.

Non sculement cet énoncé donnera licu aux observations déji déve-
loppées touchant les systémes qui dépendent d'un nombre limité de
paramétres : tous les changements réels ou virtuels du systéme devront
se conformer aux relations supplémentaires qui assurent 'existence de
I'énergie utilisable et en déterminent la forme, sile systéme n’est point
classique. Mais encore le mot état woisin, (ui figure a plusieurs
reprises dans cet ¢énoncé, devra étre entendu dans un sens distinct de
son sens habituel. ,

Habituellement, deux étals d'un systéme continu sont votsins I'un
de 'autre si les variables qui se rapportent. & un élément de masse
quelconque dans le premier état différent infiniment peu des variables
qui se rapportent au méme élément de masse dans le second état.

Dans Uénoncé précédent, deux états sont dits voisins lorsque les
conditions que nous venons de rappeler sont remplies par toutes les
masses élémentaires du systéme, sauf peut-éire par certains éléments
dont Uensemble forme une masse infiniment petite; les variables qui
caractérisent un de ces ¢éléments dans le premier état du systéme
peuvent différer de quantités finies des variables qui caractérisent ce
méme élément dans le second état.

Ce changement de sens apporté au mot voisin entraine une consé-
quence grave. ’

Une grandeur, @ par exemple, est minimum dans un état donné du
systéme, lorsqu’elle y a une plus petite valeur qu’en tout état voisiz.
Si l'on adopte le sens habituel du mot voisin, la recherche des condi~

Mathématiques, 5 série, t. VII, 1901, p. 311). — Sur la stabilité, pour des
perturbations quelconques, d’un systéme animé d’un mouvement de rotation
uniforme (1bid., t. V111, 1go2, p. 5).
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tions nécessaires et suffisantes pour que @ soit minimum dans un état
donné¢ du systéme peut étre conduite en suivant les méthodes du
calcul des variations. Il n'en est plus de méme si I'on entend le mot
voisin au nouveau sens; il est clair alors que la recherche des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que ® soit minimum dans un état
donn¢ du systéme excede la portée légitime du calcul des variations.

A la vérité, les états qui sont, au sens habituel du mot, voisins
d’état donné sont compris parmi ceux qui en sont voisins au nouveau
sens; les conditions indiquées par le calcul des variations comme con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que @ soit minimum dans un état
donné du systéme demeurent nécessaires, mais elles peuvent fort bien
ne plus étre suffisantes; rien ne nous permet donc d’affirmer qu’elles
suffisent & assurer la stabilité de I'équilibre du systeme.

Il est clair, au contraire, que, si, dans un certain ¢tat du systéme,
® est un minimum absolu, le changement de sens du mot voisin dans
I'énoncé du théoréme de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet n'a plus
rien qui nous puisse inquiéter; en cet ¢tat, I'équilibre du systéme est
assurément stable. Cette remarque fait comprendre I'importance des
propositions qui vont étre démontrées.

Quelques observations doivent précéder la démonstration de ces
théorémes.

La plupart des développements de I'Hydrodynamique sont, pour
les fluides exempts de viscosité, subordonnés a la resiriction sui-
vante :

Il existe une fonction A telle que les équations de I'Hydrodyna-
mique puissent se mettre sous la forme

. oA oA JdA
(2) 3z F8:=0 5y+gr=o, 9z T 8:=0,

ol gy 8y» &2 SO0t les composantes de I'accélération.
Or cette restriction ne se trouve vérifiée que dans certains cas par-
ticuliers que nous avons appris ailleurs (*) & distinguer et & classer.

(1) Recherches sur l’Iijdl‘oclyzzanziqile,- 17 Partie : Sur les principes fonda-
mentaux de UHydrodynamigue, Chap. 111 (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, 2° série, t. IIl, 1901, p. 368).



LA STABILITE ET LES PETITS MOUVEMENTS DES CORPS FLUIDES. 239

Nous avons remarqué que la plupart des théorémes dits généraux de
I'Hydrodynamique n'étaient établis que dans les circonstances ot il
existe 4 la fois une énergie utilisable et une fonction Aj ces circon-
stances, peu nombreuses, sont les suivantes :

1° LE FLUIDE EST HOMOGENE ET INCOMPRESSIBLE;

2° LE FLUIDE EST ISOTHERMIQUE, c'est-d-dire qu’il est homogéne,
compressible, et qu'il est en tous ses points porté 4 une méme tempé-
rature qui demeure invariable pendant toute la durée du mou-
vement;

3° Lk FLUIDE EST ENTROPIQUE, c'est-d-dire que I'entropie spécifique
en chaque point est liée 4 la température en ce point par un relation
qui demeure la méme dans toute I'étendue du fluide et 4 tout instant.

Cette derniére catégorie comprend, en particulier, le cas ol LE FLUIDE
EST ISENTROPIQUE, c'est-d-dire ou le fluide se meut, & partir d'un état
initial bomogéne, de telle sorte que I'entropie de chaque masse élémen-
taire demeure invariable. : .

Ces trois catégories de fluides sont les seules que nous étudierons au
cours du présent travail; encore ne les prendrons-nous pas dans leur
entiére généralité; nous supposerons que les diverses masses élémen-
taires qui les composent n'exercent les unes sur les autres aucune
action; les actions, tout extérieures, auxquelles nos fluides seront sup-
posés soumis, se réduiront & des actions, newtoniennes ou non, appli-
quées aux divers éléments de masse et & une pression uniforme et con-
stante appliquée & la partie déformable de Ia surface. De plus, nous
supposerons les fluides ¢tudiés exempts de toute viscosité.

§ 2. — En un état d’équilibre stable, le potentiel total est un mini-
mum absolu. Cas du fluide homogéne et incompressible.

Soit p la densité d’un fluide incompressible homogéne et soit
V(z, y, z) la fonction potentielle des forces extérieures qui le solli-
citent. Si dar est un élément de volume de ce fluide, le potentiel total
a pour valeur

(2) q):pfvczm.



240 P. DUHEM.

Le calcul des variations permet de former les conditions nécessaires
et suffisantes (') pour que cette grandeur soit plus petite dans un état
donné du fluide que dans tout état voisin de celui-la, le mot voisin
étant pris dans son sens habituel.

Ces conditions comprennent, tout d’abord, les conditions de1'équi-
libre hydrostatique, lesquelles se réduisent ici & deux :

La pression hydrostatique n’est jamais négative. — La partie défor-
mable de la surface du fluide est une surface d’égal niveau potenticl.

En outre, elles comprennent une condition d'inégalité:

Soit n la normale a la surface déformable, dirigée vers I’inté-

. . OV o . :
rieur du fluide; la grandeur 5 nedoit éire positive en aucun point

de la surface; les points ot cette grandeur est nulle n'y doivent
pas former une aire d’étendue finie.

Nous supposerons la fonction V uniforme, en sorte que deux sur-
faces de niveau distinctes ne puissent se couper ; nous supposerons ¢n
outre que, dans la région de I’espace ol notre {luide peut se mouvoir,
V ne présente ni maximum ni minimum, en sorte que nulle surface de
niveau ne se ferme sur elle-méme.

La surface V =V, qui forme la limite du {luide en équilibre, par-
tage ainsi I'espace en deux régions; l'une,. que nous nommerons la
région supérieure, oun V surpasse V,; 'autre, que nous nommerons
la région inférieure, oit 'V est inférieur & V,. Selon la condition indi-
quée tout 4 I'heure, cctte derniére région conticnt une partie de la
masse fluide ; nous supposerons qu’clle la conticnt tout enticre.

Les parois du vase indéformable qui mainticnnent le fluide se com-
posent de deux parties; unc de ces parties est mouillée par le liquide
en ¢quilibre; elle se trouve assurément tout enti¢re dans la région
inféricure; une autre n’est pas touchée par le fluide en équilibre;
nous supposons que celle seconde partic des parois se trouve lout
enti¢re dans la région supérieure.

Dés lors, il est aisé de voir que la-condition donnée par le calcul des

(') Des principes fondamentaux de U'Hydrostatique, § b (Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, t. IV, 18go, p. C. 28).
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variations entraine cette autre, qui assure pleinement la stabilité de
Péquilibre :

Dans Uétat considéré du sysiéme, la grandeur ® est un mini-
mum absolu.

Con51derons, en effet, le fluide dans un autre état quelconque. Nous
pourrons dlstmguer dans 'espace quatre reglons :

La région o n'’est occupée par le liquide ni dans le premier état, ni
dans le second.

La région 1 est occupée par le fluide aussi bien dans le premier état
que dans le second.

La région 2 est occupée par le fluide dans le premier état, mais non
dans le second.

Enfin, la région 3 est occupée par le luide dans le second état, mais
non dans le premier.

Dés lors, si @ se rapporte au premier état et ®’ au second, il est aisé
de voir que I'on a

(3) ¥—0=p(Vdo —p[Vdo.

L'incompressibilité¢ du fluide exige que l'on ait

fdur-—fdm:o.

L’égalité (3) peut donc s’écrire
(4) (D'——(I)—_—pf(V—-V,)dw—-pf(V—-Vo)dm.

Mais la partie 3 de 'espace est nécessairement dans la région supé-
rieure, en sorte que (V V,) y est positif, tandis que la partie 2 est
dans la région inférieure, en sorte que (V—V,) y est négatif.

L’égalité (3) montre alors que (®'— @) est positif, ce qui etabht le
théoréme énoncé.

Journ. de Math. (5 série), tome IX, — Fasc. III, 19o3. 32
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§ 8. — Cas du fluide isothermique soumis & des actions extérieures
’ newtoniennes.

Passons au cas d'un fluide homogéne,-compressible, dont la tempé-
rature uniforme garde une valeur invariable. Supposons ce fluide
soumis & des actions extérieures qui se composent, d’une part, de
forces newloniennes, appliquées aux diverses masses élémentaires et
dérivant d'une fonction potentielle V(z,y,s); d’autre part, d'une
pression normale, uniforme ct constante P, appliquée & la partie défor-
mable de la surface. Si p est la densité du fluide, la masse élémen-
taire dm admet un potentiel interne {(p, T) dm, ou il va étre inutile
de faire figurer la température T, qui est une constante. La grandeur @
a pour valeur, dans ce cas,

(5) ® =/’[9(V+'C.)+P]dar.

Le calcul des variations nous fait connaitre ('} les conditions néces-
saires et suffisantes pour que @ ait, dans un ¢tat donné du fluide, une
valeur plus petite que dans tout état voisin, ce mot étant cnlendu au
sens habituel.

Ces conditions sont les suivantes :

11 existe une quantité C, constante dans toute I'¢tendue de la masse
fluide, telle que 'on ait, en tout point de cettc masse,

(5 bis) Vl(p) +p g =C.

En chaque point de la masse fluide, la pression II est donnée par
: que p y 1a P p
éaalité

8

(6) = 2 %),

Cette pression n’est négative cn aucun point du fluide.

(") Sur la stabilité de Uéquilibre des corps flottants, Chap, 1, § 6 (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 5¢ série, t. 1, 18¢5, p. 133).
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En chaque point de la surface déformable elle prend la valeur P.

La quantité %n’est positive en aucun point de la surface défor-
mable; les points ot elle est nulle ne forment pas, en cette surface, une
aire d’étendue finie.

La quantité

dt 2 @2L(p)
(7) I(p) =2p T2 + 2 TH

n’est négative en aucun point de la masse fluide; les points ol elle est
nulle ne forment pas, en cette masse, un volume fini.

Conservons les notations et les conventions du cas précédent.

En chaque point de la région supérieure, nous pouvons définir une
densité fictive p par I'équation (5); la valeur correspondante de II,
donnée par I'égalité (6), pourra, en certaines circonstances, n’étre plus
positive ; mais nous admetirons que lavaleur de J(p) qui correspond
a ces valeurs fictives de p continue @ étre positive, de maniére qu’elle
est positive pour toute valeur réelle de la densité.

Dans ces hypothéses, nous allons prouver que, siles conditions pré-
cédentes sont toules remplics, lavaleur de ® est un minimum absolu,
ce qui assure la stabilité de I’équilibre. '

Donnons, en effet, comme dans le cas précédent, un déplacement
fini au fluide; soit p' la densité au sein de I'élément dw aprés ce dépla-
cement. Nous aurons

Y — 0= [[p’V+9'C(9’) —pV—pl(p)]l dor

(8) +[[9’V+ o) + Pldw

*£[PV +pL(p) -+ P]dm,

tandis que la conservation de la masse du fluide s’exprimera par
I'égalité

(9) f(P'—P)dm—l-[‘p.’dm—-fgpdw:o.
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Il est clair que cette condition ( 9)> jointe a la définition de la den-
sité fictive p en tout point de la région 3, nous permet d’écrire I’éga-
lité (8) sous la forme

-0 = [+a[P'V+P'((P')—P'C—PV—PC(P)“*'PCW@
+ [ [pV +pl(p) —C +Pldw
~[ [pV +¢%(p) —¢C+P]ds

ou bien, en désignant par p, la densité donnée par I'égalité

dg
prlel — p

que prend le fluide le long de la surface déformable, et en tenant
compte de I'égalité (5),

(D'—‘I>=f [V +ele) — o C—pV—pl(p) +pCldm
dC(P) 2d§(90)
(10) | +f[ dp ~ Podp, ]dw
2 45(p) d(p)
=[5~ e | ds.

L’égalité (5), différentiée, donne

dV+i%dp=o.

J(p) étant toujours positif, nous voyons que la valeur, réelle ou fic-
tive, de p en un point de 1'espace est une fonction décroissante de la
valeur de V au méme point; (p —. p,) est donc positif dans la région 2
et négatif dans la région 3.

D’ailleurs, le méme signe de J(p) nous enseigne que

at(e) 2 d8(po)
92 dp - P dp,
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est une fonction croissante de p. Nous aurons donc
2 4% 2 48(po)
f p* d(:) Pe d:o ]dm> 0,

.d d%(p,
p E}Pp) es Ei(: )] dw < o.

(r1)

Considérons maintenant la fonction

Fle)=pV+pl(p)—pC—pV—pl(p) +pC.
Nous aufons

dF(P) V+C(P)+Pdc(9) C,

dap(p)_ i) | a3

dp“ =2 dpl -+ P dP/g = P/
F(p) est évidemment nul; il en est de méme de (P), en vertu de
) [ ’ ] L . 2 (p)
égalité (5); enfin, J(p') étant positif, il en est de méme de ? i

F(p") est donc positif pour toute valeur de ¢’ qui différe de p et nous
pouvons écrire I'inégalité

(12) [ [V +pLH) ¢ C oV —pU(p) +pCldw>o.
L’¢égalité (10) et les inégalités (11) et (12) donnent I'inégalité

—®>o0

et le théoréme énoncé est démontré.
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§ 4. — Cas du fluide homogéne et compressible, soumis
4 des actions extérieures non newtoniennes.

Il suffit de compliquer fort peu I’analyse précédente pour qu'elle
s'stende au cas ou les actions extérieures appliquées aux divers élé-
ments de la masse fluide ne sont plus newtoniennes (*).

Dans ce cas, la fonction potentielle de ces actions en un point ne
sera pas déterminée par la seule connaissance des coordonnées (z, v, z)
de ce point; pour la connaitre, il faudra connaitre en outre la nature
du fluide qui se trouve en ce point et sa densité p; nous pourrons donc
la représenter par U(p, z, ¥, 5) et écrire

(13) @ = [[pU(p) +pU(p) +Plda.

Le calcul des variations indique les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que, en un certain état du fluide, cette grandeur @ soit
plus petite qu’en tout état voisin, ce mot élant pris au sens habituel.
Ces conditions sont les suivantes :

1°. Il existe une grandeur G, de méme valeur en tout point du fluide,
telle que 'on ait

d
(14) U(p) +p X0 ,, +Z(9)+9C(P) C.

2° La pression II est une fonction uniforme de «, y, z qui vérifie,
en tout point du fluxde, I'égalité

oU dt
(15) o? ();9)_'_9_ (9)__H

A la surface déformable du fluide, cette grandeur a la valeur inva-
riable P. Elle n’est négative en aucun point du fluide.

(1) Sur la stabilité de Uéquilibre d’une masse fluide dont les éléments sont
soumis @ leurs actions mutuelles, § b (Journal de Mathématiques pures et
appliguées, 5¢ série, t. 1II, 1897, p. 175).
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3o Soient » la demi-normale 4 la surface terminale, dirigée vers
l'intérieur du fluide, et «, B, v les cosinus des angles que cette direc-
tion fait avec les axes de coordonnées.

L’expression

()U(p,x,y,s) ()U(P’w).}’)z) 0U(P’x; .%5) __f)_[_J ()UQE_
oz %+ dy p+= T

03 Y= dp On
n'est positive en aucun point de la surface déformable du fluide; les
points ou clle est nulle ne forment pas une aire d’étendue finie.

Cette derniére condition peut se mettre sous une autre forme. En
effet, ’égalité (15) donne

o _ L 00(p) () ), 2dUe)] 0
%_92 dp on +[2p op +2p dp +¢? dp? ]%’

tandis que ’égalité (14) permet d’écrire

IU(p)
an

+ 2 =0

+Pd'—’U(p)+[()U(p) % _o.

dilp) . d*(p)] e
dpdn 0p

De ces deux égalités, on tire

o _ [()U(p)t)p ()U(p)]‘

=009~ o

de on  on

La condition précédente peut donc s’énoncer ainsi :

oI . . | ,
La grandeur - n’est négative en aucun point de la surface défor-

mable; les points ou elle est nulle ne forment pas une aire d’étendue
finie.

4° La grandeur

oU 102U az Y
(16) - T=2p oép)"‘P' apgp)+2p d(lop)+926déf)

n’est négative en aucun point du fluide; les points ou elle est nulle ne
forment pas un volume d’étendue finie.
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Nous admettrons, dans ce qui va suivre, que la quantité J (g, z,y, 2)
est positive, en chaque point (z, ¥, z), non seulement pour la valeur p
qu'y prend la densité du fluide en équilibre, mais encore pour toutes
les valeurs qu’y peut prendre cette densité, entre o et I'inverse du covo-
lume a la température de ’expérience.

Considérons une région de I'espace non occupée par le fluide,
celui-ci se trouvant dans un état o toutes les conditions précédentes
sont vérifiées. A chaque point de cette région, nous pourrons, par
I'équation (14), faire correspondre une valeur fictive de p, puis, par
I'égalité (15), une valeur fictive de II; cette derniére valeur pourra
&tre négative.

Nous supposons que la fonction U(p, %, y,z), considérée comme
fonction des variables z, y, = explicitement écrites, est une fonction
uniforme; alors, la densité fictive p, définie par I'équation (14), sera,
elle aussi, une fonction uniforme de x, y, z; si, en effet, cn un point
(%, y,5), I'équation (14) était vérificc par deux valeurs distinctes ct
positives de p, il existerait une troisitme valeur de p, comprise entre
les deux premiéres, qui annulerait la dérivée par rapport a p du pre-
mier membre de I'égalité (14); or cette dérivée, 3(P), o5t essentielle-

P
ment positive.

La valeur fictive de II, que définit 'égalité (15), est une fonction
uniforme de p et de z, y, z, partant une fonction uniforme des
variables z, y, z.

Nous supposerons que, quclle que soit la valeur constante attribuée
4 p, la fonction U(p, x, ¥, z) n'admette de maximum ni de minimum
dans le champ des variables (x, y, 3); ou, pour parler d’une manicre
plus précise, qu'il n’existe aucun point (z, y, z), ni aucune valeur de p,
“telles que I'on ait & la fois les trois égalités

J

%U(p,x,y,z):o,
-Q-U( ZyY,5) =0
dy - P 7}’70)-—-(,

J
5 U(p,2,y,3)=o0.
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Les égalités (14) et (15) donnent

J dp dU(P,w,.y,s) ?*U(p, 2, y,58) __
f0a T T oz +9‘_‘——""‘090m =0
0p 0 U(P)‘”’ yaz)
J(_i-i+ dp Oz daz

On en tire la premiére des égalités

on - f)U(P,ﬂ«',y,z)
gz = —°F oz ’
on _ _ 90Uz 5)
dy — I dy
om dU(p,w,y,z).
dz P 0s

Nous voyons alors qu’il n’existe aucun point de I'espace ot I'on ait
a la fois

om_oooom oo
gz =~ O ()y—()’ oz~ '

Nous pouvons, aussi bien dans la région occupée par le fluide que
dans la région ou il ne se trouve pas, tracer la famille de surfaces
IT = const., II étant une fonction uniforme de z, y, z; deux de ces
surfaces ne peuvent se couper; une de ces surfaces ne peut non plus
étre une surface fermée, puisque II n’est maximum ni minimum en
aucun point de I'espace. ‘

La surface déformable du fluide est une de ces surfaces, la surface
Il =P. Elle divise l’espace en deux régions : une région supe’rieure
ou II est inférieur i P, et une région mferzeure, ot IT est supérieur
aPb.

D’aprés ce que nous avons vu, la partie du fluide qui confine  la
surface déformable se trouve dans la région inférieure; nous suppo-
serons que la masse fluide s’y trouve tout entiére; alors, en aucun
point occupé par le fluide en équilibre, la pression II ne sera inférieure
aP. ' '

Nous admelirons que la partie, non mouillée par le fluide en

Ioul‘n de Math. (5e série), tome IX. — Fasc, III, 1903, 33
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équilibre, des parois du vase qui contient le fluide se trouve tout
entiére dans la région supérieure. :
Dans ces hypothéses, les conditions énoncées précédemment entrai-
nent cette conséquence :
La grandeur @ est un minimum absolu.
Gardant alors, autant que possible, les notations des Paragraphes
précédents, nous pourrons écrire

¥ = [TpU)+pL() —~ pUGp) — #(p)]do
(17) +[[¢'U() Fet(s) +Pldm
“I[PU(P) + ¢8(p) +P|da. .

La conservalion de la masse fluide s’exprime encore ici par
I'égalité

\

(9) f(?'—9)61w+f.°’dw;-fpdw=0-

Les égalités (14) et (15), vérifiées en lout point de 'cspace, joinles
a I'égalité (g), permettent de mettre I'égalité (17) sous la forme

‘ '~ =f [P UR) +p 8N~ C—pU(p) —5L(s) = C] dw
|8 ) 1+3
( )' +f(ll~-P)dw+f(P-—]I)dm.

Le volume 2 est sirement dans la région inférieure ct le volume 3
dans la région supéricure; & moins donc que ces volumes ne s’éva-
nouissent, on a

J"(H — P)dw > o,
f(I[ — P)ds > o.

D’autre part, considérons I'expression

F()=p¢U()+p L)~ pC—pU(p) — pl(e)+pC.
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0

Nous aurons

dF(p oU ,dg(p’ .
2l =U(p) + (P)+C(o)+ P -,
dF@p) I
dP/2 —P’

Visiblement, F(p)-_O' selon Pégalité (14), il cn est de méme

de %E(e) F(e")
dp de’?

pour toute valeur de o’ différente de p,

F(e)=¢'U(p) +pU(p) — pC—pU(p) — pl(p)+pC>0.

Les trois inégalités qui viennent d'étre établies, jointes & l'éga-
lité (18), donnent l'inégalité

» tandis que est positif quel que soit p'; on a donc,

P —®>o0,

qui démontre le théoréme énoncé.

§ 5. — Cas du fluide entropique.

Considérons un fluide homogéne ct compressiblec. .Supposoﬁrlc
soustrait a toute action extéricure, sauf & celle d’une pression normale
et uniforme P. Supposons, en outre, que la température T ait initia-
lement la méme valeur en tous les points du fluide. La densité du
fluide en équilibre aura partout une méme valeur g, liée 4 la pression P
et & la température T par 'égalité

(19) P =BT,

Imaginons qu'en tout mouvement & partir de cct état d’¢quilibre,
la densité p et la température T soient, pour chaque point matéricl,
liées par la relation

(20) e =~ Es (T)’
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ol s(T) est une fonction de la température T, la méme pour tous les
points, et ot E est 'équivalent mécanique de la chaleur. Posons, en
outre,

(20 bis) S(T) = f s(T)dT.
Nous aurons '
(21) tﬁ:f[.p((p,T)-;—EpS(T)+P]dm.

Le calcul des variations nous donne les conditions nécessaires et
“suffisantes pour que @ ait, dans I’état d’équilibre considéré, une valeur
plus petite qu'en tout état voisin, le mot voisin étant pris au sens
habituel. ' '

Outre les conditions d’équilibre déja mentionnées, on obtient de la
sorte la condition suivante (') :

La quantité

%= P dT TP TeiT @

(22) J=T o5 BT | LU T) | 206 T) 4T

est positive. :
On a d'ailleurs, en vertu de ’égalité (20),

) BD.[men  pamle_,
ce qui permet d’écrire I'égalité (22) sous la forme
, 2’:()’C(::,T)]’
(24> I= 2P dc(g;T) + ¢ . tgg; e *L(p, T;’sz: d}(T)'
oT* dT

Nous admettrons que cette quantité est positive pour toute valeur
acceptable de la densité p et de la température T.

(1) Sar la stabilité de I'équilibre d’un corps flottant, Chap.1, § 8 (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, 5° série, t, I, 1895, p. 131).
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Nous allons montrer que, dans P’état d’équilibre initial du fluide, la
quantité ® est un minimum absolu. : :

Soit dm un élément de masse du systéme; soient g’, T’ sa dens1té et
sa temperature dans un état quelconque; vmblement, nous pourrons
écrire -

(35) @—0=[i(¢,T) +ES(T + £ ~ (e, T) — ES(T) — 5;-] dm.
p’ et T’ étant lids par la relation

o T :
(26) dc(gT/ ) —ES(T))

nous pouvons écrire
(27) F(o)=¢ [t(e, T)+ES(TY+ & —t(p, T)—ES(T) - £,

De 14, nous tirons

dF (p dg ,T ,
T =, 1)+ p LD L ES(T') —(p, T) — 5 — ES(T)
&, T) | dS(T)] dT -
'*’P[ T .‘"E T ]Zz?

ou bien, en vertu des égalités (20 bis) et (26),

(38) ‘”_C(p,T) Up, T)+ES(T) - ES(T>+9"‘<P»T> E.

Nous trouvons ensuite

E() _ @ TY | a UL TY [, T) | pdS(T)]dT
' dp’* T 9" +[ o + BT ]de
. 2 d!C(PI,'PI) AT’ :
ML T U

ou bien, en vertu des égalités (20 bis), (26) et (23),

d!F ! J I’ T/ .
(29) ) _ 3, T)

=

dplz_ PI
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L'égalité (27) montre que F(p) = o; en tenant compte de ’éga-

lité (19), Iégalité (28) montre également que dljl(:) = o enfin I'éga-
~lité (29) prouve que -a—l:%,-f’—) est positif quel que soit p’. F(p’) est done

positif pour toute valeur de p’ qui différe de p, et il en est de méme

de E%f—/—) Alors les égalités (25) et (27) donnent I'inégalité

®—-d>o0.

qui démontre le théoréme énonce.

CHAPITRE II.
ETUDE CINEMATIQUE DES PETITS MOUVEMENTS DFS FLUIDES.

§ 1. — Etude cinématique des petits mouvements quelconques.

Considérons un fluide qui exécute de petits mouvements au voisi-
nage d'une position d’équilibre.

Le point matériel qui, dans le fluide en équilibre, aurait pour coor-
données z,, ¥,, 7, a pour coordonnées a l'instant ¢, au sein du fluide
en mouvement, les nombres x, ¥, z; si nous posons

(1) rx=x,+0a, y=y,+0b, 3 ==3,+ ¢,

a, b, ¢ sont, 4 l'instant ¢, les composantes de I'élongation du point
matériel considéré; ce sont évidemment des fonctions des quatre
variables z,, ¥, 2,, ¢ :

‘ a:a(xo,}’oanzm t))
(2) 2 b= b(wo’yoa ETY) t>’

¢ = ¢(Zy Yoy Boy L)-
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Ces fonctions et leurs dérivées partielles seront regardées comme infi-
niment petites.
Cette bypothése, jointe aux égalités (1), permet d’écrire

da da da
a(“f'o’yo: 3y l) =a(xaya 2, t) ~ gyoa'— 'd_)_';b - 5:',—06'

Au second membre de cette égalité, les trois derniers termes sont
infiniment petits du second ordre; on a done, en négligeant ces infini-
ment petits, la premiére des égalités

] a(xoy}’oazo’ Z):a(w,y’ s, l)’
(3) b(xyy ¥y 30y 1) = b(2, y, 5, 1),
c(Zoy Yoy Bos 1) = (2, ¥, 5, ).

Les deux derniéres s'établissent d’'une maniére analogue.
Ces égalités peuvent s’énoncer de la maniére suivante :

Auzx infiniment petits du second ordre prés, l’élongation, & Uin-
stant t, du point matériel dont x, y, z sont les coordonnées d cet
instant est égale & ’élongation, au méme instant, du point maté-
riel dont x, y, z sont les coordonnées dans l'état d’équilibre.

La vitesse du point matériel dont x, y, 3 sont les coordonnées &
I'instant ¢ est une grandeur géométrique bien déterminée dont les
composantes seront désignées par

u(% Y % ‘>’ v(x’y7 3, t)’ W(x’.% 5, t)'

- On a visiblement

da(xtb )’o, S0y t)

u(x,y,3,1)= 3
_ Oa(z, y,5¢t)  da o — d’a ,  d'a
= d 9z,0t% T 9yedt” T dmpai S

En négligeant les infiniment petits du second ordre, cette égalité
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devient la premiére des égalités
J
u(z,y, s,t)= -d-za(w,y, 3, 1),

. | R
(4) : "(w’ya 3y l>=a‘,§b(w:}’7 3, ),

J
w(@,y, 5, 1) = 5,¢(x, ¥, 5 1)

Les deux autres s’établissent d’'une maniére analogue.

Soient g.(z,y,3,t), g (%, y,3,1), 8:(%,¥,3,1) les compo-
santes, & l'instant ¢, de I'accélération du point matériel qui a pour
coordonnées z, v, 3 & cet instant; par un raisonnement analogue &
celui qui a fourni les égalités (4), on trouve les égalités

, 2
g‘x(a&', }’,5, l) = Eﬁa(‘z'aya;‘.; l))
. P
(5) gy(x’y?z’ l):—{’?b(w,y, Sy t)y
”» ,
g: (), 5, 1) = 3¢ (x,y,3, 1)

Si (z, y, z) est un point d’une paroi immobile et si n; est, en ce
point, la normale & la paroi dirigée vers l'intérieur du fluide, on doit
avoir

(6) a(z,y, s, t)cos(n, )+ b(x,y,3,t)cos(n,y)
+c(z,y,5,{)cos(n;, z) =o.

Supposons que deux fluides 1 et 2 soient en contact; leur surface de
contact occupait la position S,, dans I'état d’équilibre; & I'instant ¢,
elle occupe la position Z,,, infiniment voisine de S,,. Boit p.(&, v, ()
un point de la surface Z,,; soient v, v, les deux demi-normales
menées en w 4 la surface 2,,, la premiére vers 'intérieur du fluide 1, la
secondé vers I'intérieur du fluide 2. Au point géométrique p., a I'in-
stant ¢, se trouvent un point matériel appartenant au fluide 1 et un
point matériel appartenant au fluide 2; dans I'état d'équilibre, ces
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deux points matériels étaient sur la surface S,,, le premier en

M4<wnynz4)7

le second en
Mn(xz’)’ea 52);

M, p est 'élongation & I'instant Z du premier point matériel, ses com-
posantes sont

ai(“’n)’uzn t), bl(mn}’n 3y l)a Cc(wuyn Zy, t);

M, . est I'élongation & I'instant ¢ du second point matériel; ses com-
posantes sont ’

@y (% Yy By 8)y  Da(Zay Yoy Bay 1)y €2( @y Yy B0y ).
Aux infiniment petits du second ordre prés, nous aurons

a (21 Y1551 8) c0s(vyy @) ~+ by (4, ¥4y 50, 1) cOS(vy, ¥)

+c'<xn}’nzn l)COS(V,,z)

@ + @3 (%2 Y2y 32 1) €OS (Vo) &) + by (%2, ¥ay 52y 1) COS(Vay ¥)
+ € (@2 Yoy 32, 1) €OS(Vs, 3) = O,

Soit M(z, y, ) un point de la surface S, soient n,, n, les deux
demi-normales menées par le point M a la surface S,,, 'une vers l'in-
térieur du fluide 1, I'autre vers l'intérieur du fluide 2. Supposons le
point M infiniment voisin des points ., M,, M,. Nous aurons

au(wuyn Sy l) COS(VI) -'L')
W e (x,y, 5, t)cos(n,, x)
+a,(z, y, 3, t)[cos(v,, x) — cos(n,, z)]

da, 0
2 i—y)+ T —a)|:

+ €os(v,, T) [%% (), —x) + Jy

Mais, au second membre de cette égalité, les deux derniers termes
sont des infiniment petits du second ordre; en les négligeant, il
Journ. de Math. (5° série), tome IX. — Fasc. III, 1903, 34
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vient ' A .
a,(®y, Y1y By ) CO8(v,y, ©) = a,(x, ¥, 5, t) cos(n,, ).

Cette égalilé et d’autres analogues transforment Pégalité (7) en

a,(xz, y, 5, t)cos(ng, x) + b,(x, ¥, 5, t)cos(n,,y)
+ ¢ (@, ¥, 5, t)cos(n,, 5)
+ a, (%, ¥, 3, 1) cos(ny, &) + b,(x, y, 5, 1) cos(n,, y) ,
+ ¢a (@, ¥, 3, £)cos(ny, 5)=o0.

(8)

Cette égalité doit étre vérifiée a tout instant, en tout point de la
surface fize S,,. ' :

Soit p, (%, y, ) la densité, au point (z, ¥, ), du fluide en équi-
fibre ; soit p(x, ¥, 2, ¢) la densité au méme point et a l'instant ¢, au
sein du fluide en mouvement; (p — g,) est une quantité infiniment
petite ainsi que ses dérivées partielles, :

Dans le fluide en équilibre, tracons une surface fermée S, circon-
scrivant une certaine masse. A Pinstant ¢, cette masse est circonscrite
par une surface X, infiniment voisine de la surface S; un point
(z, y, z) de la surface S, subissant le déplacement a(z, y, 3, t),
o(z, v, z,1), c(x, y, 3, 1), se vient placer sur la surface X. Soit n; la
demi-normale & la surface S, menée par le point (&, y, z) et dirigée
vers I'intérieur du volume que cette surface enferme; soit @ ce volume.
En exprimant que la masse contenuc dans la surface X est identique
4 la masse contenuc dans la surface S et en négligeant des infiniment
petits du second ordre, nous trouvons

fp.,clm:fp dw -—fp[acos(n,-, x)+ beos(n;y)-+ ccos(ng, 3)| dS.
bt 2] o S

Mais (p — p,) étant une quantité infiniment petite, on peut encore
écrire cette égalité

/‘(P — 0, ) dw =fPo[a cos(n;, &) + beos(n;, y) + ccos(ny, 3)] dS.
. s

Par une méthode connue, on en conclut que l'on a, en tout
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point (2, ¥, z) du volume occupé par le fluide en équilibre, et & tout
instant ¢,

b e 090 a3 doo __
(9) - po+po(dz+oy+o>+ om TOG T =0

D’autre part, en négligeant toujours les infiniment petits du second
ordre, on a

Oeo, 07 92
Po(.l) )’,,..) "90(”01)0’“‘0>" t’“ V"/ —*—‘)0 "
en posant
a, == (t(.ﬁUm )’0, S [)’

b, = [/(xov Yor 30 ),
Co= ¢ (g3 Yoy Bos £)-

Si T'on tient compte des égalités (3), l'égalité écrite ci-dessus
devient

2o
po(‘l/,y,z)—Po(xw}’o"o)"‘a' +b()y (i;;'

L’égalité (g) devient alors
, J 06 | de
(10) p(xyy,50) ~ 20y Y01 50) = — i‘o(x’.ya“l< . +Ty—; ():)

Visiblement, elle peut encore s’écrire

p(.’l;, Y= l) - P()(wov Yos 50)
da ab de
== ol o 20) (5t + G5 )

(10 bis)

- Nous disons que le mouvement admet une fonction potenticlle des
élongations lorsqu’il existe une fonction ¢(z,y,z,?) telle que
I'on ait

! d Zy ) 3. 8) z

. ob(z, y, 3, ¢
(11) b(z,y,3t)=— _\‘(T-;"._l,
- oY(z, ¥, 3,¢
c(“"?.'yaz’l):’*i%{_——)'
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Nous disons que le mouvement admet une fonction potentielle des
vitesses lorsqu'il existe une fonction ¢ (z, y, 3, ¢) telle que I'on ait

i) y Y5 b))
u(w’y,z’l)z_ _?_(ﬂ__)_,

ox
g ’ ' : 0 y Y13y L
('2) ‘ ‘ v('”’y’zat):'_"w—d%——)’
do(z, v, 5,¢
w(Zy ¥, 2,yt) = — .i(__o{_'___)

L’existence d’une fonction potentielle des élongations { entraine

Uezistence d’une fonction potentielle des vitesses o = %

La réciproque de cette proposition n’est pas vraie. Pour que I’exts-
tence d’une fonction polentielle des vitesses entraine existence
d’une fonction potentielle des élongations, il faut et il suffit que la
quantité '

a(x,y,3,0)dr+ b(x, y,s,0)dy + c(r,y,5,0)dz

soit une différentielle totale; en d’autres termes, il faut et il suffit
qu’il existe une fonction potentielle des élongations @ Uinstant ini-
tial du mouvement.

Lorsqu'’il existe une fonction potentielle des élongations, I'égalité (6),
vérifiée en tout point d’une paroi immobile, devient

3y % _

S =0
on; !

tandis que I'égalité (8), vérifice en tout point de la surface S,, qui
séparait deux fluides 1 et 2 au moment de I'équilibre, devient

(I r) ()"l’l d"fz —

- == 0,
dn, an,
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§ 2. — Petits mouvements pendulaires d’un corps fluide.

Le petit mouvement étudié sera pendulaire si 1'élongation est définie
par les formules

a(z,y,3,t)=A(x,y, z)sinz'u% + A'(w, y,3) cosz‘w%,
(15) { b(z,y,2,t) =B (=, ¥, 2) sin:z'rt% + B’ (=, y, 2) coszw,—:-‘,
T

c(2,y,5 1) =C(2,y,3) sinzw;lf, + C (=, y, :)cosz-.:—‘~

Visiblement, ces égalités équivalent aux équations différentielles
suivantes :
92 42
-—t-ECZ(.’II', YiZt)+ Tz 0(50;)’73, l) =0,
(16) ldtzb(x _y,‘,,l)—i—Tz b(x, y,3,t)=o,
J

2
c(m,x,..,t)—i—[fr, c(z,y,5,1) =o.

Supposons qu'un tel mouvement admette une fonction potentielle
des vitesses ¢(x, ¥, z,2); nous aurons, quel que soit ¢, I’égalité

T a t ;e AN de¢
T(Acosz‘nT —A smsz) == 3
et deux égalités analogues. Ces égalités étant vraies quel que soit ¢z, il
en est de méme de I'égalité

fr? ) L O
T (Asmz'tT + A'cos2w ) YT

et des deux egahtes analogues que I'on obtient en les dlﬁ'erentxant par
rapport & £. Mais si I'on pose .

4 r2 () ) y 5y
i!l(w,y,z,l)— i o o{ )’
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les égalités précédentes donnent 1'égalité

l : ¢ !
=+ A CosaTmn = o

(17) Asinz'r:T = " 35

et deux analogues. Celles-ci expriment que le mouvement d¢éfini par
les égalités (15) admet une fonction potentielle des élongations. Ainsi,
pour qu’un pelit mouvement pendulaire admetie une fonction
potentielle des vitesses, il faulet il suffit qu’il admetic une fonction
potentielle des élongations.

Admettlons donc I'existence d’une fonction potentielle des élonga-
tions; I'égalité (17) sera vérifiée quel que soit ¢, et il en sera de méme
de Pégalité

TV
Acoszn,—r-—AsmznT_.-—z—ﬂm

que I'on en tire par différentiation.
Ces deux égalités donnent

' s d [y, . ¢
Az y,5)=— 5. |b(®, ¥, 35 sinany

T od(.r 3, ¢ t
— _"(-"L"Zl—‘—)COSZTC:“J)

. 2% o¢
(18) o
. _ _ l
| Az, y,5) =— o—xL'ptx,y,a,t)cosmT
‘ T dd(r,y,5,t) . ¢
~ om ————__—()[ S]n2TtTJ' .

Les deux égalités (18) et les quatre égalités analoguesen B, B', C, (!
nous enseignent que les dérivées partielles par rapport & x, y, 5 des
deux expressions

. . ¢ T (=, ¥, 3,1) t
$(@,y,2,t)sin 2T 5 + — ==L —"cos 2T

N} - 4 T o4 (x,y,3,t) . ¢
f(x’)”*at)coszﬂ?l‘« “;;_:———d—t—'—-sm27r,—r—
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sont indépendantes de ¢. I1 en résulte que I'on a

oot
Y(z,y, 2 t)sin2ny

+ 2% M‘F—Qcosm% =¥ (z,y,5)+F (),
(19) ¢
$(2, ¥, 3, t) cosam

T 1 Yy %s ) o £ ’
— LD Dy on L =W (2, y, 5) + F(0).

Les égalités (18) deviennent alors

' o _ v ___ﬁ
\ "& =~5§’ B ——-—‘971 C = :7
(20) ¢ I \ ,
A= po_2 oo
LT T 9 - "oy’ 03

tandis que les égalités (19) donnent

(21) Yz, y,2,0) =W(z,y, 5) Sin21t,% + ¥ (x,y,5) COSZTE—,% +f(l),

en posant

J() =Y sinz'.c,% + F’(t)coszn%- ,
[ 4

Réciproquement, s'il existe deux fonctions W' (z, y, ) et ¥ (z, y, 5)
telles que les égalités (20) solent vérifices, I'égalitée (21), ot f(¢)
désigne une fonction arbitraire de ¢, fournira une fonction potentielle
des élongations. Les égalités (20) représentent donc les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’il existe une fonction potentielle
des élongations en un mouvement pendulaire.

Supposons désormais ces conditions remplies. :

L’élongation a l'instant ¢ du point matériel dont x, y, z sont les
coordonnées au sein du fluide en équilibre est la résultante de deux vec-
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teurs; le premier a pour composantes
0 . ¢
o =— - W(z, g z)sin2m g

¢

d .
B=— F}—/‘P‘(w,y, 5)sinam g

J . ¢
y=—5; ¥(=,y,s)sin2ng-

Le second a pour composantes

i .0 -
o = — ?)}lpl_(w’ ¥ 5)C0S2T
r— 9y 5 d
i==5 Y@y 5)cos2np
= % U (z, y, ::)coszrié-

Chagque point materiel décrit autour de la position (z, y, 5) qu'il.
occupait dans I'élat d’équilibre une trajectoire plane dont le plan
est normal a Uintersection des deux surfaces

Y (=, y,5) = const.,
¥z, y,5) = const.,

qut se coupent en ce point (i, y, 3).

Cetie trajectoire est une cllipse dont le point (x, y, z) occupe le
centre. o

Les normales N, N' @ ces deux surfaces, menées par le point
(=, y,z), marquent les directions de deux diamétres conjugues D,
DY de cette ellipse.

St nous tragons une suite de surfaces W(x, y,z) = \en faisant
croitre les valeurs du paramétre X selon une progression arithmé-
‘tigue de raison infiniment petite ¢; si nous iragons de méme une
suite de surfaces W' (x, vy, z) = N en faisant varier le paramétre N
suivant la méme loi que le parametre \; la longueur du diaméire D
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sera, en chaque point, inversement proportionnelle & la distance
normale de deux surfaces W consécutives; la longueur du dia-
métre IV sera inversement proportionnelle a la distance normale
de deux surfaces W' consécutives.

Les égalités (13) et (21) montrent que 1'on doit avoir, en tout point
d’une surface immobile limitant le fluide,

v . (4 g ¢
9—sm2'rt- + Q——cosz‘u i = O.

on; T on; T
Cette égalité, devant avoir lieu quel que soit ¢, équivaut aux deux
égalités '
(22) ‘ Mo A
22) : on; ' . Ong

La normale r; & la paroi est donc tangente & I'intersection des deux
surfaces .
W(x, y, z) = const., W' (%, y, 3) = const.,

en sorte que la trajectoire elliptique d’un point matériel.infiniment
voisin de la paroi immobile est décrite dans un plan paralléle au
plan tangent é la paro:.

On voit de méme que I'égalité (14) entraine ici les égalités

0n1 dn, ! .
(23) av, v,

=1 272

on, + on, O

Enfin les égalités (g) et (21) donnent

P(x' NEXT! t) ‘.Po(wy Y 3)

24 : .
(24) =R(z, y, z)smzn% + R'(z, y, z)cosz'n%
avec : v
R o, AW 4. 20 0¥ O 0¥ dp, 0¥
(25) R=pd¥ + 300 *o 0y T oz o5

[ ' % d‘lﬂ 090 d‘l’" dPO d‘[f’

-

Journ, de Math. (5° série), tome IX. — Fasc, I, 1go3. 35
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CHAPITRE III.

ETUDE DYNAMIQUE DES PETITS MOUVEMENTS DES FLUIDES

§ 1. — Considérations générales.

Nous continuerons, en ce Chapitre, & n’étudier que les cas particu~
liers déja considérés au Chapitre I; dans tous ces cas il existe une
fonction A(z,y,3,t) telle que I'on puisse écrire les équations de
I'Hydrodynamique sous la forme [ Chap. I, égalités (1)]

oA
(a;*"é"x:“’
oA

CORE . 15)7'*"3}':07
(g—f+gz=0.

Supposons que les élongations des divers points du fluide restent
toujours trés petites, de telle sorte que I'on puisse leur appliquer les
considérations développées au Chapitre précédent, nous aurons

[ Chap. II, égalités (5)]

P a 0*b - J%e -
W S &=

’4
Sax

en sorte que les égalités (1) pourront s’écrire

1

] 0

=A@y 5 1) + spa(n,y, 3, t)=o,.
9 : pLE '

(2) ?);A(xa)’y =5 l)-}—agb(x,y,Z, l)=0’.

d 0 ;
= M@ e )+ sper, y, 5 1) =o.
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Prenons une fonction A(z, y, 3, ) telle que

0% » Yy 5,
(3) - SR D  \ (g, y,51)

et choisissons-la de telle sorte que, pour ¢ = o, \ soit nul dans tout le
fluide. Les égalités (2) deviennent
0* [ON(a,y, 5, ¢ ]

(. y, 2 t)
on i

oy + b(z, y, z?v t); = o,

d—ﬁl_‘&(-‘ﬁd—};ﬂl+c(w,y, z, t)i =0
ou bien '
a(x,y,st)=— ‘—’—l—(f—’-g%i’—g—i— a,(z, y,5) + a,(x, y, 2)t,
4 { b(a,y, 5 0)=— QLLU;——L) 4 bo(zy 5, )+ b (2,3, 5)1,
c(z,y,5,t)= d—x—(&gjﬂ + ¢ (2, ¥, 2) + ¢ (w,y;g)t.

Pour ¢ = o, A est nul dans tout I'espace occupe par le fluide; il en

est donc de méme de o g; g)‘, en sorte que, pour £ = o0, on a
(5) a = a,, b=b,, ¢ =c,.

Ces égalités nous enseignent que a,, by, ¢, sont infiniment petits
.comme a, b, c.
Les égalités (4) permettent d’écrire

b de (dbo dco>_(db1 dc,)t‘
=3y "\ T a3y ™\ 3. %

Jdzs Oy 0s dy 9z dy

dc Oa de,  da, de,  Oa
(6) (- o~> (% - %)
oo dh)_(on_ by,
\dy oz dy dz) " \dy oz )"
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Les premiers membres sont infiniment petits quel que soit £} les
seconds ne peuvent 1'étre que si l'on a

0b, dey _dﬂ day _ da, ab,

-5;_0_}7'—0’ ox 9z '—5;-_0'?=0'

En vertu de ces derniéres égalités, il existe une fonction (2, ¥,3)
telle que 'on puisse écrire

J
a,(z, ¥, z);:— ,ﬂ‘f"(“” ¥ 5),

' J
(7) v b,(x,y,z):—-@p.(w,y,z),

e (@), 5) == 5‘1 (2, ¥, 5).
Si-nous tenons compte des égalités (4) et (7) et si nous posons
Y(z, y, 5, 1) =Nz, y, 5, 1) + (%, ¥, 5)¢,
nous pourrons écrire
() ¥5 % 1) = ay( 3, 2) — (2, 7, 7, 1),

(8) | b(w,y,z,t)::bo(w,y,z)——(%"b(w,_y,z,t),

9
(%, 5,8) = (%, ¥, 5) — 9% $(@, ¥, 2, 0).
Ces égalités justifient immédiatement la proposition suivante :

Le mouvement infiniment petit le plus général d’un fluide au
sein duquel existe une fonction A est un mouvement qui admet une
Sfonction potentielle des élongations, pourvu que Uélongation de
chaque poini matériel soit complée a partir de la position (a,, b,,c,)
qu’occupe ce point a 'instant t = o.

Cette proposition équivaut visiblement & la suivante :

Le mouvement infiniment petit le plus général d’un fluide au
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sein duquel existe une fonction A est un mouvement qui admet une
Sfonction potentielle des vitesses.

Pour pousser plus loin, nous devrons traiter séparément les divers
cas que nous avons déji distingués au Chapitre J.

§ 2. — Equations des petits mouvements pour un fluide homogéne
et incompressible.

Un fluide homogéne et incompressible a une densité invariable p.

En un fluide quelconque, un point matériel qui, dans I'état d’équi-
libre, se trouve au point (z,, ¥,, 5,) avec la densité py(zq, ¥4, 24),
est, 4 l'instant 7, en un point (z, y, z) otil a la densité p(, y, 3, ¢),
et I'on a [Chap. I1, égalité (10)]

: b
(9) . P(w’)’a 3, t) — Po(xmyoy zo) =Po(wa}’) z) (gg + 3‘; -+ g‘g)

Dans le cas actuel, p(x, y, z, ) est nécessairement égal 4

Po (Zoy Yor Fo)y
en sorte que I'on a

da 0b dc
(IO) ' %—i-aj‘yﬁ-az:o.

Cette égalité, vérifiée quel que soit ¢, est vraie, en particulier

pour Z = o, en sorte que l'on doit avoir, en tout point (=, y, z) du
fluide,

d :
(1) -al(z,y,3)+ (—;-))—,bo(w?y,z)-}- g—co(x,y,z)=o.

-~
£y

Les égalités (8), (10) et (11) montrent alors que l'on a, en tout
point (z, ¥, z) du fluide et 4 tout instant, :

(12) : Ad(z, y, s, t).= 0.

Pour que la fonction A existe il faut et il suffit que la fonction
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potentielle des forces extérieures qui sollicitent les divers éléments de
masse du fluide soit, & chaque instant ¢, une fonction uniforme
de x, y, z. Nous admettrons que cette fonction potentielle est la
somme de deux autres : '

1° Une fonction V(=, y, z), indépendante de ¢; les forces qui
dérivent de cette fonction potentielle sont celles qui solliciteraient les
divers' éléments du fluide en I’état d’équilibre stable au voisinage
duquel se fait le petit mouvement considéré;

2° Une fonction © (z, y, z,t), variable avec ¢; cette foncuon poten-
tielle des forces perturbatrices est infiniment petite.
" Pour un fluide homogéne et incompressible, on a (')

(13)  A@y,50) = 1E2L2D 4V (m,y,5) + 9 (2, 5 0)

If(x, y, 3, t) étant la pression au point (x, y, 3) et a I'instant ¢.
En vertu de cette égalité (13) et des égalités (8), les équations (1)

deviennent
9 e\
dw( +V4+0— dt,)—o,
9 A
dy( + V40— dt’)_o
d oY\
dz( +V+o— (m)_o

Elles nous enseignent que la somme

I 9ty
5+ V+o—or
est une simple fonction de £; mais, comme on peut toujours ajouter
4 ¢ une fonction arbitraire de ¢, nous pourrons choisir ¢ de telle sorte
que l'on ait, en tout point (z, y, z) et & tout instant ¢,
Y __

' . 1
(14) E+'V+1?———d—t— o.

(1) Recherches sur I'Hydrodynamique, 17 Partie : Sur les principes fonda-
mentauz de I’Hydrodynamzque, égalité (158) (Annales de la F’aculte des
‘Sciences de Toulouse, 2° série, t. IIl, 1901, p. 373). S
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Nous allons appliquer cette égalité a un po:'nt'queldonq'ue'de la
surface déformable S du fluide et écrire qu en ce point, II égale la
pression extérieure.

Soit M un pomt de la surface déformable S, prise dans la position
qu'elle occupe & I'instant #; soient @, , z les coordonnées du point M.
Le point matériel qui se trouve en M, & I'instant ¢, se trouvait, dans
I’état d’équilibre, en un point M, (z,, Yos 3 ), sur la surface S, qui ter-
minait le fluide en cet état.

~ Nous avons, .par définition (Chap. I, § 1),

s % — @y = a(Zoy Yos B0y L)y
(15) ) l }"-}/o=b($m)’mzm l))

5 = %, = (%) Vi) By L)+

La pression extérieure au point M est la somme de deux termes :

1° Le premier est la pression P(M,) qui s'exercait en M, a la sur-
face S, du fluide en équilibre; selon les lois de I Hydrostathue, on
avait alors - :

(16) 2O v (M) =C

C ayant la méme valeur en tout point de la surface S,;

2° Le second, variable avec I'instant ¢ et le point-M ou, ce qui
revient au méme, avec l'instant ¢ et le point M,, peut étre représenté
par p(M,, t); cette pression perturbatrice est infiniment petite.

A tout instant, et pour tout point M de la surface S, nous devons
avoir ’

(M, ¢) = (M) + p(Miy 0

ou bien, selon 1'égalité (14),

(1) TRELMb L () 4 oM, 1) = THR.

En négligeant les infiniment petits du second ordre, et en tenant
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compte des égalités (15), nous pourrons éerire
' M
V(M) =V(Mo) -+ %a(ivo,yo& S0y t)

IV (M,
-+ —-—(—-—-2 b(wo,yo,zo, t)
dV(M )

.(18) |
+
o (M) =o(M,).

Si o est la pression en un point quelconque du ﬂulde en equlhbre,
ona

C(woa Yor Zoy t)»

Z4+V=C.
P

Cette égalité, comparée & I'égalité (14), nous donne

(19) i== ¥ _c.

o TY=oE T
Le mouvement étant infiniment petit, la différence de pression
(I - @) doit étre infiniment petite; le premier membre de I'éga-
lité (19) étant infiniment petit, il en doit &tre de méme du second et,
_partant, des quantités

0.0 9 0% 99y
oz 0B’ 9y o8’ 9z oF

Dés lors, en négligeant les infiniment petits du second ordre, on a

0%d(M, ) 'Y (M, ¢)
(20) L = (0‘," .

Si I'on tient compte des égalités (16), (18) et (20), I'égalité (17)
devient

I’(N;o: 4 + (M, ) — dz‘l‘ggwt) +C

dV(Mo a(wo’yo’zo’ t)
+ mb(“’wyo’zo) l)

av M
-+ 0(8 )c(xo,yo,zo,t) =0. -

(21)
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Cette égalité a lieu quelle que soit la position du point M,(z,, ¥, 5,)
sur la surface S, et quel que soit ¢.

Faisons-y, tout d’abord, ¢ = o. Désignons par p,(M,), ©,(M,) les
valeurs que prennent p(M,, ¢), ©(M,, ¢) pour ¢ = o. Nous trouverons
que I'on a, quelle que soit la position du point M, sur la surface S,,

o(M, i*Y(M,, ¢
SP(P ),+"?0(Mo)_‘[ ¥( )]o

o7
(22) IV(M,) oV (M V(M
4 ' + ¢§z00)“o (MO) n dfyo(’) b(MO) + _d(Toozc(Mo) +C=o.

Si nous tenons compte maintenant des égalités (8), nous trouvons
que les égalités (21) et (22) exigent que l'on ait, quelle que soit la
position du point M,(z,, ¥y, 5,) sur la surface S, et quel que soit
instant ¢,

2Mo ) —peMs) | (M, 1) — o(M,)

P
— 04 (Mo, 0) 0*Y(M,, ¢)
(23} - oe - [ ait ]o
0V (Mo) 09 (M, £) | IV(Mo) d¢(M,, 2) | IV(M,) 0y (M, ¢)
+ oz, da:: + dy, ay, + a3, Jsy

On voit maintenant comment se traitera le probléme des petits mou-
vements d'un fluide incompressible, homogeéne, soumis 4 des actions
perturbatrices connues.

Les fonctions © (M, ¢), p(M,, ¢) étant connues, on pourra prendre
arbitrairement les trois composantes de 1'élongation initiale

ay(z,y,2), bo(x,y,5), co(x,y, z),
li¢es par I'égalité (11); I'égalité (22) fera alors connaitre

21902),

Pour déterminer {(z, y, z, t), on aura 'équation (12) vérifiée en tout
point du fluide, et I'équation (23) vérifiée en tout point de la sur-
Journ. de Math. (5 série), tome IX, — Fasc. III, 1go3. 36
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face S,. Cette derniére pourra s’écrire abréviativement

0% (Mo, ¢)  aV(M,) 04(My, ¢)°
dt, dwo 0.1'0

; IV (M,) 94 (M, ¢,)
(23 bis) + =5 3.

OV(M,) (M, t)  1n
+ T ATl = F(M,, ),

F &tant une fonction connue. En outre, il faudra se donner la valeur
9&1 ) .
ot
‘Cette égalité prend une forme remarquable dans le cas ou la pres-
sien P(M,), qui maintenait le fluide en équilibre, a méme valeur en
tout point de la surface S,; dans ce cas, V(M,) a aussi méme valeur
en tout point de la surface S, ; si n est la demi-normale 4 la surface S,
vers l'intérieur du fluide, si a, (3, y sont les cosinus des angles que
cette direction fait avec les axes de coordonnées, on a

initiale de

aV(M,) __ aV(M,) o

dz, =~ On !
VM) _ V(ML) g
ay, -~ on
JIV(M,) __ dV(M,)
_ sz, ~  on U
dq’(Moy t) 0\‘I(M ) t) dq’(Mm t) — oq’(Mo’ t)
Tt 0_; p+ g V= " on

et 'égalité (23 bis) devient

Y (Mg, ¢t oV(M,) a¥(M,, ¢
<24) qJ(c)t’o ) tgn) q’(dn )=F(M°’t)°

11 est un cas particulier que nous aurons & considérer de suite; c’est
celui ou aucune action perturbatrice ne sollicite le fluide

O (M, ) =o, p(M;,¢)=o0
et ou les élongations initiales sont toutes nulles

Q,=0, by,=o, Co = 0.
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L’égalité (22) nous donne alors

(249) -

égalité d’out nous tirons

F(M,, ¢)=C,
et qui transforme I’égalité (24) en

Y (M,, t) | V(M) 9y (M,, ) _
ou? on on !

Si, a la fonction (M, ¢), je substitue la somme [$(M, ¢) — C2], et
.si je désigne maintenant cette somme par § (M, ¢), les équations (8)
et (12) demeureront inaltérées, tandis que I’équation precedente
deviendra

~ 024 (M, £) aV (M,) oy Mo.t)
<2J) o + on an

§ 8. — KEquations des petits mouvements au sein d’un fluide homo-
géne, compressible, isothermique, soumls 4 des actions newto-
niennes ou non newtoniennes.

Un point matériel occupait, dans la position d’équilibre, une posi.
tion (z, ¥,, %,) avec la densité p, (@, ¥y, 5,); & l'instant ¢, il occupe
la position (z, ¥, z) avec la densité p(, y, 3, ). On peut écrire

(9) (@, 5y 8) — 8(Xor Yoy 50) =— po (&, ¥, 3) (gi—: + % -+ g%)
Mais
Po(®us Y1 Z0) = po(®, 5 5) — Ma(* Yi5,t)
— 0;______9.,(.1:}),») b(z,y,3,t)
_ Oau(2, ”")c(q, y,3,0).

| L’égalité (g) peut donc s'écrire

(26) p(8) = po=~ ;;<Poa)—%,<pob)~ a%(poc}a
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les quantités p,, @, b, c, p(¢) se rapportant toutes au méme point

(#,,3)
L’égalité (26) peut s’appliquer, en particulier, & l'instant ¢=o;
“elle donne alors

(27) p(0) —pr=— d%(poao)—%(pobn—;f—z(p«co)

Les égalités (8), (26) et (27) donnent alors

@)  #()=p(0) = (po32) + i (e 3) + 5 (155

Le systéme était primitivement en équilibre sous I'influence d’ac-
tions newtoniennes ou non newtoniennes extérieures, appliquées a ses
éléments de masse et dérivant d’une fonction potentielle U(p, z,y, 2),

et d’une pression P (M, ) appliquée en chaque point de sa surface défor-
mable S,.

Posons, pour abréger,
U= U(py), Go="C(po)-

1l existe une quantité C, indépendante de z, y, s, telle que I'on ait,
dans toute la masse fluide,

(29) | U0+po%U°+Zo+ OZ§°.—C

La pression II, en un point quelconque du fluide en équilibre est
donnée par la relation

s (dh | U,
(30) f=e (353 - 0po>

On a donc, en tout point M, de la partie déformable S, de la surface
qui limite le fluide en équilibre, -

(31) P(M,) =g} (22 + 52
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toutes les quantités qui figurent au second membre ayant les valeurs
qui conviennent au point M,.

Durant le mouvement du systéme, chacun des éléments de masse
sera soumis non seulement aux actions qui dérivent de la fonction
potentielle U(p, z,y, 5), mais encore & des actions perturbairices
newtoniennes ou non newtoniennes dont la fonction potentielle sera
0(py @, 5, t); cette fonction sera sans cesse infiniment petite; au
point M de la surface S, la pression s’obtiendra en ajoutant, comme
dans le cas précédent, 4 la pression P(M,), une pression perturba-
Irice infiniment petite

- p(M,, 8.

Dans ces conditions, pendant toute la durée du mouvement, il
existera une fonction A (=, y, 3, t) donnée par I'égalité (*)

(32) A=U(p)+p St +v<p,e>+p"°‘9’ +U(p) +p T2

Les égalités (2) et (8) du présent Chapitre nous donnent

i(A;ﬂ)=o,

0’y

Nous voyons ainsi que (A 5t ,) est une simple fonction de ¢; mais
on peut toujours ajouter a Y une fonction arbitraire de ¢; il est clair

. . 2 .
que ’on peut choisir cette fonction de telle sorte que (A — %g) soit

(') Recherches sur 'Hydrodynamigue, 1™ Partie : Sur les principes fonda-
mentauz de UHydrodynamique, égalité (159) (Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 2° série, t. 111, 1901, p. 374).
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nul, ce qui, en vertu de I’égalité (32), donne

U )
- [ UGer+e 52 +0(p0) +p =8
d _o

Cette égalité est vraie quel que soit 7. Ecrivons-la pour ¢ = o. Dési-.
gnons par {(0), U(o), ©(0), ce que deviennent {(p), U(p), ©(p,?)
lorsqu’on y fait p = p(0) et £ = o. Nous trouverons I'égalité

aU J
gy | D@+ iy + 0(0) + p(0)
i d o
( : +,C(o)+p(o)d§§z;- — <£§)o=o.

Retranchons membre 4 membre cette égalité de 1'égalité (33) et
remarquons:

1° Que les trois quantités p,, p(0), p(?) différent infiniment peu;

2° Que © et ses dérivées partielles sont des quantités infiniment
petites.

Si nous posons alors [ Chap. I, égalité (16)]

at
(35) | Yoo y= 2+ 0 G
i o dU(P)J/’.y") ,0 LJ(P’ T, Y, ~')
( 2T TP P rE

nous aurons
. ANER 0*
@6 o -e)=5 - (5),

Comparée 4 'égalité (28), cette égalité devient

o9 S22 (02)+ $(0-3)+ 03] 5 - ().

Par une transformation analogue, I'égalité (34) devient

00(90,0) _ (ow) —

el [o(0) — pu] + 0(poy 0) + oo e — (),
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ou bien, en vertu de I'égalité (27),

0(pas 0) + o 0(95;;00’ 2

( - 'L(Pff“) [%(Poa0>+ %(Pobo)‘*' ;%(Po C.o)] - (%%‘)o = 0.

(34 bis)

En tout point du fluide, & tout instant, la pression II a pour
valeur

=" 5 [U () + 0(ps 1)+ L(p)]

Appliquée & un point M de la surface déformable, cette égalité donne,
quel que soit ¢,

P(M,) -+ p(Mo, 1) = |* £ [UCp) +0(p, ) + (o), -

Le segment M;M a pour composantes @, b, ¢, qui sont des quantités
- infiniment petites; il en est de méme de la différence

[p (Mo, £) — po(Mo)];

on a donc, en négligeant les infiniment petits du second ordre,

p(M, ) = po(M,) + [p(M,, 2) — 0, (M,)]

%0, g 0o
+ [0wa+ dy b+ Ec],.:

Alors, si nous tenons compte des égalités (31) et (37), si nous obser-
vons en outre que © et ses dérivées sont des quantités infiniment
petites, nous trouvons

p(M, )= oD 3 [e() — o]
+ [J(PJ);‘;%: +p§;,%2%§,]a
[l iZB
-+ [J(po)%z‘ + pf,;;:o—g‘;] c.

(38)  {
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Au second membre, toutes les variables ont les valeurs qui conviennent
au point M,.
Appliquons d’abord cette égalité & I'instant ¢ = o; elle nous donne

2 30 (po,
PMoy0) =i 22 = 1(p0)[p(0) — o]
)o 2°C,
[J(PO)(P gdp d.z ao
do, 0*U ,
+[meé+¢apé by

0 0'U
[J(Pﬂ) ()P.o :dr"o ()oz- Cye

(39)

Maintenant, retranchons membre & membre les égalités (38) et (39),
en tenant compte des égalités (8) et (36); nous trouvons que I'on doit
avoir, en tout point M, de la surface S et i tout instant ¢,

— V(e ¢) d O(py, 9)]
P(Mq, 1) — p(M,,0) — 3| “5piet) — 22009
= [LY _ (0 dpy 2 0*Us | 0%
P°[dt’ - (?T’)o] - J<P°) ';do oz | ox
(['0) Opo 20U T A]
- J(Po) +Podp dy | oy
d 0 *U, ] 0
\ - J<P°) > :dpodz_ Zé-:
Dans cette formule, %2% et (%}i—')o ont les valeurs qui conviennent au

point M, et non les valeurs qui conviennent au point M,.
Mais, si nous retranchons membre & membre 1'égalité (29) de I'éga-
lité (33), nous trouvons que l'on a, en tout point du fluide
J q J P )

I (o 00 (p, Py
Lo (1) — p,] +0(p, 1) 4 p "2 = T — C

Le premier membre étant inﬁniment petit, il en est de méme du
9 9y
second et de ses dérivées par rapportaz, y ou z, cest-a-dire de 5~ TR
0 9oy
oy ort’ 0z orr
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Mais on a
*Y(M, ) 02 (M,,¢) 0’¢(Mmt) 0® ¢ (M,, t)b d’¢(Mo» t)
o ot? 0z, 0t @+ dy, ot 05,0t .

Si done, dans I'égalité (40), nous supposons que g (%2; )o se rap-

portent non plus au point M, mais au point M,, nous négligeons seu-
lement des infiniment petits du second ordre. ‘
Cette formule (40) peut encore s'écrire sous une forme un peu diffé-
rente. v
L’égalité (30), vraie en tout pointdu fluide, nous permet d’écrire

dno ()Po , 02U
oz =1( “)d.z' o dp, 0z’
on, ?U

— 0p,
—().,—V - J(Po)d)r +90()p d)/

ou dp U
6;,0' =J(py) ()zo + P25z 0pe 05

L’égalité (4o0) peut alors s’écrire

' pP(M,, 1) —p(M,, 0) — g5 [d 0;::’ fH_ 0'1‘);::, 0)]
- po[dw (M) ] Iy 0y I, oy 01, 0¢

o~ \'ot ), _B?IE_T)}'FF_???'

(41)

Lorsqu'on se donne les actions perturbatrices et les valeurs initiales
a,, by, ¢,, de 'élongation, I’égalité (27) fait connaitre p(0); I'égalité

(34) ou (34 bis) détermine alorsla valeur de < q’) cesrésultats pré-

liminaires obtenus, ¢ dépend de I'équation indéfinie (37) et de la con-
dition aux limites (40) ou (41) auxquelles on doit joindre la valeur
. o
initiale de 5 |
Supposons, par exemple, qu'il n’y ait pas d’actions perturbatrices :
V(p, 1) =o, p(My, 0) = o,
et que les composantes initiales de I'élongation soient nulles :

ay=0,  b,=o, C, = 0.
Journ., de Math. (5° série), tome [X. — Fasc. III, 1go3, 37
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L’égalité (27) donne
2(0) = py,

tandis que les égalités (29) et (34) donnent

(3)-c

Les égalités (37) et (41) deviennent alors

J;ﬁ") |52 (05) + 55 (i) + 5 (w3E) ] - 5 == €

MY 00y dly 0y 9l 9y C

P00 ~ Oz oz dy dy ~ 03 05 Po

Mais, a4 la fonction ¢, on peut toujours substituer la fonction
(¢ — C#?), sans rien changer aux égalités (8); si l'on désigne encore
cette fonction par ¢, 'équation indéfinie deviendra

(42) J(pi‘)) [dm (P" gqf;) (p" q‘) é" <°°3f>] - % =0
tandis que la condition aux limites deviendra

Fy o, 06 N, 0y i, 9
(43) 2o ge 0t dz dx dy dy 9z 9z ©

La condition aux limites prend une forme plus simple lorsque la
valeur P(M,) qu'acquiert, sur la surface S,, la pression II, est la
méme en tous les points M, de cette surface; on a alors

om, _ Ju, dn 0[103 ou, ol
gz~ 9n ™ 9z T on
L’égalité (41) devient -

| p(My, 1) — p(My, 0) — g3 [ 25008 — 22l |
- (44) ' po[‘”’ (ﬂ‘)]__d_ﬂgﬂ» ;

0L att /, on on’
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tandis que I'égalité (44) prend la forme |

0t Ju, @
(45) Pt — G St =o.

On verra sans peine quelles simpliﬁcations comportent les équations
précédentes lorsque les actions sont néwtoniennes, c’est-a-dire lorsque
les fonctions U; © ne dépendent plus de p.

§ 4. — Equations des petits mouvements au sem
d’un fluide entropique.

L'état d’équilibre initial d’un fluide entropique est un état ot il a,
en tout point, méme densité p, et méme température T, ; cela suppose
que, en cet état, le fluide ne subisse pas d’autre action extérieure que
celle d’une pression normale et uniforme P(M,) appliquée & sa sur-
face déformable S,. Toute modification & partir de cet état est assu-
jettie a la relation, vérifiée en chaque point,

(46) ReD) — —Es(T).

Les relations (27) et (28) sont encore valables ici; mais comme p,
est indépendant de x, y, 3, elles deviennent

0 womwen(Eded)
(48) p(t) ~ p(0) = po A9

Les égalité} (2) et (8) du présent Chapitre donneront encore

D[y PV _ 9 oy J Y\
M(A o&)""’ 37<A aa) o ?)E(Ai“a'zf)"o

et, en raisonnant comme dans les deux cas précédents, nous pourrons
derechef en conclure que I'on a
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Mais si I'on pose
(49) ' 3(T)= [ s(T)dT,

on aura, dans le cas actuel ('),

(50) A= 0(p, 1) +p 2000 4 1(p,1) + BT 4 py(T),

o(p, t) est encore la grandeur infiniment petite qui sert de fonction
potentielle aux actions perturbatrices, supposées non newtoniennes.
Nous avons donc

(1) o(p,z>+p"°‘9"’+6<p, T)+p 28D 4 Bs(T) = .

Appliquons d’abord cette égalité a l'instant ¢ = o} & cet instant, p a
la valeur p(0), infiniment voisine de p,, T a la valeur T (o), infiniment
voisine de T,. On aura donc :

. \ 2%, T
Ue, T) +p 2o + E5(T)
= t(f’m T,) + Poﬂpﬂo‘) +Es(T,)

[ZZ(PO’ T ) + Po— z tho; Te) ][P(O) - 90]

dt 0 1o ds Tn 0’( ’To) T
+[ S’T . d(ro)—l—p dpipng) J[T(o)—l“o].

Mais les égalités (46) et (49) donnent

0§(Oo To) Eds(To) _—
— Y

JT, dT, .

tandis que la premiére de ces égalités donne

d )TO 03(_, o,T d To .
U T[4 0) — ] + [ 20T 4 g ] re) T, =

(*) Recherches sur UHydrodynamigue, premiére Partie : Sur les principes
fondamentaux de UHydrodynamique, égalité (161) (Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, 2¢ série, t. III, 1901, p. 374).
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- Si donc on pose [Chap. I, égalité (24)]

, 0 8(p, T "2[ ;(S’TT)]

- ( ) (p, T) p )

(52) (o T)=2p—p—= +¢"—5; AL IRTIUN
T dT

on pourra écrire, 4 I'instant ¢ = o,

| c<p,T>+p"“f” +Es(T)
(53) ¢ )
=(p T >+po——‘~ﬂ”——l +B3(T,) + el [p(0) el

En néghgeant de méme les infiniment petits du second ordre, on
pourra écrire

(54) 0(p, 0) +p—5 00(9,0) = 0(p,, 0) + Po d____"()(;;:,o)'

En vertu des égalités (53) et (54 ), I'égalité (51) deviendra

00(9070)4__{(90’ 0)+pod§(S;;T°)

J(Po’ 0) ' a:q_‘
v [p(0) —po] = (aﬂ )o
ou bien, en vertu de I’égalité (47),
0 (poy 0) + 0o d'O(so’O) + ¢ (poy To) + Pod K(Po’ 1o
d 0 db d 0 dz
—J(Po’To)b‘; oy T 502) = <7ﬂi’l‘l>o'

~Appliquons maintenant successivement I'égalité (51) a l'instant o,
puis a l'instant ¢, et retranchons membre & membre les résultats obte-
nus. Un raisonnement analogue & celui qui a donné Iégalité (53) nous
permettra d’écrire

0(p9y0) + 0o

(55)

Ue, 1) +p BT+ Bs(T)
—~{[p(0), T(0)] — p(0) LD — E5[T (o))
= HenZd 1o (1) — (o).
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© et ses dérivées partielles étant infiniment petites, nous pourrons
écrire

90 (p, ¢ v ),
o(py 1) + p 752 — v[p(0), 0] ~ p(0) izl
“U(Po’t)*’f’o?ﬂ‘fg’_—) (‘)(PO’O)___‘o“()UE;;:,O).

Nous trouvons donc I'égalité

00 (g
—O(Po’o)— Po (‘;Po °)

J(po, o)[ (1) — p(0)] = %}f - <%2£>o

9V (py,
O( oy l) + Po"—(P—:Q

ou bien, en vertu de I'égalité (48),

\ d0(ps. 0)
I(por Ty) MY ~ dtz"‘(‘)(9070)+90 (dppoo

90 (2, t) _ (ﬂ) .
dpo dtg 0

(56)

—0(pos t) — po

Dans D'état d’équilibre, la pression uniforme P est donnée par
Fégalité

2 0%(pa, T
(57) P i)

Pendant le mouvement, la pression II en chaque point a pour
valeur

_ 8(p, T) | 00(p,¢)
H_Pﬂ[ d o ]’

en sorte qu’en chaque point M de la surface déformable S et a
chaque instant, on a

9¢(p, T) | 9U(p, ¢)
(58) P+P(‘Moal)=92[ e o: ]

les quantités qui figurent au second membre ayant les valeurs qui
conviennent au point M.
A cause de I'uniformité de p,, de Ty, et 4 cause de I'égalité (57), on
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voit sans peine que cette égalité (58) peut s’écrire

Py, ) = 5[ | < 3(p0, Tu)[p(Moy &) = 2o}

ou bien, en vertu de I'égalité (48),

(59) p(Mo’l) [(’—o%ﬁ]m= PoJ(Po’To)A‘-l‘(Mo, £).

Sil'on compare cette égalité a I'égalité (56), on obtient la nouvelle
égalité, vérifiée en tout point M, de la surface S,.

' , 00 (o, Y 02
p(8) + 2, 0(pas £) — po 0 (poy 0) — Po_((j%o_o‘)‘sf‘o [d—tf - (bT?)o]
Appliquée a I'instant ¢ = o, cette formule donne

p(o) = g Tifn).

Elle peut alors se transformer en
N . ) 0° ‘02
' (00) p(l) - P(O) + 90'0(907 l) — &0 (907 0> = o ['()T? _-(d_;:)o:l.

Lorsqu’on se donne les actions perturbatrices et les valeurs initiales a,,
b,, ¢, des composantes de 1’élongation, I'égalité (55) détermine

ae /,
La fonction { est ensuite déterminée par I'équation indéfinie (56) et
par la condition aux limites (6o) auxquelles il faut joindre la valeur

. e oL
initiale de 5

Supposons, en particulier, qu'il n'y ait pas d’actions perturba-
trices

v(p,)=0, pM,t)=0
et que les composantes initiales de I'élongation soient partout nulles

a,=o, b,=0, c¢,=o.
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L’¢égalité (55) montre alors que <%}') a pour valeur

Z(Po) 0)_{_90 Pm o)

et cette valeur est la méme en tous les points du fluide; si nous la
désignons par C, nous pourrons substituer & la fonction { l'expres-
sion ¢ — C¢?, que nous désignerons encore par ¢; nous aurons alors

(55),=o

L’équation indéfinie (56) deviendra
(61) . J(pur Ty) AY — dt’ =0,

tandis que la condition aux limites (60) deviendra

. 9
(62) . Tﬂ% = 0.

CHAPITRE IV.

CONDITIONS QUI SONT NECESSAIRES POUR LA STABILITE DE L'EQUILIBRE
D'UN FLUDE (!).

§ 1. — Cas du fluide incompressible.
M. Liapounoff (*) et M. Hadamard (*) sont parvenus a préciser les

conditions qui sont nécessaires pour la stabilité de I'équilibre d'un

(1) Des conditions nécessaires pour qu’un fluide soit en équilibre stable
(Comptes rendus, t. CXXXV, a9 décembre 1902, p. 1290).
(%) Liapounorr, Mémoire publié en russe en 1892 et partiellement reproduit
dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5° série, t. 111, 1897, p. 8.
() Havamaro, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5° série,
t. I11, 18g7, p..331.
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systéme défini par un nombre limité de variables. La méthode qu'ils
ont suivie peut s'étendre et donner des indications analogues relatives
4 la stabilité de 'équilibre d’une masse fluide soumise a.des actions
extérieures; il convient, dans cette recherche, de se limiter aux cas
qui ont été traités dans le Chapitre I, et pour lesquels on connait des
conditions qui suffisent 4 assurer la stabilité de I'équilibre.

Le premier de ces cas est ainsi défini : ‘

Le fluide est homogéne et incompressible; sa densité est p;

Les masses élémentaires qui le composent sont soumises & des forces
qui dérivent d'une fonction potentielle V(z, y, z);

La surface déformable est soumise & une pression uniforme et con-
stante P.

Prenons le fluide dans I'état d’¢quilibre initial et, & Iinstant ¢ = o,
dérangeons infiniment peu les divers points matériels qui le com-
posent, en leur imprimant des vitesses infiniment petites. Laissons le
fluide se mouvoir sans le soumettre & aucune action perturbatrice. Le
point matériel qui, dans I'état d’équilibre, occupait la position M,,
occupe, a l'instant ¢, la position M; M;M est I’élongation du point
matériel considéré & Iinstant £; nous continuerons a représenter ses
composantes par a(M,, 2), b(Mo, 1), ¢(M,, ?).

Au cours du présent Chapitre, nous dirons que I'équilibre d’un
sysiéme est stable si ’on peut limiter supérieurement les valeurs
absolues initiales de toutes les elongations et de toutes les vitesses
de telle sorte que, dans la suite du temps, aucune élongation ni
aucune vilesse ne puisse surpasser, en valeur absolue, certaines
limutes choisies d’avance, arbitrairement d’ailleurs, et qu’tl en soit
de méme des dérivées premicres et secondes de ces quantilés par

rapportax,y, s, t.

Ce sens du mot stable n’est pas exactement celui qui a été adopté
au Chapitre I pour rechercher, selon la méthode de Lagrange et de
Lejeune-Dirichlet, les conditions qui suffisent & assurer la stabilité;
au sens adopté au Chapitre I, le systéme serait regardé comme stable,
bien que certaines élongations ou certaines vitesses dépassassent leurs
limites, pourvu que la masse fluide ou ces écarts se produisent soit
elle-méme inférieure & une limite donnée d’avance. En d’autres
termes, un systeme écarté d’un état d’équilibre stable, défini comme

Journ. de Math. (5* série), tome IX. — Fasc. III, 19o3. 38
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au présent Chapitre, demeure toujours dans un état voisin de I'état
initial, le mot woisin étant pris an sens habituel; au contraire, un
systéme écarté de 1'état d'équilibre stable défini au Chapitre I ne de-
meure dans un é&tat voisin de 1'état initial que si I'on entend le mot
_ voisin au sens nouveau. Par abréviation, nous pourrons dire que la
stabilité considérée en ce Chapitre IV est la stabilité habituelle,
tandis que la stabilité traitée au Chapitre I est la stabilité nouvelle.

Au Chapitre I, nous avons montré que certaines conditions suf-
fisent & assurer a certains systémes fluides la stabilité nouvelle; au
présent Chapitre, nous allons prouver que certaines conditions sont
nécessatres pour que certains sysiémes fluides possédent la stabilité
habituelle.

H est essenticl de ne point oublier cette distinction si 1'on veut com-
parer les résultats que nous allons obtenir au présent Chapitre & ceux
qui ont été établis au Chapitre I.

Supposons que le systéme étudié soit doué de la stabilité habituelle;
donnons aux divers points matériels qui le composent des vitesses ini-
tiales dépendant d’une fonction potentielle des vitesses, mais sans au-
cune élongation initiale; nous pourrons imposer & toutes ces vitesses
initiales des limites supérieures telles que, quels que soient z, y, 3, ¢,
les composantes

a(x,y,5,1), blz,y,3,1), c(x,y,3,1)
de I'élongation & I'instant / du point matériel dont-les coordonnées,
au sein du fluide en équilibre, étaient x, y, z, vérifient les inégalités

lal<A,1b.<4, el <A,
Bl kA, ..
%% <EA, .,
(I) g-;% <nA, ...,
l,;i;%; <A, ..,
Sl<ea T <A 1G] <o
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A étant une constante positive arbitrairement choisie d’avance, et g,
&, n, v, { des constantes finies et positives.

D’autre part, ce qui a été dit au paragraphe 2 du Chapitre 111
montre que I'on peut toujours, si A ne surpasse pas une certaine
valeur, écrire

a=— gq' + NAZ,

oy
(2) b::—- +[}.A'
¢ =—-~d—qi+ vAZ,

A, &, v étant trois fonctions de x, y, 3, ¢ qui ne croissent pas au dela
de toute limite, en sorte que 'on puisse trouver une quantité posi-
tive F telle que l'on ait

(3) IN<F, |e|<F,  V<F

et §(z, y, 5, ¢) étant une fonction qui vérifie les conditions suivantes :
1° En tout point de la surface déformable S, qui limite le fluide en
équilibre, on a [ Chap. I1I, égalité (25)]

2?6 IV dd
(4) o T an e =

n étant la demi-normale & la surface S, vers l'intérieur du fluide;
2° En tout point de la partie X de la paroi immobile que mouille le
fluide en équilibre, on a [ Chap. II, égalité (13)]

(5) N =

3° En tout point du volume & que limitent les surfaces S et Z, on a

[ Chap. III, égalité (12)]
(6) M=o

4° Enfin, 4 'instant £ = o, on a, en tout point du volume o,

(7) (%>0=0.
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A ce mnéme instant, 9% 0% 9% ony nuls en tout point du fluide,

dz’ 9y’ 9s
tandis  que les composantes de la vitesse sont i A LS
P s oz o’ ~ dyor’
0y
T Osot

En disposant des limites supérieures imposées aux vitesses ini-
tiales, on peut prendre A assez petit pour que FA soit stirement infé-
rieur & 1; les inégalités (1) et les égalités (2) nous montrent que
nous aurons alors, quels que soient «, v, 3, ¢,

bﬂ<Ao+nw, O <AG+FA), | <A+ TA)

Nous voyons alors que, si le systéme jouit de la stabilité habituelle,
on pourra disposer des limites supérieures imposées aux vitesses ini-
tiales, de telle sorte que I'on ait, quels que soient , y, z, ¢,

(8) l<w,  |E|<w [E]<w,

Y étant une constante positive arbitrairement choisie d’avance.
. Considérons alors I'expression

(9) _ Q= f()n(dn)

. ‘ , v
Sa valeur absolue ne peut surpasser 1]" : ’ 2

|/b

Si donc le systéme cst stable, on pourra imposer & toutes les vitesses
initiales une limite supérieure assez petite pour que l'on ait, quel que
soit ¢,

(10) | Q] <M,

M étant un nombre positif arbitrairement donné d’avance.
L’égalité (g) donne

Cde OV Oy Y
(11) 7 =2) 35 onawar®
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dre av [ 9y oV o Py
@ =) an <0n()t) dSo+2 | 57 Gn gmar 9o

ou bien, en vertu de 1'égalité (4),

e oV Y 9 9y
(12) e =2) o (a»oz) dSo—2 | i 3 o 40

I
Xz t, est nul dans tout le

volume o, tandis que selon I’égalité (5), 9 2 ‘Pest nul en’ tout point
q ) g d 0[2 p

Mais l'égalité (6) nous montre que AZY

de la surface 3. On peut donc écrire

0’y 9 %Y — Y 9 &*Y 0y a9 d*¢
f Je* dn oe d3, 0 Jdn 90 S, + det on d? dz
0%y , 0*Y
+fdt2A = dw

== JGw) (G %)+ (G w)]e
L’égalité (12) peut donc s’écrire
% = 2 3}1] <dndt> S, |
1 )+ (G @)+ (o) o

Ces calculs faits, nous allons établir la proposition suivante :

(13)

.. Si g% n’est négatif en aucun pointde la surface S, et siles poinis

ol cetle quanlilé est posilive forment, en celle surface, une aire
finie, le fluide ne posséde pas la stabilité habituelle.

En effet, selon les égalités (4) et (7), 3—:1’: est nul, & l'instant ¢ = o,
en tout point de la surface S, ; les égalités (9) et (11) montrent que 0

dQ . 1se
el — sont nuls 4 Pinstant ¢ = o.
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Selon I'égalité (13) et les propriétés attribuées & %Y D8 e serail

n’ det
. . ’ . . 2 .
jamais négatif. A Pinstant £ = o, le second terme de %——;2 serait nul en
vertu de I'égalité (7).

* 02¢ . 1
D'ailleurs, 5. ne peut étre nul en tout point de la surface S, a

. 2 . '
l'instant ¢ = o; en effet, (;%%7 est nul en tout point de la surface E,

selon I'égalité (5) et, selon I'égalité (6), il en est de méme de Ag—qf en
A A

dz ot dyot’ 9zt
I'instant ¢ = o, en tout point du volume ®, et il en serait de méme
des composantes de la vitesse, ce qui n’est pas.

tout point du volume w; dés lors, seraient nuls, &

I d2e .. :
La valeur initiale de —m» Téduite & son premier terme, est alors
positive.
Q croitrait donc indéfiniment avec ¢, contrairement & l'inéga-
lité (10). .
Comparons les résultats obtenus au Chapitre I, paragraphe 2, avec
ceux que nous venons de trouver :

Un systéme formé d’un fluide homogéne et incompressible,
soumis @ des forces qui dérivent d’une fonction potenticlle V et a
une pression normale, uniforme ct constante, posséde certainement

, .0V , . .
l@ STABILITE NOUVELLE ST — esi négaiif en lout point de la surface
an .o

terminale.

LAV, . . . .
Si + n’est négalif en aucun point de la surface terminale, et si

les points ot cette quantité est positive forment une partie finie de
la surface terminale, le fluide ne posséde certainement pas la sta-
BILITE HABITUELLE,

Ces conclusions, on le voit sans peine, laissent I'une et l'autre
échapper certains cas, en sorte que nous ne possédons pas d'une
maniére compléle les conditions nécessaires et sujffisantes pour la

stabilité soit nouvelle, soct habituelle.
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§ 2. — Cas du fluide homogéne, compressible, isothermique, soumis
4 des actions extérieures newtoniennes ou non newtoniennes,

Par une méthode semblable nous allons traiter d’un fluide homo-
géne, compressible, isothermique, dont les masses élémentaires sont
soumises 4 des forces qui dérivent d'une fonction potentielle U(p, ¢)
et dont la surface déformable est soumise & une pression uniforme et
constante.

A partir de'I'état d’équilibre initial, sans déranger aucun des points
matériels qui composent le fluide, donnons-leur des vitesses initiales
dépendant d’une fonction potentielle des vitesses. Si le systéme pos-
séde la stabilité habituelle, nous pourrons limiter supérieurement ces
vitesses initiales de telle sorte que I'on puisse encore écrire les inéga-
lités

(1) o] <A, bI<A, Jel<A, ..,

En outre, si p,(, ¥, 5) est la densité aujpoint (z, y, z) au sein
du fluide en équilibre, si p(z, y, 7, t) est, a I'instant ¢, la densité du
point matériel qui, au sein du fluide en équilibre, occupait la posi-
tion (=, ¥, 5), nous voyons par les inégalités (1) que 'on peut limiter
ces vitesses initiales de telle sorte que l'on ait, quels que soient z,
Y&

lE:.ﬁ’ < rA,
Po

r étant une constante finie.

D’autre part, sil’on se reporte & la théorie des petits mouvements
donnée au § 3 du Chapitre précédent, on voit que I’on pourra imposer
a A une limite supérieure telle que I'on puisse écrire les égalités et
inégalités (2) et (3), la fonction {(=,y, z, t) étant assujettie aux
conditions suivantes :

1° A tout instant et en tout point de la surface S, qui limite le
fluide en équilibre, on a [ Chapitre III, égalité (45)]

(14) "y oM, 0y _

098 T Gn on = O3
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2° A tout instant, en tout point de la surface indéformable Z, on a
[Chapitre II, égalité (13)]

(15) % — o

3° A tout instant, en tout point de 'espace qu'occuperait le ﬂu1de
en ethbre, on a [Chapltre II1, égalité (42)]

(16) oot 7 _—J(po)[%(pogj—)-f-gdﬂpng) + 2 (Poam =05

4° A Tinstant ¢ = o, en tout point du méme espace, on a

0%y
(I 7) < dtl \ = 0.
J
A ce méme instant, gq' (;; 3 sont nuls en tout point du volume =,

P’y Y )
dzdt’ ~ dyot’ ~ dsot
composantes de la vitesse.

En raisonnant comme dans le cas précédent, nous verrons encore
que ’on peut limiter supérieurement les vitesses initiales de telle sorte
que l'on ait, quels que soient x, y, 3, ¢,

(®) 7 <v,

tandis que —

sont respectivement égaux aux

5 l <%
" étant une constante positive arbitrairement choisie d’avance.
Considérons, au sein du volume occupé par le fluide en équilibre,
une certaine région @; dans le cas le plus général, la surface qui déli-
mite cette région peut se composer de trois parties : une partie S,
appartenant & la surface déformable du fluide en équilibre, une
partie Z appartenant a la paroi invariable, enfin une partie o tracée &
Pintérieur du fluide.
Considérons I'expression

oo SRR o)l

(18) | an, <()q»> 45,

on
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Selon ce qui a été vu au Chapitre IT, § 1, si l'on désigne par p la
densité & I'instant ¢ du point matériel dont », y, 5 étaient les coor-
données en I'¢tat d’équilibre et dont p, était alors la densité, on peut
limiter supérieurement A de telle sorte que I'on ait

E—:‘;‘ﬁ =AY + HA?,
0

0 étant une fonction de z, y, z, ¢ qui ne peut surpasser une certaine
limite. On en conclut sans peine que I'on peut, si le systéme possede
la stabilité habituelle, limiter supérieurement les vitesses initiales de
telle sorte que l'on ait, quel que soit , ¥, z, ¢,

(19) 1Ay | <R,

R étant une constante positive arbitrairement donnée d’avance.
On voit alors que la valeur absolue de Q ne peut surpasser
J(po)

)~
+v o) ds

Partant, on peut limiter supérieurement les vitesses initiales de telle
sorte que L'on ait, quel que soit ¢,

Bl |2 ) ¥+ ek do

0

(10) Q< M,

M étant une constante positive arbitrairement choisie d’avance.
L’égalité (18) donne

Cde J(e)[ 0 <,~ a9y J oY d (. 0y \°
a= 2R ) ey )rEkd )]
. 0] MY\ d - 0%y J Y
(20) ¢ ' > l:dw(P“ dwdt)_'-'d}(‘o“ dydt>+d—z<P°()zdt>] dw
- on, d¢ 0'-1/
+ f()n on dn()t

Journ. de Math. (5 sévie), tome IN. — Fasc. ILI, 1903, 39
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o o R o) )]
|

roty, 9y 9%y
on on on ot dS

+ 2

Les deux derniers termes du second membre de cette égalité (21)
peuvent, en vertu des égalités (14) et (16), s'écrire

Y[ 0 9 0%y 0 J 02y d [ @ Y
2f—oﬁ[(ﬂ<9«»55 aﬁ)*b}(ﬂ’a} 'Jﬁ)*a‘:(roaﬂ)]d‘“

—i—zfp ik g (M’dS

(22) 0°9¢2 gn 9

22
_ *Y 9 &Y 2y 9 &Y
=—2 [0 Gt g 9% =2 00 Gt 1 vl

90 9% 0 Y\ [0 oY\

—=fol (5 5) + (5& %) + (%) |40
Mais I'égalité (15) vérifiée a tout instant, en tout point de la surface X,
entraine I'égalité

9y

on 068
qui, au second membre de P'égalité (22), fait disparaitre le premier
terme. L’égalité (21) devient alors

d"o J(p oty 0/ e\ 0/ *U\T
f [ ( Po 9z dt) + Fy(“dy'oe) + 33(90 o;oz)] dw

0110 ]
+2 on (()n dt) ds,

* T ) ) (G

¢ d 0«{1
Po 92 on o2
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Pour ¢ = 0, nous avons, dans tout le volume @,
a=o, b=o, c=o,

partant, selon les égalités (2),

@)= (F)=o (@)=

nous avons aussi, selon l'égalité (1
) b

(5%),=-

L’égalité (18) nous montre alors que I'on a, pour £=o,
(24) Q=o.
L’égalité (20) nous montre que I'on a, au méme instant,

4o
(25) 7=

Enfin, I'égalité (23) nous montre qu'a I'instant £ = o, on a
y 1eg q

(26)

+2 [ Gt (o) &

dm fJ ow) o< 9y +g( X
2 ()a: Pogzar) ™ gy \Pe gyar) ™ 3:\Pegzan

. 299

)]’dm

Les égalités (23), (24), (25), (26) vont nous permettre d’établir

les propositions que nous avons en vue de démontrer.
Voici la premiere de ces propositions :

Dans le fluide en équilibre il extsie une région d’étendue jfinie
ol I(p,) est négatif ; cette région n’est pas atienante & la surface
déformable du fluide; dans ces conditions, le fluide ne présente pas

la stabilité habituclle.

Appliquons & ce cas les formules précédentes, en prenant pour
volume  la région de I'espace ou J(p,) est négatif. Cette région
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n'étant pas attenante & la surface déformable du fluide, le terme formé
par une intégrale ¢tendue & la surface S, doit disparaltre des éga-
lités (23) et (26).

D’autre part, J(p,) varie d’'une maniérve continue & l'intérieur du
fluide en équilibre; le volume @, en tout point duquel J(p,) est
négatif, est donc séparé des portions du fluide ot J(p,) n'est pas
négatif par une surface ¢ en tout point de laquelle J(p,) = o; I'éga-
lité (16) nous apprend alors qu'en tout point de cette surface ¢ et &
tout instant,

ce qui, dans la formule (23), fait disparaltre l'intégrale étendue 4 Ia
surface a.

Le second membre de I'égalité (26) est négatif, & moins qu’en tout
point du volume & on ait, & 'instant ¢ = o,

0 9ty ) 2y 0, YN _
()_x<P° oz au) + @(Pv ay oc) + o (l‘" Js a:) =0

Mais, & I'instant = o, la fonction % cst sculement assujettie & ce

que ses dérivées partielles en xz, y, z ne surpassent pas cn valeur
absolue la limite imposée aux composantes de la vitesse; on peul
donc toujours la choisir de telle sorte quclle ne vérifie pas cette
condition.

Nous voyons alors que, des égalités (23), (24), (25), (26), on peut
tirer les résultats suivants :

1°* Pourz=o0, 0na

. de a2
=0, — == 0 —= <0,

dt ! de:

- dQ s
2° Pour aucune valeur positive de ¢, —= n’est positif.

Il en résulte que, Z croissant au dela de toute limite par valeurs
positives, Q est constamment négatif et sa valeur absolue croit au dela
de toute limite. Or, ce résultat est contraire 4 la condition (10) qui
serait vérifiée si le systéme possédait la stabilité habituelle.
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Voici une seconde proposition :

Au sein du fluide en équilibre, il existe une région d’étendue
finie en laguelle I (o) est négatif; cette région confine & la surface
déformable; en tout point de la partic S, de la surface déformable

qui confine & cette région de U'espace, dd-nni’ est négatif; le sysiéme

Auide ne posséde pas la stabilité habituelle.

Appliquons encore nos précédentes formules en prenant pour
volume @ la région ol J(g,) est négatif. '

Il peut se faire que le volume = se confonde avec le volume entier
du fluide; dans ce cas, la surface o n’existe pas et I'intégrale étendue &
cette surface doit disparaitre de la formule (23). Il se peut, au con-
traire, que le volume w comprenne seulement une partie du fluide;
dans ce cas, I'intégrale étendue a4 la surface o que renferme la for-
mule (23) est nulle pour la raison indiquée au cours de la précédente
démonstration. Dans les deux cas, les égalités (23), (24), (25), (26)
conduisent encore aux conséquences suivantes : :

1° Pour t=o0, ona

dQ daQ
Q«'-‘:-O, 7‘-:0, —JF<0.

) . adrQ .- e
2° Pour aucune valeur positive de ¢, T n’est_positif.

La démonstration s’achéve alors comme celle de la proposition pré-

cédente.
La proposition précédente implique celle-ci comme cas particulier :

Un fluide compressible, homogéne, isothermique ne subit aucune
action exiérieure que celle d’une pression uniforme et constante;
ce fluide en équilibre a partout la méme densité p,; si la quantité

dg a*{
- ¥(p) = 290-% + 937—;3"—)

est négaltive, le fluide ne posséde pas la stabilité habituelle.
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n
%—-" est nul.
n
On démontrerait comme notre seconde proposition la proposition

dont voici ’énoncé :

Dans ce cas, en effet, II; a partout la méme valeur et

J(po) est nul dans une partie du fluide; cette partie est attenante
a la surface déformable du fluide en équilibre; en la porition S, de

cette surface a laquelle elle attient, il existe une aire finie ol %%9
est négalif; le fluide ne posséde pas la siabilité habituelle.

Rappelons que nous avions établi, au préalable, les propositions
suivantes :

Pour qu’un fluide compressible et isothermique posséde la sta-
bilité nouvelle, il suffit :

1° Que la quantité J(p,) ne soit négative en aucun point du
Sluide et que les points ot elle est nulle ne forment pas un volume
fini;

: ., , 90 .o, . L.
2° Que la quantité 5 ne soil négalive en aucun point de la sur-

face déformable du fluide et que les poinis ot elle est nulle ne
Jorment pas une aire d’élendue finie.

On voit que nous sommes encore loin de posséder les conditions
nécessaires et suffisantes pour la stabilité soit nouvelle, soit habituelle
d'un fluide homogene, compressible, isothermique, soumis exclusive-
ment a des actions extérieures. ‘

§ 3. — Cas du fluide entropique soumis & une pression uniforme
' et constante.

Prenons maintenant un fluide homogéne et compressible soumis a
une pression uniforme et constante; au sein de ce fluide en équilibre,
la température a, en tout point, la méme valear T, et la densité ld
méme valeur p,. Supposons ce fluide assujetti, en tous ses mouve-
ments, & vérifier une égalité de la forme

% (p, T
C%pT )=E3(T)?
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ol s(T) est la méme fonction de T pour tous les points du fluide.

A partir de I'¢tat d’équilibre imprimons au fluide, sans aucun
dérangement initial, des vitesses initiales dérivant d’une fonction
potentielle; nous pourrons imposer & celles-ci des limites supérieures
telles que les inégalités (1) soient vérifiées, A étant une constante po-
sitive arbitrairement choisie d’avance. Nous pourrons d’ailleurs, selon
ce qui a été vu au Chapitre IlI, § 4, limiter supérieurement cette
constante A de telle sorte que l'on pUISSO écrire les égalités (2),
ot $(z, ¥, 5, £) vérifie les conditions suivantes :

1° En tout point de la parti¢ déformable S, de la surface qui limite
le fluide en équilibre, et & tout instant ¢, on a [Chapitre III, éga-
lité (62)]

- 0%
(27) 98 =0

2° En tout point de la paroi Z et a tout instant, on a [ Chapitre II,
égalité (13)]

(28) : 9% _ o,

3° En tout point de 'espace occupé par le fluide en équilibre, et &
tout instant, on a [ Chapitre III, égalité (61)]

9y
(29) Hpn To)A¢ — 55 =05
4° En tout point du méme espace et & l'instant ¢ = o, on a -
0
(30) (0_;)-_—. o.

A ce méme inslant, 34' zj, 39 sont nuls dans tout le fluide et

9%y 9y oy . .
T 9wor. " dyar ~ dsg¢ SOnt égaux aux composantes de la vitesse.

Considérons 'expression

(31) Q= [ (0, T,) (44" das,

ou l'intégrale s’étend au volume entier du fluide.
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Comme au paragraphe précédent, on peut, si le systéme posséde la
stabilité habituclle, imposer aux vitesses initiales des limites supé-
rieures telles que I'on ait, quels que soient «, ¥, 3, ¢, 'inégalité

(19) |44 | <L,

R étant une quantité positive arbitraivement choisie d’avance. La
valeur absolue de Q demeurera certainement inférieure &

Rgfl‘.l (#0, T) | dw.

en sorie que l'on peut, si le systéme est stable, imposer aux vitesses
initiales des limites supérieures telles que 'on ait, quel que soit ¢,

(10) - C <M,

M étant une conslante positive arbitrairement choisie d’avance.

L’égalité (31) donne

ae

(32) - = j ,,).\J,A Y s,
puis
".szfm,,o, To) (A dn—i—"/.l(”,,l‘ yayalt
Selon Pégalité (29), cette derniére égalité devient

(55 %8 [T (2 do [ 222

L’égalité (27) exige quel on ait, a tout instant et en tout point de la
surface S,,

-
-c-

.2.
on

°“l

Cette égalité et I'égalité (28), vérifiée & tout instant, en tout point
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de la surface X, permettent de donner 4 I'égalité (33) la forme

%%z = 2./"[(90’ T")(\A%)adw

[ S G- G

34)

Légalité (30) et Iégalité { 29) montrent qu’a l'instant £ = o on a,
dans tout le fluide,
A} =o.

Les égalités (31) et (32) montrent alors qu'a I'instant = o ona .

(35) R=o, —,

. tandis qu’au méme instant les égalités (30) et (34) donnent
e VRN
(36) o =210 T)(a5) do.

Ces calculs nous permettent de démontrer le théoréme suivant :

Si, en un fluide eniropique, la quantité J(p,, T,) est négative, ie
Sluide en équilibre ne posséde pas la stabilité habituelle.

Dans ce cas, en cffet, les égalités (35) et (36) nous donneraient,
pour ¢ = o,
Q=o, B
=0, 'JE = 0.

En outre, on pourrait toujours, a cet instant, choisir la fonc-
tion %it, de telle sorte que A%% ne soit pas nul en tout point du

fluide; on aurait alors, pour ¢ =o,
dro
ar <O
e by 4 5 de N . L
Enfin, selon I'égalité (34), — ne pourrait devenir positif pour au-

Journ. de Math. (5* série), tome IX. — Fasc, III, 1go3. 4()
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cune valeur de 75 Q serait donc sans cesse négatif et sa valeur absolue
croftrait au dela de toute limite.

Cette conséquence, qui contredit & I'inégalité (10), démontre le
théoréme énoncé.

La méthode de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet donnerait la pro-
posilion suivante :

Pour que notre fluide entropique posséde la stabilité nouvelle
il suffit que J(p,, T,) soit positif. ’

Le cas o J(g,, T,) est nul ééhappe également aux deux proposi-
tions.

§ 4. — Remarque générale.

Toutes ces démonstrations impliquent un postulat que rénferment
les égalités (2) et qui peut étre regardé comme un cas particulier de
cette proposition :

Si un systéme est animé d’un mouvemeni infiniment petit, les
grandeurs variables qui définissent ce mouvement verifient des
équations qui ne différent des équations dites des petits mouve-
ments que par des infiniment petits d’ordre supérieur; donc il
existe des intégrales des équations des pelits mouvemenis dont ces
grandeurs elles-mémes ne différent que par des infiniment petits
d’ordre supérieur; ces intégrales sont celles qui correspondent aux
- mémes écarts initiaux et auxr mémes vilesses initiales que le mou-
vement infiniment petit que U'on considére.

Ce postulat ne peut étre tenu pour évident; les démonstrations
précédentes ne peuvent donc prétendre 4 la méme rigueur que les
démonstrations données par M. Liapounoff et par M. Hadamard
pour les systémes qui dépendent d'un nombre limité de variables.
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CHAPITRE V.

LES OSCILLATIONS PENDULAIYES DES CORPS FLUIDES.

§ 1. — Kquations générales qui régissent les oscillations pendulaires
propres des corps fluides.,

Au présent Chapitre nous nous proposons d’aborder I'étude dyna-
mique des oscillations pendulaires des corps fluides, dont 'étude ciné-
matique a été donnée au Chapitre II, § 2. Nous nous bornerons,
d’ailleurs, a étudier les oscillations propres, c'est-i-dire que nous
supposerons nulles les actions perturbatrices appliquées soit aux
diverses masses élémentaires, soit & la surface déformable. En outre,
nous supposerons qu'en I'état d’équilibre au voisinage duquel le sys-
teme oscille, la surface déformable était soumise & une pression uni-
forme.

Considérons tout d’abord le cas d’un fluide homogéne, compres-
sible, isol/zermigue, soumis 4 des actions extérieures, newtoniennes
ou non, qui dérivent d’'une fonction potentielle.

Selon les égalités (34 bic) et (37) du Chapitre III, nous avous, en
tout point (2, y, z) de 'espace occupé par le fluide en équilibre,

(1) dx (poa,) +‘ (Po b,) + 5= d" (Poto) =—A°(g:;) )

() gz (1 5) + ay(P»f?i) i (font) = 2o - (%))

La seconde de ces egalltes a lieu, en outre, quel que soit ¢.
3) Ar=t

est une fonction de , y, z, déterminée lorsqu’on connait I'état d’équi-
libre du fluide.
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En outre, en tout point de la paroi immobile, el quel que soit ¢ pour
la seconde égalité, on a

(4) a,a + b,B + ¢,y =o,
) :
(5) &=,

%, B, y étant les cosinus des angles que la normale . fait avec les axes
de coordonnées. V

Enfin, en tout point de la surface déformable du fluide en équilibre,
on a, quel que soit ¢ [Chap. 111, égalité (41)],

T ony ay _ 0d* 0%y
(6) T Tl T (?)T)

11 est facile de voir que ces formules (1), (2), (4), (5), (6) peuvent
étre regardées comme impliquant celles qui conviennent aux deux
autres cas étudiés par nous.

Considérons le cas d'un fluide homo géne et mcompresszble L’éga-
lité (11) du Chapitre III nous montre que l'on a, en tout point de l'es-
pace qu'occupe le fluide en équilibre,

‘)b() dl.o

g day
(1 bis) Pyl a} + 53

En ce méme point et & tout instant, on a, quel que soit ¢, selon I'éga-
lité (12) du méme Chapitre,

(2 bis) o A) = o.

Enfin, en tout point de la surface dé¢formable du fluide en équilibre
et & tout instant, on a, quel que soit ¢, l’egahte (23) du Cha-
pitre III: o

- OV Oy _ (V) _ 9%

(6 bis) onon (()t") o’

" Si l’on observe : ‘
1° Que la densité p, a la méme valeur dans tout le fluide;
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2° Qu'en ‘tout point de la surface terminale du fluide en équilibre,
on d _ o
10U, 9V -
o Ton= Y
on voit que les égalités (1 bis), (2 bis), (6 bis) peuvent étre regardées
comme des formes parucuheres des égalités (1), (2), (6), 4 1a condition
de faire, dans la premiére,

(3 bis) - ' Ar=o.

Considérons, pour terminer, le cas du fluide entropigue.
- L’égalité (55) du Chapitre III nous montre que I’on a, en tout point
du volume qu'occuperaitle fluide en équilibre,

(I ter) ‘ J(Poa o)(dao dbo (;Czo) == (%—2‘?)0.

Légalité (56) du méme .Chapilre donne, au méme point et 4 tout
1nstant, :

, 2y (o
(2 ter) e T A = 5 — (FH) ¢

Enfin, selon I'égalité (60) du Chapitre III, en tout point de la sur-
face déformable du fluide en équilibre et & tout instant, ona
. ' . 0% 024, -
(6 ler ) PO ('a—ﬁ-)o-—- 0.
Le fluide entropique en équilibre était soustrait 4 toute action autre

que celle d’'une pression uniforme; la densité p, y avait donc la méme
valeur en tout point; il en était de méme de la pression IT;, ce qu1

o1,
annule 55 €n tout point de la surface terminale. Selon ces remarques,

les ecrahtes (1 ter), (2 ter), (6 ter) peuvent étre regardées comme des
cas parucuhers des efrahtes (1), (2),(6), a condxtlon de falre dans les
deux premiéres

2 Po__ .
Ar= J(poy Ty)

Cette valeur de A? est indépendante de z, ¥, z.
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L'étude des oscillations propres d’une masse fluide dépend donc,
dans les trois cas que nous avons étudiés, des équations (1), (2), (4),
(5), (6), olt A? est une fonction donnée de z, y, z, ou une constante,
ou zéro.

Supposons maintenant que les oscillations que nous voulons étudier
soient des oscillations pendulaires.

Au Chapitre III, § 1, nous avons établi le théoréme suivant :

Tout petit mouvement d’une masse fluide au sein de laquelle
existe une fonction A admet une fonciion potentielle des vitesses.

D’autre part, au Chapitre Il, § 2, nous avons démontré cette autre -
proposition : '

Pour qu’un petit mouvement pendulaire d’un miliew continu
admette une fonction potenticlle desvitesses, il faut et il suffit qu’il
admette une fonction potentielle des élongations.

En rapprochant ces deux théorémes, nous obtenons celui-ci :

Au sein des fluides qui admettent une fonction A et, en particu-
lier, au sein des fluides que nous étudions, tout mouvement pendu-

laire infintment petit dérive d'une fonction potentielle des élon-
gations.

v

Dés lors, selon les égalités (11) et (21) du Chapitre I1, on a, en
chaque point et & chaque instant,

a= Sl. namw S I COS2w
’ i rl ’ i yl"
( ) b _—— Sill ) '—I _— ——-l , COS 2Ty
" d v iR 0'), A T‘J
‘\ dﬂ' ! T ()‘ < > ' T’

Y et U” étant deux fonctions des seules variables z, y, 3.
- D’autre part, les égalités (8) du Chapitre III donnent

(8) a=a,—%, p=p—B, =g o
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Identifions ces expressions de a, b, ¢. Nous en tirons sans peine

/ ' '
(9) a__g‘_l’_, bo=—d'£‘ __g_l]i’

(1 oz dy’ Co= 9%
N !
3* gpsmzt f + ?;p ( osz_n% - 1),
A . L ow' ¢
(r0) a—)—,—;;mnzw,l—‘-i-%-;(coszni,-—x),
9 __ ¢ d\xr’(
d

-t
== d smz't,r + =-(cos2mg — 1),

Ces égalités donnent

(r1) ¢=1Fsin21r%+1lf"<cos21t%—|)+F(t).

De cette égalité nous tirons

(12) %: b (Wsmz‘rcT+1P"cos21rT)+$tgt),
AN L a*F(t)

() (o) =—%v-[=].

Les égalités (1), (g) et (13) donnent

('[3) %<PO%%I) +£}-’<P° %_ij{> 272
P - =],

D’autre part, les égalités (2), (10), (12), (13) et (14) donnent
J v 2 ovr 0 dw hreA? . ¢
[3;(90‘5;)“*“ 33‘/(?0@)‘*"55(907’::)4‘ —'__[‘TIF] smzn'T

9 LSS0 )

e dF(0)
= A2

Cette égalité (15) nous permet d’écrire

&F() _ 4 ¢
(16) —F = T (asmz‘n:,r-i—oc cosz-cT)
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«, o’ étant deux constantes, et, partant,
BF()] b
(17) ‘ ' [ i ]0 Ll T %

Dés lors, pour que les égalités (14) et (15) soient vérifiées, il faut el
il suffit que les fonctions W, W” vérifient, en tout point, les équations

T .
(18bis) 5 (0 55)+ o5 (00 5)+ 32 (60 52 ) -‘/”f;f"(‘lf’*-«)—o

L’égalité (5), vérifiée & tout instant, en tout point de la paroi
immobile, devient, en vertu des égalités (10),

v ov’ ¢ '
DTN e — -_— N
d smz-rl,—}— l) (09.4 T l) (]

Elle exige que I'on ait, en tout point de cette paroi,

. av

(19) n =0,
. ()‘F,

(19 bis) T == 0-

Dlailleurs, en vertu des égalités (g), I'égalité (19 bis) équivaut &
I'égalité (4).

En vertu des égalités (10), (12), (13), (16) et (17), I'égalité (6)
devient

1 0“0 dlp _mz . _ t.
[E; —3Tl dn (W a )] Slnz;.T.

1 dno d‘l’ e P { J—
+[E S on t 'l‘ (I" ](coszwi.—l)_o.

. Pour qu’elle soit vérifiée en tout point de la surface déformable et &
tout instant, il faut et il suffit que l’on ait, en tout point de la surface
déformable,

19, g¥ 41‘:2 _
(20) po On on _T?(w —a)=0o,
1 d10, v’

. 4“2 ’ 4
(20 bis) 5 On an —,172—(111' —a')=o.
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Posons maintenant
2=V —a, =0 —¢o,

et les égalités (7), (18), (18 bis), (19), (19 bis), (20), (20 bis) con-
duiront aux résultats suivants :

Lorsqu’un des fluides auxquels sSappliquent nos raisonnements
est animé d’un petit mouvement pendulaire, les composantes a, b, c
de Uélongation sont données par les formules

!

=_9Lg b %% cosami

a=— 5-8iN 2T 5 — == COS2T 7

(21) b=— Lsinant — % cosar
— ())’S IT 5; O» ‘WT9

gLt Ot

= 9z n TtT 93 0 2TCT7

ol Z, 7! sont deux fonctions de z, y, z soumises aux conditions sui-
vantes :

Chacune d’elles vérifie :

1° En tout point de l’espace occupé par le fluide en équilibre,
Uéquation

@ o) 30D 0BG

2° En tout point de la paroi immobile, I'équation

0z
(23) on =

3° En tout point de la surface déformable du fluide en équilibre,
l'équation

O, 0L Gmt,
(2[l> 90% %—l— Z—-O.

Journ. de Math. (i* série), tome 1X. — Fasc. III, rgod. 4[
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§ 2, — Relation entre le probléme précédent et un probléme de calcul
des variations, — Cas des fluides incompressibles.

Soit W une fonction qui est réguliére dans tout I’espace occupé par
le fluide en équilibre, qui vérifie la condition

an

(25) AR
en tout point de la paroi immobile X, ct la condition
. Al
(26) % dSo = 0,
ot I'intégrale s’étend 4 la partie déformable S, de la surface qui limite

le fluide en équilibre.
Considérons la quantité

o o= L)+ () (2 +wav]em

ot l'intégrale s'étend au volume occupé par le fluide en équilibre; en
vertu de I'identité

[wavdo=— [wilds,~ [vitas
G )+ (@) ]
et de la condition (25), © peut encore s’écrire

(28) 0=—2[vZas,— [[(5)+(5)+ (%) ]

D’autre part, considérons la quantité

(29) Q=— %(%g)’dso,



LA STABILITE ET LES PETITS MOUVEMENTS DES CORPS FLUIDES. 315

Imaginons que 1'on remplace la fonction W par une fonction infini-
ment peu dxfferente, (¥ + W), qui vénﬁe les conditions (25)
et (26), ce qu exprlment les égalités

| v
(30) 35 =0,
(31) /a”“’ dS, = o.

Supposons, en outre, que cette variation imposée & la fonetion W
soit assujettie A laisser invariable la valeur de @, ce gqu’exprime I'égalité

(32)  e—o.

Cherchons & déterminer la fonction W de telle sorte que ces condi-
tions imposées 4 8" entrainent ’égalité

(33) SQ = 0.

Pour cela, il faut et il suffit qu’il existe :

1° Deux constantes K et A;

2° Une grandeur f, variable d’une maniére continue le long de la
surface Z, telles que I'on ait, quelle que soitla fonction oW,

(36)  e—Ke—n[35as, _ff“‘“’ dx = o.

L’égalité (28) donne

v 0‘11 ov S 0‘[r oV 0¥
(35) | —2f(dm80w +dy ()y+ d.,)dm

=_2f1p8‘;—‘fdso+2fAuf8de.

Selon cette égalité (35) et les égalités (29) et (30), égalité (34)
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devient

f(g% oKW+ 2)3%dso+'KfAlF31de

(36) .
[0V o

Pour que cette égalité ait licu quelle que soit la fonction 8W, il faut.
ctil suffit que I’on ait :
1° En tout point de la paroi ¥,
Sf=o0;
2" En tout point du volume occupé par le fluide en équilibre,
(37) AV =0

3° En tout point de la surface Sy,

(38) W _Kw+t=

on on

La fonction W étant ainsi déterminée, cherchons quelle valeur elle
fait prendre 4 @. Selon I'égalité (27), on a, en toutes circonstances,

R, |\ S, || Ve
@:—f‘lf‘%dbo—/\If;)—”—dz.—i-jllf'A‘Ifdm.

Lorsque W vérific les ¢galités (25) et (37), cette égalité peut s’écrire,
yuclle que soit la constante C,

()‘l’
f(qr L> ()/z

G

alk

Prenons

et nous pourrons écrire cette égalité sous la forme

Ko =— [(¥-3)5 ds,
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ou bien, puisque ¥ vérifie I'égalité (38) et que Q est défini par 1'éga-
lité (39),

(39) Ko = Q.

Ainsi, toule fonction W qui satisfait a notre probléme de calcul
des variations fail prendre certaines valeurs aux expressions £
et 0; le rapport de ces valeurs est précisément la consiante K.

D’ailleurs, toute fonction W' qui résout le probléme de calcul des
variations que nous avons énoncé vérifie I'équation (37) en tout point
de I'espace occupé par le fluide en équilibre; pour une telle fonction
W, la quantité ®, définie par I'égalité (27), se réduit a

Jur oW\ 2 JWr\?
J1GE) + () + () ] @
On peut donc énoncer cette proposition :

Lorsqu’une certaine fonction W satisfait au probléme de calcul
des variations que nous avons énoncé, la valeur correspondante de
la constante K est donnée par la formule

o ke JEEa
J0 = — 2 3 N
| S ) -]

La méthode de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet fournit, pour le
fluide étudié, cette condition qui suffit & assurer la stabilité nouvelle :

av , .. .
La grandeur 5 West positive en aucun point de la surface S;

les points ot elle est nulle ne forment pas, en la surface S,, une
aire d’étendue finie.

La formule (40) nous montre alors que si cette condition de stabi-
lité est vérifiée, loule valeur de la consiante K quicorrespond & une
solution du probléme posé est finie el positive.
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Nous pourrons alors poser

[' S WA
(41) K=" ;=7%
T et « étant deux constantes réelles. Si 'on observe alors que p, est

une constante, que

1ot gV '
;; Jn -+ dn =0
et que, selon I'égalité (3 bis), A? estici nul, on voit que les égalités (25),
(37) et (38) deviennent respectivement identiques aux égalités (19),
(18) et (20). En d’autres termes, toute solution du probléme de calcul
des variations posé en ce Paragraphe détermine une fonction ¥'(z, y,3)
et une constante K. Le fluide peut étre animé d’un petit mouvement
pendulaire dont la période T est liée ¢ la constante K. par la pre-
miére égalité (41) et dont l'élongation a pour composantes

(42) a=—Lsinand, be=— Lsinensd c=-—Lsinan
= o7 i T) == 0‘)/ 2T = o5 5 2T

Les relations que nous venons d’établir entre le probléme des petits
mouvements des fluides et un probléme du calcul des variations en-
trainent la conséquence suivante :

Les équations des petits mouvemenis du fluide ne peuvent, si la
condition qui suffit & assurer la stabilité nouvelle est vérifiée,
admettre une intégrale de la forme

(43) b z_d_yelll’

ol la consiante R seratit réelle.

On verrait sans peine, en effet, qu'une telle intégrale correspondrait
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4 une solution du probléme de variations oi1 la constante K aurait la .
valeur négative — R*.

On peut, en suivant la voie tracée par Routh (') pour le cas de
systémes dépendant d'un nombre limité de variables, indiquer un
procédé régulier qui conduit 4 la formation d'une infinité de mouve-
ments pendulaires, mouvements qui correspondent 4 des valeurs
successives de K rangées par ordre de grandeurs croissantes, ou a
des valeurs successives de T rangées par ordre de grandeurs décrois- -
santes; ce procédé, d’ailleurs, n’est point entiérement rigoureux; il
préte & la méme objection que la méthode donnée par Lejeune-
Dirichlet pour démontrer 1’ex1stence d'un état d’équilibre elec—
trique.

Supposons d’abord la fonction W assujettie a vérifier :

1° En tout point de la paroi X, 1'égalité

(25) N _ o

on = O

2° L'égalité
(26) f & 48, =o;
3e L'égalité

46 o=[[(5%)+(G)+(5)+ wav]do=1

Considérons les valeurs (44) de @ données par la formule (29); si
I’on suppose vérifiée la condition suffisante pour la stabilité nouvelle
(et c’est ce que nous ferons), ces valeurs sont toutes positives; elles
admettent une limite inférieure positive Q,; supposons, ce qui n'est
pas évident, qu'il existe une détermination ¥, de la fonction ¥ pour
laquelle Q atteint cette limite inférieure Q,, qui en est alors un mini-
mum. L’hypothése W =W, annulera donc 8Q quel que soit 8¥'; en
d’autres termes, la fonction W', vérifiera les égalités (25), (37), (38)

(') Rourn, Proceedings of the mathematical Society of London, Vol. X,
1879, p. 146.
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et la valeur correspondante de K sera, selon les formules (39)
et (44),

- - ov (0w, \*
(45) K|=Q4=—. (-);(-572-> dSo.

Imaginons maintenant que la fonction ¥ soit assujettie non seule-
ment aux conditions (25), (26), (44), mais encore 4 la condition

’ d‘p| dlp dlpg ow dl]f1 d‘v> —
(46) L f(dw =t oy et 0 )im=o

La fonction ¥ ne peut plus devenir égale ou proportionnelle 4 ¥,
car P’égalité (46) donnerait alors, en tout point,

v, o,

= =0 =0 d‘—o
oz ! oy — O ds

’
egalités incompatibles avec la condition (44).

Considérons les valeurs, toutes positives, de Q, qui correspondent &
ces déterminations de W. Ces valeurs admettent une limite inférieure
positive Q,. Comme ces valeurs sont comprises parmi celles que nous
avons considérées en premier lieu, Q, ne peut &tre inférieur & Q, :

(47) 0.20,.

Supposons que, pour une détermination ¥, de W, Q atteigne cette
valeur (,, qui sera alors un minimum relatif aux conditions (25), (20),
(44) et (46). 11 devra exister trois constantes K,, g, A, et une gran-
deur f, variable d'une maniére continue sur Z, telles que Pégalité

ov ov
(48) - 0 —K,30 — g83,—1, (35 dS, —ff,S(—ﬁdz.—_-o

soit vérifice quel que soit §¥" lorsqu’on y fait ¥ = W',.
Orona

8, __f(d\r,sdw o:;l)r:azw ‘W‘Sd‘f)
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ou, en observant que AW, est nul, ainsi que Q;:;‘ sur la surface £,
N () -
5, =—fo_,; S ds,.
L’égalité (48) devient donc, en y remplacant ¥ par ¥,
dV ow A v ;
S5 — KW, — )3 dS,+ K, [ AV, 8 da

g v, 'fz or N
+£ [Showds,+ (23T dE=0.

(49)

Cette égalité doit étre vérifiée quelle que soit la fonction EW. Pour
cela, il faut et il suffit que I'on ait :
1° En tout point de la surface X,

Jr=0;

g=o0;"

20

3° En tout point du volume considéré,
AT, =o0;
4° En tout point de la surface S,

oV ov,

, A
4 e R
5 T K,u, = o.

2

La fonction W',, associée & la constante K,, fournit donc une nou-
velle solution de notre probléme de variations; cette solution est
essentiellement distincte de la premiére, car W', ne peut étre simple-
ment proportionnel & W',; quant & la constante K,, selon les éga-
lités (39) et (44), elle a pour valcur

(45 bis) K,=Q,.
Les égalités (45) et (45 bis), jointes 4 la condition (47), donnent

(50) K,>K,.

Journ. de Math. (3¢ série), tome 1X. — Fasc. III, 1go3. 42
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Nous trouverions une nouvelle solution de notre probléme en cher-
chant, parmi les fonctions W' assujetties non seulement aux condi-
tions (25), (26), (44), (46), mais encore 4 la condition

. vy, o\ N ” ne i

(46 bis) 9._,=f<%2 A % gyl + &5 %)clm:o,
quelle est la détermination W'y qui rend Q minimum, et ainsi de suite.

M. H. Poincaré (') a montré l'identité du probléeme des petits
mouvements pendulaires des fluides incompressibles avec un probléme
de variations un peu différent du précédent.

On considére une fonction W assujettic & vérifier :

1° En tout point de la surface X, la condition

> o
(25) an =03

2° En tout point du volume occupé par le fluide cn ¢équilibre, la
condition

37) AV - o
et 'on cherche & déterminer cette fonction W' de maniére qu'elle
annule, quel que soit ¢¥', la variation du rapport
Q
%)+ (%) (%)
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'on ait, sclon I'¢ga-
lité (29), une grandeur f variable d'une maniére continue sur la sur-

face Z, et une fonction ¢(, y, z) continue dans I'espace occupé par le
fluide en équilibre, telles que 1'égalité

Wi

g8 — 0483 O 0
(51) %——fq)AB‘Fdﬁ—-/f-émdL:o

soit vérifide quelle que soit la fonction SW'.

(1) H. PoiNcarg, Sur Uéquilibre et les mouvements des mers, § 6 (Journal
de Mathématiques pures et appliguées, 5¢ série, L. 11, 1896, p. 87).
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Orona

IV o O o o 9 ()11" 0W

fw""’ds — fm"“’dz_g TASY do.

Si donc on pose
o

'égalité (51) devient

|5 /(5 & - Kv) 258, + [(r -5 w) 85

( +[(e— 2 W) atWds =o.

Pour que cette égalité (53) soit vérifiée quelle que soit la fonc-
tion 8, il faut et il suffit que la fonction W', déja assujettie aux con-
ditions (25) et (37), vérifie en tout point de la surface S, I'égalité

(53)

aVv ow
. T —
(54) Jdnr dn KW =o,

et que 1'on prennc

[=F
en tout point de la surface X de la paroi et
T
o= W

en toat point du volume occupé par le fluide en équilibre.

La fonction ¥ ainsi déterminée, jointe & la-constante K donnée par
- Pégalité (52), fournit une solution du probléme des petits mouve-
ments pendulaires des fluides et toute solution de ce probléme peut
étre obtenue de la sorte.

Cette méthode nouvelle préte évidemment aux mémes développe-
ments que la précédente.
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§ 8. — Relation entre le probléme des petits mouvements pendu-
laires d’un corps fluide et un probléme de variations. — Cas des
~ fluides compressibles. :

Soit ¥ une fonction assujettie aux conditions suivantes :
1° En tout point de la paroi immobile X, elle vérifie la condition

. ow
(55 on = 03

2 Elle vérifie I'égalité
o
|H= (o, 22dS,

56) |
TR 505 - 2

dont la forme nous est imposée ‘par la condition que la masse
demeure invariable en un petit mouvement ou I'élongation a pour
composantes

a= dwsinz-ct
- oz !

I A 4
= — —SIMN2T 5
) oyﬁln T'T$

v . t
C=——d—£Sln2ﬂ,—l§;

3° La valeur de la quantité

G o= fu|(@) + () + (F) e

est invariable.

Remplagons la fonction W' par une fonction infiniment peu diffé-
rente ¥ + oW, assujettie aux mémes conditions, et cherchons & déter-
miner la fonction W.de telle sorte que cette variation annule la varia-
tion premiére de la grandeur

( Q= Jn, (dW)’ dSo

on \on

(58) )
GR35 05 4
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Pour cela, il faut et il suffit qu'il existe :

1° Deux constantes K et o

2° Une grandeur f, variable d’une maniére continue sur la sur-
face 3, telles que l'on ait, quel gue soit 8W, I'égalité

(59) 30— K30 —8H ~ (357 dx =o.
Posons
) X=glegm) 5 (e) rule%)

L’égalité (58) nous donnera

g, v  g¥ J
(61) 3= [Te T8 dS,+ 2 [ 22X X dw.

De méme, I'égalité (56) nous donnera
o
(62) 3H = [p, 85 dS, — [*Xds.

Enfin, P'égalité (57) nous permettra d’écrire

0‘1" d‘lf oV 0V ov oW

ou bien, en vertu des égalités (55) et (60),
(63) 30 =2 [p, W35 dS, — 2 (WX da.

En vertu des égalités (61), (62), (63), I'égalité (59) devient

f(‘f)‘fl X KeW— x) 392 3,

(66 ffs d2+f(J°X+KIIf 7\>3de-—0'

Pour que cette égalité ait lieu quel que soit oW, partant, selon
I'égalité (60), quel que soit 8X, il faut et il suffit que l'on ait :
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1° En tout point de la surface X,
(65) f=o0;

2° En tout point de la surface S,,
i, Jw
3° En tout point du volume occupé par le fluide en équilibre,
(67) : §X+KW~x=m

Si I'on suppose W choisi de maniére & vérifier les égalités (66)
et (67), la grandeur Q, donnée par I'égalité (58), peut s'écrire

Q:——Kfpo(q"— ]{) o~ gs, _Kf(tv_ %)de

ou, en remplacant X par sa valeur (60),
IAY
@ =—Kfp (¥ — )5S

K[ (=) [ () + () 2 ()] e

Si I’on remarque que I'égalité (55) est vérifice en tout point de la
surface X et si I'on se reporte & 1'égalité (57), on peut transformer
I'égalité précédente cn

(68) Q = Ko.

La méthode de Lagrange et de Lejeune-Dirichlet conduit aux con-
ditions suivantes qui suffisent & assurer la stabilité nouvelle de la masse

fluide :

1° 8%l sagit d'un fluide soumis seulement @ une pression nor-
male et uniforme, cas auquel %%" a la valeur o en tout point de la
surface Sy, J, a, dans iout le fluide, une méme valeur positive.

o , . .
2° En tout autre cas, =t n’est négalif en aucun point de la sur-
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face Sy; les points oi cette quantité est nulle ne forment pds une
aire d’étendue finie.

Js n’es? négatif en aucun point du vf)lume occupé par le fluide
en équilibre; les points o cetie quantité est nulle ne forment pas
unr volume d’étenduc finie.

Restreignant un peu ces conditions, nous supposerons que J, est
loujours positif.
Nous pourrons alors écrire, selon les égalités (3) et (3 ter),

(69) %‘1 = 23

A étant une constantie réelle et finie. .
Les conditions que nous venons d’énumérer, comparées a I'éga-

lité (58), nous assurent que Q est essentiellement positif; selon I'éga-

lité (57), il en est de méme de @; dés lors 1'égalité (58) conduit a la

proposition suivante :

Moyennant les conditions fournies par la méthode de Lagrange
et de Lejeune-Dirichlet, conditions qui suffisent & assurer la stabi-
lité nouvelle, la constante K est essentiellement positive.

On peut alors poser

(70) K=42, a=ime

o et T étant deux constantes réelles.
Moyennant les égalités (60), (69), (70), nos égalités (66) et (67)
deviennent

O, 0¥ | hrt
(71) naman T ¥ —0)=o

(72) %(Pogl—z) =+ %(Pog}‘g) + (%(Po%‘_f)'*" 4_"_;;__;“(11,‘_“)=0.

La fonction W, qui résout notre probléme de variations, vérifie done
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les équations (55), (71), (72), qui sontidentiques aux équations (19),
(30) et (18); d’ou la proposition suivante :

En un fluide o sont vérifides les conditions suffisantes pourla
stabilité nouvelle, toute solution de notre probléme de variations
détermine une fonction W et une constante positive K, auxquelles
correspond un petit mouvemeni pendulaire défini par les formules

d\fr

o . o _
=— J—sin VK¢, b= 7

. L e
siny K ¢, €= ‘())—;sm VK.

Réciproguement, tout petit mouvement pendulaire du fluide
Sfournit une solution de notre probléme de variations.

- En raisonnant comme au Paragraphe précédent, on peut encore
énoncer le théoréme suivant :

En un fluide oii sont vérifiées les conditions qui assurent la sta-
bilité nouvelle, les équations des petils mouvements n’admettent
aucune intégrale de la forme '

(73) a_—_.__.g% M h=— a();'cm’ c = (();: M

ot R serait une constante réelle.

La méthode de Routh pour former une infinité¢ de valeurs de T,
rangées dans I'ordre des valeurs décroissantes, s'étend sans peine au
cas actuel; nous ne la développerons pas, pour ne pas allonger outre
mesure le présent écrit.

En terminant, nous ferons remarquer que la méthode que nous
venons d'appliquer aux fluides compressibles a de grandes analogies
avec les deux méthodes par lesquelles les fluides incompressibles ont
été traités au Paragraphe précédent; mais elle n'est la simple géné-
ralisation ni de I'une ni de I'autre de ces derni¢res méthodes. "



