
BEGHIN

ROUSSEAU
Sur les percussions dans les systèmes non holonomes
Journal de mathématiques pures et appliquées 5e série, tome 9 (1903), p. 21-26.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1903_5_9__21_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1903_5_9__21_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


SLH LES PERCUSSIONS DANS LES SYSTÈMES NON HOLONOMES. 2 1 

Sur les percussions dans les systèmes non holonoines ; 

PAH MM. B£GHIN ET ROUSSEAU. 

On sait que les équations de Lagrange s'appliquent au mouvement 
d'un système, liolonome; on peut en déduire, comme l'a montré 
M. Appell (Journal de Mathématiques, 1896, premier fascicule), 
une forme simple des équations donnant la théorie des percussions 
pour un système de cette nature. On sait, d'autre part, que les équa-
tions de Lagrange ne s'appliquent plus quand certaines liaisons ne sont 
pas exprimables par des relations en termes finis, c'est-à-dire quand 
le système n'est plus holonome : on peut alors remplacer en Dyna-
mique les équations de Lagrange par celles que M. Appell a indiquées 
dans le Journal de Crelie (t. 121) et développées dans deux 
Mémoires insérés au Journal de Mathématiques (1900, premier 
fascicule, et 1901, premier fascicule). 

Nous nous proposons de montrer que, même pour ces derniers 
systèmes, on peut conserver, pour la théorie des percussions, la forme 
d'équations déduite des équations de Lagrange. 

Pour cela, nous établirons cette forme d'équations par une méthode 
nouvelle qui nous permettra d'en généraliser l'application. 

Considérons un système de corps solides soumis à des liaisons 
exprimables par des équations intégrables ou non. Soient ..., q 
les paramètres indépendants, définissant la position du système. 
Supposons que, pendant l'intervalle de temps tat{) on introduise clc 
nouvelles liaisons et des percussions données. Parmi ces liaisons, 
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un certain nombre pourront s'exprimer par des relations en termes 
finis de la forme 

d u 

w0i•••>?*» 0 — °J 

w0i•••>?*» 0 — °J 

et d'autres par des relations différentielles non intégrables de la 
forme 

A, , dq
% ~H A,^dq^ -+-·..■+■ A{k

dqk -4- A\dl — o, 

w0i•••>?*» 0 — °J 

Il est bien entendu que ces liaisons n'existent pas forcément toutes 
à l'instant /

0
, mais qu'elles s'établissent progressivement de façon à 

avoir existé à l'instant . 
Pour trouver l'état des vitesses à l'instant nous savons qu'il 

• suffit d'exprimer que le système des vecteurs, représentant la variation 
de quantité de mouvemenl de chaque point changée de sens, fait 
équilibre au système des vecteurs qui représentent les percussions. 

On est donc ramené à un problème purement géométrique : 
l'équilibre d'un système de vecteurs. 

Nous le traiterons en appliquant le principe des vitesses virtuelles. 
" Nous écrirons que la somme des travaux virtuels de tous ces vecteurs 

est nulle pour tout déplacement compatible avec toutes les liaisons 
introduites ou préexistantes. Nous supposerons que, dans ces déplace-
ments, les percussions de liaisons donnent des travaux virtuels nuls. 
Ce sera, par exemple, le cas d'un corps qui vient heurter un plan sur 
lequel il peut glisser avec frottement, ce frottement étant assez consi-
dérable pour qu'à la fin de la percussion le corps roule sans glisser. 
La percussion sera alors représentée par un vecteur quelconque 
appliqué au point de contact; et, pour tout déplacement virtuel dans 
lequel le corps roule sur le plan, le travail de ce vecteur sera nul. 
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Nous poserons : 

λ· = ?«(?«> · · ·> Çh 0> Φ· = A ι, Φ. ·+ · · ·+ A
 xh

dq
h
+ Atdi, 

λ2— 1J ^2? · · · 5 > 

X
7

. — j...5 — Aj| dq 1 -+-. . # -j- Atfrdq/f -f- A
s
dl· 

Si n = k — r — s, on pourra prendre pour paramètres, au lieu 
de q{q2... qk, les quantités λ, λ2... λΓ

; p., p.
2
... pq; q

{
q

2
... q

n
. Les 

nouvelles liaisons introduites s'exprimeront par les équations 

λ | — O j .... 0\ i/tA| — O, ..., £^=0. 

Calculons dans ces conditions les travaux virtuels de ces vecteurs : 
i° Travail virtuel des variations des quantités de mouvement. 

— L'expression de ce travail est 

Se = Σ/η[(»; - x\)L· + (y\-y'
0
)ïy ·+ (V, - ·<)"]· 

Or, avant la percussion, on peut exprimer le déplacement dxdydz 
d'un point quelconque (x,y, z) du système par des expressions inté-
grables ou non de la forme 

dx = a
K
dq

x
 -h a

2
dq2-l·.. .-h akdqh-\- adl, 

dy~b
x
dq

K
-κ.. -i-bdl, 

dz = c, dq
{
 -κ.. -j-cdl, 

où «ι, ûfo,..., c sont des fonctions de ..,, qhy t. 
Effectuons le changement de variables indiqué; nous pourrons 

calculer dq
n+{

... dqk à l'aide des équations linéaires (2) et des équa-
tions 

w0i•••>?*» 0 — °J-jjdl- 0, 

» ' · M . 

^•rf
?

, + ...+ ̂ rf
ÎA

+^rfi = o 

obtenues en différentiant les équations (1). 
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Nous aurons ainsi 

w0i•••>?*» 0 — °J 

w0i•••>?*» 0 — °J 

w0i•••>?*» 0 — °J 

Dans un déplacement \irtuel pour lequel 

δΧ, = δλ, = ... = δρ., = ... = oi = ο, 

l'expression de δ s sera 

w0i•••>?*» 0 — °J 

Posons 

2T = 2]/»(.r'24-y-4- J/a) 

el remarquons que la xitesse du point (a?,/,*) a pour projections 

χ' = α, 4- a24- ... 4- oc*p^. 4- a, 

7'= β< 7ι + β*Κ + β' 
ν' = Υί Υ, + γ* Η- · ·. 4- γ*ρ..; + γ, 

on en déduit 

w0i•••>?*» 0 — °J 

w0i•••>?*» 0 — °J 

w0i•••>?*» 0 — °J 
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Or, le coefficient de §q
{
 dans l'expression de δε a pour valeur 

w0i•••>?*» 0 — °J 

il peut donc s'écrire 

w0i•••>?*» 0 — °J 

et par suite 

w0i•••>?*» 0 — °J 

on a donc 
Ss=("S)l8?,+-"+(©ls?"· 

2. Travail virtuel des percussions données. — On sait qu'on 
peut mettre ce travail sous la forme 

§G' = Q,0£, + ... + Q
rt

Sy
w

. 

Nous avons donc à écrire, quels que soient les déplacements δ^,, .. 
oq

in
 l'égalité 

(w,)„Sq< + --- + (d£)
0

 fy»= Q.fy. + · · · +QA» 

qui se décompose en les suivantes : 

(©:-«·· ··" (SH-
On retrouve ainsi les équations de Lagrange. 

Remarque I. — Il peut arriver dans certains cas que, pendant la 
percussion, certaines des liaisons antérieures viennent à disparaître. 
Si une liaison antérieure disparait à l'instant /

0
, de façon à ne donner 

lieu à aucune percussion de liaison, il est évident que tout se passe 
comme si elle n'existait pas; nous avons donc à nous occuper unique-
ment du cas où la liaison disparaît à l'instant G compris entre l0 et/,, 
après avoir donné lieu à une percussion de liaison; dans ce cas, la 

Journ, de Math. (5e série)., tome IX. — Fasc. I, 1902. 4 
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forme d'équations précédente est encore applicable ; 011 opérera comme 
si cette liaison n'existait pas avant la percussion et comme si on l'in-
troduisait pendant l'intervalle i

o
0; on la traitera donc de la même 

manière que les liaisons introduites. On obtiendra ainsi des équations 
en nombre insuffisant pour déterminer l'état des vitesses à l'instant t

{
. 

Remarque II. — Si l'on a à traiter un problème dans lequel le 
travail virtuel de certaines percussions de liaison n'est pas nul pour 
tous les déplacements compatibles avec les liaisons, et si, parmi tous 
ces déplacements, il y en a pour lesquels ce travail est nul, on pourra 
imaginer qu'on ait introduit des liaisons auxiliaires telles que ces dé-
placements soient les seuls possibles. — On traitera alors le problème 
dans ce cas par les équations de Lagrange qui donneront un certain 
nombre d'équations nécessaires, mais qui ne suffiront pas pour déter-
miner l'état des vitesses à l'instant 2,. 

Soit, par exemple, une sphère dépolie qui vient heurter un plan sur 
lequel elle peut glisser avec frottement. Avant la percussion, sa posi-
tion dépend de six paramètres. Les déplacements compatibles avec les 
liaisons introduites dépendent de cinq paramètres. Parmi ces déplace-
ments choisissons ceux pour lesquels la vitesse du point de contact est 
nulle ; le travail virtuel de la percussion de liaison sera nul : on sera 
ramené à traiter le problème dans lequel la sphère est assujettie à 
rouler à la fin du choc ; on introduit de cette manière trois équations 
de liaison, de sorte que la position du corps ne dépend que de trois 
paramètres. Les équations de Lagrange sont au nombre de trois et 
s'appliquent au problème proposé. Il restera à trouver deux ou trois 
équations suivant que la liaison persiste ou non après le choc. Obser-
vons que les équations trouvées sont complètement indépendantes du 
coefficient de frottement. 

On peut remarquer que ce qui précède n'est pas sans analogie avec 
le principe de solidification qu'on applique en Statique. 


