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SUR L'INTEGRATION DE L'EQUATION A+ 31 =0, 5¢)

Sur Uintégration de I'équation Mu+ Su == 0;

Par M. S. ZAREMBA.

I. — Introduction.

1. Onsait le vole considérable que jouent, a divers points de vue,
les problémes qui consistent & déterminer, pour un domaine donné,
I'imtégrale de Péquation

ol
Pu u Ju

’ fu="-1. o
() Adi+3zu= Aot v Js?

-+ Eu =0,

ol £ est une constante, définie par les valeurs pérviphériques de Uinté-
grale elle-méme ou par celles de la dérivée suivant la normale i la
surface limitant le domaine proposé. Ces problémes sont des cas par-
ticuliers de problémes ue nous allons énoncer dans un instant, apreés
avoir rappel¢ certains faits bien connus et défini des notations que
nous conserverons dans toute I'élendue de ce Travail,

Nous aurons & considérer constamment une surface fermée (3) au
sujel de laquelle nous ferons les hypolheses suivantes : elle admettra
en chacun de ses points un plan tangent déterminé; Mangle aigu formé
par deux normales sera inféricur au produit d’une constanle par la
distance des pieds de ces normales; si 'on désigne par (87) la portion
de la surface située & 'intéricur d’une sphére de vayon fixe, mais assez
petit, dont le centre soit un point quelconque O de la surface, la por-
tion (8') de la surface (S) aura au plus un seul point d’interscction
avec chaque paralléle & la normale en 0,
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Nous désignerons par (D) le domaine intéricor 4 la surface (S) el
par (1)) le domaine extéricur.

On remarquera que nos hypothéses ne limitent pas le nombre de
nappes faisant partie de la surface (S) et qu'elles n'impliquent nulle-
ment que les domaines (1)) et (1)) soient foreément connexes, ni
meme que Fun d'eux offre cette particularits,

Considérons maintenant une fonetion quelconque 1(.z, v, 5) des
coordonnées rectangulaires x, y, 2 d'un point vartable M. Cette
fonction pourra tendre vers une limite déterminée lorsque le point M
tend vers un point situé sur Ja surface (S) sans sortiv de 'un des do-
maines (D) on (1), Nous désignerons cette limite par (I ); dans le
premier cas et par (1), dans le second. Les fonctions (F); et (F),,
caleulées pour un méme point («,, ¥, 3, ) de la surface (S), pourront
non sculement difféeer entre clles, mais, en outre, chacune d’elles
pourra avoir une valeur différente de Pexpression F(rg, v,, 3,),
expression que nowvs désignerons par (19),.

Supposons smaintenant (que le point (£, y, z) soit situé sur la nor-
male élevée en un point A i la surface (8) cL envisageons I'expres-

.~mn
W g I
2Tl TV

ol 2, 5, v sont les cosinus directeurs de la normale regardée comme
nn axe dnrngc vers Uintérieur de la surface (8). 1l pourra arviver que
Fexpression précédente tende vers une limite déterminée lorsque le
point (i, y, ) tend vers le point A, sans sortir de I'un des do-

maines (13) ou (IV'). Nous représenterons cette limite par (l\) dans
. uy . .
le premier cas el par (77\: ) dams le second; dans le cas oi I'on aurait,
AN ).
sur toute b surface (8),
‘b {
(zf\ ) \d
, . d

nous représenterons la valeur commune de ces expressions par —x

Soit @ celle des déterminations de I'expression v — % dont la partie
réclle est positive, et soil 7 Ja distance de deax points quelconques
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(o, 5 3)eL (2, ¥y, ). On sait que Pexpression

ey
7

’

ol e st la base des logarithmes népériens, est unce intégrale particu-
licre de I'équation (1), Cetle intégrale présente les plus grandes ana-

. . o, . .o 1 .y . ' .
logics avee lintégrale particuliére - de équation de Laplace. Dési-

gnons par 5 et & des fonctions continues définies sur la surface (S),

regardons les variables «7, )7, 3 comme les coordonnées d'un élie-
menl ds de la surface (S) et considérons les fonctions

. ‘e
(2) u:ffc-——ls
J,ooor
di
9 ([ /»‘_y'r ]
} = — — cosbds
( ) {;‘GT dr r cosyads,

ol Y représente Pangle formé par la normale intérieure a I'élément ols
avee le rayon allant du point (2, y, z) a I'élément ds. A cause de
Panalogie évidente des fonctions « et ¢ avee les potentiels newtoniens
de simple couche et de double couche, nous appellerons les fonctions
et ¢, dont évidemment chacune est une intégrale de I'équation (1),
potenticl généralisé d’une simple couche de densité 5 ot potentiel
généralisé (') d’une double couche de densité o, ayant pour nombre
caractéristique le nombre .

Cela posé, soientz une fonction continue définie sur la surface (S)
et 4 un paramétre donné,

Les problémes auxquels il a été fait allusion plus haut consistent en
ceei : déterminer un potentiel génédralisé de simple couche « et un po-

(') Dés 1896, M. C. Neumann a fait usage de ces potentiels généralisés pour
clendre, dans le cas de surfaces conveces, sa méthode de la moyenne arithme.
lique aux équations de la forme 8% — 22y == o (Mllgemeine Untersuchungen
ither das Newton’sche Princip de Fernwirkungen, p. 252). On trouvera aussi
de nombreuses applications des potentiels généralisés dans mon Mémoire Sur
Uéquation Au+5u~+f=o0 et sur les fonctions harmoniques (Annales de
I'Fcole Normale supéricure, 18gy).
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tenticl généralisé de double couche ¢ vérifiant les équations

/ du” AN | du du -
) (.,ﬂ),-' (7[\7),_‘ "((Jﬁ)c ¢7—\_)1£ + 23,
) ()= ()= Hie )it ()l 415

f<n attribuant an paramétee 4 une des valeurs + 1 ou — 1, on ré-
duit les problémes précédents aux problémes classiques énoncés au
début.

Nous nous proposons d’étudicr les fonetions « ct ¢ comme fonctions
du paramétre %, en nous restreignant au cas ot le nombre % est réel et
non positif. Les principaux résultats que nous ohtenons peavent étre
résumés ainsi :

1 On peut satisfaire aux équations (4) et (5) par des valeurs de «
et ¢, fonctions analyliques du paramétre 7, et chacune de ces fonetions
analytiques est parfaitement déterminée. En dchors de ces solutions,
les ¢quations (4) et (5) peavent admettre des solutions qui ne sont
pas des fonctions analytiques de A. Ces solutions non analytiques ne
se distinguent des solutions analyliques que pour certaines valenrs
isolées du paramétre 2. Dans I'énoncé des autres résultats, nous sup-
poserons que l'on a pris pour « et ¢ les valeurs qui sont des fonctions
analytiques de 7.

2" Les fonclions u et ¢ de 4 sont des fonctions uniformes admet-
tant au plus un seul point singulier essentiel. Ce point singulier, quand
il existe, est toujours a linfini. Les points singuliers non essentiels
des fonctions « el  sont des poles simples faisanl tous partic d'une
méme suite de nombres réels et distinets

(1) Ny hyy by, e,
veriliant les inégalités
(7) [l <[ Bpen |5

Ja suite (6) est indépendante de la fonction 33 elle est parfaitenment
déterminée par le paramétre § et par la surface (8). Jajoute que
I'ona

I)\,,> Iy
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lorsque £ << o5 mais lorsque ¥ = o, on a,  la fois,
hy=+1 et A > 1.

3¢ A chaque nombre A de la suite (6) correspond un nombre fini
de potentiels généralisés de simple couche, linéairement indépen-
dants,

(8) A B PR § /2

vérifiant les équations

dU}f dUPN o {/dUg dUPY ) o .
( ) ((1\ ) < dN )l.""" ,\/‘3<7§')¢+<‘7ﬁ’\-)1" (l— l,).,...,.//‘.)

4° Le résidu Uy, relatif au pole 4 de la fonction «, est une combi-
naison linéaire et homogene a coefficients constants des fonctions (8 ).
La fonction U, sera donc un potentiel généralisé de simple couche,
vérifiant Péquation

dly, ‘dU - dUy, ‘dUy (
(77\'~)1:— (@) =™ Km)—*— (WV)/S'

59 Le résidu Vi, relatif au pole 44 de la fonction ¢, seraun potentiel
généralisé de double couche vérifiant 'équation :

(Vi)i— (V)e=M (V)i +(Vi)er,

el il existera une combinaison lincéaire et homogene & coefficients
conslants des fonctions (8), soit @y, telle que'on ait, a U'intéricur de la
surface (8),

V=,
et 4 Pextérieur

15— Mg
Vi= 15y e

Les résultats précédents sont une généralisation de ceux que j'ai



(34 S. ZAREMBA.

hriévement mdlquvs ailleurs (') et conduisent, comme on le verra, i
unc démonstration gvnu"ﬂc de lalégitimité des méthodes de Neumann
et de Robin, méthodes si importantes dans la théoric de 'équation de
Laplace.

Pour éviter tout malentendu, je précise le sens de certaines expres-
sions dont nous aurons constamnient & nous servir,

Lorsque nous dirons qu'unc fonclion w vérifie Péquation

Aw+Ew =0

dans un certain domaine (Q), nous entendrons par la qu'en chaque
point appartenant au domaine (Q), mais non situé sur la frontiére de

()gu' P )%
ce domaine, les dévivees secondes 5 7 Lo = ont des valeurs finies

vérifiant I’ C(]UilllOl] Aw + 5w =o.
It s’ensuit qque la fonetion w el ses dérivées premiéres seront con-
tinues en chaque point du domaine (') non situé sur la fronticre.
Nous aurons a considérer des séries de la forme

I, 4+ Al + 12,4+,

ot les I seront des fonctions de deux ou de trois variables, délinies
dans un certain domaine (T). JSappellerai rayon de convergence d'une
telle série le plus grand nombre positif i@ tel (ue, pour toute valeur
de A verifiant llm‘g«llllc |1 <R, la série soit uniformément conver-
gente dans toute Pétendue du domaine (T), y compris la frontiére de
ce domaine, s'il est limité,

II. — Probléme fondamental relatif aux potentiels généralisés
de simple couche. Méthode de Robin.

2. Nous nous proposons d’¢ludier le probléme suivant : lstant
donnée une fonction continue réelle (*) %, définic sur la sulldc«'

(') Sur la théorie de Uéquation de Laplace et les méthodes de Neumann
et de Robin. Note présentée d PAcadémie de Cracovie le 4 mars 1901,

(?) Le cas ot la fonction ¢ serait une fonction complexe se raméne immédia-
tement a celui ou elle est réelle.
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fermée (S) et un paramétre A, déterminer un potentiel généralisé de
simple couche u, ayant pour nombre caractéristique un nombre
douné w, réel ct non négatif, de facon que ce potentiel généralisé
vérifie 'équation :

o (@) @) =) ()

La fonction « vérifiera, en toul point de Pespace non situé sur la
surface (), U'équation

() Au— plu=o.
Cela posé, vovons si le probléme précédent n'admet quune seule
solution. Supposons, i cel cffet, qi’il en admette deux. La diffé-

rence @ des valeurs correspondantes de la fonction « serait un poten-
tiel géndéralisé de simple couche vérifiant I'équation

. ‘dd do o [ [ day -~
0 (49) — (42), =] () + (2
N/, \dNJ; AaN, N/,
i la surface (8) et 'équation
AP — p?P =0
en chague point de 'espace non situé sur la surface.
Posons, pour mettre en évidence les parties réelle el imaginaire

du paramétre A et celles de la fonclion @,

h=w+fBi,  ®@=D+Qi
nous aurons

\ AP—pf"l’:(), A()-'IJ,“‘!
w ().~ (@)= ).+ ()] - [ )+ (),
(- () [ ) ()

Journ. de Math. (5 séric), tome VILI. — Fasc. I, 1go2, Q
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‘nvisageons maintenant les intégrales

A= ///JZ('") +u‘l"] dedyds,
fj m|- (dﬂ) —+-u-()-‘1 drdyds,
(‘_//f( ‘dl’ ()0 }L*l’Q)zlw(/.yd:

¢tendues & toul le domaine (D) limité par la surface (8) et les inté-
grales analogues A’, B, C' rclatives au domaine extéricur (D). Ln
s'appuyant sur le théoréme de Green, on déduira aisément des équa-
tions (4) les relations suivantes :

N+ A=2(A—A) -5 =),
B+ B =a(l—B)+ 3((— (),
S C=a(—-C)—8(B —B),
Gt C=a((r = C)+ 5(AN = A),
d'on
N+B+A+B=a(A+DB -~ A =D),
' 0= 8N+ B —A—B).

La premicre de ces équations nous donne

lal2r,

AN+B—A—-Bo;
on aura done, & cause de la seconde,

6=o.

Il est donc prouvé que I'équation (1) ne peut admettre plus d'une
scule solution que pour des valeurs de A réelles et non inférieures en
valeur absolue & T'unité, On s’assurera d’ailleurs ais¢ment que,
pour A = — 1, 'équalion (1) ne peut admettre qu’une seule solution,
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et enlin que, pour 4 = +1, elle peut en admettre plus d’une, mais
senlement dans le cas ol I'on aurail p = o.

3. Cherchons a développer la fonction u suivant les puissances
de ). et posons a cet effet

»
(%) U= 2 N,
h=0

Chacune des fonctions &, sera un potenticl généralisé de simple
couche ct T'on aura

’ (du., (l/”o = on
AN ), T \dN )i T e

e

(6)
(/ll,{ I[ll‘ _ ([u,' ,[u"“\ o ’
( ‘l\> !/N) - ( dN )c+ (_(Tl\_-)/ (,' =1,2,...),
dol
[ A e
‘ == Z;K L s,

(7) '
I

_ 1! (Iu{,..__l‘ duy—, ebr oo
‘ = .’m,ﬂ[( dN ),+< dN )i r ds.

Désignons par 7 la distance de deux points A el B situés sur la
surface (8); soit y l'angle formé par I'axe BA avee la normale inté-
ricure élevée en A i la surface (S), et soit enfin ds'¢lément de la sur-
face relatif au point B. On trouvera, en posant

y = 9
(8) ‘du ‘d

' — ___/f-"_l gy

205 = ( N );*‘ (‘im >,-’
I'expression suivante pour la valeur en A de la fonction o

d e-wr
(9) 0= — "“d" K Y —cosy ds (h=1,2,...).

27T



68 S. ZAREMBA.

Supposons pour un moment que la seérie

(H') 2NG = 20‘#7\‘

kb

soil uniformément convergente sur la surface (S) ponrva que A ail
une valeur vérifiant Uinégalite

(11) | A< R,

olt R est une certaine constante positive.

On reconnaitra ais¢ment (ue, lorsque cette condition est vérifide,
les circonstances suivantes auront licu & la fois :

1° La série (3) sera uniformément convergente duns tout espace.

2° La somme u de eetle séric pourra étre veprésentée par la for-
mule

o
(12) "= [c' — .
. g /

30 La somme 1 de la serie (5) satisfera & équation (1). Pour s'as-
surer de cc dernier point, il 0’y a qui remarguer que les formules (6)
¢l (8) nous donnenl

du,
( W)e'_’ sy Ty
(lf‘;) ;
\

du,,) — 5
dN Ji — YA+ (3]

d’ot il résulte que les séries

3

(14) . ) (‘—(/;%)e I8 ol E (%),»7‘/‘

' A=

P

£l

seront 'une el lautre aniformément convergentes. Or, de [, on
déduit de saite que Péquation (1) sera hien vérifice,



SUR L'INTEGRATION DE L'EQUATION A+ 50 =0 64

. Un des vésultats obtenus au numéro précédent peat &re énoneé
brittvement ainsi : le rayon de convergence de la série (5) est an
moins égal au rayon de convergenee de la série (10). Démontrons
ique les rayons de convergence de ces séries sont égaux, Pour cela, il
suffira de prouver que le rayon de convergence de la série (10) ne
peul étee inférieur i celui de la série (5). Considérons, i cet effel,
un nombre positif m, plus grand que «, dont nous disposerons dans
nn instant, el posons

> ] ()—IIII
(15) ", ——[akwdv.

AT

Nous aurons, sur la surface (S),
. ‘dw, (r[w,,.)
l Y (L) - g
(16) ( A ) AN, 2%
et, en tout point de F'espace non situé sur la surface,

Aw, — mw,=o.
Posons

(17) S = wr— u.

La fonction fi jouira des propriétés suivantes :
1* Llle satisfera  1'équation

(18) A,/If - ’na,f/r - (m2 ~ :l.'")ll,, =0,

en tout point de l'espace non situ¢ sur la surface (8S).
29 On aura

() = (%) = %

(19) aN uN), T av’

cela résulte de P'équation (16) et de P'équation

duy, duy\
().~ (), = 2o
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3¢ La fonction f; sera continue, méme a la traversée de la sur-
face (S). En cffet, il en est ainsi de chacune des fonctions uy et wvy,

v Désignons par d la distance d’un point M de I'espace a Porigine
des coordonnées et faisons croitre la longueur  indéfiniment.

Il est évident que les produits

I)/‘-, ‘)f/t 4),/.4
Sady LAl

resteront linis (en général, ils tendront vers zéro).

Voici ce (que T'on peut en conclure, au moyen d’une application
convenable du théoréme de Green. Si 'on désigne par  la distance
du point iz, y, 5 au point z’, y’, z’, on aura

o R

ol U'intégration doit étre ¢tendue & tout 'espace.
Dailleurs, en vertu des formules (13), (17) et (19)

. 1, 1 ! [ —mr!
(3) 2pues= (20 + () = e 2 [ 5 oy

ot y et 7 ont la méme signification que dans les formules ().
y o Ny . 9 .
Désignons par ¢, et ¢; les maxima des modules des fonctions uy
¢l 4. Nous trouverons, en nous appuyant sur la formule (20),

(22)

o< 2may,

s m?— pL
dN ‘<

Obscrvons maintenant qu'il est possible de trouver un nombre po-
sitif A, dépendant uniquement de la surface (8), tel que Pon ait

"’ A I
Qrf kT cosch9|< Zh.

I.’équation (21) et les inégalités (22) et (23) nous donnent

(23)

A A
(24) Sin < 21124,‘-*- Jﬁ.
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Soit £ le rayon de convergence de la série (5) ou, ce qui est la méme
chose, celui de la série
(2;) 2 3,, ./‘/'.

ko

Nous choisirons le nombre m de fagon que 'on ait

A,
m=2l

I'inégalité (24) nous donnera alors
. Ny 1
(26) S < 57 O+ 2m i

Désignons par £ un nombre positif tel que
(27) 1<,

mais d'aillcurs quelconque; l'inégalité (26) nous donnera

i i
! t ’
e ' L i Z it + wmit Zf)kl";
k=0 k-0

k=0

on cn déduira aisément, en tenant compte de Pinégalite (27), que
Iinégalité suivante aura licu quel que soit 7

i %
1 ok b 3
= Y S E, A amt YU,

k=0 k=0

donc la séric & termes positifs

ES; z"

k=0

st convergente, ct par conséquent la série (10) sera convergente
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pousrva ue Fon ait

Or le nombre positif ¢ est uniquement assujetti a satisfaire a Uine-
galité (27); il en résulte que la série (10) sera uniformément conver-
gente sur la surface (8) pourvu que X ait une valenr vérifiant la con-
dition

<L

Cela prouve que le rayon de convergence de fa série (10) ne peut
ftre plus petit que celui de fa série (5). Clest ce qu'il sagissait d'éta-
blir,

On peat en conclure, conformément i ce qui a été ditau début de
ce numéro, que les rayons de convergence des séries (5) et (10) sont
“gaux.,

9. Dapres les conventions faites dans I'lutroduction, le sym-
bole (uy), représente la fonction i laquelle se réduit la fonction w;sar la
surface (S).

Cela étant, posons

(28) L= [ Cug)ids
s,

el démontrons que le ravon de convergence de la série (5) coincide
avec celui de la série

(29) XY Y
k=0

lReportons-nous, pour cela, aux formules (7); désignons par 7 la
distance d’un ¢lément ds de la surface (S) & un point quelconque A
situ¢ sur la surface, et soit 4’ l'angle formé par la normale ads dirigée
vers Pintérieur de la surface avec l'axe dirigé du point A a P'élé-
ment ds. Une application facile du théoréme de Green nous donnera

. . t [ d e-br , . .
(30) (u)s= 2_*‘],,-_([1"")‘ e cosd ds (k=1,2,3,...).
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Cela posé, observons que, d’aprés un théoréme bien connu, unc
fonction F qui vérific dans un certain domaine I'équation

AF - %F =o.
ot £ est un nombre réel vérifiant inégalité
£<o,

ne peut avoir, a l'intéricur de ce domaine, ni un maximum positif, ni
un minimum négatif. Il est aisé d’en conclure que la valeur absolue
d’un potentiel généralisé de simple couche ayant pour nombre carac-
téristique un nombre réel non négatif ne peut atteindre son maximum
que sur la surface qui porte la simple couche ; d’ailleurs, ce maximum
existe toujours. Donc, le maximum ¢, de la valeur absoluc de la fonc-
tion u, coincide avee le maximum de la valeur absolue de la fonc-
tion (uy),.

Désignons par p un nombre positif au plus égal 4 1 ¢t soient B, et B,
deux constantes positives dépendant uniquement de la surface (S).
Iest aisé de voir que ces constantes peuvent étre déterminées de facon
que I’équation (30) entraine I'inégalité

. N N e e
u< Bpor, + Bz(log ?)\/lz.’—-z
\ o i
pour Loutes les valeurs de ¢ comprises entre zéro et I'unité. Une appli-
cation de cette inégalité, toul & fait analogue i I'application de l'iné-
galité (24), faite au numéro préeédent, permettra d’élabliv que le
rayon de convergence de la série

(31) 23/‘)\k
k=0

ne peut étre inférieur a celui de la série (29). 1l est évident d’ailleurs
que

oi 8 représente l'aire totale de la surface (S). Donc. le rayon de

Journ. de Math. 1 5 série). tome VILL. - Fasc. I, 1gon, o
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convergence de la séric (31) ne peut pas non plus étre supérieur a
celui de la série (29).

Par conséquent, les rayons de convergence des deux séries sont
égaux. Or, le rayon de convergence de la séric (31) coincide avec
celui de la série (5). Dés lors, le rayon de convergence de la séric (5)
est égal a celui de ld série (29). C'est ce que nous voulions établir.

6. Pour aller plus loin, introduisons des intégrales toul & fait ana-
logues & celles que M. Poincaré a considérées dans son Mémoire sur
le probleme de Dirichlet et la méthode de Neumann (*). En d’autres
termes, considérons les intégrales

(32) W,Azf]‘["(zgf;' ‘g;' + u,uﬁ)d.cd'yda

ct
(33) W= f ff.,( G Ok | e uuy )da dy ds

étendues au domaine (1) limité par la surface (S) et au domaine exté-
ricur (D’). On établira, an moyen du théoréme de (3reen, en s’ap-
puyant sur les équations (6), que les intégrales W, et Wi, ne dé-
pendent que de la somme ¢ + k des indices i et k3 on profitera de cette
circonstance pour effectuer le changement de notations défini par les
équations

\\f‘, k== Wi vk

\thn Il/

et ’on ¢crira les relations qui existent entre les intégrales considérées,
ainsi

(34) Wi+ W,=2 [ pu,ds,

(8

(35) W, +W, =W, —W,_, (k=1,2,3,..

(') Acta mathematica, 1896.
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Désignons par o et § deux indéterminces réelles ct considérons, en
nous inspirant d’un artifice dfi & M. Schwarz, I'expression

f/'["'E( 0:1/: - ét)u,, .) B} u”.;-{ju”_,,)ﬁ] drdy ds
-+ f/l: [E( ()u,, tﬁd"” ') + p(au, — Bu,,_,)"'] de dy dz.

Cette expression, considérée comme fonction des variables « et 3,
sera unc forme quadratique définie. On peut en conclure, en se re-
portant & la définition des intégrales W, et W, que I'on aura

(W,:m-l 2n l)J ((qu -+ W2”) (\Vm 2 + Wﬂn-‘#)‘
Drailleurs, I'équation (35) nous donne

W’, - W2n = w Wzn—n

21—

nous aurons donc

(36) W+ W, iW, .+ W,, ..

20 2n-2

Observons maintenant que

W,,+ W,, == f f f 2 LI ()“"" + WUy Uy )dx dy dz

+/f£) (2 ity du,,_, Lot 4 w2 uy, bl ) dzdy ds.

Nous en déduirons, par le procédé employé il y a un instant, que

(37) (WM +- W’") is (\V 2ner T \Vzm-z ) (W‘zu— + Wﬁn— )

Faisons encore une troisi¢mne application de I'artifice de M. Schwarz
et posons & cet effet, dans Iéquation (35), k = 21 +1; clle nous
donnera

W, — W, =W,,.,+ W,

N+

ST R R
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ot indice (1) -+ 1)) dénote que Vintégration doit éire étendue 4 tout
l'espace. On trouve

(W, - W,,?

(38) . v , , . .
= (W ane wnnw)' ' (\Vg,, -+- Wﬁll ,)(Wznw + Wnnw)y
ou bien
\v’z/i"-' qul‘ : - w;,,..., -+ wmn
(39) (WD) e e

Les incgalités (36) et (37 nous apprennent que la suite & termes
positifs

(4o) Wortr Wo Wy W, W, +W,
W, +W,” W, iXW,” W IW,

sera convergente ¢l décroissantle (ou du moins non croissante ) et que

sa limilte sera au moins égale & I'unité.

7. 1l importe, pour ce qui va suivre, de démontrer que la limite de
la suite ( §0) est précisément égale au carré du rayon de convergence R
dela série (29). Soit R’ le nombre positif dont le carré est égal ala
limite de la suite (40). Nous aurons & prouver que

(41) R =R.
Je dis d’abord que
(42) R<R.

En cffet, il résulte du rapprochement des propositions établies dans
les numéros précédents qu'aucune des séries (14) ne peut avoir un
rayon de convergence inférieur au rayon de convergence R de la
série (29). Multiplions chacune des séries (14) par u,ds et intégrons
en étendant Pintégration i toute la surface (S). Nous obtiendrons, de
cette fagon, les séries suivantes :

SWn et —SW4

b=0 A=0
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dont aucunc nc pourra avoir un rayon de convergence inféricur 4 R.
Par conséquent, le rayon de convergence de la série

N (W, + W)k

h=0

ne pourra pas non plus étre inférieur & R. Or le carré du rayon de

convergence de cette séric est ¢gal 4 la limite R'? de la suite (40); cela

résulte immédiatement des propriétés de la suite (40) et de I'une des

relations (38). Par conséquent I'inégalité (42) aura bien lieu.
Prouvons maintenant que I'on a

(43) RzR:.

A cet cffet, nous allons fairc usage du théoréme suivant dd a
M. Steklofl (*). Désignons par @( .« y, 5) une fonction continue dans
tout I'espace et méme & la traversée de la surface (S); supposons qu’en
chaque point de I'espace non situé sur la surface (S) cette fonction

admette des dérivées premiéres continues; qu'en outre, pour des va-
leurs trés grandes des variables z, y, s, le produit

VFET T

reste fini et qu’enfin I'intégrale

JIL 2 |y

étenduc & tout P'espace, ait un sens. On aura

(44) /(s (@)ds<L. f ' | 'fﬂ"m [2 (g)l dudyds,

(') Les méthodes générales pour résoudre les problémes de la Physique
mathématique (Annales de la Faculté de Toulouse, 2° série, t, 11).
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ou L est un nombre positif dépendant uniquement de la surface (8S).

M. Stekloff trouve pour le nombre L une valeur qui ne convient
pas & tous les cas. Aussi, (quoiqqu’une modification tout & fait insigni-
fiante de sa démonstration permette d’arriver & un résullat parfaite-
ment général, nc croyons-nous pas pouvoir nous dispenser d'¢tablir
ici cette importante proposition. Nous suivrons d’ailleurs la méthode
de M. Stekloff, & 1a susdite modification prés.

Posons

(45) = [mf(tb),'l_s,

ou r est la distance du point courant (z,y,z) a I'élément ds.
Nous avons

[f f [ adad 2) dedyds
(D)
= fs @) |.(;,-N/ () | o= [ @i

- H L )(«b);-‘d{]k f f L " [2 "x>’]dxdyd=
(46)

( Xffﬁm,[z(% ldxdydz.
D’ailleurs,

SI L 2@ Jaedras =[] ().~ () ) &

=f(s"(4‘)3(‘p)s ds;

d’ou

(47) ;ffjw[ (52)'| dodyds <f(~!») de(‘I’) ds.

Observons maintenant que la formule (45) peut s’écrire ainsi :

b= F
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()
<L{mf‘m ): s,

oti 'on a désigné (') par L unc limite supéricure de la fonction

d'otr

(['8) 4,2 4‘"‘/(; lll):d

(S)

ds

/.

Il scra aisé¢ de déduire de 'inégalit¢ précédente I'inégalilé que voici
’ ’ DY s < L2 Y ds
(49) fpds<ie [ (@);

On déduira trés aisément des inégalités (46), (47) et (49) l'inéga-
lit¢ (44) que nous voulions établir.
1l résulte immédiatement de I'inégalité de M. Stekloff que I'on aura

Lp << L(W,, + W)

et cela permet de conclure immédiatement que l'inégalité (43), que
nous voulions démontrer, sera satisfaite.

in résumé¢, les relations (42) et (43) subsistent I'unc et I'autre. Il
faut donc que la relation (41) soit exacte. C'est ce qu'il s’agissait de
prouver.

8. Voici les principaux résultals qui naissent du rapprochement
des propositions ¢tablies dans les numéros précédents :

1° Si I'on désigne par R le rayon de convergence de la série (10),
la valeur (12) de la fonction u vérifiera I'équation (1) pourvu que I’on
ait

(50) IM<R

(') M. Stekloff prend comme valeur de L le maximum de la distance de
deux points situés sur la surface (S); c'est précisément cela qui n'est pas tou-
jours exact,
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et cette fonction u sera unc fonction holomorphe du paramétre com-
plexe A pour toutes les valeurs de ce paramétre salisfaisant & Pinéga-
lité précédente.

2° Le nombre R? cst la limile de la suite (4o). Or celte limite.
nous I’ayons vu, n'cst jamais inféricure i 'unité. On aura donc

R=1.

3¢ Il exisle, par conséquent, un potenticl généralisé « de simple
couche qui vérifie I'équation (1) et qui est une fonction analytique dn
paramétre A, laquelle fonction sera holomorphe par rapport a A & l'in-
térieur d’un cercle de rayon 1 au moins, tracé dans le plan de la
variable complexe A en prenant pour centre 'origine.

4* Nous avons vu au n° 2 que, sous la condilion

(5]) \7\\(1!,

Péquation (1) ne peut admettre (qu’unc scule solution. Done, cu égard
4 ce qui précéde, nous pouvons dire que I'équation (1) définit sans
ambiguit¢ une fonction u qui, considérée comme fonclion du para-
métre A, est une fonction analytique holomorphe dans le voisinage du
point A:=:zo.

Complétons ce qui précéde en faisant voir que, lorsque le para-
metre . dépasse une certaine limite, le rayon de convergence de la
série (5) est supérieur a I'unité, Considérons i cet effet Ja formule (30)
et désignons, comme plus haut, par ¢, le maximum de la valeur
absolue de u; ou, ce qui est la méme chose, le maximum de la valeur
absolue de (u,),.

1 est trés aisé de voir qu'il est possible de trouver un nombre posi
tif A dépendant uniquement de la surface (S), tel que I'on ait

o A
< ;8/:—-0'

11 en résulte que le rayon de convergence R de la séric (5) vérifie
Finégalité

o

-

g
>ie

(52)
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I1 suffit donc de prendre

(53) p>A

pour que l'on ait

R>1.

Indiquons dés maintenant une conséquence importante résultant
de Ja remarque préctdente. Lorsque inégalité (53) est vérifiée, nous
saurons déterminer un potenticl généralisé « de simple couche, tel

ey [du du , .
8 (= ( dra coincide avec
«que celle des quantités ( dN); el (EN)‘; fue 'on voudra coincide avec

une fonction continue donnée.

9. Soit F un pou-nlicl généralise de simple couche ayant pour
nombre caractéristique un nombre positif m vérifiant Pinégalité

(54") m>A,

olt A a la méme signification que dans l'inégalité (53 ). Considérons

les intégrales
K=[f[[ZG)+mr]|dedyds,
o
K [/[;‘2('”) +m’l"‘] dedy ds

¢tendues @ la premiére i tout le domaine (D) limité par la surface (S);
la seconde & tout le domaine extérieur (D), Je me propose de prouver
(que P'on a .

(54)

bk
(;5) n <_K_<_ m.
l+i=’.K/: I—A'

m m

Soit tou|ours R le rayon de convergence de la séric (5). On sait
qque la suite (40) est déeroissante (ou du moins qu'un terme de cette
Journ. de Math, (5 série), tome VIII — Fasc. [, 1901, 11
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suile ne surpasse jamais le terme précédent ), et que la limite de celte
suite est B2, On aura done

Wi+ Wo s
W.rw, -

Dailleurs, I'inégalité (39) nous donne, en y faisant n = o,

W, —wo>s< W, -+ W,

W, +W,/ =W, W,
par conséquent,
Wi—We\'
W, =W, =i’
On en déduit, au moyen de l'inégalité (52),
v W,—W
s 2} g
(36) (W' + wo) n
Soit
w> A
I'inégalité (56) nous donnera
. L
b Wo ,
A=Wy~ A
|+ — - —
& *

Or, cette in¢galité ne différe que par un changement de notations
de I'inégalité (55) que nous voulions élablir.

10. Considérons p fonctions réelles et continucs %, Ay, ..., /4,
définies sur la surface (S) el p indéterminées réelles a,, ,, ..., 2,.
Posons

14
(57) h= Zakk,,,
k=1
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el envisageons le potentiel généralis¢ de simple couche

(58) o= [r"Y s,

) !

ainsi que les intégrales

‘TZ/‘/‘[”[E (Z—dl-:)’] dedy ds,
'l‘l’::[ff V2 dedy ds,
' k o)

élendues a tout le domaine (D’) extéricur & la surface (S). Je dis
qu'il suffica d’assujettir les 2 & vérifier un certain syst¢me de
n équalions lincéaives et homogénes, le nombre # ne devant pas étre
inféricur & une certaine limite ne dépendant que de la surface (S),
pour cue I'on ait

(59)

(Go) T M,

ot M est un nombre positif dépendant uniquement de la surface (5).
Soit (8,) une sphere fixe ayant Vorigine des coordonnées pour
centre, telle que toule la surface (S) se trouve a l'intéricur de cetle
spheére. Llle partagera le domaine (D”) en deux autres dont I'un, D,
lui scra extéricur, et dont I'autre, D', sera limité par clle ct par la
surface (S). Décomposons chacune des intégrales T' et H' en deux
aulres s¢ rapportanl respectivement an domaine (D)) et an do-
maine (D)), Posons ensuile, pour mettre cetle décomposition en évi-
dence,
(61) w=H+1,, T=T+T,.

Un théoréme bien connu, dit &t M. Poincaré¢, nous apprend gue
Pon aura

(62) T >M, ' H,

pourvu que les « vérifient un certain systéme de n, équations linéaires
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et homogénes et que e nombre », soit lui-méme supérieur & une cer-
taine limite dépendant uniquement de la surface (S) et du choix de
la sphére (S,).

Pour aller plus loin, désignons par ¢ la fonction vérifiant I'équation
de Laplace dans le domaine (D)), se réduisant 4 zéro 4 V'infini et pre-
nant sur fa sphére (S,) les mémes valeurs que la fonction @. Posons
pour un moment

= 4 y o+ Yy + 22,

On aura, dans tout le domaine (D)) et sur la sphére (S,) elle-
méme,

”®

be= B it

olt les II; sont des polynomes sphériques ayant pour cocfficients des
fonctions linéaires et homogénes des «;. Si nous assujeltissons les «, &
vérifier un certain systtme dec ¢ équations lincaires et homogénes,
nous ferons disparaitre les £ premiers termes de la séric précédente.
On verra aisément que, dans ces conditions, I'intégrale

[[] vdedyds

iy

étenduc au domaine (D)) extérieur & la sphére (8,) aura un sens et
qu'clle satisfera a I'inégalité

(63) fff,[ (d"')]dwdyd.,iu"")(“"')fffm Y*da dy dz,

ol z, représente le rayon de la sphére (8,).
Posons

(64) f=0—1

La fonction f s’annulera sur la sphére (S,) el vérifiera, a l'exté-
rieur de cette sphére, I'équation

Af —wif — iy =0;
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enfin, 4 I'infini, la valeur absoluc de la fonction f ct les valeurs abso-
o oq | o |

lues de ses dérivées premicres seront comparables 4 Setaz On con-

clura ais¢ment de tout ccla que

ff./(: [ ( >+(J~‘f’]dx(lyd._-—u'fff Yfdedyds;
d'oi
Uff (3£) +wse| dedyds!
5."'4/‘/1,’!’ 2 dx dyd:ff S[*dedyds,
mais " w5

AL s R e

par conséquent,

ffj‘;h [2(%)—&- y}/‘i] clw(lydz_is,,zjf/‘;n'.p“(lxclytl:,
ce qui donne

ffju;ﬂfzdm'dydz§ffj;;l¢zdwdyd;‘

On conclura aisément de cetle inégalité, en se reportant i I'équa-
tion (64), que

(65) H=fff d)zdwdydzjl;fff’ y* da dy ds.

Drailleurs, d’aprés un théoréme connu,

60 [ (2 a1 S v,
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Les inégalités (63), (65) et (66) nous donnent
(67) T,:

Si I'on pose n=n,+ ¢* et si Fon établit une relation convenable
entee 1, el [, on trouve, en s'appuvant sur les inégalités (62) et (67),
que I'inégalité (Go) sera bien vévifiée dans les conditions dites plus
haut.

11. Reprenons le potenticl généralisé I considéré aun® 9 el le po-
tentiel géndéralisé @ que nous avons envisagé au numéro précédent. Je
rais faire voir que, ¢tant domné le potenticl @, il st possible de dé-
terminer le potentiel F de fagon (que la différence I¥ — @ prenne la va-
leur zéro sur la surface (S). Supposons provisoirement (ue le pro-
bléme soit possible el désignons par @ une fonction définie & l'intériear

de Ta surface (8) par Péquation

(66) w=1—a.

La fonction @ sera nulle sur la surface (S) et vérifiera, & P'intéricur
de cette sarface, 'équation suivante :

(69) Aw --miow + (uF—m*)P = o.
Que la fonction I' existe on non, il est ais¢ de déterminer la fone-

tion o de facon qu'clle s"annule sur Ja surface (S) et qu'elle vérifie
I'éqquation (69) a l'intérieur de celle surface. lin effet, posons

[ atey e

I

ot 7+ représente la distance du point (&, y, 5) au point (&', y', 5°). La
fonction P vérifiera & U'intéricur de la surface (S) 'équation

AP — 0P + (w— i )® == o,
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mais, 4 l'extérieur de la surface (8), elle satisfera i I'équation
AP — P =0,

Le nombre m vérifiant U'inégalité (54°), nous saurons déterminer
un potentiel généralisé Q ayant le nombre m pour nombre caractéris-
tique, de facon que 'on ail

(70) ()= (&):

Clest ce qui résulte des remarques ui se trouvent a la fin dun° 8,
La relation (70) nous donne

(Q)=(P),

Par conséquent, la fonction demandée o sera donnée par la for-
mule

(77) w=P—Q.

Envisageons maintenant le domaine (D’) extéricur & la surface (S).
Nous serons amenés @ considérer une fonction o’ s'annulant sur la
surface (S) etal'infini et vérifiant dans toute I'étendue du domaine (D)
[équation

(72) Aw' — mPo (2 — m?)® =o.

Cette fonction pourra étre déterminée par une méthode absolu-
ment analoguc & celle qui nous aservi 4 calculer la fonction w.

Cela posé, considérons une fonction F, ¢gale & o+ @ 4 Pintéricur
de la surface (S) et coincidant avec la fonction o’ + @ & I'extérienr
de cette surface. La fonction F, vérifiera I'¢quation

AF, — m*F,=o,

tant & Pintérieur qu’a I'extérieur de la surface (S); clle sera continue

; " LA . [ dF] dF’ .
ala traversée de la surface; les quantités (ﬁ-)‘ ct (':N) existeront et
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seront continues; enfin, & I'infini les expressions
b]

FF‘, ng[i! F‘()Fi 20[‘,

().Z" ¢ ())’ P (’0
(91

p == Y+ yP o+ 3,

resteront finies. On aura donc

A ENE

Dailleurs, sur la surface (S), la fonction I, prend les mémes va-
leurs (ue la fonction ®.

1l résulte de, lout cela que le potenticl généralis¢ de simple couche,
désigné plus haut par I, existera ct que I'on aura

I'=F,.
La proposition que nous voulions ¢tablir est done démontrcée.

12. Revenons encore une fois au potentiel @ défini par I'équa-
tion (58) et considérons les quantités T' et H' définies par les
équations (59) ainsi que les quantités T et H qui s’en déduisent, en
¢tendant l'intégration au domaine (D) limité par la surface (S) au
licu de I'étendre au domaine extéricur (D’).

Posons
ffj; [ <)_"' '+ y."([ﬂ] clwdyd: =T + ‘u.’H,

w=/[[ [ 3 (5) + we| dedyds = T'+ i,
13}

et admetlons que le nombre de termes p de la somme qui se trouve
-au second membre de I'équation (57) vérifie I'inégalité p > 2n, olt
n est un entier supéricur & une certaine limite ne dépendant que de la
surface (S) et du nombre p. Je me propose de prouver qu’en assu-
jettissant les o; & vérifier un certain systtme de 2n équations lincaires
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ct homogénes, on pourra toujours satisfaire a la fois aux deux inéga-

lités
0 wo,w,
(7 w20,W,
ou 0, cst un nombre positif supérieur a I'unité ne dépendant que de

la surface (S) et du nombre 7, ayant I'unité pour limite lorsque le
nombre n croit indéfiniment.

Nous avons vu, au numéro précédent, que 'on peut trouver un
potentiel généralis¢ de simple couche F ayant le nombre m pour

nombre caractéristique, prenant sur la surface (S) les mémes valeurs
(ue le potenticl @.

Désignons, comme au numéro précédent, par wla différence F — @
dans le domaine (D) et par ' la valeur de la méme expression dans
le domaine (D'). Posons, pour abréger I'écriture,

fff[ (~ +:m,’w’ ]dx‘dydz.
] :
L =ffj;[ %%g?—l-m’w(b](lwdyd:.
n
(79) .._fffl; w®drdyds,
L]

ct désignons par E’, L’ et N’ les expressions analogues relatives au
domaine extérieur (D).

Cela posé, on trouvera pour les intégrales K et K’ définies par les
équations (54) les valeurs suivantes :

K =% + (m?— u)H +2L +E,
K=%W +(m*— p*)H +2I/+ E.
Or le théoréme de Greep nous donne
L =(m*— p*)N,
E =(p? —m?)N,
L= (mt — p2 )N,
QE=(W-—m0Nv

Journ. de Math. (5 série), tome VIII. — Fasc. I, 1go2. 12

(76)
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il viendra donc

K=%-+(m—p)H+N),

(77) K'=W -+ (m*— p)(H'+N).

Les relations (75) et (76) nous donnent, en s’appuyant sur I'iné-
galité de Schwarz,

(78 E*S(m?— p2)*H *dedy ds.

) (m?®— u?) ff/.;.w xdy «
Soit

(79) mZp;

nous aurons
(m? —gx)ffﬁw’dxdyd.Q‘
[11]

et nous conclurons de I'inégalité (78) que I'on aura
Es(m® —ph)H,

d’ot, en Lenant compte de (76),

(80) — NZH.

On trouvera d'unc fagon analogue

(81) —N'SH.
Posons
‘ =( P',)I-IA-N’
(82)
H 4 N/
Z m — p?) ——

Les nombres ¢ et ¢ seront positifs en vertu des inégalités (79), (80)
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el (81). Par conséquent, 4 cause des équations (77),

On trouve, en rapprochant ces inégalités des inégalités (55),

A
*'5 - (l+l)w,
§ e —

m

(83)
l+m

W:—(+0)W.
§ ——

m

Si les a, vérifient un certain systéme de n équations linéaires et

homogénes, l'inégalité (Go) aura lieu; si, en outre, les «; satisfont &
~un certain autre systéme de # équations linéaires el homogenes et
si 2 est supéricur 4 une certaine limite ne dépendant que de la sur-

face (S), nous aurons, comme nous I'apprend un théoréme bien connu
dt 4 M. Poincaré,

(84) T2MHA,

ott M est un nombre positif dépendant uniquement de la surface (S).
Désignons par & le plus grand des nombres ;—4- et M'-, et observons
qu'a raison des relations (73) on a

WaT; waT,

les inégalités (60) et (84) nous donneront
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On en conclut, au moyen des relations (79), (80), (81),(82) et
en remarguant, en oulre, que les nombres N et N’ sont négatifs,

1<,
S-,,«s

r<p ™.
= n_;

(85)

Si le nombre 7 est assez grand, la relation

sera compatible avec les inégalités (79) et (54°). Celte remarque
faite, les inégalités (83) et (85) nous permettent d’énoncer la propo-
sition suivante : si le nombre 2 est supéricur & une certaine limite ne
dépendant quc du nombre . ct de la surface (8S), il suffit que les 2,
verifient un certain systéme dec 22 ¢quations linéaires et homogénes
pour que 'on ait & la fois

S ws (1 + -%)W’,
’w: (. + %>w,

nt

o B est un nombre positif dépendant uniquement de la surface (S).
Cela prouve cfue, dans les inégalités (74), nous pouvons poser

(86) 0,=1+ L.

n?

Donc, comme nous l'avions annoncé, @, tend vers I'unité lorsque »
croit ind¢finiment.

13. Revenons & la suite (40). Celte suite est déterminée par la
fonction ¢ qui figure dans Iéquation (1).
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Supposons que la fonction ¢ soit donnée par la formule

4

(87) Y =2“k?lt’

k=t

ol les o, sont des indéterminées réelles, les 44 étant des fonctions
continues réelles définics sur la surface (S). Admettons, en outre, que

(88) p>bn,

n étant un entier positif assez grand pour que les résultats du numéro
précédent soient valables. Je vais faire voir qu'il sera possible de dis-
poser des indéterminées «, de telle sorte que 1'on ait

(89) R>2%,

oii R est le nombre positif dont le carré est égal & la limite de la
suite (4o).

A cet cffet, désignons par ¢ et ¢’ deux nouvelles indéterminées et
par @, W, et W, cc que deviennent les expressions uy;, Wy et W,
quand on change ¢ en

du, du,
3o ((@) (@),

Appliquons & la fonction @; le théoréme démontré au numéro pre
ctdent. Nous aurons

w, <0,
(90) * ¢

.zk = Guwﬂ’

pourvu que les «; vérifient un certain systtme de 2n équalions
lincaires et homogeéncs.
Ces tquations pourront s’écrire ainsi

(9r1) H+tf=o0 (k=1,2, ..., 2a),

ou §; et §; représentent des expressions ne contenant ni £ ni ¢. Nous
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disposons d'un nombre p > 4n, d’indéterminées a;. Nous pourrons
donc disposer des rapports entre ces indéterminées de telle sorte que
le sysieme (g1) soit vérifié, quelles que soient les valeurs attribuées
aux facteurs ¢ ct 2.

Pour cela, nous n’avons qu’a déterminer ces rapports au moyen
des qn équations

(92) Kh=F =o0 (k=1,2, ..., 2n).

Cles équations étant satisfaites, les inégalités (go) subsisteront pour
toutes les valeurs réelles des facteurs ¢ et /. Pour aller plus loin, nous
nous inspirerons d'un passage du Mémoire de M. Poincaré sur le
Probléme de Dirichlet ct la Méthode de Neumann,

Nous avons

W= W2+ 2 Wy 2l + Wy, 12,

=W, 2+ 2W,, '+ W, 1%

les inégalités (go) ayant licu pour toutes les valeurs réelles de ¢ et ¢,
nous aurons, quels que soient et ¢/,

{ (0, Wy =W, )2+ 2(0, Wopoy = W, )t
(6uw2k+2 - W;lna)lm > o,

(0 W' —Wzk)ta + 2(9 W;Im "‘Wzku)u,
(0 w2k+2 2k+2)tlz> 0.

Changeons dans la derniére inégalité ¢ en — ¢/, 1l viendra

(93)

&9/') (an;k - \Nﬂf)t2 - 2(0 W;kn - Wzk-n )”I
~ + (@Wy, — Wiin )02 >o.
Puisque les inégalités (93) et (94) ont lieu pour toutes les valeurs

réelles de zet 7, il en sera de méme de celles que I'on obtient en les
ajoutant membre & membre. Nous aurons donc, quels que soient zet ¢,

@, — 1) (W, + Wy ) 2 —2(0,+ 1) (W, — W )0
+ (® —I)(WQ,‘+2+W2,‘,_2)[”>0;
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d’ol

' 8,~1 7 .,
(95) . (Wzlm - wﬂlﬁ-l )22 (6:+|> (W k +W,,,) (wzku +W 2hez)e

Changcons, dans I'équation (35), k en 2k + 2, il viendra
( 96) zk+2 + w2k+a - W2k+l w2k+c 4

Les relations (95) ct (96) donnent

(97) Wi Wares3 (225 ) (Wit Wa).

Raisonnons comme I'a fait M. Poincaré dans un cas analogue ¢l
regardons a cet effet a,, ..., ¢, comme les coordonnées homogénes
d’un point situé dans un espace 4 p — 1 dimensions. D’apris ce que
nous venons de voir, il existera dans cet espace 4 p — 1 dimensions un
point au moins ou I'inégalité (97) sera vérifiée. Désignons par (D) le
domaine form¢ par I’ensemble des points jouissant de celle propriété,
La suite (40) étant décroissante, ou du moins non croissante, chaque
domaine (Dy) sera contenu dans le domaine (Dy-,) ou coincidera avee
ce domaine. Par conséquent, il existera au moins un point

0 10) 0
(a' ,a‘ ,ooo’“

intérieur & tous les domaines
(D)), (Dy), (Dy), ...

ct il est évident que, en un tel point, I'inégalité (97) aura licu qucl
que soit k. Donc, en ce point-la, la limite R? de la suite (40) sera au

moins é¢gale &
0,—1\?
(9,,+1>

On en conclut, au moycn de la formule (86), que, au point

[())] (0) (01
() @)y ooy @))')y
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on aura
an
R> 5
Donc, le théoréme que nous voulions établir est démontré.

14. Le théoréme précédent et les résultats énoncés au n° 8 permel-
tront d’appliquer aisément 4 I'étude de la fonction u, définie par la
série (5), la méthode si féconde de M. Poincaré (*). On trouvera que
la fonction « considérée comme fonction du paramétre A n’a, & dis-
tance finie, d’autres points singuliers que des pdles. On s’assurera ais¢-
ment que ces poles sont simples et I'on verra que le résidu U relatif &
un pdle X' sera un potentiel généralis¢ de simple couche vérifiant

I'équation ”
().~ (&)= |(@).+ (@)}

On reconnaltra, en rapprochant ceci de ce qui a ¢été établi au n® 2,
(ue les poles de la fonction «, définie par la série (5), ne peuvent étre
(que des nombres réels, supéricurs en valeur absolue & 1, sauf dans le
cas ol le nombre caractéristique p. du potentiel généralisé u, serait
nul; dans ce cas, la fonction # peut avoir, cn dehors des poles supé-
rieurs en valeur absolue & 1, un pble égal 4 + 1.

Montrons qu’il ne peut y avoir qu'un nombre fini de potenticls gé-
néralisés de simple couche

4‘:7 4‘2’ sy 4’/)

ayanl pour nombre caractéristique le nombre positif p et vérifiant les
¢qualions

0 (@), (@) =@ (%))

o les A, sont des nombres réels non supéricurs en valeur absolue 4
un nombre positif déterminé /.

(') Sur les équations de la Physique (Rendiconti del Circolo matematico
di Palermo, 1894).
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On trouve immédiatement, en s"appuyant sur le théoréme de (ireen,
que l'inégalité
(99) MeFE M

entraine la relation

. " I/'(/ Y Y oy, _
(100) L’% IIN) ds = f,/ <(1\ ) ds = o.
Dans les conditions ot nous nous sommes placés, l'inégalité

(1o1) k+# K

peut ne pas entrainer I'inégalité (g9). Par conséquent, I'inégalité (101)
n'a pas pour conséquence nécessaire la relation (100). Cependant, on
peut, sans nuire 4 la généralité, admettre que 'inégalité (ror1) entraine
Pinégalite (300).

En effet, si cctte circonstance ne se présentait pdS tout d'abord,
on pourrait la réaliser en rcmplacant les fonctions {; par certaines
combinaisons linéaires el homogénes & cocefficients consl’mls de ces
fonctions.

Nous poserons

[ M= (S ) e et
e (2 it

Les ¢quations (98) nous donnent

(103) A(v+1)=A(M—1)  (k=1,2,...,p).

(102)

Désignons par e, a,, ..., &, des indéterminées ct posons
']’ 2 Ok \P/ra

"fff.[ (";)*-M’dedyd.,
fff,,,[ ( )+!*4/Jtlwtly¢l:.

Journ. de Math. (3¢ sévie), tome VI, — Fasc. I, 1guz, 13
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Nous aurons, en considérant que l'inégalité (101) entralne les
relations (100),

, ,
A=Y alA,
(104)
A'=Zaz i

h=1

Supposons d’'abord que les A, soient tous positifs et «u'ils soient
rangés par ordre de grandeur croissante. Nous aurons, cn vertu des
équations (103),

Azl y,

hp— 1
et cela quels que soient les o;. Or, en vertu du théoréme démontré
au n® 12, il est possible, si le nombre p est assez grand, de disposer

des rapports entre les «; de facon que I'on ait

nt

N

o n est le plus grand entier positif inféricur & ’23 On aura donc, en

disposant convenablement des rapports entre les a,

Alf'—t—'gA(wE;),

A, —1
» ne

d'ou, puisque A o,

ce qui donne, en tenant compte de ce que A, 1, 'inégalige
q ) r="1s 8

i e

(105) N>

ot

Supposons maintenant que les A, soient tous négatifs et disposons
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les notations de facon que I'on ait

IS VERRET W

Nous trouverons, d’une facon analogue,

2
nt

(r06) - N>

ol n représente, comme plus haut, le plus grand entier positif infé-
rieur 4 2.
2

Passons au cas général et disposons les notations de fagon que I'on
ait

V215N S SR
Désignons par # le plus grand entier vérifiant l'inégalité

G p.

Il est évident que I'on pourra toujours trouver, dans la suile finie

Ay Ay viny Ay

27 + 1 termes au moins ayant le méme signe.

Suivant que ces 22+ 1 termes seront positifs ou négatils, on
pourra leur appliquer le théoréme exprimé par I'inégalité (105) ou
le théoréme exprimé par l'inégalité (106).

On constalera, dans les deux cas, que 'on aura

1

- n®
1% > 5

Désignons par C une constante positive convenablement choisie.
Nous pourrons exprimer les résultats oblenus sous la forme suivante :
le nombre p étant supérieur & une certaine limite dépendant seule-
ment de la surface (8) et du nombre @, on aura

<l

(107) (N | > Cp®.
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Done, si l'on impose aux A, la condition
< . A
[hel<l  (k=1,2,...,p),

el si I'on veul que les 4 soient linéairement indépendants, le nombre
de termes de la suite
"pl’ 4’27 S | "!Jp

sera fini. C'est ce que nous voulions démontrer.

Mais peut-on affirmer que des fonctions telles que les §; existe-
ront? Pour cela, il n’y a qu’a s’assurer que lc rayon de convergence
de la série (5) n'est pas, en général, infini. Or, le carré de ce rayon
de convergence est égal & la limite de la suite (40); il ne pourrait
donc étre infini (ue dans le cas ot 'on aurait

W, +W,=o,

ce qui donne u, = o. On en conclurait, au moyen des équations (),

duyy dug\
(7). + (GR)i=o-

Or, en supposanl méme (ue cette circonstance puissc sc préscnter,
elle ne le pourrait que pour un choix trés particulier de la fonction 5.
On tire de toul ce qui préctde la conclusion suivante : I'équation

du du du du)
(108) ((_l_N')..“ (m);; A [(m)ﬁ' (ﬁ);\ e

admet une solution u, fonction analytique du paraméire A, jouissant
des propriéiés ¢noncées dans I'lntroduction; en dehors de cetie solu-
tion-lir, I'équation précédente peut admettre une autre solution &’
(qui ne sera pas une fonclion analylique de A, mais la fonction «’ ne
pourra différer de la fonction « que pour des valeurs isolées de A,
valeurs qui feront nécessairement partie de la suite (6) de I'Intro-
duction. '

15, 11 résulte de ce que nous venons de voir que la série (5) aura
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un rayon de convergence supéricur & 1 pourvu que 'on ait 4. > 0. On
pourra done, dans ce cas, résoudre, au moyen de la série précédente,
le probléme «qui consiste & déterminer une fonction U vérifiant dans le
domaine (D) ou dans le domaine (D) 'équation Au — 2 u = o, s'un-
nulant dans le sccond cas & I'infini et telle que la dérivée suivant la
normale coincide avee unc fonction continue, donnte a priori.

Voyons dans quelle mesure tout cela est applicable au cas ot . = o,
c'est-d-dire 4 I'équation de Laplace. Nous avons vu qu’en dchors du
pole + 1 que le potenticl & peut avoir dans ce cas, les valeurs absolues
de tous les autres poles de cette fonction sont supéricures 4 I'unité,
Supposons que le pole + 1 existe effectivement ct soit — P le résidu
correspondant. La fonction P sera un potenticl de simple couche et
nous pourrons poscr

P ,
(109) nW=-——+u

o «’ scra un potenticl de simple couche. La fonction «' et les déri-

dN
scront holomorphes dans un cercle de rayon supéricur i 'unité ayant
pour centre I'origine des coordonnées dans le plan de cette variable,
D’autre parl, les théorémes généraux élablis plus haut nons appren-
nent que

"dP
(110) (E\—‘,);: 0.

. di! ‘du’ . , -
vees (25} et (%2, en tant que fonctions du paramétre complexe %,
¥ dN Id

Donc, la fonction I’ s¢ réduira sur la surface (S) i une constante ;
autrement dit

(11r) (P); = const.
Remarquons, en passant, que I’ est le potenticl d'une couche élec-

trique sans action sur un point intéricur. Portons la valeur (ro9) de w
dans I'¢quation (1). La relation (1 10) nous apprend qu’il viendra

dP du’ du’ Jdu’ du’ .
@)+ ().~ (@) =M ().~ (&), ]+



102 S. ZAREMBA.

posons A = ~+ 1, multiplions ensuite I'équation précédente par ds et
intégrons cn étendant 'intégration & toule la surface (S). 1l viendra

2/;);, ds =£}(g§>cds = (l’),fm,ds =(I"),S,

ot S représente l'aire totale de la surface (S). 1 résulte de cette rela-
tion que la condition nécessaire et suffisante pour que le nombre +
soit un pole du potentiel « est la suivante :

(112) fq;ds#o.

$

f ods=o,
(L]

tout ce qui a été dit au début au sujet du cas ol g > o reste encore
applicable quand on a p = o.

Examinons de plus prés ce qui arrive lorsque Pinégaliv® (112) est
satisfaite.

I résulte immédiatement de la comparaison de la série (5) avee
celle que I'on obtient en développant le second membre de 'équa-
tion (10g) suivant les puissances de A, que I'on aura

Si donc on a

P =lim(«,)

n=ow*

Considérons maintenant la fonction o définie par la série (10) et
observons que l'on a, pour |A| <1,

du duN " 4
(ZIW)(-—— (ZZN)," 4w == szG,‘K .
=0

Développons le premier membre de celte équation suivant la puis-
sance de A, aprés y avoir porté la valeur (109) de «. L'identification
des coefficients nous donnera

dr :
(EJN)c = 2lim (7, ).,
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relation qui démontre la légitimité de la méthode donnée par Robin
pour déterminer la densité d’une couche sans action sur un point
intéricur.

Les propositions que nous venons de démontrer et un théoréme
clussique relatif & I'équation de Laplace conduisent immédiatement
aux théorémes suivants :

1" Pour qu’il soit possible de trouver une fonction u vérifiant
I'équation de Laplace & I'intérieur de la surface (S) et satisfaisant 4 la

condition
du
()=7

ot f cst une fonction continue donnée, il est nécessaire et suffisant que
'on ajt
f [fds=o;
18y

2° 11 est toujours possible de déterminer une fonction « vérifiant
I'équation de Laplace dans tout I'espace extéricur a la surface (S),
s'annulant a I'infini et telle que I'on ait

).~/

ou fala méme signification que tout & I'heure.
III. — Probléme fondamental relatif aux potentiels généralisés
de double couche. Méthode de Neumann.

16. Proposons-nous de délerminer un potonucl généralisé de
double couche ¢ vérifiant I'équation

(1) ()i = {(9)e= A ()i + (9)e] + 29,

oul les lettres A ct 9 ont la méme signification que dans les numeéros
précédents. Supposons d'abord que la fonction 4 soit telle que le po-
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tentiel
1 d et
(2) "o=2—ﬂf?‘7;“—,.*c°3'~!"l‘"
1]

. o ooy dy ‘. . . ~ y
posstde la dérivée - et que cette dérivée soit continue. Cela posé,

envisageons le potentiel de simple couche « défini par 'équation

®» (@R @)= @, (&) R

et définissons une fonction ¢ de la fagon suivante : on a, a U'intéricur
de la surface(S),

d"n
N’

7 "~ vy,

/ (.
o =
(1 (L
mais & 'extéricur de cette surface, soit

- v MU
(')) b= 14 A

Les formules (4) et (5) donnent

du dvy
(dv l(dN) T aN
d'\) = ’

dnN/,. — [ ’

du dv,
() = Maw), -

d'oti, ¢n s’appuyant sur I'équation (3),

® (), 5.

Posons

(7) ‘= f'/[(")l - (v ),]——,_ cos,pds
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et

(8) ' O=¢—-¢"

v\ _ (de
@)= @),

(®);=(®)..

nous aurons

On déduit immédiatement de la, en tenant compte de la fagon
dont @ sc comporte 4 V'infini

P = o,

Par conséquent, a cause de la relation (8),

"——- 0’0
o=

cela prouve que la fonction ¢ st un potentiel de double couche.
Duilleurs, les relations (4) et(5) nous donnent

(9) (¢)i(1 =Ry =" (a)s+(vy)iy
b ("l)c(' +7L) =7x(lt),+("o)cs

doi )
(vl)l'(.' - A) - (‘J)e(‘ + 7\) = (90);— (“lb)ﬂ

or
(vo)i— (¥o)e= 293

il viendra donc, aprés une transformation immédiate,
(10) (V)i (+")e= K (V' )i+ (¢)e] + 25.

Il résulte de la comparaison de cette ¢quation & I'équation (1)
(que ¢ est une solution de cette équation,
Les formules (o) nous donnent

(11) ()i ()= Ml Lk M o),

Journ. de Math. (53¢ série),tome VI — Fasc, I, rgoa, 14
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Supposons que u soit celle des solutions de I'équation (3) «ui est
analytique par rapport 4 A.

Laformule (11) nous apprend que, dans ce cas, la fonction (¢ ), + (¢').
scra aussi une fonction analytique du paramétre A. On pourrait croire
que cette fonction admet forcément les poles + 1 et — 1. En réalité,
il nen est pas ainsi. Pour le voir, assurons-nous que la fonction «, en
tant que fonction de A, sera holomorphe & Pintéricur d’un cercle de
rayon plus grand que I'unité, ayant Porigine des coordonnées dans le
plan de la variable complexe A pour centre. En effet, si > o, la
proposition résulte immédiatement de ce qui a été établi au Chapitre
précédent. Soit done w = o. On aura dans ce cas

(l"o d
-5 d$ = 03
(L] dN
’ 9 > M L] a ’
par cons¢quent (18) la fonclion « ne peut avoir que des poles supi-
rieurs en valeur absoluc & I'unité. Cela posé, désignons par «' la va-
leur de la fonction « pour A = -+ 1 ct soit " la valeur de la méme

fonction pour A = — 1. L’équation (3) nous donne
o du’\ _ dy,

(12) (Uﬂ)i"—ﬁi'
- du"y __ dy,

(l 5) (m),. = m .

Soit d'abord w > o. Lies équations précédentes entraineront alors
les relations

([[4) (”’)y:'—("o)h
(15) (") = (0

On déduit, a Paide de ces relations, de 'dquation (11), la consé-
(juence suivanle : aucun des nombres + 1 et — 1 n’est un pole de la
fonction (¢'); + (¢'),.

Soit maintenant = o. L'équation (13) entrainera bien I'équa-
tion (15), mais I'équation (14) ne sera plus une conséquence néces-
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saire de I'équation (12)5 on pourra sculement aflirmer que
(“’)' = (‘.0)1'*' G,

ol C est une constante. Donc, si I'on a = o, 'équation (11) nous
apprend que la fonction (¢ );+ (¢ ), ne pourra pas, il est vrai, avoir le
nomhre — 1 pour pole, mais qu’elle pent bien avoir pour pdle ke
nombre + 1.

Il est aisé de déduire de tout ce qui précede que I'équation (1) admet
une solution analytique par rapport au paramétre A et que cette solu-
tion jouit de toutes les propriétés énoncées dans I'Introduction. Pour
reconnaltre qu'il en est bicn ainsi, il suffit de se reporter i P'équa-
tion (1) eta Péquation (10), équations qui donnent

, ;4 oe
P =
./;-r ‘dr " r

YR+ () 25

'asz} ds.

Bien entendu, tout cela ne concerne que le cas oi la fonction v,, dé-

. . : . v e g ’I" 4 P
linie par la formule (2), posséde la dérivée Zg et ot cette dérivie est
continue.

17. Abordons maintenant le cas oii la fonction 9 est une fonction
continue quelcondue définie sur la surface (5). Posons, comme tout i
I'heure,

f s ¥ cos b ds,

et considérons, cn outre, les fonctions v, et ¢, définies par les équa-
Lions

i

C

! p d e
/l,:f[("o)z = ( V“)G]ITI' T—COS'.!} ll#,
(16) 8

Il

. ! ' . . | d 2 il a0
(o Z—;‘/’",[(C‘)I—F(&‘)tlzﬁ' -,—.(,05.;1/[3.
Posons, pour abréger I'éeriture,

Gy = ("o)i"" ("o)ea

@,=(0,)i+ (¢,
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M. Liapounoff (*) a prouvé, en supposant que p, = o, qu'il existera
un certain nombre positif A tel que la différence des valeurs o), o', de
la fonction &, en deux points M et M’ de la surface (S) vérifie I'iné-
galité

(17) le, — o, | < AYMM',

M. Korn (?), toujours dans I'hypothése . = o, cn a tiré les cons¢-
(juences suivantes :

1° La fonction &y, admettra sur la surface (S) des dérivées pre-
miéres et ces dérivées premiéres jouiront d’une propriété exprimable
par unc inégalilé analogue & l'inégalité (17).

. ] [ de. [
2° La fonction ¢, possédera la dérivée o< et cette dérivée sera con-

tinue, .

Je dois faire remarquer que M. Korn a considéré unc surface un
peu moins générale que la surface (S) que nous envisageons ici;
cependant son théoréme reste exact, méme dans ces conditions plus
générales et, au surplus, on peut ’étendre au cas ol le nombre ¢ a une
valeur positive quelconque. La démonstration de ces propositions ne
présente aucune difficulté.

Cela &tant, posons

(18) ¢ =0 AV AR
et ohservons que I'on a

(¢0)i~— (¢0)e= 2%,
(90)i= (9)e=(90)i+ (04 e

I'équation (1) nous donnera

(%)= (W)e=h|(w)i+ (W)e] + ()i + (v))ee

(') Sur certaines questions qui se ratiachent au probléme de Dirichlet
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1898).

(%) Koan, Ein allgemeiner Beweis des Methoden der alternirenden Ver-
Jahrens und der Existens des Lésungen der Dirichletschen Problemes im
Raume.
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Peut-on satisfairc & cette ¢quation en prenant pour w un certain
potentiel généralis¢ de double couche? Dans ce probléeme, la fonc-
tion ¢,, définic par la formule (16), joucra le rble qu’a joué la fonc-
tion ¢, au numéro précédent. Nous savons, par le théoréme de

oso1 dv . . .
M. Korn, que la dirivée  est une fonction continue, donc la théorie

du numéro préce’dent est applicable a la fonction w.

Cela posé, on tire de I'équation (18) la conséquence suivante :
Il suffit que Ja fonction ¢ soit continue (') pour que I'équation (1)
admette une solution analytique par rapport a A, jouissant de toutes
les propriétés énoncées dans I'Introduction.

18. L'équation (1) admet-clle, outre la solution analytique consi-
dérée dans les numéros précédents, une autre solution ¢'? Posons,
pour répondre A cette uestion,

P =¢g—.

La fonction @ sera un potentiel de double couche vérifiant la rela-
tion

(19) (@) —(P)e = A(®); + ()]
ct 'on aura

(20) = -'-fmil- ﬁ’—_—itzc)SJ;cl.s',
WS

47

ol & est une certaine fonction continue définie sur la surface ().

Nous avons
(?);— (P).=w,

(') En généralisant un peu une remarque due a M. Korn (Lelhrbuch der
Potentialtheorie), il serait aisé¢ d’étendre les résultats de ce Chapitre et ceux du
Chapitre précédent & des cas oi la fonction o aurait des points de discontinuité
ou méme des lignes de discontinuité.
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d’otr, en tenant compte des équations (19) et (20),
: s  d et
(21) =1 [ [(@)+ (@) - cond

Cela prouve que, pour A = o, la fonction @ est identiquement nulle.
Supposons que A 5% o ct reprenons les fonctions ¢,, ¢,, ¢, considérées
au début du numéro précédent en ayant soin de substituer dans I'ex-

581 i 4 la fonction % la fonction ;[(® P
pression de la fonction ¢, it la fonction ¢ la fonction 3[(®);+ (®).|.
1l résulte de P'équation (21) que la fonction ¢, coincidera alors avec
fa fonction

1
?-a'(pa

d

. dy
Or, nous savons que P'expression —< a un sens et qu’elle est une

fonction continue.
codb . .
Il faut donc que la dérivée 75 existe et qu'elle soit une fonction
conlinue.
Cela posé, j'observe que la relation (19) ne peut subsister pour

A= I,
suns que Pon ait identiquement (@) = o. En effet onaura, pourh = —1,
((I))‘ =03

la fonction @ scrait donc nulle dans toute I'étenduc du domaine (D)
et l'on aurait Z—i‘% = 0. On conclura aistment dec 14, en tenant compte
des propriétés de la fonction @ ct de ses dérivées premiéres & Uinfini,
que la relation @ = o scra aussi vérifiée dans tout le domaine exté-
ricur 4 la surface (8). Donc, pour A = — 1, on aura bien dans tout
Pespace @ = o. :
Iinvisageons maintenant le cas ol A =1. On s’assurera aisément
(u’ici encore I'on aura dans tout I'espace @ = o, & moins cependant
(que T'on n’ait . = o. Dans ce dernier cas, la fonction @ serait nulle a
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I'extérieur de la surface (S) ct conserverait une valeur constante i
P’intérieur.,
Supposons enfin que A ne soit ¢gal ni & + 1 nid — 1, ni i zéro, el

posons
I«‘ — .._l padiodl _i,' (1-
A= ‘s’dN r ¥

On trouve, au moyen du théoréme de Green, en sappuyant sur
Péquation (19),

(F),= 52 (@), 222 (@),

22

On aura done, & I'intéricur de la surface (S),

b =2,
11—
el & I'extérieur,
b= 22 1.
14

D’ailleurs

Ao\ (de\ _dv
dN); 7 \dN/.” dN’

dF dF\ .

(zﬁ),(‘ ) = ((N)u(. —n).

Voici ce qui résulte de tout ce qui a ¢té dit dans ce numéro : si Ja
fonction @ n’est pas nulle identiquement, elle rentre dans la classe de
celles parmi lesquelles se trouvent les résidus relatifs aux poles de la
solution analytique déduite plus haut de I'équation (1). Cela étant,
lout ce qui a ¢té dit dans I'Introduction au sujet de I’¢équation

()= (W)e=A[(0)i+ (v )e] + 25

se trouve ¢lre démontré.

par conséquent,

19. Les résultats établis dans les numéros précédents conduisent i
une généralisation de la méthode de Neumann et & une démonstration
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générale de la légitimité de cette méthode clle-méme, et cela sans
supposer que le principe de Dirichlet ait ¢té préalablement démontré.

Il résulte immédiatement, de ce que nous avons vu plus haut, que
le potentiel généralisé o, fonction analytique du paramétre A, définie
par 'équation (1), est développable en une séric procédant suivant les
puissances entiéres ct positives de A, série qui sera uniformément con-
vergente dans tout I'espace, pourvu que

(22) IM<R,

ott la longueur R, rayon de convergence de la série, est supérieure &
I'unité si I'on a

(23) >0,
et au moins égale & 'unité si
( 24) e =o.

Par conséquent, Pinégalité (22) étant vérifiée, nous pouvons poser
L
(25) o= Yo,
k=0

1l vient, en portant cette valeur de ¢ dans I'équation (1),

ay | (= (= |
("k)i"‘ ("k)e'—_ ("Ic—c )e+’ (Fher )i (/f =1,2,3 ...):

d’oli

‘Au._f[(ck_.),ﬁu(u_,),]m cosd ds.

Ces formules feront connaitre de prochc en proche tous les termes
de la série (25). Dailleurs, cette série ne se distingue de la série de
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Neumann que par la substitution de potentiels généralisés aux poten-
ticls newtoniens ordinaires.

Supposons d’abord que I'inégalité (23) soit vérifice. Le rayon de
convergence de la série (25) sera supérieur & l'unité, donc elle con-
vergera uniformément dans tout P'espace tant pour A=+1 que
pour A = — 1, Dans le premier cas, clle fournira la solution du pro-
bléme de Dirichlet généralisé extérieur et dans lesecond, clle donnera
celle du probléme intéricur.

{xaminons maintenant le cas ol u = o,

Si le nombre + 1 n'est pas un péle de la fonction ¢, la série (25)
aura un rayon de convergence supéricur a4 l'unité ct tout ce que
nous avons dit au sujet du cas ol g est un nombre positif différent
de zéro cst applicable au cas actucl. Il faut done examiner I'hypo-
thése ot le nombre + 1 serait un péle de la fonction .

Le résidu relatif & ce péle sera un potentiel de double couche; c'est
I, nous l'avons vu, une propri¢t¢ commune & tous les péles de la

¢

fonction ¢. La densité de cette double couche sera une constante =

J‘.

la maniére la plus simple de le reconnaltre consiste & se reporter i ¢
(fue nous avons dit au sujet de I'équation (19) lorsque A = + 1.
Il résulte de tout cela que nous pouvons poser

- . y (‘05\{
(27) ""/p(u—/)f (ls‘—f-ZuAA,
k=0
ol la série
(28) ¢ = 2 ¢\
k=0

aura un rayon de convergence supéricur 4 l'unité, L'équation (27)
nous donne

» ¢ (o b ge
(0)i— (0 )e=— — +2[("n)i" (e3)e| W
k=0
Lia comparaison de cette valeur de la dilférence

()= ()

Journ, de Math. (3¢ séric), tome VIII. — Fasc. I, 1go2. 1o
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avec celle que donne la formule (25) conduit aux relations
(6 )i—= (e ()i = (vi)a+ ¢ (h=wo,1,2,...),
d’oll, en s'appuyant sur les équations (26),
(29) (V)i= ()= (it i+ (Vo Jo 12
Le rayon de convergence de la séric (28) élant supéricur & 'unité,
le premier membre de I'équation précédente tend vers zéro lorsque le

nombre & croit indéfiniment. 11 doit done en étre de méme du second
membre. Par conséquent

(30) e=—lim|(sx):+ (%) i -

Il résulte de la que la condition nécessaire et sullisante pour ue fa
fonction ¢ admelte le nombre + 1 pour pole peut s'écrive ainsi :

(31) B |(e0)i 4 (00 ime F 0

Si la fonction ¢ a le nombre + 1 pour pole, la relation (30) nous
fera connaitre la constante ¢. Cetle constante ¢tant déterminée, il sera
ais¢ de caleuler successivement tous les termes de la série (28). En
effet, I"équation (29) nous donne

o= gz J 1 )i (0 et o] Sl

d’on
. ¢ [eosy oo
\I'=(~l'.+_/_~/ T({S,
,|;. 18

on a done, & l'intéricur de la surface (8),

!
V=t

et, i 'extéricur,

-

I, — )
= Phe
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‘n résumé, tous les ¢léments entrant dans la formule (27) peuvent

¢tre aisément caleulés. Si 'on pose, dans cette formule, A = — 1, on
obtient la solution générale du probléme de Dirichlet intérieur, sous
forme d'un potentiel de double couche. '

sa formule (27) n'a pas 8 pour /4 =+ 15 il est aisé, cepen-
La formule (+7) n'a pas de sens pour 7 3 il est aisé, cej
dant, de déduire, des résultats que nous avons obtenus, la solution du
probléme de Dirichlet extéricur. En effet, le Chapitre précédent nous
apprend qu'il existe un potenticl de simple couche P, prenant la va-
leur + ¢ sur la surface (S). D’autre part, on vérifiera sans peine que,
pour A = -+ 1, la fonction ¢, définie par la série (28), vérifie I'équa-
tion

(V)=—7 -9

2

Par conséquent, Ja fonction

-_ :[’_‘:'
2

résoudra le probléme de Dirichlet extéricur, sous forme de la somme
&'un potentiel de simple couche et d’un potenticl de double couche.
Jajoute que, dans le cas actuel, c'est-a-dire ofi Pinégalité (31) est vi-
rifiée, il est impossible de résoudre le probléme extérieur par un po-
tentiel de double couche. En effet, s'il n’en était pas ainsi, ou pourrait
trouver un potentiel de double couche I, coincidant avec la fonction P
a 'extéricur de la surface (S), et 'on aurait

d¥ P
dN (_dN)L.
Or, ccla est impossible parce que I'on a, d’unc part,

[(%)ds + 0,

$ N

dl
-/.;,<’mi> ds = u.

ut, d’autre part,
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20. En terminant ce Chapitre, nous nous proposons de montrer
comment I théoric générale de I'équation

(32) Aw —uiw=o0

peut étre complétée en s'appuyant sur les résultats que nous avons
élablis. Supposons qu'une intégrale w de I'équation (32) vérifie
celte équation dans toute I'étendue du domaine (D7) extéricur & une
surface fermée quelcondque () et quelle s’annule & linfini.

Posons

et considérons les rapports

L Jw d et dw d et ot
Ty detdy T T dy (dr Iz dy

dw  d ev?

©———

je mc propose de montrer que les rapports précédents restend
finis lorsque le nombre ¢ croit indéfiniment. Jenvisage, a cet effet,
une surface fermée ayant les propri¢iés voulues pour que les consi-
dérations des numéros précédents lui soient applicables et telle que
la surface (X) soit tout entitre située & intéricur de la surface en
(question ; celle surface pourra étre, par exemple, une sphére (S), de
rayon asscz grand, ayant l'origine des coordonnées pour centre.
A l'extéricar de la sphére (S), la fonction w sera déterminée sans
ambiguit¢ par les valeurs qu’elle prend sur cette sphére elle-méme;
cela résulte de ce qu'une intégrale de I'équation (32) ne peut avoir
ni un maximum positif ni un minimum négatif & l'intéricur du
domaine oi elle vérifie cette équation. 1l résulte de la et de ce que
nous avons vu dans les numéros précédents que, & I'extéricur de la
surface (S), la fonclion w pourra étre mise sous forme d'un potenticl
généralisé de double couche répandue sur cette surface, ou, si = o,
sous forme de somme d’un potentiel de double couche et d’un poten-
ticl de simple couche.

Or, le théoréme qui nous occupe est une conséquence immédiate
de celte remarque.
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Le théoréme précédent permet de démontrer rigoureusement le
thiéoréme suivant, (ui n’est pas sans intérét ;

Soit, comme dans les numéros précédents, (S) une surface
Sfermée jouissant des propriétés énoncées dans Ulntroduction et (D)
le domaine extérieur a cetle surface. La fonclion w sera déter-
minée sans ambiguité dans toute Uétendue du domaine (1)) par
les propriétés suivantes :

1 Elle doit vérifier Uéquation (32) dans tout ce domarne ;

v Elle $annule ¢ Uinfini;

3¢ Elle satisfait a I'équation

(r/n') .
dN ). 7T

\ /

ol g est une fonction continue définie sur la surface (S).

Ln effet, supposons que deux fonctions différentes puissent remplir
chacune les conditions précédentes, et soit @ leur différence. La fonc-
tion @ jouirait des deux premidres propri¢tés de la fonction w el
satisferait en outre &4 P'équation

((/d)‘ —
| dN )(," .

On déduit de li, en s’appuyant sur le théoréme démontré au début

de cc numéro, que

ffﬁ,'[z (i-))iz’>+ f’-e‘l’g] drdyds = o,

¢galité qui ne peut subsister que sous la condition

d=o0
dans toute I'é¢tendue du domaine (D’). Cela prouve hien que la fonc-
tion w cst déterminée sans ambiguitlé par les conditions qui lui sont
imposces.

Cracovie, le 19 juin 1gor.



