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SUR LES SERIES DE POLYNOMES. 3og

Sur les séries de polynomes ;

Pias M. H. LAURENT.

On sait qu'une fonction synectique dans un contour fermé peut,
d’unc infinité de maniéres, sc développer, pour tous les points inté-

ricurs 4 ce contour, en une série de polynomes. Les méthodes pour
I

arriver au résultat consistent a développer (si I'on veut) d’abord

B —

et & faire usage de la formule de Cauchy

S(z)=§ LEL

Malheurcusement les méthodes en question ne fournissent les poly-
nomes ordonnateurs que sous la forme d’intégrales assez difficiles &
calculer, Je me suis demandé s'il ne serait pas possible de se donner
a priori ces polynomes ordonnateurs, ct bien que la solution que j'ai
trouvée présente encore bien des difficultés dans les applications, elle
fournit un assez grand nombre de solutions de la question, comme on
le verra dans ce qui suit :

D’aprés ce qui vient d’étre dit, on peut se borner i chercher les

1
2=

On verra d’ailleurs que le développement d’une fonction suivant les

développements de et c’est ce que j'ai fait.
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polynomes n’cst pas un pur objet de curiosité, et qu’il peut fournir,
comme la formule de Taylor, des propriétés générales appartenant &
toutes les fonctions synectiques.

Tatorine I. — Etant données des séries convergentes en dehors

du cercle de rayon R décrit de Uorigine comme centre

=1 LT T
Q= +37+5+ -

1
Q=+B+%+ .,
q

1 5
Q3=—+%+%+...,

et ol les q;; sont des coefficients indépendants de x, il existera lou-
jJours des polynomes entiers en x, Py, P,, P,, P,, ... de degrés o,
1, 2, 3, ... respectivement et lels que les résidus

(1) ‘ &Qm P;

soient tous nuls, excepté sii = j; dans ce cas on peut les supposer
égaux a Uunité.

En effet, soit
Pi=al+a,z~"+ ... +a;

cn égalant 4 zéro les coefficients de i dans P;Q,, P,Q,, ..., P;Q;
on a
a‘+ qn;a].._' +o . n+ q“'+‘ = 0,

) Ciey Qg Gy Qi gyt Gy =0,

&

(2)

Ay + i =0.

Ces équations, a partir de la derniére, déterminent sans ambiguité
a,, a,,...; quant aux résidus de P;Q;,,, P;Q;.., ..., ils sont évi-
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demment 1, o, o, 0, ... respectivement. Notre théoréme est donc
démontré.

Si, au lieu de sc donner les (Q, on sc donnait les P, les équations (2)
détermineraient les g,; et, par suite, les QQ, mais rien ne prouve (ue
les séries Q,, Q,, ... sont convergentes; il faudra donc, aprés avoir
calculé les ¢,;, s’assurer que les (Q sont convergents 4 'extérieur d'un
cercle de rayon nul ou fini. Donc :

Tuionine 1. — Etant donnés des polynomes P, P,, P,, ... de

degréso, 1, 2, ..., il existera des séries (), Q,, ... donnant licu,
FORMELLEMENT, aux formules

rxceplé pouri = j; ces séries ne seront pas toujours convergenles,
mais leurs coefficients seront bien déterminés.

Supposons les P donnés, formons la série

”(.’L‘)""—L ._'_+ _}___.' .
NL)=9p, T p,p, 7 T Ep,, T

celle série nc scra pas, en général, convergente, mais on peut exa-
miner le cas ot elle Pest; en tout cas, on peut poser

9 - 1 1 1
3 ;= -+ +o i
G) LU Y VP N PP,

D’aprés la théorie de P'élimination, il existe des polynomes N,,
Nyo...; Ny ... desdegrés o, 1,2,...,n, ... tels que

PiNi-H - Ni]')i+! =1,
Mais alors il faut que P, et P;,, n’aient pas de facteur commun, et
Nty N ._ !

- P T pp.
Pi+| ]i lili-H

Journ. de Math. (5 série), tome VII[. — Fase, IlI, 1go2. 4o
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et par suite

Newi N, Ny N, Niy Nz)
pe =g+ (7 = pe)+ o+ (Pt + i)
ou
Nivp Ny 1 1
P, P, + PP, et PP
el aussi
N, Ny 1 1

1
F; - -P-; PP, + Pj+1')j+2o+. o PP Qi

SiTon multiplie cette quantité 9;; par P;P;, on obtient un résultat
entier, donc
LeiPiPj=05
si on le multiplie par P, P;, k étant inférieur a Z, on a évidemment

) — (]
L 5iPiP;=0;

on a aussi
M 32 __ 1.
Leilj=13
si & est compris entre i et j, on a

{/?jipjl)k: {/G?jkPij-i- J:?ki[)jl)k'

Les deux derniers résidus sont nuls, en vertu des remarques précé-
dentes, donc ‘f;go,-,-P,-P,, est nul toutes les fois que k < i, et, en par-

ticulier, on aura (excepté si j =k)

$9j.PiPr=0;
donc on pourra prendre
(4) | Qi1 =9/ Pjc

(Il ne faut pas oublier que les P ont été supposés tels que P, ct P,
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n'ont pas de facteur commun. Ainsi, en prenant P, =z, P,= 2%, ...,
l)j = l"’, ) Cl

f ]
QJH=W’+’ 7 e

on n'aurail pas S Quf=0 si k> j. )

Lorsque, dans (4), on fait j=o0,0na Py=1 et

Q=19

o”=m+.ﬁ‘_’:+“'=?_l’

et g =144 Q,; 9, on le voit, doit étre convergent hors d'un cercle
ayant son centre 4 I'origine.

Nous avons assujetti les polynomes P 4 satisfaire 4 la condition
“:PI Q=13

on aurait pu les assujettir simplement 4 donner d’autres valeurs diffé-
rentes de zéro et fonctions de I'indice Z; on se donne ainsi plus de lati-
tude.

Posons
. 2 zoa, A%y . Ay
' c’[: e v 00 ""' o0 0
'll( ) l) l) ') l)” ‘P + b

on pourra choisir les & de maniére & rendre la série ¢ convergente si la
séric que nous avons désignée par g ne I'est pas; et, si I'on pose

L 7Y RNE. RN

oo o oByyy
1)) o2 ——— ————y
i PP

PP

il existera des polynomes de degrés i et i + 1 tels que

N Y
NeeiPi= NPy =22, 00 0y,

ou
Niwy _ _1!_ — %%y e %4y
o Pt TP T TP
el, par Slllt@,
l\1 %0 %y G &yo 0 o%

+ 202 -
P= l’ PP, PPy
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N’, N/ Ryo oo %jyy

o Rt KR 2
Pt P/ I’/l’j-H

N e _T)—il—’;::— ije

On verra alors, comme plus haut, que

é‘,'#jwl’jpk:() s jzk,
n-tquc

> )2_
‘L'&j”ll—aoa‘ o.oaj+‘

si le coefficient de Ha/ dans P; est ¢gal & 15 alors, en faisant

VjoPi= Qjuis

0on aura
s oes e
PO P o sii2],
O aiHti= . . .
aocc-“j+| S1 ,/=,0

Considérons maintenant une suite de fonctions enti¢res P, =1, I,
I’,, ... des degrés o, 1, 2, ... en z. Supposons, ce qui est toujours
permis, que le coefficient de x* dans P, ait été réduit & I'unité. Sup-
posons, enfin, qu'il ait été possible de choisir les constantes a,, «,, ...
de maniére 4 rendre la série

%% oy
+0 l, +l) Pl +-0~+m+-no

convergente pour une certaine valeur r du module de x et pour des

valeurs plus grandes (la série Q, étant ordonnée si I'on veut par rap-
’ . I y o

port aux puissances de -, celte séric sera convergente en dehors d'un

cercle déerit de V'origine comme centre).

Tout polynome F(z) du degré » pourra se mettre sous la forme
F(‘L) = gopo +g1 Pl e o gnPna

Zoy L1y ++» Gtantindépendants de z; alors en multipliant par Q.. et
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en prenant des résidus, on aura

Aolyous iy Zi= l‘(")( Qv :

ct, par suite,

1‘(.’1/‘)“ ‘ r(’l,)() +iet+ r]f("')(‘)/un

%o . ’n—H

ct, en particulier, si l'on pose

Q|=Zl'l + Iu +aeey qig= %%y,

x x?
{}
Q.= fo-i-% Foiey 22 = %%

D R R R I I A K I I I B I S AV TN I IRV S I I )

Tn Gnn+s
() _.—'ﬁ—'— nn +..., ([,,,,:doﬁ‘...fl,,,

L € xh £ Il+l

on aura

=Pyl p Teen L p

0 )
%%y Yo% %y

=D, qun + P, L P,

5 %%y "‘u"x“z
(%) e,
q
P b} 12 >
@ =Pox +P,
0“1
) b
v =D,
On tire de 13
P (e B A W (.0
%2 Go%dg L7 AR
7, (
L= qin Ten . .
gk %%
. y
(6) P,= e e, )
z 2 I 0
%y %,
i 1 o ... )

Les « sont loujours arbitraires, a cela prés que Q, doit étre conver-
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genl, nous supposerons qu’on les ait choisis de telle sorte que non
seulement QQ, soit convergent, mais encore de telle sorte que le pro-
duit H = -Qx( ),.,g Q:(2) pe Q1(3)

%% “o“x’n &g &y &gy
absolument convergent. La formule (6), en désignant toujours par r
le module de x, par r; celui de g;; et par «; celui de a;, donne

+++. soit lui-méme convergent et

. ) ) . )
lfr,()‘il)”<(l +’.+ooo-}',ﬂ) (1 +Z;qy'11’—' 0'0+ q’ ”+’) e (l"*"_l"—”—'_,%)'

o 0%, Uy .0,

Soit p le module de z, supposons le produit H convergent pour =1,
soit v son module pour z = 1; la formule précédente donnera

,n+l,_|

modP, < ——1.

Considérons alors la série suivante ou p > r:

() Po() Qi) | Pi(=m)Q(3) ,

oy % Qo %y %y

Po(w) Qn-H (5)

aura un module moindre que
LT TR |

son lerme général

rett—q ‘?;¢+hu+x +’ I
1 P

o el
7 I ao Iz+1

Supposons p > r, la racine n de cette quantité finira par devenir
inférieure & I'unité, la quantité entre parenthéses ayant pour limite un;
la série (7) est donc convergente dans les hypothéses que nous avons
faites. Sa valeur est facile 4 calculer; en effet, des formules (5) on tire

- + pr et -n-.-x = Po(x\)Qa( 5) —}-...-I-P,,(’L‘) Qu +7\’

) élant une quantité qui contient une partie des lermes de l'expres-
sion (7) changés de signe, dans lesquels — entre en facteur; A tend

vers zéro quand n croit indéfiniment, en sorte que, pour n =00, la
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formule précédente devient

(8) =P L p (2D

Il est hors de doute que cette formule en général doit avoir lieu avec
des hypothéses moins restrictives que celles que nous avons faites.
Supposons donc que, en procédant d'une maniére quelconque, on ait
trouvé pour chaque valeur de z, par exemple, la région dans laquelle
se trouvent les valeurs de x qui rendent le second membre de (8)
convergent, cette région R contiendra celle que nous avons trouvée R';

or, danslarégion R, ;-—_':—5 et le second membre de (8) sont synectiques,

elles sont égales dans la région finie R, donc clles sont encore égales
dans la région R.

] 1 . e
Pour trouver des développements de en série de polynomes,
53—z

on peut partir des Q ou des P; mais en partant des P, quoique la mé-
thode paraisse plus féconde, on s'impose une obligation : P; et P,
doivent étre premicrs entre eux (en réalité, on pourrait s’affranchir de
cette obligation, mais ce serait au prix de complications génantes).
Nous allons maintenant faire queliues applications.

Supposons que I'on prenne a, = T"]’ Q,= -\-'/—, oo Vi, Vg, o0, dési-

gnant des polynomes entiers de degrés 1, 2, ... de la forme
Vn = (*7' - anl)' . .((L‘ - ann);

les @ étant indépendants de i, on aura

-~ L w\ — ! .
~IlQﬂ\~’) - (I _ ’a:—'1.) ..<I _ ‘fg_",)

L’expression des P sera, en général, compliquée, et pour qu'ils soient
d’une forme utile il faut restreindre la généralité des V. Aussi astrein-
drons-nous les P & étre égaux aux V. Il faudra donc trouver des poly-
nomes V tels que

p Ve
“y +1

=I.‘,

v . 'S
L-ﬁ:o sl i2) T,
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la derniére condition est satisfaite d’elle-méme, la premitre Iest
si j > i +1. On a donc & satisfaire aux équations

‘v’

v =o

V" — V —_—
Ev=0 {Lg=o

La premiére équation détermine V,, les deux suivantes déterminent
V., etc., mais V,, V,, ... conservent chacune un coefficient arbi-
traire. On peut donc poser

V,:-..z'—a,,
-

a, élant arbitraire; I'équation

<,<:
o

v
donne

V,(a)) _ —
V(e = ° ou V.(a,) = o;

donc, on doit poser

= (% — a,)(z — a,);

a, est arhitraire, Les formules

A A
Ev=0 Ly=o

donnent

Va(all =0 Vi(ay) Vi(a,) =0

Vi(a)) — 7 Vi(a,) = Vi(a)
ou «

Vi(a,)=0, - Vi(a,)=o0;

done

Vi=(r—a)(x—a,)(x —a,),
et a, est arbitraire, et ainsi de suite. On a alors

oh— . gt I

" (s—x) '—‘L "s—a) x—a T
+

( oh e { ) v
2" (s —x) (J'_al) (T — ) "
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Y

ou

1 " — 1 xr—a

B (z—a).. (z—ay)
s—2 s(z—z) z—a (z—a,)(z-—a,)

(3 —a)...(s— auy)

1 zn z" ! -
—Zz[ﬁga—a: z—a, et V"V'—w(‘”—'al) (.z'—a,,H)J

+ooo+

Lt si la série, dont le terme général est . "Ews), est convergente, on
ﬂ

aura, en faisant n =,

1 1 z— a, C(z—a) (r—a)

5—'”_5—“1 (2 —a;)(s—a,) (5—01)(f—az)(3—“3)

+-on

On rencontre fréquemment en Analyse des polynomes P, de degré »,
liés entre eux par une*équation aux différences finies de la forme

Poy= (Bnﬂw + Yu-H)Pn. — gy Pres

ol les «, les B et les y sont indépendants de x; il existe alors des poly-
nomes N, différents des P et tels que

Npwy = (puﬂx + Yo+ )Na — Oy Nu—1»
N, étant toujours de degré N, en éliminant 8,,,& + Y,+,. On a

Pn+| Nn“" Nn+1Pn= (P,,Nn-, - N/1P11~4)“n+|,

=(P,Ny—N,P) ey, .ty

Or N, et N, renfermant trois coefficients, on peut en disposer de telle
sorte que P, N, — N, P, = — «,«, et finalement on a

Nuiy N, — %% Epyy

PIH-I Pu Pn P,,.H

et

Si la série

Journ. de Math. (5° série), tome VIII. — Fasc, 1II, 1goa. /l'
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cst convergente et si 'on pose

i =P‘(ao."aj" "*- ao.‘.aj-‘.’ +oc.)
Q’“ I\ P / l’/-n P/-H P J+2 !

on aura, comme plus haut,

aod,. . oaj+| 5;:—1"

A; désignant le coefficient de z/ dans P; qui, ici, n’est plus égal a 1.
Une discussion analogue i celle qui a déja ¢té faite permettra souvent

} 1 ° . ) .
de développer » suivant une série de polynomes P.
o —x

"

. " —1 '
Si 'on pose P,= —— P,., et P,_, nauront pas de facteur com-
mun; la s¢rie

1
Z(wn__l)(mu-i-l_l)

et, par suite,

z(x"-—-l) (.’L‘”"'l—l) EPILPIH-{

sera convergenle pour modz >1 ct le cercle de rayon 1, décrit de
l'origine comme centre, sera pour cette série une coupure; la séric

Po(2)Q.(3)+ P, (@) Qu(z) +. ..

y I
scra convergente pour mod z > 1 et modx < 1; ellereprésentera —

Si I’on suppose que P, soit le polynome de X, de Legendre, on eait

que la série 21’ s— cst convergente pour modz > 1 ¢t que —
n ll+1

cst développable en série de polynomes P,. M. Heine a donne unc
expression des coefficients; nos méthodes donnent une nouvelle expres-
sion de ces cocfficients.

Supposons que I'on prenne

d Vv a1 V!
U=y Q=gyv v Q@=g=v o
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V désignant un polynome entier ayant pour racines @, dj, . . .y @,
nous n'aurons plus pour les Q, des séries commencant par des termes
dont les coefficients seront égaux & l'unité, mais nous poserons
toujours

LQu.Pi=0 si iZj,

£ 0., P; différent de o.

Si { < j ces formules sont satisfaites. Supposons donc i>jou i =j;
si nous intégrons par parties, nous avons

& Qj+i P

d Vv \AN
r(dw/ V) '—("‘)C‘:(dw/-' V)P =3
(= 1Y £y Pl=(=1Y2Pi(a),

on

et le dernier membre se réduit a (—1Yj! s si i =j. Le polynome P,
est donc déterminé par les relations

EP,(ay) = o, 2P (ax) =0, ..., ZP{'(ax)=o0;
2Pi(ay) = (—1)iils.

D’ailleurs, si 'on pose
F(z) =goPo +g1P¢ +ooot gl

F désignant un polynome de degré #, on aura

& Qi F(z)=gi(—1)ils.

& Qi F(w) &F(w) dx; v=1")Ly Y Fi(z)
= (—1)f ZF (a);
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de sorte que
IF(a)=gils, gi=EF(a),

et, par suite,
(1) F(z) = EF(a) +...+ 2 SF(a) +....

Il est bon d’observer que cette formule ne se déduit pas directement
dela formule de Taylor, laquelle donne

F(2) =F(a) + (@ —a)F'(a) +...+ EZ2LFi(a,) +. ..
et en faisant A =1, 2, ..., ajoutant et divisant par s,
F(z)= L 3 F(ag) +...+ X E= 2 (g +....

Cette formule ressemble beaucoup 4 celle que nous avons obtenuc
tout & I’heure, mais elle ne lui est pas identique, ou, pour parler plus
exactement, elles ne sont pas composées des mémes termes, car au
fond les coefficients des mémes puissances de z sont les mémes.

Si dans (1) on fait F(z) =1, z, 2% ..., et si I'on pose Laf =g,
ona _

§ =0y
sx =a,+ P,s,,

(2) sx*=o0, +P, 25,4+ P,q,

©n(n—1)
2 - 2 Pa 4.+ )

SL"= 6, + :—'a,,_, P, +

ormules d'ott 'on peut tirer P, de proche en proche, ou sous forme
de déterminant. Mais on peut obtenir P, autrement.
Posons, en effet,

o(2,1)=Py+P, % +e+ PY t, +.oed
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ona

Ze“‘-—co—i— ] +—...-+— 0' T
ct, par suite,

o (@, t)Ze‘“_Poco-i-...-i- (o',,P +Z = Oy P, +.. )

=s<x+...+%x”+...)=se“;

donce .
se'x
?(x’ t) = ze‘a.
On a donc ~
dr set=

P” - (W xe.!“>[=o’
ou encore

P r fe"t

;—1 < t (Al 3 gtw’
ou

. 1 1 dt setr

(%) miPe= =

e
o \/__‘ n+1 T ete

I'intégrale étant prise le long d’un cercle de rayon r décrit de 'origine
comme centre.

Ces conclusions sont soumises 4 des restrictions : il faut que la
fonction

selx
?('x’ l) = Yela

soit développable suivant les puissances de ¢, pour une valeur positive
de 7. Cela exige que I'équation

Y=o

n’ait pas de racines de module inférieur 4 r, et la formule (2) n’aura
lieu que si le cercle le long duquel on intégre a un rayon r moindre
que le plus petit des modules des racines de Ze* = 2, équation qui ne

devra pas avoir de racines réelles. Or Ze® est égalh o, + ¢ i;'. . et

comme ¢, n'est jamais nul, cette circonstance ne se présentera pas, et
la formule (2) sera exacte pour une valeur positive de 7.
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La formule (3) montre que

1 dP, ) dt set* 1
ntde = amy/—1J " Ze T (n=—g)l 0
donc
dP,
@ = "Pr-

P o o . . .
et les polynomes 4 sont les intégrales successives de I'unité, prises

entre des limites qui varient avec chaque intégration.

Les constantes d’intégration se détermineront en exprimant que
IP,(ax)=(—1)"n!s.

Maintenant supposons mod a; = g, < 1. Les formules (2) donne-
ront pour P, un déterminant dont le module sera inférieur 4

r'“"—l rtt—11 d "t~ dt prit—g
2 P de p—1 1.2 kud di? 7—1

veoy

r désignant toujours le module de z, et a fortiori

o+t X
mOdP"<s’r-—ll 2 1-192(1—19)’2(1-19)’”.’

ou, en appelant vla plus petite différence 1 — p,

modP, < 11 L L L

1 vy yn—1

ou i
L S

<5 st
2

v

c’est, si 1 est suffisamment petit, le terme général d'une série absolu-

1 dv
ment et uniformément convergente; on a yP, <1. Or 7 v coel-

ﬁcuent du terme général de la série H, a aussi, pour des valeurs

assez grandes de mod z, une racine »'™ inférieure 4 1 ; donc pour des
valeurs convenables de z et z la série

dayv
y:Po—‘; —-P’Zz'v"*'o:-,
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ot P, est fonction de x et V fonction de z, est uniformément conver-
gente. Oron a

donc y est fonction de z — . Et, en suivant la marche indiquée dans
le cas général, on a

On en déduit facilement la généralisation de la formule (1),
La formule

I 1 z — a,
s _—

(I) s—x :-—a,+(:—a,)(z—a,)
l (x—ay).. (x —dny)
("" _al)° “(5""an—1)(‘7'—'an)

+'0a,

que j’ai rencontrée dans un Mémoire de M. Frobenius, est trés remar-
quable, car elle fait connaitre une propriét¢ géncérale des fonctions
synectiques; on peut, comme l'a fait M. Frobenius, 'arréter au der-
nicr terme écrit et la compléter par un reste de la forme

(z—ay)...(x—a,) 1
(2) (s—ay)...(5—a,) s—z

ce dont on se convainc ais¢ment, en observant quon a les identites
successives

P r—a, 1
s—x s5—a 5—a, 5—&
1 x— a (2 —ay)(x—a,)
=z + = o - o =y
s—ay  (f—a)(5—a,) (s—a)(5—ay) s—a

alors a,, @,, ... sont toul a fait arbitraires. Sil'on veut que le second

membre de (1) soit convergent et représentc 5 — z, il faut que le
I

S—x

dans le

reste (2) tende vers zéro; or le facteur qui multiplie
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reste peut s'écrire

- F i 4 S~x
§ - f = e Jooo| J ~— ;
s s—a, Z—a,

il tendra vers zéro si

3 —T
Lim mod(l - )=z,
5—a,

¢ désignant un nombre inféricur 4 I'unité, ou si

. xr—a
Lim mod a” =g,

s—a,

Pour cela, il faut et il suffit que les droites qui joignent  aux points @,
finissent par rester moindres que celles qui joignent Ie point z aux
mémes points d’une quantité finie.

Soit @ un point vers lequel convergent les points a,, @,, ... a,, .. .;
si de ce point « comme centre on décrit deux cercles de rayons rct ¢,
r étant moindre que ¢, le produit (2) tendra vers zéro si x reste inté-
rieur au premier cercle et p extérieur au second.

Supposons qu’il en soit ainsi et soient f(3) une fonction synectique
& I'intérieur du second cercle,  un point intéricur au premier. Multi-
plions (1) par f(z) et prenons les résidus, c’est-a-dire intégrons lelong
du cercle de rayon g; nous aurons

f@)y=fla)+...+§Eztdoloztni oy
en posant pour abréger

F,(3)=(s —-a,)(:v— a,)...(s—a,),

ona
f@) = f@) @) (@ ) DR .

Voici quelques réflexions que suggére cette formule :
1° La fonction synectique f(2) dans une aire A, contenant les
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poinls «,, ¢,, ... qui tendent vers un point fixe ¢ de celte aire, est bicn
déterminée, non pas seulement, comme on a I'habitude de le¢ dire,
quand elle est donnée dans unc portion finie de cette aire, mais quand
elle est donnée en des points formant une succession discontinue ten-
dant vers un point limite  contenu dans l'aire A.

2° En traitant la formule (1) comme M. Painlevé a traité la formule

vl 1 r~—a
—_— +(:_a)z +0.4,

-2 z2~—a

qui n'en est qu’un cas particulier, on démontre que f(z) est dévelop-
pable en une série de polynomes, mais on obtient un plus grand
nombre de développements que par le procédé de M. Painleve.

3° Sapposons que la fonction f(z) ne soit pas synectique autour
du point a, et que le point soit essentiel. Décrivons autour de ce point
un cercle de rayon 7 < r, et supposons 2 compris dans la couronne de
rayons r et 7 ayant son centre en «. Sur le cercle 77 on aura, z élanl
un point de la circouférence,

] 1 s —a

T iz a— a + (x—a;)(x — a,) Feens
tandis que si 3” ¢st sur Pautre cercle, on aura
1 _ 1 X — dy s
-z f—a + (3"—ay) (5" — @) T
i H 9 M H ’ [ - (3 *
de sorte que sil'on multiplie —: et — par Py ___f(.. el par
v_ f(5"), et sil'on intégre le long des cercles de rayons 7 et /),
on trouvera pour f(x) un développement dont les termes seront de
la forme
Al —a)...(z—a,)
cl

A
(w—a;) (e —ap).. (v ~a,)

A et A’ désignant des constantes.

Journ. de Math. (5 série), tome VIIL —~ Fusc, I, 1902, /12
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Donc, dans le voisinage d’un point essentiel, une fonction sc com-
pose d’une partie entiére et d’une partie de la forme

2 > '
E=a. =

a,, a,, . .. désignant des valeurs convergeant vers le point essenticl,
et cela d’une infinité de maniéres,
La formule

F(2)=1EF(a) +. ..+ 2LEF(a). ..

montre que, a,, @,, ... étant des valeurs quelconques et F une fonction
synectique, si ZF(a), ZF'(a), ... sont nuls, F(x) ést-nulle.
P

y

)



