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SYMETRIE TANGENTIELLE. 220

Symétrie tangentielle par rapport & une surface de révolution ;

Par M. Gesmixiavo PIRONDINIL

L

Définitions. Formules fondamentales. ~- £ étant une surface de
révolution quelcongue et A un point de 'espace, on coupe E parle plan
méridien passant par A. Si du point A on méne une tangente AA, &
la section méridienne obtenue M, et si on la prolonge d’une longueur
A,A, = AA, audeld du point de contact A,, le point A, auquel on
arrive est le point correspondant de A. Le point A a ¢évidemment
autant de points correspondants A, que la ligne méridienne M a de
tangentes issues de A.

Cette construction, appliquée & chaque point d’une figure quel-
conque, constituc une transformation géométrique remarquable qu’on
appelle symétrie tangentielle par rapport a la surface de révolu-
tion E (surface fondamentale).

Les points de la surface Z (qu’on suppose de révolution autour de
I’axe des z) sont rapportés aux paralléles (« = const.) et & un sys-
teme de génératrices égales (v =const.). SiA(z, y,3), A, (z,,¥,,3,),
A,(5, 7, () sont trois points correspondants des figures symétriques
F, F, ct de la surface £, on a

(1) E=pcos(u+v), N =psin(u + ), T=10(u),

¢ et { (fonctions de u) étant les coordonnées d’un point quelconque de
la ligne méridienne de Z.
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Les cosinus directeurs des tangentes au paralléle « = const. el i la
génératrice ¢ = const. sont respectivement proportionnels aux déri-

vees
(9_5 dr &% %k dn 9
o’ 90’ ov)’ Ju’ 9u’ 0u)’

Cons¢quemment, les cosinus directeurs de la normale a la surface X
sont proportionnels aux différences

Iy oL K dn v, , JdL I 0 I . ,
Wﬁw-‘};%—p,cos(uﬁ-&). vaI)':I"ED?)?i"PC sin(u + ¢),
l.)_’.‘i'_ 91'.‘..’5.—-.»#’

dv du ~ 9v Ju v

et comme les cosinus directeurs de la droite AA, A, sont proportion-
nels aux différences

x—peos(u+v), y—gsin(u+v), z—1,

la condition d’orthogonalité entre la droite AA A, et la normale de
la surface £ est exprimée par I'équation
(2) cos(u—+—v)—+—ysm(u+0)-*+(":—i"‘—

La condntlonquc la droite AA A, rencontre I'axe de la surface X est
exprimée par la relation

(3) zsin(u+v)-—ycos(u +v) = o.

Si Pon ajoute les équations (2), (3), aprés les avoir élevées au
carré, on lrouve que les conditions (2), (3) peuvent étre remplacées
par les autres

(4) V=g
(3) %:tang(u-}-v).

En remarquant, enfin, que le point A, cst le milieu dusegment AA



SYMETRIE TANGENTIELLE. 231

on a

(6) zy=2%-—-x, y,=20-y, 5, =20 —3.

Les équations (1), (4), (5), (6) constituent les formules fondamen-
tiles de la transformation.

Dans la symétric des surfaces, u ct ¢ sont i regarder comme des
paramétres indépendants. Dans la symétrie des lignes, on ‘doit attri-

buer & ¢ une valeur constante quelconcue ( préférablement ¢ = o).

surface S

Quand la figure primitive cst une g ligne L

g la figure symétricquc
surface S; )
ligneL, |

Dans le dernier cas, le licu des points de contact A, entre les droites
AA,A, et la surface T est unc ligne A, qu'on peut appeler la projec-
tion tangenticlle de la ligne L sur la surface £.

11 s’ensuit qu’on peut se proposer les six questions suivantes :

csl, cn général, une

' (A) Xoet S, S,
(B) SetS§,, T,
On donne (C) =etl, déterminer AetL,.
(D) ZTetA, L et L,.
(E) LetA, L etl,.
(F) LetL, Z et A.

IL.

Résolution des questions (A), (C). — LEn supposant que la ligne
méridienne de E soit représentée par 'équation

(3) C=13()
la premiére condition (4) se réduit a

z 5—9(p),
(8) Vol = o+ S

Journ. de Math. (3* série), tome VIII. — Fasc. II, 1qo2. 3o
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D’ailleurs, en remplacant sin(u + ¢), cos(« + ¢) par les valeurs
qu'on déduit de la condition (5), les équations (1) donnent

= 7(p)-

o

£ pr pY
o I A
(9) h mz_’_},z’ a \/xﬂ._'_y’

Les coordonnées x, y, s sont ¢videmment des fonctions de deux
paramétres ¢, w, ou d’un scul paramétre ¢, suivant que la figure pri-
mitive I est une surface ou une ligne. En ayant recours i la condi-
tion (8), on peut éliminer un des trois paramétres p, ¢, w dans le
premier cas, ct un des deux paramétres g, ¢ dans le second cas. Apres
ccla, les équations (6), ou &, n, { ont les valeurs (9), délinissent,
dans toul cas, la figure I, symétrique de IV,

Les ¢quations (g), quand la figure primitive st une ligne L., défi-
nissent sa projection tangentielle A.

Résolution de la question (D). — La surface X cst définic par
sa ligne méridienne (7). La projection tangenliclle A est ¢videmment
connue aussitot que I'on donne sa projection équatoriale A, :

(10) c=n(u).
(lomme on a, dans ce cas,

v
langu = *»
la condition (8) donne

X [7\ (arc tang %’jJ

2 2 % [are Ve
+ [\/a, +y*—h (dlcldllgx)

" r ,
% [A (urc tang ;)

Cette équation représente la surface réglée K, lieu des tangentes
aux lignes méridiennes de la surface £, le long de la ligne A suivant
laquelle cette surface est coupée par le cylindre ayant les génératrices
paralleles i Paxe de X et dont la section droite est la courbe (10).

La question (D) a unc infinité de solutions, car les lignes L, L, tra-
cies sur la surface K sonl assujetties & la seule condition d’é¢tre des
courbes symétriques par rapport a la ligne A.
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Résolution de la question (E). — En supposant que la ligne
primitive L et la projection tangenticlle A soient définics respective-
ment par les équations

(r1) x=Rcosu, y=Rsiny,

£ =pcosu, n = p siny, {=C(u),

la condition (5) est vérifiée par identité et la condition (4) donne |
(12) (R—p)0 — (s =0)¢' =o.

Il s’ensuit que les lignes L, A ne sont pas complétement arbitraires.
La condition (12) vérifiée, la ligne méridiennc de X et la ligne
symétrique L, sont définies respectivement par les équations

o= p(u), { = (u),
z,=(2p —R)cosu, y,=(2p—R)sing, 3, =20(u)—s(u).

Cas particulier. — Si I'on suppose successivement
(13) s=ml{+n, z(=h

(m, n, h étant des constantes), I'équation différentielle (12) se réduit
respectivement aux autres

(R—p)¥ —[(m—n)l+nr]p =0,

(r4) { (R—=p)l'— (h—)p' =0,

d’ott 'on déduit respectivement .
. ¢ du pidu
’ ! —n—1) | —Z—— tm—1)§
R:p—}-[(m—r)(—i—n]%, C=<a+nfﬁ—%_—90 f“"Pdu>e =,

— 2! g / X3
h=p+ B2, (=S85 /b i [ e T

(«, @ constantes).

On voit d’ici que, quand les hauteurs des points correspondants
que, g P P
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des lignes L, A par rapport au plan coordonné (zy) sont lides par
une relation linéaire, ou bien quand le produit de ces hauteurs est
une conslanle, la question (E) peut étre résolue complétement cn
se donnant arbitrairement (en chacun de ces cas) la ligne A, ou
les projections équatoriales des lignes L, A.

Résolution de la question (I). — La ligne primitive L est définie
par les équations (11), ct la ligne symétrique L, par les équations

€, = R, cosu, v, =R, sinu, 3, = 3,(u).

Comme on a évidemnient

’

~ R+R . 3 3
(l;)) ::_-i;_hco Su, n_!i:gl{.'ﬂnu, C:._(l._l)—: '_(_l)

il suffit de remplacer p et {, dans I'équation (12), respectivement par

N+ R, 5+ 5
2 2

el *s ce qui donne

(16)  (R=R)(5'+3)— (s — s )R +R)=0.

Lies lignes L, L, ne peuvent donc pas &tre choisies d'ane fagon ahso-
luwnent arbitraive.

La condition (16) vérifice par un choix convenable des fonctions I,
Ry, 5, 5,, la projection tangenticlle A est définie par les dqua-
tions (15), et la ligne méridienne de X par les équations

_R+R, o,
= —— -

K

543
2o,
),

HI.

Propriétés remarquables de la transformation. — Si l'on fail
tourner la figure constitu¢e par les lignes syméliriques L, L, ct la
projection tangenticlle A autour de I'axe des 5, les conditions (1), ()
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sont ¢videmment vérifiées & chaque instant du mouvement. Par con-
s¢quent :

I. SiL, L, sont des lignes symétrigues par rapport ¢ une sur-
JSace de révolution X, les surfaces S, S, engendrées par la rotation
de ces lignes autour de Uaxe de £ sont des surfaces symélriques
par rapport a E.

Si P'on pose yz*+y? = R, on voit que les conditions (4), (5) ne
changent pas si I'on remplace R, z, p, { respectivement par les expres-
sions

aR+a, B5+0, ap+a, BL+D,

ou par les autres
2+, wR+my, W+l pz+n,

%, B, % ¢, @, b, !, m étant des constantes arbitraires.
SiI'on remarque alors que

Ri=vei+yi=2¢--R, 3,=20—3
on voit que R,, 5, sont remplacés par les expressions
alR, + a, B5,+0b

ou par les autves
A5, + L, R, + m.

On a donc la propriété générale :

« ’ o ~ . 2

Il. SiF, estla figure symélrique df” F par rapport a la surface
de révolution T dont la ligne méridienne est {=15(g), et I, I¥,
les figures qu’on construil des figures ¥, ', en prenant pour dis-
tances R, R, de leurs points & 'axe de X les expressions

aR+4a, aR,+a
Az 41, Az +{

el pour hauteurs 3, 3, de leurs points sur le plan coordonné (xy)
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Bs +b, Bz +b
wR4m, pR +m
de ¥ par rapport a la surface de révolution ¥ dont la ligne

les e.zpressio/zs{ 2, F, sera la figure symétrique

Il

{~b_ [p~a
;g B ¥ o
méridienne est

—_1 {— {
5 ( p-m>s

(Quand les figures ¥, ¥, sont des lignes L, Ly, la projection tan-
gentielle N de la ligne L' sur la surface de révolution ¥ peut se
dédure de la projection tangentielle A de la ligne L. sur la surface
de réeolution X, en prenant pour rayon vecteur p de la projection
équatoriale de la ligne et pour hauteur ¢ de ses points du plan

ap+a, PL+d
M+l pat+m

coordonné (xy ) les expressions

Si I'on fait successivement (m =o0, n =0), =0, m =1 dans la
premiére équation (13), on a respectivement

P dn p du '
N P B (m—1\ | e du
C:ae f““?, C:bem : "—?, Z:n l-':__—-——ér

a ct & ¢lant des constantes arbitraires.

‘n désignant par y unc constante, que I'on remplace { par ¥ dans
la deuxi¢me ¢quation (14). Aprés cela, sil'on identific 'égalité qu’on
va oblenir & la premicre ¢quation (14), on a les conditions

__2h

m=r, Y=

Cette analyse démontre la propriété suivante :

L. Soicnt A et L, la projection tangentielle et la courbe symé-
trigue d’unce ligne L

tracée sur le plan coordonné (xy)

tracée sur le plan coordonné (xy) ,

de Uespace (les hauteurs z, {, vérifiant la relation 3 + § = n)
par rapport a la surface de révolution T dont la ligne méridienne

est E=¢(p).
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Si Ny U, L, sont les lignes qu’'on déduit des lignes A, L, L, en
prenant, sur les hauteurs relatives aux points de celles-ci, des lon-

2 \Nl=m

ef'-m, em{'~m, (2 —m)e (‘-;1

gueurs | nlog(g>, n+n log(%), nlog(i_—i‘) —n g, A, L, seront

' sy [ hn_ (hsn)Wi
\ n’ 2(r—23) \Gn(s+n)

respectivement la projection tangentielle et la ligne symétrigue
de 1. par rapport & la surface de révolution ¥' dont la ligne

C=clz ()™
méridicane est ! ae "=13(p

ni?
i =) s

N

Le principe [ raméne I'étude de la symétrie de deux surfaces de
révolution ayant méme axe que X, a I'étude de la symétric de leurs
lignes méridiennes.

En vertu des principes Il et HI, i chaque propriété relative & la
symétrie tangenticlle d’'une figure par rapport & une surface de révo-
lution, on en peut associcr unce autre se déduisant tout de suite de la
premiére, en établissant ainsi une sorte de dualité tris féconde dans
les applications (woir le § 1V).

Iv.

Cas particuliers et applications. — 1. Si L'on fait z = o dans
I'équation (8), on a

Cette ¢quation définit la ligne L, le long de laquelle la surface
réglée K (§11, question D) coupe le plan coordonné (zy ), aussitdt que
I’on donne la projection ¢quatoriale de A.

N Y
En supposant, par exemple, 3(p) = = il résulte

R=

©-

2]
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d'ou le théoréme :

Si Uon méne les tangentes awe lignes méridiennes d’'un parabo-
loide, le long d’une ligne quelconque A, la surface réglée K qu’on
rngendre coupe le plan coordonnd (xy) suivant la ligne L.,, licu
des milicux des rayons vecteurs qui vont aux points de la pro-
Jection équatoriale de la ligne A,

2. Quand on suppose que les coordonnées §, 71, § sont proportion-
. y ‘o T,
nclles respectivement aux coordonnées x, y, 3, la condition 3 =%
;=
nous apprend qu’on doit avoir

AN

. v -
= 0, n=oay, G4=083,

« ct B ¢tant des constantes.
KL, comme on déduit, 4 I'aide de I'équation (4),
wii—f =@ a4—j
::cl{:’ii—ﬁl’ C:csa b-l—u,—;;{‘i-l—-z-,

Bt S N 3
sy=c(2f—1)(2a—1) Bo-a R -2,

¢ ¢lant unc conslante, on a le théortme : Quand les coordonndées %, «,
 sont proportionnelles aux x, y, s, les coordonnées xy, y,, 3, sont
aussi proportionnelles aux x, y, 3. Les lignes L, A, L, sont tracées
sur des surfaces de révolution S, X, S, ayant pour lignes méri-
diennes des paraboles générales du méme ordre.

Celles-ci se réduisent 4 des paraboles ordinaires pour § = y 41

2~ 12

3 Cauilator =
des hyperboles équilatéres pour 38 ) cle

3. En posant yz* + 3 = R, clen supposant qque la ligne primitive L.
soit placée sur une surface de révolution s ayant pour méridiennce la
ligne

(17) s =F(R),
la condition (8) donne

(18) Ry'(p) = V(R)=p¢' () —%(p)
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Si donc les rayons vecteurs p, R sont liés par une des relations

(19) p=¥(R),
(20) R=y(p)

Péquation (18) se réduit respectivement &

(21) F(R) =[R - ¢ (R)]#[$(R)] + ¢[4(R)],
[7.(p) = 2]¥ (¢) +9(p) = F[1.(p)]-

Celle-ci donne par intégration

p
Fly(p)] fw’—p
fx(P)—Pe dp +cje

(22) ¢(p) =

¢ ¢tant une constante arbitraire. On reconnalt d’ici que :

Quand on donne d’une fagon arbitraire :

a. les lignes méridiennes (7), (17) des surfaces de révolution %, S;

p. la ligne méridienne (7) de la surface fondamentale £ et la rela-
tion (19) entre les rayons vecteurs p, R;

v. la ligne méridienne (17) de la surface de révolution S et le rela-
tion (20) entre les rayons vecleurs p, R;

les équations (18), (21), (22) donnent respectivement :

. la relation entre les rayons vecteurs p, R;
B. la ligne méridienne de la surface de révolution S;
Y. la ligne méridienne de la surface fondamentale %.

Ezemples. — 1° En supposant que Z et S soient deux parabo-
loides, on a

= FRy= 1
?(p) a ’ ( ) b
ct la relation (18) donne

P
Journ. de Math. (5* série), tome VIII. — Fasc. III, 1go2, 3x

R_ bxyF—ab
a
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8i, vice versa, on suppose

wp)=E p=kR,

a

la relation (21) donne
~ R:
F(R) =k(2—k)—-

D’ou le théoréme :

Quand la surface fondamentale  est ur paraboloide, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la ligne primitive L soil tra-
cée sur un autre paraboloide est que les projections équaloriales
des lignes L, A soient des courbes homothétiques par rapport
Lorigine; et la ligne symétrique L, est placée sur un auire para-
bolotde.

2° Que I'on suppose

F(R)y=o, y(p)=

dans ’équation (22). On en déduit

(23) C=9(p) = CP'L“'-

[

Et comme

2k —1 ,
Ry=2p —R=——p, z, = 2§,

et cons¢quemment
A

(24) z, 20(%11)”‘1,

on conclut :

I

Si la ligne primuwe L, placée sur le plan coordonné (xy), ¢t lu
projection équatoriale A, de A sont des courbes homotliétiques par

rapport a 'origine ({i = /f), la surface fondamentale X et la sur-

Sface de révolution S, engendrée par la ligne symétriqgue L, ont
pour lignes méridiennes les paraboles générales (23), (24).
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En particulier, ce théoréme est applicable :

Quand la ligne primitive L est unc droite du plan z = o, et la pro-
jection tangentielle A est sur un plan paralléle 4 la droite L et 4 I'axe
de la surface Z;

Quand la ligne primitive L est un cercle du plan z = o, et la pro-
jection tangentielle A est sur un cylindre circulaire, avec la condition
ijuc le centre de similitude entre la section droite de ce cylindre et le
cercle L soit & P'origine, ctc.

Pour % = 2, les courbes (23), (24) sont des paraholes ordinaires;
pour k=14, eclles sont des hyperboles équilatéres rapportées aux
asymptoles, ctc.

3° En supposant

F(R)=o, 7(p)=%
~ P’tquation (22) donne
(23) 7(8) =Va(p*— @),

Si I'on suppose, vice versa, que la fonction 4(g) soit donnée par
I¢quation (25), ctque, en outre, la fonction F(R) se réduise 4 séro,
I'équation (18) donne

Reo=a.

1l S'ensuit que la condition nécessaire et suffisante pour que la
ligne primitive L, tracée sur le plan coordonné (zy), et la pro-
Jjection équaloriale A, de A soient des courbes inverses par rapport
a lorigine, est que T soit une surface du deuxiéme ordre ayant
son centre a lorigine.

En particulier : Une droite ou un cercle, placés dans le plan de
U’équateur d’une surface de révolution du deuxiéme ordre d centre,
ont pour projection tangenticlle, sur cetie surface, une ligne A
dont la projection équatoriale A, est un cercle.

4° Quand F(R) = o, on trouve que la condition

1.(p)=p—a

équivaut 4 l'autre

?
9(p) = ce.



242 GEMINIANO PIRONDINI.

On en conclut que la condition nécessaire et suffisante pour que
la ligne primitive L, placée sur le plan coordonné (xy), soit une
concholde de la projection équatoriale A, de la ligne A(R=p — a),
est que la ligne méridienne de la surface fondamentale X soit la

2
courbe logarithmique { = ce.
5° En supposant successivement

2
[F(R)=Reotd, 1(p)=2],  [F(R)=Reot, y(p) =]
0, a, étant des constantes, on trouve, a 'aide de I'’équation (22),

k
¢(p)=rpcotl +ym(p*—a*),  9(p)=pcotl +mp*’,
m étant une constante,

On a doncle théoréme : Quand la ligne primitive L est placée sur
un cone de révolution et les projections équatoriales des lignesL, A

sont des courbes inverses (Rp = a*), ou des courbes homothétiques
P . g g 5 P orior s ; -

([—{ __lr>, par rapport a Uorigine, la surface de révolution fonda

mentale ¥ a pour ligne méridienne respectivement la conique

(cot*d — m)g? —2cotlpl +{2+ a*m = o,

ou la parabole générale
k
{=pcoth + mp*~,
b étant le demi-angle au sommet du cone.
Pour 0 = g le cone contenant L se réduit au plan coordonné (xy )

ct 'on tombe sur des résultats trouvés précédemment. (Exemples 2°
ct 3°.)

Quand la parabole générale se réduit & une conique, elle est néces-
sairement une parabole (k = 2), ou une hyperbole (k = ;).
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4. Le plan coordonné (zy) peut étre considéré comme une surface
de révolution dont la ligne méridiennc est I'axe des 2.
Dans cette hypothése, la condition (8) donne

¢(7)

r=p—

d’ou, en vertu des équations (6),

¢(e)

_9+9w)

Yi=0 5 =29(p)

Si donc on a recours au principe I, on a : La surface symétrique
du plan coordonné (xy) par rapport & la surface de révolution dont
la ligne méridienne est la courbe (7), est la surface de révolution
dont la ligne méridienne est définie par les équations

(26) w=pr 5 50 =290).

Ezemples. — 1° En supposant ¢(p) = Ea:, on déduit

2
8 z2,

9 a

~y0 =

Donc : La surface symétrique du plan tangent aw sommet d’un
paraboloide de révolution, par rapport a ceile surface, est un autre
paraboloide.

2° Si 'on suppose 3,, = x,,cot0, 0 étant une constante, les ¢qua-
tions (26) donnent

[p3(p)] cotd=29(p) ¢'(¢),
et comme on déduit de 13, par intégration,
¥*(2) —cothpg(p) +c =0,

¢ étant une constante, on a : La surface de révolution X, par rap-
port & laguelle le plan coordonné (xy) a pour surface symétrique
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un céne de révolution dont le sommet est & Uorigine, a pour ligne
méridienne Ulyperbole

2 —cothlp+c=o.

5. Silon a recours & la transformation donnée par le principe II
\a=1, B=1, b=o .

! y =1, b é, le théo-
IN=1, l =0, =1, m=0)
réme de Papplication 3 conduit immédiatement 4 un autre théoréme

du § I1I, quand on y suppose

qui se déduit de celui-ci en remplacant j %’ f e respectivement
(R

R+a, g +a
par ‘ NG !
i5,5 R¢g )
Ainsi, par exemple, le théoréme dc l'exemple 1° dans P'applica-
Lion 3, en vertu de la premicre transformation qu'on vient d’indiquer,

donne :

Quand la surface fondamentale £ a pour ligne méridienne unc
parabole dont I’axe est paralléle & Uaxe de la surface, la condition
nécessaire et suffisante pour que la ligne primitive L soit placée
sur une surface de révolution S de la méme nature que £, est que
les rayons vecteurs ¢, R soient liés par une relation lindaire. La
ligne syméirique L, est tracée sur une surface de re’volz&lion S, de
la méme nature que T et S.

6. Appliquons le principe HHI du § Il aux théorémes des exemples 2°,
3¢ de Fapplication 3, et ensuite appliquons aux théorémes que l'on
déduit le principe I1, en y supposant A =1, { =o, p. =1, m =o.

On parvient ainsi aux propri¢iés suivantes :

- ( projections équaloriales .
Si les | P 7 . . ‘ des lignes L, A
| hauteurs s, ( relatives aux poinis

" i A ® 3 Lorit 3 ] ? —
ont | des courbes homothétiques par rapport a Uorigine (ﬁ — k) (

( proportionnelles (g = ]f)

et 5i les { hauteurs §, s relatives aux points |
" | rayons vecteurs ¢, R des projections équatoriales |

des
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3 =c(1—m)e" )
R=c(1—m)e"
(¢, m étant des constantes, la surface fondamentale T et la surface
de révolution S, engendrée par la ligne symétrique L, ont pour
lignes méridiennes les paraboles générales

. i k =

‘

. ll e
lignes A, L sont cos

-

t par la relation

ko
ke g—
_mYF—I - k b1

(p=c' =y R,=(1—m)c ’“(z—k: z')
0 ( les hauteurs ¢, 5 relatives aux points |
les rayons vecleurs p, R des projections équatoriales |

4 P proj q
=c(1t—m)"
( )¢ L ta
=c(1—m)p™)

les projections équa-
les hauteurs ¢, s rela-
. soient des courbes inverses par

des lignes A, L; . P
| donnent un produit constant

. lides .
des lignes A, L sont ; liZ’s par la relation

condition nécessaire et suffisante pour que

toriales

lives aux'points
rapport ¢ Uorigine (Rp = a?)
(s =a®) t

est que la surface fondamentale X

. e e . {=h(yp*—a*)" ,
ait pour méridienne la ligne W) | L étant unc
0=
conslante.
V.

Résolution de la question (B). — S'il s’agit de deux surfaces de
révolution S, S, ayant pour axes Vaxe des 3, le principe I du § 111
raméne la question (B) 4 la question (F), en remplacant les sur-
faces S, S, par leurs lignes méridiennes L, L,.

Dans le cas général, en désignant par ¢ I'angle qu'un plan tournant
autour de l'axe des 5 fait avec le plan coordonné (z3), et par « un
paramétre arbitraire indépendant de ¢, on peut représenter les sur-
faces S, S, respectivement par les équalions :

(27) z =F(u,v)cose, y =F(u,v)sing, 3 =0(u,v),
(28) z, = f(t,v)cose,  y,= f(L )sine, 3, =29(¢ ¢),



246 GEMINIANO PIRONDINI,

¢ étant un paramétre indépendant de ¢ et fonction de «, et F, @, f, 2
désignant des fonctions arbitraires.
Comme il résulte

‘ g o Tl o :—,/(t, 2 cose,

(29) ‘ L= IM.::;L(_[LLQ sin(,"

z _ P(u,v)+15(49)
= Py ’

la condition
Y N n

= b Ay —

xz oz &

(exprimant que les points correspondants de surfaces S, S,, £ sont sur
des droites coupant I'axe des ) est vérifi¢e par identité.
Quant & la condition (4), en remarquant que

_Flu, )+ f(t, ) 2:_d’(u, p)+ (L, 0)
p= 3 ’ . = . )

elle se réduit & P'autre
; 0P de dt\ - (OF of dt
o) F=(G+ 7 7)== (55 @)

11 faut, en outre, exprimer que le lieu des milicux des droites qui
joignent les couples de points correspondants des surfaces S, S, est
une surface de révolution £ ayant pour axe I'axc des 3. Cette condi-
tion donne licu aux relations suivantes :

. oF 9 i L R
(31) (')7+5€=0’ 5% T a5 =0

On voit d'ici que les surfaces (27), (28) ne peuvent pas étre choisies
d’une facon arbitraire.

Les conditions (30), (31) vérifices par un choix convenable des
fonctions F, @, £, ¢ et du paramétre ¢, la surface fondamentale Z est
définie par les équations (29).
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Esemple. — En supposant que la surface S soit un cylindre dont
les génératrices sont paralltles i I'axe des 3, on a

I' = fonctionde v =V,
et comme F + £ et @ + ¢ doivent ¢ire des fonctions de « | i cause des
conditions (31)], on doit avoir
f=U-\, o =U,—d(u,v),

U et U, ¢lant des fonctions de w.
Quant & la condition (30), clle donne

(I)(((, p‘): ..'jllV_ _L_L_‘;_-U/H‘_y_.

On a donc les équalions

(32) v = V cosv, y = Vsing, = TN

(33) «,=(U~—V)cose, y,=(U~V)siny,

e
&

sin ¢, ¢
2

I

S

e__U _
§= - cosy, N = -

Celles-ci démontrent le théoreme : Les dquations (33) (dans les-
quelles U, U, sont des fonctions arbitraires de w) représentent lu
Sfamille compléte de surfaces qu’on peut regarder comme des sur-
Sfaces symétriques du cylindre arbitraire (32). La surface fonda-

wentale S a pour ligne méridienne la courbe

fi

vlica

O

“n particulier, si ’on suppose

2.*

= U= 2u, U, =

—_
n

cos ¢
32

Journ. de Math. (5 série), tome VIII. — Fasc, 11, 1902,
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(m et n étant des constantes) dans les équations (32), (33) et ensuite
on élimine les paramétres u, ¢, on a : Entre les surfaces S, syme-
triques du plan x = m il y a la surface du quatriécme ordre

fnais, =

(2} +y)) B+

ammx, — m?).

La surface fondamentale £ est le paraboloide ayant pour ligne
méridicnne le parabole

.2
— v,
c_'n

Dans la résolution de la question B, on peut appliquer les principes
démontrés au § I, en déduisant ainsi des propriélés remarquables,
relatives & la symétric des surfaces, sans aucun développement de

calcul.

Nous nous bornons aux excmples qu’on déduit en appliquant an
dernier cas pacticulicr le principe I1, en y supposant successivement

(h=1,l=0,u=1,m=0),

On Lrouve l'espcctivcmcnl

‘ amu n?
i — ) cos¢,
neos ¢ ",
‘3wt amit
{—— — ——— ) cosp,
nCcos¢

@ = (—— -+ //) COS P,
\CO Y

)"~
| o=
|

t = ('_’n——L

)/:.

(
(i
(

(."/.::I,S:l,/)zo).

2 nau Wt m
— - sty 5= ——
nease n cos ¢
3 amu\ . m
- sin e, =20 ——
n neose cos ¢
n amie u*
——— 4 [t ) sino, I= o ——
cos¢’ neosy  n
3 amu
= — - ’
n neosy

I . _ n / N , -
+h)cose, y={20— ——+h)sine, 3,

I<n ¢limimant # et ¢ entre les deux couples d'équations, on a les

théoreémes :

Entre les surfaces S, symélriques

= m?(z*+ y*)
concholde de Nicomede R =

ordre x*s

droite est la

[ dela surface du quatriéme
| du cylindre dont la section

“l y Q 1'-
,, ] a l su
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Sface du huitiéme ordre

fi(ane, =iz, P (@]-2) =Bt — ()
(B, (03 et = (B o, = )y )l — s

La surface fondamentale £ a pour ligne méridienne la parabole

S l

I

=]

X O
i
]
—
O
+
&
~
[
———

VL

Un lieu géoméirique remarquable. — Soit L(x,y,s) une ligne
Jixe et & une surface de révolution a laquelle on donne un mouve-
ment de translation suivant la direction de son ace. Pour chague
position de 2, on construit la ligne L, symétrique de L.

Liew des lignes L,.

Soit A(%,7,¢) la projection tangentielle de L sur la surface X, 4 un
instant quelconque du mouvement. Si la ligne méridienne de X est Ia
courbe (7),ona

& =pcosu, n=psinu, C=9(p)+9,

¢ ¢tant une fonction de u et § un paramétre indépendant de «.
Comnme, en appliquant les conditions (4), (5), on déduit

l=3—9()+ (p— Vi +y*) 9 (3), %:tangu,

les équations (6) nous apprennent que le licu des lignes symé-
trigues L, est la surface S, définie par les équations

(20— \/x’+y2).v’

N
(34) y _Cp Vo' r iy
' Vzity

g, =2(p— V&t +y*)9'(p) + 5.
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Cas particulier. — Sil'on supposc

" L in (¢ -
= acos (;), y =asin (E)’ 3 =14(?),

« étant une constante et $(¢) une fonction arbitraire de ¢, les équa-
tions (34 ) se réduisent aux autres :

(33) ',y,:(f).p — a)sin ((-ﬁ),

On en conclut :

Quand la ligne L est donnée d’une fagon arbitraire sur un cy-
lindre circulaire de rayon a, le lieu des lignes sy métriques 1., est
la surface S, engendrée par la ligne plane invariable

(36) so=(x,— a)g’(w": a),
dont le plan est doué d’une translation dans la direction de Uaze
des 5 et d’une rotation autour de cet axe, acec la condition que e
rapport de la vitesse de translation é celle de rotation soit ay/ (1).
L’équation (36) fournit la ligne génératrice de la surface S, quand
on donnc la surface de révolution E.
Ainsi, par exemple, quand la surface mobile X est un parabo-
loide, la ligne génératrice de la surfaceS, est une parabole égale
a la ligne méridienne de , ayant pour axe Uaxe des s.

Mais si I'on posc

(37) 3= M%),
on déduit de I'égalité (36)
(38) (= éfﬁ%'a_"ld,o.
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L’équation (38) démontre que par un choix concenable de la sur-
Sace mobile ¥ on peul faire en sorte que la génératrice de la sur-
face S, soil une courbe (37) donnée arbitrairement d’acance.

Pour que le rapport des vitesses de Lranslation et de rotation soit
une conmstante, il faut et il suffit que $(¢) soit unc fonction linéaire
de 2. 11 S'ensuit que, quand la ligne five L est tracée sur un cylindre
circulaire, la condition nécessuire et suffisante pouwr que la sur-
Sace S, lieu des lignes symétriques L., soit un hélicoide est que la
ligne L. soit une hélice.

Si Pon suppose §(£) = o dans les équations (32), on a ce vésultat :

Quand la ligne fizxe L est un cercle du plan (xy)ayant son centre
alorigine, le licudes lignes symétriques 1., est la surface de révo-
lution ayant pour ligne méridienne lu courbe (36).



