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SYMÉTHIE TANGENTIELLE. 22Ç) 

Symétrie tangentielle par rapport à une .surface de révolution; 

PAR M. GEMINI A NO PIRONDINI. 

I. 

Définitions. Formules fondamentales. — Σ étant une surface de 
révolution quelconque et A un point de l'espace, on coupe Σ par le plan 
méridien passant par A. Si du point A on mène une tangente AA„ à 
la section méridienne obtenue M, et si on la prolonge d'une longueur 
A„ A, = AA„ au delà du point de contact A

0
, le point A, auquel on 

arrive est le point correspondant de A. Le point A a évidemment 
autant de points correspondants A, que la ligne méridienne M a de 
tangentes issues de A. 

Cette construction, appliquée à chaque point d'une ligure quel-
conque, constitue une transformation géométrique remarquable qu'on 
appelle symétrie tangentielle par rapport à la surface de révolu-
tion Σ (surface fondamentale). 

Les points de la surface Σ (qu'on suppose de révolution autour de 
l'axe des z) sont rapportés aux parallèles (M = const.) et à un sys-
tème de génératrices égales (ν = const.). Si A (a?, y, s), A

i
(x

i1
y

it
z

t
)

1 

Α„(ξ, η, ζ) sont trois points correspondants des figures symétriques 
F, F, et de la surface Σ, on a 

([) ξ = pcos(ttH- ρ), η =psin(w H- ν), ζ = ζ(«), 

ρ et ζ (fonctions de u) étant les coordonnées d'un point quelconque de 
la ligne méridienne de Σ. 



23ο GEMINIANO PIRONDIVI. 

Les cosinus directeurs des tangentes au parallèle u — const, el à la 
génératrice ν = const, sont respectivement proportionnels aux déri-
vées 

(2) xcos(u-h v)+y sïïi(u ■+■ ν) == ρ ■+■ 

Conséquemment, les cosinus directeurs de la normale à la surface Σ 
sont proportionnels aux différences 

* Tu - n Ta = f- cos("+">· s κ - s 35 = f* sm("+ ">· 
(2) xcos(u-h v)+y sïïi(u ■+■ ν) == ρ ■+■ 

et comme les cosinus directeurs de la droite AA0 A, sont proportion-
nels aux différences 

χ — ρ cos (M -he), y — ρ sin(w -+- e), s — ζ, 

la condition d'orthogonalité entre la droite AA
0
A, et la normale de 

la surface Σ est exprimée par l'équation 

(2) xcos(u-h v)+y sïïi(u ■+■ ν) == ρ ■+■ 

La condition que la droite AA0 A, rencontre l'axe de la surface Σ est 
exprimée par la relation 

(3) a?sin(u ■+■ e) —^cos(w v) = o. 

Si l'on ajouLe les équations (2), (3), après les avoir élevées au 
carré, on .trouve que les conditions (2), (3) peuvent être remplacées 
parles autres 

(4) = ^ ■ 

(5) £ = tang(« + e). 

En remarquant, enfin, que le point A0 est le milieu du segment AAn 



SYMÉTRIE TANGENTIELLE. 2^1 

on a 

(G) .χ·, =2ξ —a?, /( = 2η-7, = ζζ - c. 

Les équations (i), (4), (5), (G) constituent les formules fondamen-
tales de la transformation. 

Dans la symétrie des surfaces, u et c sont à regarder comme des 
paramètres indépendants. Dans la symétrie des lignes, on doit attri-
buer à ν une valeur constante quelconque (préférablement ν = ο). 

Quand la figure primitive est une {surface S} la figure symétrique 

csl, en general, unej,.^ j. 

Dans le dernier cas, le lieu des points de contact A
0
 entre les droites 

AA
0

A< et la surface Σ est une ligne A, qu'on peut appeler la projec-
tion tangenlielle de la ligne L sur la surface Σ. 

11 s'ensuit qu'on peut se proposer les six questions suivantes : 

On donne 

(A) Σ et S, 

(B) S et S,, 

(C) IctL, 

(D) Σ et A, 

(E) L et A, 

(F) L et L,, 

S, 
ν 

Λ et L,. 
dé ter minet 

L el L.. 

Σ et L,. 

Σ et A. 

II. 

Résolution des questions (A), (C). — En supposant que la ligne 
méridienne de Σ soit représentée par l'équation 

(:) Î = ?(P). 

la première condition (4) se réduit à 

(2) xcos(u-h v)+y sïïi(u ■+■ ν) == ρ ■+■ 

Journ. de Math. (5· série), tome VIII. — Fasc. III, 1902. DO 
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D'ailleurs, en remplaçant sin(w-t-p), cos(w-bp) par les valeurs 
qu'on déduit de la condition (5), les équations (i) donnent 

<»> 1-75É&· *-*>· 

Les coordonnées x, y, ζ sont évidemment des fonctions de deux 
paramètres t, w, ou d'un seul paramètre l, suivant que la figure pri-
mitive F est une surface ou une ligne. En ayant recours à la condi-
tion (8), on peut éliminer un des trois paramètres p, t, w dans le 
premier cas, et un des deux paramètres ρ, l dans le second cas. Apres 
cela, les équations (6), ou ξ, η, ζ ont les valeurs (9), définissent, 
dans tout cas, la figure F, symétrique de F. 

Les équations (9), quand la figure primitive est une ligne L, défi-
nissent sa projection tangentiellc Λ. 

Résolution clc la question (D). — La surface Σ est définie par 
sa ligne méridienne (7). La projection tangcnlielle A est évidemment 
connue aussitôt que l'on donne sa projection équatoriale Λ

0
 : 

(ίο) p = A(n). 

Comme 011 a, dans ce cas, 

tan g u — 'j
ê

f 
la condition (8) donne 

3 = ?[λ (arc tangy/x] 

-+- [>/*'' + y' - λ (arc lang£ j | f'p(arc lung £) · 

Celte équation représente la surface réglée K, lieu des tangentes 
aux lignes méridiennes de la surface Σ, le long de la ligne A suivant 
laquelle cette surface est coupée par le cylindre ayant les génératrices 
parallèles à l'axe de Σ et dont la section droite est la courbe (10). 

La question (D) a une infinité de solutions, car les lignes L, L, tra-
cées sur la surface Κ sont assujetties à la seule condition d'être des 
courbes symétriques par rapport à la ligne A. 
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Résolution de la question (Ε). — En supposant que la ligne 
primitive L et la projection tangcnticlle Λ soient définies respective-
ment par les équations 

(n) x' = Rcosw, y = Rsin«, ζ — z(u), 
%—pcosu, η = ρ sïnu, 'Ç = 'C(u)

f 

la condition (5) est vérifiée par identité et la condition (4) donne 

(12) (Κ-ρ)ζ' -(5-ζ)ρ'=0. 

Il s'ensuit que les lignes L, À ne sont pas complètement arbitraires. 
La condition (12) vérifiée, la ligne méridienne de Σ et la ligne 

symétrique L, sont définies respectivement par les équations 

5o = p(«)> i.= ï(«)> 
x

K
 = (2p — R) cosw, yt — (zp — R)sinw, ζ, = 2'C(u) — z(u). 

Cas particulier. — Si l'on suppose successivement 

(ι3) ζ=ηι'ζ-{-η, z'Ç = fi 

(m, λ, h étant des constantes), l'équation différentielle (12) se réduit 
respectivement aux autres 

(■4) 
(R — ρ)ζ' — [(ra — ι)ζ + «]jj' = 0, 

(R -ρ)ζζ'-(Λ-ζ«)Ρ' = ο, 

d'où l'on déduit respectivement 

R = p-h[(/w —ι)ζ·+-/ι]ξ7» ζ = (α H- ̂
J

 e ? duj e ^k~p, 

R = p + ζ = e-m \Z?
 + 2

hfjL- e'f& du 

(α, β constantes). 

On voit d'ici que, quand les hauteurs des points correspondants 
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des lignes L, A par rapport au plan coordonné (xy) sont liées par 
une relation linéaire, ou bien quand le produit de ces hauteurs est 
une constante, la question (Έ) peut être résolue complètement en 
se donnant arbitrairement (en chacun de ces cas) la ligne Λ, ou 
(es projections equator tales des lignes L, Λ. 

Résolution de la question (F). — La ligne primitive L est définie 
parles équations ( 11), et la ligne symétrique L, par les équations 

.r, = A, cosu, /, =11, sin«, z,—z
t
(u). 

Comme on a évidemment 

(16) (H - +=',)-(=- s.)(R' + = "· 

il suffit de remplacer ρ et ζ, dans l'équation (»2), respectivement par 

(16) (H - +=',), ce qui donne 

(16) (H - +=',)-(=- s.)(R' + = "· 

Les lignes L, L, ne peuvent donc pas être choisies d'une façon abso-
lument arbitraire. 

La condition (i(3) vérifiée par un choix c-onvenablc des fonctions K, 
11,, v, 3,, la projection tangentielle Λ est définie par les equa-
tions^), et la ligne méridienne de Σ par les équations 

(16) (H - +=',)-(=- s.)(R' + = "· 

111. 

Propriétés remarquables de la transformation. — Si l'on l'ail 
tourner la figure constituée par les lignes symétriques L, L, et la 
projection tangentielle A autour de l'axe des z, les conditions ( \ ), (Γι) 
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sont évidemment vérifiées à chaque instant du mouvement. l^r con-
séquent : 

I. Si L, L, sont des lignes symétriques par rapport à une sur-
face de révolution Σ, les surfaces S, S, engendrées par la rotation 
de ces lignes autour de l'axe de Σ sont des surfaces symétriques 
par rapport à Σ. 

Si l'on pose \Jx'i+y*= R, on voit que les conditions (4), (5) ne 
changent pas si l'on remplace R, ζ, ρ, ζ respectivement par les expres-
sions 

aR + β, $z -H b
}
 αρ + α, βζ 4- b, 

ou par les autres 

")*Z -f- /, [A 11 H- /M) λζ -+- /, [Ap -|- Ζ?, 

α, β, 1, JA, a, b, /, m étant des constantes arbitraires. 
Si l'on remarque alors que 

11« = y'\ = 2 ρ - 11, s, = 2ζ — ν. 

on voit que 11,, s, sont remplacés par les expressions 

aR, ■+· ο, β ζ
 t
 -f- b 

ou par les autres 
\ Z | -J— /, [A 11, -f- 777. 

On a donc la propriété générale : 

II. Si F, est la figure symétrique de F par rapport à la surf aci-
de révolution Σ dont la ligne méridienne est ζ = φ (p), cl F', F, 
les figures qu'on construit des figures F, F, en prenant pour dis-
tances R, R, de leurs points à l'axe de Σ les expressions 

(16) (H - +=',)-(=- s.)(R' + = "· 

et pour hauteurs ζ, z, de leurs points sur le plan coordonné (xy ) 
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les expressions j J> F, sera la figure symétrique 
de F' par rapport à la surface de révolution Σ' dont la ligne 

méridienne est (16) (H - +=',)-(=- s.)(R' + = "· 

Quand les figures F, F, sont des lignes L, L,, la projection tan-
gcnticlle M de la ligne L' sur la surface de révolution Σ' peut se 
déduire de la pj'ojeclion langenliclle A. de la ligne L sur la surface 
de révolution Σ, en prenant pour rayon vecteur ρ de la projection 
équaloriale de la ligne et pour hauteur ζ de ses points du plan 

coordonné (xy) les expressions j j' 

Si Ton fait successivement (m = ο, η = ο), η = ο, m = ι dans la 
première équation (i3), on a respectivement 

(16) (H - +=',)-(=- s.)(R' + 

a et h élant des constantes arbitraires. 
En désignant par γ une constante, que l'on remplace ζ par y/fÇ dans 

la deuxième équation (i4)· Après cela, si Ton identifie l'égalité qu'on 
va obtenir à la première équation (i4)> on a les conditions 

(16) (H - +=',)-(=- s.)(R' + 

Cette analyse démontre la propriété suivante : 

III. Soient A cl L, la projection langenliclle et la courbe symé-
trique d'une ligne L 

tracée sur le plan coordonné (xy) 
tracée sur le plan coordonné (xy) j, 
de l'espace (les hauteurs z, ζ, vérifiant la relation z -h ζ = η) ) 

par rapport à la surface de révolution Σ dont la ligne méridienne 
est ζ = φ(ρ). 
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Si Λ', L', L\ sont les lignes qu'on déduit des lignes A, L, L, en 
prenant, sur les hauteurs relatives aux points de celles-ci, des Ion· 

( c^~
m

9
 cm^~"% (2 — j 

gueurs / nloç^jjt η 4- «log^~^> n\og^-7·^ — η j, A', \J
X
 seront 

( c^~m9 cm^~"% (2 — j 

respectivement la projection langenticlle et la ligne symétrique 
de V par rapport à la surface de révolution Σ' dont la ligne 

( c^~m9 cm^~"% (2 — j 

méridienne est ( c^~m9 c 
( c^~m9 cm^~"% (2 — j 

Le principe I ramène l'étude de la symétrie de deux surfaces de 
révolution ayant même axe que Σ, à l'élude de la symétrie de leurs 
lignes méridiennes. 

En vertu des principes II et III, à chaque propriété relative à la 
symétrie tangcnticllc d'une figure par rapport à une surface de révo-
lution, on en peut associer une autre se déduisant tout de suite de la 
première, en établissant ainsi une sorte de dualité très féconde dans 
les applications (voir le § IV). 

IV. 

Cas particuliers et applications. — 1. Si l'on fait ζ = a dans 
l'équation (8), on a 

( c^~m9 cm^~"% (2 — j 

Cette équation définit la ligne L
0 le long de laquelle la surface 

réglée Κ (§ II, question D) coupe le plan coordonné (xy), aussitôt que 
l'on donne la projection équatorialc de Λ. 

lin supposant, par exemple, o(p) = il résulte 

( c^~m9 cm^~"% (2 — j 
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d'où le» théorème : 

Si l'on mène les tangentes aux lignes méridiennes cl9un purabo-
foïde, le long d'une ligne quelconque S, la surface réglée Κ qu'on 
engendre coupe le plan coordonné ( χ y) suivant la ligne L„, lieu 
des milieux des rayons vecteurs qui. vont aux points de la pro-
jection équaloriale de la ligne A. 

2. Quand on suppose que les coordonnées ξ, η, ζ sont proportion-

nclles respectivement aux coordonnées y, -, la condition 7 = j. 
nous apprend qu'on doit avoir 

ξ = αα, r
t
 — a.y, ζ = β;, 

α et β étant des constantes. 
El, comme on déduit, à l'aide de l'équation (/j), 

Ζ = cil;11-*', ζ = 6'β pf*'» —* , 

-, = c('2^ — i)(2a —( c^~m9 

c étant une constante, on a le théorème : Quand les coordonnées ξ, η, 
ζ sont proportionnelles aux χ, y, -, /es coordonnées x

t1
 y

i}
 -, so/// 

«zzss/proportionnelles aux x, y, z. Les lignes L, A, L, son/ tracées 
sur des surfaces de révolution S, Σ, S, ayant pour lignes méri-
diennes des paraboles générales du môme ordre. 

Celles-ci se réduisent à des paraboles ordinaires pour β = à 

des hyperboles équilateres pour β = — clc. 

3. En posant yjxi-jt-y'i= R, cl en supposant que la ligne primitive L 
soit placée sur une surface de révolution s ayant pour méridienne la 
ligne 

(17) ; = I'XR), 

la condition (8) donne 

(18) Rf(p) - F(H) = pf'(p)- f(p). 
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Si donc les rayons vecteurs p, R sont lies par une des relations 

('9) Ρ = Ψ(Κ), 
(20) R = x(p), 

l'équation (18) se réduit respectivement à 

(2.) F(R) = [R - ψ(β)]'/[ψ(Η)] + ?['KR)], 

[/.(?) - p]?'( f ) + i(f ) = Fl/.(?)]· 

Celle-ci donne par intégration 

(22) ?(p)= /χ(ρ)-
)

)^'
(
'
ί
" -+-c|e /«'Ρ—Ρ, 

c étant une constante arbitraire. On reconnaît d'ici que : 

Quand on donne d'une façon arbitraire : 

oc. /es lignes méridiennes (7), (17) des surfaces de révolution Σ, S; 
β. /α ligne méridienne {η) de la surface fondamentale Σ et la rela-

tion (19) entre les rayons vecteurs p, R; 
γ. la ligne méridienne (17 ) de la surface de révolution S et la rela-

tion (20) entre les rayons vecteurs p, R ; 

les équations (18), (21), (22) donnent respectivement : 

a. la relation entre les rayons vecteurs p, R; 
β. la ligne méridienne de la surface de révolution S; 
γ. la ligne méridienne de la surface fondamentale Σ. 

Exemples. — i° En supposant que Σ et S soient deux parabo-
loïdes, on a 

*(?)=£· F<R>=? 

et la relation (18) donne 

R b ± y/6s — ab 

P ~ « 
Journ. de Math. (5' série), tome VIII. — Fasc. III, njoa. 3l 
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Si, vice versa, on suppose 

?(p)=7· ? = kR> 
la relation (21) donne 

F(R) = *<»-*)£· 

D1où le théorème : 

Quand la surface fondafhentale Σ est un paraboloïde, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que la ligne primitive L soit tra-
cée sur un autre paraboloïde est que les projections équaloriaies 
des lignes L, A soient des courbes homothéliques par rapport à 
l'origine; et la ligne symétrique L, est placée sur un autre para-
boloïde. 

20 Que l'on suppose 

F(R)=o, ·/.(?) = ! 

dans l'équation (22). On en déduit 

(23) ζ = ο(
?
)=ο

Ρ
'1'. 

Et comme 
(23) ζ = ο(?)=οΡ'1'. 

et conséquemment 

(23) ζ = ο(?)=οΡ'1'. 

on conclut : 

Si la ligne primitive L, placée sur le plan coordonné (xy), et la 
projection équaloriale A„ de Λ sont des courbes homothéliques par 
rapport à l'origine ̂  = ftj

t
 la surface fondamentale Σ et la sur-

face de révolution S, engendrée par la ligne symétrique L, ont 
pour lignes méridiennes les paraboles générales (23), (24). 
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En particulier, ce théorème est applicable : 
Quand la ligne primitive L est une droite du plan ζ = ο, et la pro-

jection tangentielle Λ est sur un plan parallèle à la droite L et à l'axe 
de la surface Σ ; 

Quand la ligne primitive L est un cercle du plan 5 = 0, et la pro-
jection tangentielle Λ est sur un cylindre circulaire, avec la condition 
que le centre de similitude entre la section droite de ce cylindre et le 
cercle L soit à l'origine, etc. 

Pour h — 2, les courbes (23), (24) sont des paraboles ordinaires; 
pour k = elles sont des hyperboles équilatcrcs rapportées aux 
asymptotes, etc. 

3° En supposant 
F(R) = 0, ·/.(?)= y> 

l'équation (22) donne 

(25) 9(ρ) = ν/α(ρ3-αϊ). 

Si l'on suppose, vice versa, que la fonction φ(ρ) soit donnée par 
l'équation (25), et que, en outre, la fonction F(R) se réduise à zéro, 
l'équation (18) donne 

Rp = a2. 

11 s'ensuit que la condition nécessaire et suffisante pour que la 
ligne primitive L, tracée sur le plan coordonné (%γ), et la pro-
jection équaloriale Λ0

 de Λ soient des courbes inverses par rapport 
à Γorigine, est que Σ soit une surface du deuxième ordre ayant 
son centre à l'origine. 

En particulier : Une droite ou un cercle, placés dans le plan de 
l'èqualeur d'une surface de révolution du deuxième ordre à centre, 
ont pour projection tangentielle, sur cette surface, une ligne Λ 
dont la projection équatoriale A

0 est un cercle. 
4° Quand F(R) =n 0, 011 trouve que la condition 

x(p) = ?-« 
équivaut à l'autre 

<p (p) = ce\ 
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On en conclut que la condition nécessaire et suffisante pour que 
ία ligne primitive L, placée sur le plan coordonné (xy), soit une 
concholde de la projection équatoriale A0 de la ligne A(R = p — a), 
est que la ligne méridienne de la surface fondamentale Σ soit la 

courbe logarithmique ζ = ce'1. 
5° En supposant successivement 

[F(R) = RcolO, χ(ρ) = i], [F(R) = Rcotβ, y.(p) = £], 

0, a, étant des constantes, on trouve, à l'aide de l'équation (22), 

φ(ρ) = pcotO -+- \/m(p2 ~ «2)> φ(ρ) = pcotO mpk~\ 

m étant une constante. 

On a donc le théorème : Quand la ligne primitive L est placée sur 
un cône de révolution et les projections équaloriales des lignes h, A 
sont des courbes inverses (Rp = a2), ou des courbes homothétiques 

(R
 =^)> Par raPPorl à l'origine, la surface de révolution fonda-

mentale Σ a pour ligne méridienne respectivement la conique 

(cot2ô — m)p* — 2θθΐ0ρζ -Η·ζ2-Η a2m = o, 

ou la parabole générale 

ζ = pcotG + mpk~\ 

G étant le demi-angle au sommet du cône. 
Pour G = ~ le cône contenant L se réduit au plan coordonné (xy ) 

et l'on tombe sur des résultats trouvés précédemment. (Exemples 20 

et 3°.) 
Quand la parabole générale se réduit à une conique, elle est néces-

sairement une parabole (k = 2), ou une hyperbole (k = £). 
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\. Le plan coordonné (xy) peut être considéré comme une surface 
de révolution dont la ligne méridienne est l'axe des x. 

Dans cette hypothèse, la condition (8) donne 

(a<3) «„ = p 

d'où, en vertu des équations (6), 

x,=f+
$e)'

 r, = 0' =(a<3) «„ = 

Si donc on a recours au principe I, on a : La surface symétrique 
du plan coordonné (xy) par rapport à la surface de révolution dont 
la ligne méridienne est la courbe (7), est la surface de révolution 
dont la ligne méridienne est définie par les équations 

(a<3) «„ = p4-|^. *„ = 2ip(j>). 

Exemples. — i° En supposant f(p) = on déduit 

(a<3) «„ = 

Donc : La surface symétrique du plan tangent au sommet d'un 
paraboloïde de l'évolution,par rapport à cette surface, est un autre 
paraboloïde. 

20 Si l'on suppose «
t0
 = #

((
,cotO, 0 étant une constante, les équa-

tions (26) donnent 

[p T?(p)]'C°t® = 2<ρ(ρ)φ'(ρ), 

et comme on déduit de là, par intégration, 

ψ2(ρ) — cotOpy(p) 4- c = 0, 

c étant une constante, on a : La surface de révolution S, par rap-
port à laquelle le plan coordonné (xy) a pour surface symétrique 
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un cône de révolution dont le sommet est à Vorigine, a pour ligne 
méridienne l'hyperbole 

l'J — cotOζρ -he = ο. 

5. Si l'on a recours à la transformation donnée par le principe II 

du § III, quand on y suppose j * ïf β""1' °' j, le théo-

rème de l'application 3 conduit immédiatement à un autre théorème 

qui se déduit de celui-ci en remplaçant j n r\ respectivement 

1ar / - r R « f 

Ainsi, par exemple, le théorème de l'exemple i° dans l'applica-
tion 3, en vertu de la première transformation qu'on vient d'indiquer, 
donne : 

Quand la surface fondamentale Σ a pour ligne méridienne une 
parabole dont Γ axe est parallèle à l'axe de la surface, la condition 
nécessaire et suffisante pour que la ligne primitive L soit placée 
sur une surface de révolution S de la même nature que Σ, est que 
les rayons vecteurs p, R soient liés par une relation linéaire. La 
ligne symétrique L, est tracée sur une surface de révolution S, de 
la même nature que Σ et S. 

6. Appliquons le principe III du § III aux théorèmes des exemples 2°, 

3° de l'application 3, et ensuite appliquons aux théorèmes que l'on 
déduit le principe II, en y supposant λ = ι, / = ο, μ = ι, m — o. 

On parvient ainsi aux propriétés suivantes : 

Si les{projections équoitoriales hauteurs z, E4 relatives aux points} des lignes L, A 

sont 

et si les { hauteurs E, z relatives aux points rayons vecteurs p, R des projections équoitoriales} des 

| des courbes homothëtiques par rapport à l'origine ̂  = kj j 

I proportionnelles = ï(\ j 
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lignes A, L sont j J par la relation j J 

(c, m eïa/*/ des constantes, la surface fondamentale Σ et la surface 
de révolution S, engendrée par la ligne symétrique L, ont pour 
lignes méridiennes les paraboles générales 

(27) χ — F(A, P)COSP, y = F(«, p)sinp, ζ =Φ(«, Ρ), 

(27) χ — F(A, P)COSP, y = F(«, p)sinp, ζ =Φ(«, Ρ), 

Quand {les hauteurs E, z relatives aux points les rayons vecteurs p, R des projections équoitoriales} 

des lignes A, L sont j {lf?S ! par la relation j ~ ~~ C{1 m) j, la 

condiiion nécessaire et suffisante pour que {les projections équales hauteurs E, z rela 

toriales tives aux points{ des lignes A, L{soient des courbes inverses par donnent un produit constant 

^ __ J est que la surface fondamentale Σ 

ait pour méridienne la ligne I h étant une 

constante. 

V. 

Résolution de la question (Β). — S'il s'agit de deux surfaces de 
révolution S, S, ayant pour axes l'axe des s, le principe I du § 111 
ramène la question (B) à la question (F), en remplaçant les sur-
faces S, Sj parleurs lignes méridiennes L, L,. 

Dans le cas général, en désignant par ν l'angle qu'un plan tournant 
autour de l'axe des ζ fait avec le plan coordonné (xz), et par u un 
paramètre arbitraire indépendant de p, on peut représenter les sur-
faces S, S, respectivement par les équalions : 

(27) χ — F(A, P)COSP, y = F(«, p)sinp, ζ =Φ(«, Ρ), 

(28) χ ,=/(/, Ρ) COSP, y, — f {I, Ρ) sin ρ, -, = ?(*, Ρ), 
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i étant un paramètre indépendant de ν et fonction de u, et F, Φ, /,? 
désignant des fonctions arbitraires. 

Comme il résulte 

(29) 

ξ ~ _1 t—1LLLi COSP, 
2 7 

η = - sine, 

ζ ~ 2 ' 
la condition 

£ = £ = -
Χ Xt ξ 

(exprimant que les points correspondants de surfaces S, S,, Σ sont sur 
des droites coupant l'axe des z) est vérifiée par identité. 

Quant à la condition (4)}
 en remarquant que 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

elle se réduit à l'autre 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

Il faut, en outre, exprimer que le lieu des milieux des droites qui 
joignent les couples de points correspondants des surfaces S, S, est 
une surface de révolution Σ ayant pour axe l'axe des ζ. Cette condi-
tion donne lieu aux relations suivantes : 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

On voit d'ici que les surfaces (27), (28) ne peuvent pas être choisies 
d'une façon arbitraire. 

Les conditions (3o), (3i) vérifiées par un choix convenable des 
fonctions F, Φ, /, φ et du paramètre /, la surface fondamentale Σ est 
définie par les équations (29). 
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Exemple.—En supposant que la surface S soit un cylindre dont 
les génératrices sont parallèles à l'axe des s, on a 

l· = fonction de e = V, 

et comme Ε -η/οΙΦ -h ο doivent être des fonctions de u | a cause des 
conditions (3i)j, on doit avoir 

/=U - V, ο = lj,-<P(u, c), 

Γ et U, étant des fonctions de u. 
Quant à la condition (3o), elle donne 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

On a donc les équations 

(V>) Χ = Vcosc, Y = Y sine, j —1L '
 ;iT

^>-, 

(53) *, = (U-V)cosr, /, = (U-V)sine, :, = -^V+ 1 JU,
a
"^

Tf

U,t ·, 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

Celles-ci démontrent le théorème : Les équations (33) (dans les-
quelles U, U, sont des fondions arbitraires de u) représentent la 
famille complète de surfaces qu'on peut regarder comme des sur-
faces symétriques du cylindre arbitraire ( SA). La surf ace fonda-
mentale Σ a pour ligne méridienne la courbe 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

En particulier, si l'on suppose 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

Journ. de Math. (5« série), tome VIIΓ. — Fuse. Ill, 1902. 32 



248 GEMINIAKO ΡΙΠΟΝΠ1ΚΙ. 

(/;? et η étant des constantes) dans les équations (32), (33) et ensuite 
on élimine les paramétres M, e, on a : Entre les surfaces S, symé-
triques du plan χ = m il y a la surface du quatrième ordre 

4 nx\z
{
 = (arj -\-y\) (3.χ·'{ -t- 2mx

t
 — /n2). 

La surface fondamentale Σ est le paraboloïde ayant pour ligne 
méridienne la parabole 

C = É. 

Dans la résolution de la question 13, on peut appliquer les principes 
démontrés au § 111, en déduisant ainsi des propriétés remarquables, 
relatives à la symétrie des surfaces, sans aucun développement de 
calcul. 

Nous nous bornons aux exemples qu'on déduit en appliquant au 
dernier cas particulier le principe 11, en y supposant successivement 

(Λ = r, / = ο, p. = i, m = ο), (α = ι, β = ι, h = o). 

On trouve respectivement 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

<3o) (F-/) (£ + § £)=(*- ,)(£ + f £). 

l^n éliminant u et ν entre les deux couples d'équations, on a les 
théorèmes : 

Lnh'e les surfaces S, symétriques{ de la surface du quatrième du cylindre dont la section 

Lnh'e les surfaces S, symétriques 

droite est la conchoïde de Nicornède 11 = ——\- h (' Ύ a i-a sui-
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face, du huitième ordre 

'\x'\(inx
K
 -mzK)\x\-+-/{)=[5x]z\—m\x\H-/{)]2 

4 A2(3.x·, -h m)% (x\ +y])x\=[(&»? -H awar, — w2)(a?2 3A2.z?J —(\nx\z, ]2 

Ζ,α surface fondamentale Σ a pour ligne méridienne la parabole 

y (? + //)' 

y (? + //)' 

VI. 

Un lieu géométrique remarquable. — L(.-r,y, z) une ligne 
fixe et Σ une surface de révolution à laquelle on donne un mouve-
ment de translation suivant la direction de son axe. Pour chaque 
position de 1, on construit la ligne L, symétrique de L. 

Lieu des lignes L,. 

Soit Α(ξ, η, ζ) la projection tangentielle de L sur la surface Σ, à un 
instant quelconque du mouvement. Si la ligne méridienne de Σ est la 
courbe (7), on a 

ζ = ρ cos#, η = ρδΐηΜ, ζ = φ(ρ)-Ηθ, 

ρ étant une fonction de u et 0 un paramètre indépendant de u. 
Comme, en appliquant les conditions (4), (5), on déduit 

0 = 3- ■}(?) + (?- + ζ = tang κ, 

les équations ((5) nous apprennent que le lieu des lignes symé-
triques L, est la surface S, définie par les équations 

(34) 

y (? + //)' 

y (? + //)' 

ζ, = — \!χ* +■ y'1)^ (ç) + ζ. 



20O GEMIMANO PIROKDIKI. 

Cas particulier. — Si Ton suppose 

a? = ûcos^, 7 = asi«(^ -=Ψ(0» 

a étant une constante et ψ(/) une fonction arbitraire de /, les équa-
tions (3/j) se réduisent aux autres : 

(35) 

x, = (2f-o)cos('
(
j, 

/, = (»? - a)«in (■■), 

z, =a(?~ a)o'(?)-hl(i). 

On en conclut : 

Quand la ligne L est donnée d'une façon arbitraire sur un cy-
lindre circulaire de rayon a, le lieu des lignes symétriques L, est 
la surface S, engendrée par la ligne plane invariable 

(30) z0 — (./;„ — a)οy ( 

dont le plan est doué d'une translation dans la direction de l'are 
des ζ et d'une rotation autour de cet axe, avec la condition que le 
rapport de la vitesse de translation à celle de rotation soit «·}'(/). 

L'équation (30) fournit la ligne génératrice de la surface S, quand 
on donne la surface de révolution Σ. 

Ainsi, par exemple, quand la surface mobile Σ est un parabo-
loïde, la ligne génératrice de la surface S, est une parabole égale 
à la ligne méridienne de Σ, ayant pour axe l'axe des z. 

Mais si l'on pose 

(3y) -0 ), 

on déduit de l'égalité (30) 

(38) ζ = Ι ΓΜΐ£Τ-£}
(
;
?

. 
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L'équation (38) démontre que par un choix convenable de la sur-
face mobile Σ on peut faire en sorte que la génératrice de la sur-
face S, soit une courbe (37) donnée arbitrairement d'avance. 

Pour que le rapport des vitesses de translation cl de rotation soit 
une constante, il faut et il suffit que <\(t) soit une fonction linéaire 
de t. Il s'ensuit que, quand la ligne fixe L est tracée sur un cylindre 
circulaire, la condition nécessaire et suffisante pour que ta sur-
face S

4
, lieu des lignes symétriques L,, soit un héUcoïdc est que la 

ligne L soit une hélice. 

Si l'on suppose ψ(/) = ο dans les équations (32), on a ci· résultat : 

Quand la ligne fixe L est un cercle du plan (xy) ayant son centre 
à l'origine, le lieu des lignes symétriques L, est la surface de révo-
lution, ayant pour ligue méridienne la courbe (3(>). 


