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SUR UNE CATÉGORIE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES. I f) 

Sur une catégorie de fonctions transcendantes ( 1 ) 
et les équations différentielles rationnelles ; 

PAR M. EDMOND MAILLET, 

Ingénieur des Ponls cl Chaussées, 
Répétiteur a l'École Polytechnique. 

1. 

Nous nous proposons ici de chercher si les séries ordonnées suivant 
les puissances croissantes ou décroissantes de la variable .x, et dont 
les exposants ou les coefficients satisfont à certaines conditions de 
croissance ou de décroissance, peuvent être solutions des équations 
différentielles rationnelles en γ et ses dérivées et dont les coefficients 

sont soit des polynômes entiers en x, soit des séries en ^ ou χ dont les 

exposants ou les coefficients satisfont à certaines conditions de crois-
sance ou de décroissance. 

Nous obtiendrons en particulier le théorème général suivant : 

La fonction 
*=ύ+-+·±+···< 

où 0„ est quelconque et ψΛ une fonction croissante de η telle que 

Ψ.-. = λψ;» 
(λ fini et φ ο, croissant indéfiniment avec λ), ne peut satisfaire 

(*) Voir Comptes rendus de l'Académie des Sciences. Paris, 25 février, 
11 mars, n novembre 1901. 
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à une équation différentielle rationnelle en x, y et ses dérivées, 
d'ordre quelconque. 

Nous indiquerons des extensions de ces résultats aux séries de frac-
lions rationnelles et aux fractions continues. Il en résultera en parti-
culier cette propriété remarquable : il existe une infinité de fonctions 
parmi lesquelles au moins les fonctions algébriques et celles définies 
par les équations différentielles rationnelles qui, développées en séries 
de fractions rationnelles de la forme 

*=ύ+-+·±+···<RTYR 

aux environs d'un point ordinaire x0 (la base Q,, Q
2
,..., Q„,... étant 

formée de polynômes entiers en χ arbitrairement choisis dont les 
racines ont leurs modules limités, 11« étant de degré >o et < celui 
de Q,

t
, et P

0
 un polynome) ne peuvent être telles que le terme de 

rang η ·+■ ι soit, par rapport au terme précédent, d'un ordre de peti-
tesse supérieur à une certaine limite fonction des degrés des poly-
nômes de base, quelle que soit la base choisie. 

Nous signalerons l'analogie de ces résultats avec ceux obtenus par 
Liouville et par nous en ce qui concerne les nombres algébriques cl les 
racines des équations transcendantes ('). 

II. 

Considérons l'équation différentielle 

(') *('·'·£ S)"· 

F étant une fonction rationnelle de x, dcy et de ses dérivées succes-
sives en χ jusqu'à l'ordre k> o; on pourra toujours prendre pour les 
coefficients A des polynômes entiers en x. 

(') Voir noire Note du Journal de Mathématiques, 1901, p. /419. 
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Soit la fonction 

(2)*=ύ+-+·±+···<*=ύ+-+·±+···< 

où 0„ est une quantité quelconque et ψ
Λ
 une fonction croissante (le //, 

qui peut être négative pour les valeurs de η inférieures à une limite 

finie, mais qui est telle que croisse indéfiniment avec « : supposons 
que ο satisfasse à (i); on a 

(3) 

(Ιλλ ~Ζλ Α.«+ψ(1 ' 

(Ιλλ ~Ζλ Α.«+ψ(1 ' 

? 

1!LJ. _ Ν(__ Λ*+ + 

et, identiquement, 

(Ό »=Σα(2^.)''-[2(-(Ιλλ ~Ζλ Α.«+ψ, 

où 
Α = a0tf-h...4- ar 

Considérons le produit Π qui multiplie A : son terme général en1/x 

a pour exposant 

(S) 
Vu = 4- /"/,ψβΗ- ηι\ (ι 4- Ψ«,) 4-...4- mj

t
(ι 4- ψ$

(
)4-... 

4- ///{(A" 4- ψ
Κι

) 4-.. .4- mk
k

(1i 4-(Ιλ 

avec 

(6) 

/w; + ...+ /n?=ie, 
m\ 4-... 4- wkk — h, 

» 

m\ 4-... 4- wk
k — h, 
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et pour coefficient 

(?) 

B = ■ ■ ■ Ίϊϊ\\Τ77Ίη[\<- ··· V ■ ■ ■ < 

x'V ■■•Κ"·-
X [(/f — ι -+- '}«,) · · · '}«,] ' · · · [(* — 1 + 'Κ) · · · 'h,!df 

On aura en particulier dans Π un terme Θ, d'exposant 

(») 
E1— 'Λη + li(l "+"* Ψ*) -+-··· + i

k
(k -+- ψ») 

= (ι'ο + l't +"·· ·"*" ιΊ)ψ«4' L "+" 2/
a
+.. .Η-Α7

α
, 

avec le coefficient 

(0) Β, = ( - ι)'ί^...^ο;ό+...^·Α·ψ/ί
+

...,/ί· + ψ
β
)/ί. 

Posons 

( ' ο) «ο+ *α=1>> *,+···-+- '* = Β', 
I, Η- 2 ί

2
 -h . .. -f- ίΐΐ/ι = Ν j f j -f- 21,, -h . . . -f- kl·/. — ÎV. 

Le terme de degré E, dans Π donnera dans le second membre de (4) 
des termes de degré E

4
 — ε,, avec termes qui ne seront pas 

tous nuls, dont Tun au moins devra se réduire avec d'autres de mémo 
degré, et qui donnent lieu pour chaque valeur de η à un nombre fini 
de relations de la forme 

fii) ΣαΒ = o. 

Or le degré d'un de ces autres termes est de la forme Ε — ε, avec 
ο<εί χ, χ étant le plus grand degré des polynômes A, et l'on devra 
avoir 

( 12) Ε, = Ε — ε -+- ε,. 

Cherchons les termes du deuxième membre de (4) pouvant satis-
faire à cette égalité, c'est-â-dire à 

( 13 ) Ρ'ψ„ -}- Ν' = τη j ψ
β
 -j-... -h m!j

k
 Η- Ν — ε ε,. 
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Pour toute valeur de P, le second membre de (i3) devra, si η esl 
suffisamment grand, être tel que P' des quantités α, o

A
, en 

nombre 1,+.,.+ ̂ = P [chacune étant comptée ici autant de fois que 
l'indique son coefficient dans le second membre de (13)J, soient égales 

à //, puisque > η, quel que soit η, quand n est assez grand; 1rs v« 
autres, en nombre P — P'^o, seront telles que la somme des quan-
tités ψ* correspondantes soit égale à Ν'— IVε — ε,, c'est-à-dire 
limitée. 

Ceci posé : 
i" Supposons P' maximum et = Pparmi les quantités P, en 

nombre limité et < au nombre ν des termes de (i); toutes les quan-
tités P sont égales à P" dans (i 3) ; il faut Ν = Ν — ε -t- ε,. Les coeffi-
cients 13 correspondants sont tous de la forme 13,; le nombre des 
termes correspondants qui entrent dans (M) est < au nombre des 
quantités P égales à P" dans (ι). Il doit donc y avoir deux termes dis-
tincts de (i) pour lesquels P" a la même valeur. 

2° Supposons P' quelconque. Le nombre des systèmes de quan-
tités α, ..., o

h
 telles que p.; ψ

α
-κ .. = Ν'— Ν -f- ε — ...) 

esl limité, puisque les valeurs négatives de ψ
χ
 sont limitées inférieure-

incnt. Il en résulte que le nombre des termes qui entrent dans (II) 
sera limité et <v', v' étant limité. 

Ce n'est pas tout : B, est de l'ordre de grandeur de 

04) W 
d'après (9). Le nombre des termes de (11) étant fini, il devra y avoir 
1111 terme au moins de (11) autre que B, et du même ordre de gran-
deur au moins que B,. Pour les valeurs de P>P', il devra y avoir au 
moins un coefficient B pour lequel P' des quantités α, ..., oA sont 
égales à n

t
 les P — P' autres étant limitées, et tel que Bsoit d'ordre 

m\ 4-... 

Les coefficients θ
β

, ... correspondant à des valeurs de a, ... limitées, 
sont limités : par suite B est d'ordre =0£'ψ*. Donc, il faudra qu'on ail 
un terme B pour lequel NJN'. Si en particulier N' est maximum 
cl == ν;, il faut Ν = n;. 
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Considérons alors les deux cas suivants : 

Condition C. 

ι" Ρ = Ρ". — Parmi les termes 13 correspondants d'ordre OJ) ψ*, il y 
en a pour lesquels N' est maximum et = N". Pour ceux-là, j/J" et 13 sont 
d'ordre maximum; il devra y en avoir deux au inoins de celte espèce. 
Λ fortiori dcvra-l-il y avoir deux termes pour lesquels Ρ' = P" parmi 
les termes de (i). 

Condition D. 

2" N' = Ν". — Parmi les termes correspondants, prenons tous ceux 
pour lesquels P' a la même valeur maxima PJ ; il devra y en avoir au 
inoins deux. 

L'application des conditions C et D ci-dessus donne alors les résul-
tats suivants : 

i° Quand (i) est d'ordre zéro, c'est-à-dire est un polynomc entier 
en χ, y, la condition C suffit à montrer que (4) est impossible : il 
n'y a qu'un terme pour lequel P' = P". 

2° Quand (ι) est du premier ordre, la condition C, par exemple, 
montre que l'on devrait avoir deux termes distincts correspondant 
à P"=i

0
-|-ι,, Ν"=i

{
 dans(i), c'est-à-dire à un même système de 

valeurs de i
0
 et ce qui est impossible. 

3° Quand (i) est d'ordre quelconque A*, et que, pour tous les 
termes de (i) pour lesquels Ρ = Ρ", Λτ = Ν", ou Ν = Ν*, Ρ = PJ, 
η, — 2 des quantités ι

0
, i

n
 ..., if, ont môme valeur deux à deux, il en 

est de môme des deux autres. Ces termes se réduisent à un, el les 
conditions C et D ne peuvent avoir lieu. 

4° Ce sera encore le cas, par exemple, pour les équations diffé-
rentielles rationnelles en χ et y, et linéaires par rapport aux déri-
vées de y. La valeur maxima Ν" de Ν' est égale à Ar, cl la valeur P* 
correspondante est i'

0
 -h ι, i\ étant le degré en y du polynomc entier 

en χ, y qui forme le coefficient de i~
le

' 11 n'y a qu'un terme corres-
pondant et la condition D n'est pas satisfaite. 

La condition C conduirait aux mémos résultats. 
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5° Considérons parmi les équations différentielles d'ordre k celles 
qui sont completes par rapport aux dérivées de y qui y entrent, c'est-
à-dire dont le premier membre forme un polynome complet de même 
degré j séparément par rapport à chacune de celles des quantités y, 
y", ..y'k) qui entrent dans (i), en nombre l. La valeur maxima Xj 
de \ correspond au terme pour lequel tous les y, y", y'k qui 
entrent dans (i) ont l'exposant j el qui a pour coefficient un poly-
nôme quelconque \l(«r,y). La valeur maxima correspondante Y\ 
de P' est unique et est relative au terme de M (x,y) d'exposant 
maximum en y. La condition D n'est donc pas remplie. 

6° Considérons enfin les équations différentielles rationnelles en ./; 
et y dont le premier membre forme un polynome de degré total λ par 
rapport à celles des quantités y', y,../*;qui y entrent, en nombre /, 
ce polynome comprenant tous les termes possibles de la forme 

Gyaiya*... y ̂ i, at ■+■ at -h... +· a ι --= λ, 

G étant un polynome entier en χ et y. 
La valeur maxima de X est évidemment A λ, et la condition D n'est 

pas remplie. 
On peut résumer la plupart des résultats précédents dans le théo-

rème suivant : 

THÉORÈME L. — Soil la fonction 

'•t- ϊΨ. +···+ £f. +···' 

où 0
a
 est quelconque, et ψ

Λ
 une fonction croissante, qui peut être 

négative pour les valeurs de η inférieures à une limite finie, mais 
qui est telle que croisse indéfiniment avec η : 

1. φ ne peut être une fonction algébrique de x, 
IL ç ne peut être solution d'une équation différentielle de 

premier ordre, rationnelle en x, y, y'. 
111. ç ne peut être solution des équations différentielles ration-

nelles en χ et y, et linéaires par rapport aux autres dérivées de y. 
Jour η. de Math, (a· *éric), tome VIII. — Paec. 1,190a. 4 
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IV. 9 ne peut être solution des équations différentielles ration-
nelles d'ordre k complètes par rapport à celles des dérivées de y 
qui y entrent en nombre /, c'est-à-dire dont le premier membre 
forme un polynome de môme degré j séparément par rapport à 
ces quantités avec un terme d'exposant total Ij. 

V. ο ne peut être solution des équations différentielles ration-
nelles en χ et y d'ordre h, dont le premier membre forme un poly-
nome de degré total λ par rapport à celles des quantités y', y", ..., 
γΗ) qui, y entrent, si ce polynome comprend tous les termes pos-
sibles de la forme 

Gy'a<y""'... (/*')% at H- at -+-... + at = λ, 

G étant un polynome entier en χ et y. 

On peut même aller un peu plus loin pour les équations différen-
tielles linéaires ordinaires à coefficients rationnels. 

Une fonction 
'•t- ϊΨ 

n'en peut être une solution que si 

Α
0
Σ(- ι)*0

Λ
ψ«(ι -+- ψ

Λ
).. .(/γ - I + . . . 

4- Λ
Α
Σ Ο,,Χ 'Ϊ» — T. 

Si ψ
β
 — ψ/,-ι croît indéfiniment avec n, pour η assez grand, l'en-

semble des termes dont l'exposant ne difiére que d'une quantité finie 
de — ψ„ doit se réduire à zéro. On en conclura un nombre fini de 
relations de la forme 

[«*Ψ«(ι ■+■ ψ/< ) * · '(k — ι -H ψ„) -l· ...-h α
β
|0

Λ
 — o, 

ce qui exige, quand η est assez grand, aA= o, cl A
0
 devrait se réduire 

à zéro. Donc : 

THÉOHÈME II. — La fonction 

'•t- ϊΨ. +···+ £ 
t 
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ne peut être solution d'une équation différentielle linéaire à coeffi-
cients rationnels en χ que si ψ

β
 — ψ

Λ
_, ne croit pas indéfiniment 

avec n. 

III. 

On peut établir des théorèmes similaires, dans le cas où la crois-
sance de ψ

Λ
 est moins rapide, moyennant certaines hypothèses que 

nous préciserons tout à l'heure. Supposons seulement que ψ
Λ+

, — ι. 
Tout ce (jue nous avons dit dans le $ II reste vrai jusqu'à (12) in-

clusivement. 
Cherchons les termes du deuxième membre de (4) pouvant satis-

faire à (12), c'est-à-dire à 

(15) Ρ'Ψ
Λ
 4- lY = mJ Ψ

Α
 ■+■... -+- /72*Ψ-h i\ ~ £ -h ε,. 

Pour toute valeur de P' le second membre de (i5) devra, si η est 
suffisamment grand, être tel que 

(ib) Ρ'ψ,^ψβ-t-ε', 

ε' étant fini, et β la plus grande des quantités α,..8*. On en conclut 

(«7) fiX» 

y
n
 étant une fonction croissante de n. 
Pour toute valeur de 

P=mo1+...mka 

on aura alors comme limite supérieure du nombre des solutions 
de (i5), quand ε et ε, sont donnés, le nombre des systèmes de valeurs 
que peuvent prendre Ρ quantités a, b, ..., d quand on donne à cha-
cune d'elles les valeurs r, 2,.. .,χ,, c'est-à-dire /JJSyJJ"» si P" désigne 
encore le maximum de P pour tous les termes de (1). Le nombre des 
systèmes de valeurs de ε, — ε est fini et <p; par suite chaque pro-
duit ΑΠ, auquel correspond une même valeur de N et de P, pourra 
fournir au plus pyj]", termes distincts satisfaisant à (10), et l'ensemble 
des produits ΑΠ au plus <xyj" termes, σ étant fini. 
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Ceci posé, soit Ρ = Ρ"; les coefficients Β qui entrent dans(i i) sont 
en nombre < σγζ. (ia) devient 

(18) Ρ' ψ« -H Ν' — ψα -f- 01* ψ 3* *+■ — 6 H~
 ε

ι i 

on a 
ru]+·...-h w*

4
< P". 

Si toutes les quantités α,..ο* sont < 0, (18) est impossible pour 
0 assez grand, à moins que 

(19) 0/® 4-...4- 0* * = P". 

Par conséquent, les termes de (11) se divisent en deux catégories : 
i° ceux pour lesquels (19) a lieu cl a, ...,£A sont^0; pour eux, 
P = P'; 20 ceux pour lesquels une au moins des quantités a,..., 
0A CSt>0. 

Considérons la première catégorie de termes : s'il n'y a qu'un 
terme de (1) pour lequel Ρ = Ρ", les termes de la première catégorie 
se réduisent à un (') dès que 0 est grand, si ε est convenablement 
choisi. C'est par exemple le cas quand F, dans (1), est un polynome 
entier en χ et γ, ou encore quand F ne contient qu'une seule des 

quantités γ, ···> et est de la forme li?(x, 0 (ca<* des 

fonctions abéliennes et de leurs intégrales successives). On peut 
prendre alors 

ψ
β
 = Λ + ν, χ«=Ρ"n+pt (ρ, fini), 

(c'est encore le cas des équations de Riccali et de Bernoulli, à coeffi-
cients rationnels). 

Plus généralement, même si le nombre des termes de (1) pour les-
quels P = P"esl> 1, d'après (18), une des quantités a, ne 

(') Si q' est le degré du terme le moins élevé dans An, il n'y a dans le produit 
qu'un terme de degré Ρ"ψ„ + Ν'—■ q' qui ne se réduit avec aucun autre tel 
que *,..δ*<n 
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pourrail ctrc < η que si 

(20) ψ/ι.1 ψ/ι-» H- Λ, 

ce qui est impossible dès que ψ
Λ
 — ψ

Λ
_, dépasse une certaine quantité 

linic fonction de Ν cl des degrés des polynômes A('), a fortiori 
si ψ„ — ψ

Λ
__, croît indéfiniment avec n. 

Supposons que ceci ait lieu : si toutes les quantités a,.sont 
égales à /*, il faut 

m"-κ ..4- nrh-- Ρ" 

Or, les termes Β correspondants sont de l'ordre de grandeur 
de ΟΙ"ψ3'; leur nombre est d'ailleurs limite, car il y en a au plus un 
pour chaque produit Π. Supposons alors que parmi eux il n'y en ail 
qu'un pour lequel N' = N"; la somme des modules des autres sera 
d'ordre inférieur à Ο^ψΐ". 

Finalement, dans tous ces cas, l'ensemble des termes de la première 
catégorie donne dans (11) une somme de l'ordre de 0£"ψ*\ Supposons 
qu'il en soit ainsi, et considérons maintenant l'ensemble des termes Β 
de la deuxième catégorie : pour que (11) soit possible, il faudra 
évidemment, dans tous les cas précités, que la somme des modules 
de ces termes, chacun multiplié par un facteur constant et limité, soit 
au moins de l'ordre de grandeur de |0£"ψ2"|, c'est-à-dire a fortiori, 
que 

(21) I <C'KJίλ.21... ! 1 + £'. 

Or, si | 0
W

| est une fonction décroissante de η que l'on peut toujours 

(1 ) Soit, par exem pie, L' > ψ„
+1

 — ψ„> L, d'où ψ„ > η L 4- /, ψο« > Ολ L -4- Λ, 
ψ„< η L'-f-1', Ρ'ψ„< P'rtL'-h Ρ7\ Posant 0/ιί β < (0 -+- ι) nf (ι6) donne 

/, Η- Ο/ι L < ψθ/j = ψβ = Ρ' ψ« — «' < P'nL'-t- Ι". 

On peut prendre 

P'nL'-M'-/, 
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supposer telle que 10, | < ι, on a ici 

P'nL'-M'-/, 

On a d'ailleurs, d'après ( ι G), 

•k1 · · · ['k · · · (k -. + ψ
&
)]"'.ίλ.(ρ»ψ„ + ν

1
)»<λ,<ρ·ψ.+ν

1
)" 

Ν" étant la valeur maxima des quantités N,, et λ, étant fini. Le 
nombre des termes du deuxième membre de (ι i) est d'ailleurs au plus 
égal à σ/J", et (21) donne 

IOT ψ»Ν*| S λ, | (Ρ" ψ» + ν, )s! χ|" 0„
+1

1, 

λ, étant fini, ou encore 

ιοη^ιβ-.χ:ψίι, 
λ5

 étant fini. 
Dès lors, 

(23) P'nL'-M'-/, 

La fonction ψ
Λ
 étant donnée, par suite la fonction y

n
 ou une limite 

supérieure cr
/n

 ceci sera impossible dès que 

(24)P'nL'-M'-/, 

ou, a fortiori 
t
 dès que 

(24) P'nL'-M'-/, 

Dans lè cas des fonctions algébriques ou des fonctions abeliennes 
et de leurs intégrales successives, on peut prendre ψ„ = η -h ν', 

/.«= Ρ"λ + ΡΙ, 
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et (u) sera impossible dès que (23) a lieu, par exemple quand 
0

Λ
= ζ~"', ζ étant > i, puisque 

P'nL'-M'-/, 

pour η assez grand. 
Soit encore une équation (i) donnée. Si ψΛ — ψ„_, reste compris 

entre deux limites finies L et L* définies comme précédemment, et 
suffisamment grandes, (r i) est encore impossible quand Qn = ζ""'. 

Enfin supposons que ψ
β

— ψ„_, croisse indéfiniment avec n\ si la 
fonction ψ„ donne, d'après (i(5), (3<R/i, R étant fini (ce qui a lieu, 
par exemple, quand ψ

Λ
 = nm, car on a 

ρ, 4- Ρ"nm < l\mnm 

dès que 
P'nL'-M'-/, 

η étant assez grand), on peut prendre 

/1= (R")'". 0 = «-"·. 

(23) aura lieu quand Û„= ζ-"', cl (i) sera alors impossible. 
Au surplus, quel que soit le mode de croissance de ψ„ et de ·/,,, 

(23) donne toujours le moyen de déterminer le mode de décroissance 
de 0

/t
 de façon que (ι i) soit impossible, pourvu que ψ

β
 — croisse 

indéfiniment avec η ('). 

Condition C. 

En résumé, on peut formuler ici une condition analogue à la con-
dition C : 

Dans le cas où ψ„ et 0„ sont tels que 

P'nL'-M'-/, 

(') On pourrait peut-être, par une discussion un peu plus approfondie amé-
liorer l'inégalité (23) et la préciser : nous n'insistons pas. 
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il doit y avoir au moins deux termes de (i) correspondant à la valeur 
maxima Ρ" de Ρ dès que ψ

;ί
 — ψ„_, > ι. 

Quand ψ
Λ
 — ΨΛ-« cr°lt indéfiniment avec n, parmi les termes de (i) 

correspondant à la valeur maxima Ρ" de Ρ il doit y en avoir deux 
au moins pour lesquels Ν est maximum cl = N". Cette condition est 
même nécessaire dès que ψΛ„, dépasse une certaine limite finie 
l'onction des coefficients, des exposants et de l'ordre de (i). 

L'application de cette condition donne alors les résultats suivants : 

i° Quand (i) est un polynome entier en χ et y, ou en χ et la 

condition G n'est pas remplie cl il n'y a qu'un terme pour lequel 
Ρ = Ρ". On pourra prendre ici ψ„ — ψ

/;
_, = ι. 

2° Quand (i) est du premier ordre, la condition G (deuxième 
partie) montre que l'on devrait avoir deux termes distincts corres-
pondant à P"= /„-+· Ν" = c'est-à-dire à un même système de 
valeurs de i0

 et ι,, ce qui n'est pas. 
3° Quand (i) est d'ordre quelconque k, cl que, pour tous les 

termes de (i) pour lesquels P = P", Ν = Ν", η — ι des quantités 
i,....., ik ont même valeur; il en est de même des deux autres. Ces 
termes se réduisent à un, et la condition G (deuxième partie) ne 
peut avoir lieu, 

/|° Ce sera encore le cas pour les équations différentielles ration-
nelles en x et y, et linéaires par rapport aux dérivées de y. On a ici 

Ρ = /„ Ν-ο 

pour les termes ne contenant pas de dérivées de et 

P'—'
0

-H '» N'—λ>ο 

pour les autres termes. 
Deux valeurs de N' ne peuvent être égales sans que les valeurs 

de P' ou de Ρ diflêrent. La condition G (deuxième partie) n'a 'pas 
lieu. 

5° Considérons parmi les équations différentielles rationnelles 
d'ordre k celles qui sont complètes par rapport à y et aux dérivées 
de y, c'est-à-dire dont le premier membre forme un polynome 
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complet de môme degrc par rapport à toutes les quantités/,/', ..., y'M 

qui entrent dans (i). Si j est la valeur maxima commune de i
0
,..., /A, 

la valeur maxima de Ρ est /y, / étant le nombre des quantités y, y,..., 
y * qui entrent dans (i), et il n'y a qu'un terme pour lequel Ρ a cette 
valeur. On pourra prendre ici ψ,, — ψ«-,= ι. C'est, en particulier, le 
cas quand une seule de ces quantités entre dans (i) (cas particuliers 
indiqués ci-dessus). La condition C' (première partie) n'est pas 
remplie. 

(>" Considérons enfin les équations différentielles rationnelles en .χ·, 
/, ..., y'k] dont le premier membre forme un polynome de degré 
total λ par rapport à celles des quantités/, /', .. qui y entrent, 
en nombre /. Si ce polynome comprend tous les termes possibles de 
la forme 

(î/"«.. ./(Λ;"', a, ·+- ... -h ci( = λ, 

(î étant un polynome entier en χ, la valeur maxima de Ρ est évidem-
ment λ; les valeurs Ν sont a

{
 ■+■... 4- kak<k\, et la valeur maxima 

de Ν pour les termes en question, égale à /ίλ, correspond au terme 
unique Oy(/, \ La condition C' (deuxième partie) n'est pas remplie. 

On peut résumer la plupart des résultats précédents dans le théo-
rème suivant : 

THÉORÈME III. — Soil ία fonction 

eQK?DF 

où ψ„ est une fonction croissante de λ, qui peut être négative pour 
les valeurs de η inférieures à une limite finie, ψ,

ί+1
 — ψ

Λ croissant 
indéfiniment avec n. 

Soit encore 

ο ^)=2A(*}A-W='· 

une équation différentielle rationnelle en χ, / et ses dérivées, les 
Α(.χ·) étant des polynômes entiers en x. 

Journ. de Math. (3· série), lome VIII. — Fuse. I, 1902. 5 
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Si ω„ (r) est une certaine fonction croissante de η qui dépend 
de ψ,„ et si l'on a 

<»*') l°-H<lîr'· u»n 

quelle que soit la constante ν pour η assez grand : 
I. ο ne peut être ni fonction algébrique, ni fonction abélienne, 

ni une intégrale d'une fonction abélienne; 
II. ζ ne peut être solution des équations différentielles ration-

nelles du premier ordre en x, y, y'; 
m. ο ne peut être solution des équations différentielles ration-

nelles en χ et y, et linéaires par rapport aux autres dérivées de y ; 
IV. φ ne peut être solution des équations différentielles ration-

nelles (ι ) d'ordre h complètes par rapport à celles des quantités y, 
y', ..., y'k' qui,y entrent, en nombre /, c'est-à-dire dont le premier 
membre forme un polynôme complet de même degré j séparément 
par rapport à celles des quantités y, y\ yk) qui, y entrent, avec 
un terme d'exposant If ; 

V. ζ ne peut être solution des équations différentielles ration-
nelles d'ordre h dont le premier membre forme un polynôme de 
degré total λ par rapport à celles des quantités y, y', ..., y(k 

qui, y entrent, en nombre /, si ce polynôme comprend tous les 
termes possibles de la forme 

G ya>y'a>.. .y[h)ai, «,, + ίί,+ ,.. + (■// = λ, 

li étant un polynôme entier en x. 
Quand 0

Λ
 = ζ""1 (ζ > τ), et que ψ„= η"1 (m >ι ),la condition (23) 

est toujours satisfaite. 
Les propriétés I el IV restent vraies quand — ψ„ est fini 

rt> 1. Ainsi elles sont applicables à la fonction 0 quand 0„ = ζ-"'. 

(') Ici — λ
5
·/ΓΨί · 
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IV. 

Oil peut obtenir des résultais plus généraux sur les fonctions de la 
forme (2) et les équations de la forme (1) quand on fait sur ψ

Λ
 des 

hypothèses plus restrictives. 

Kn effet, supposons encore que croisse indéfiniment avec /Î; 

prenons dans le produit 11 le terme en ^ obtenu en formant le produit 

de Ρ termes ayant pour exposants respectifs, à une quantité finie 
près : 

ψ/IJ ψ// · H · · ·» ΨΛ+Ρ-J » 

ce terme pourra être obtenu en attribuant successivement à α, ..., oA 
les valeurs distinctes /1, κ + ι, ..., « + P- ι (m'J = ... = m]k = 1 ) 
dans un ordre quelconque; il aura alors dans H l'exposant 

( ) l'2 = ψ,,+j'-i +· Φ* f-i*—2 4-... -h Φ« -4- X, 

et pour coefficient 

(27) Ι33 = 2"μ0! ... //f!(- ... Ο,,,Α χψ'ν,'K"i 

on a 
"7, -+" 0"2 ·+·... -+" = Χ, 

cl λ„ est fini, positif, cl limité supérieurement et inféricurement quel 
que soit rt\ parmi les Ρ quantités σ,, σ2, ...» σ,,, il y en a i* égales 
à A, ;'A-I à Ar — r, ..., z, à 1, /„ à 0, et cela de toutes les manières pos-
sibles (' ). 

Si l'on suppose Ρ = Ρ", le terme correspondant de degré K3
 donnera 

encore dans le second membre de (é) des termes qui ne pourront se 

(') On ne doit considérer ici comme distincts deux termes de Bt que quand 
deux des systèmes de valeurs des exposants σ,, c

v
 correspondants sont 

distincts par l'ordre de ces quantités. 
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réduire qu'avec ceux d'exposants de la forme (12). Ces exposants 
devront satisfaire h 

1 28) Ψ//-.Ι·'-! 4- ψ,/4-i'·-* -+-· · ·4- ψ// — ψ* 4-... 4- 4- OJ, 

011 ω est fini, et Ton en conclut que le second membre doit être tel, 
comme le premier, que Ρ = Ρ", et qu'une et une seule des quan-
tités «, ,.., fit soit égale à une des quantités η, η 4- i , ..η 4- Ρ" -- ι. 
Les termes de (4) en question sont ceux que nous avons considérés 
tout d'abord ; leur nombre est limité. 

Pour que (11) soit possible, il faudra donc que, parmi les quan-
tités B

2 dont l'ordre de grandeur en η est maximum, cl pour lesquelles 
Ρ = Ρ", il y en ail au moins deux de même ordre, provenant de deux 
termes différents de (4), c'cst-à-dirc a fortiori deux telles que 

(29)Q+FG+12SQD+ 

λ étant fini et limité supérieurement et inféricurcmcnt, les quantités 
correspondantes /, ..., i0

 n'étant pas toutes égales aux quan-
tités i'Af i'A_„ ..., i'

ti
 correspondantes. On peut supposer que σ

τ
 soil 

la première des quantités σ,, ?
r

 qui ne soit pas égale à la 
quantité correspondante c'

r
 et τ < Ρ"; en effet, si l'on avait σ, = σ\, 

σ
2
 = ..., σν,on aurait σ,„, = σ',.,, ; parmi les quantités 

σ
η
 ν, il y en aurait /0

 égales à o, /, égales à 1, ..., Régales 
à k, et de mémo i'lt égales à o, ïk égales à /»·; donc /„ = 
/A = ζ, el les deux termes J3a correspondants coïncideraient, contrai-
rement a ce qui précède. On aura alors 

(30)avec στ — σΤ j/ι, τ < Ρ", el 

d'où, si, par exemple, σ
Τ
> *1, 

(31)avec στ — σΤ j/ι, τ < Ρ", el 

avec σ
τ
 — σ

Τ
 j/ι, τ < Ρ", el 

( 3z) '}«-Μ··-Τ = · · · ψϊ'". 
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ιLt+
n
 ..{v étant rationnclg, positifs ou négatifs, et de dénomina-

teurs 2.k. 
Nous ne chercherons pas provisoirement k discuter l'égalité (32). 

Nous remarquerons seulement qu'il n'est pas difficile d'imaginer des 
lois de croissance de ψ

β
 telles que (3«) soit impossible. Il suffit de 

prendre 
à k, et d 

v étant une quantité qui reste limitée supérieurement et inférieure-
ment et os

n
 une fonction croissante de η qui croit indéfiniment avec //. 

Il faudrait, en effet, pour η assez grand 

à k, et de mémo 

ce qui est impossible des que η surpasse une certaine limite. Donc : 

THÉORÈME IV. - Soil la fonction 

à k, et de mémo 

οώ 0
rt
 es/ quelconque cl ψ

Λ
 une fonction croissante de η qui peut 

être négative pour les valeurs de h inférieures à une limite finie. 

mais qui est telle que croisse indéfiniment avec η : y ne peut 

satisfaire à une équation différentielle rationnelle d'ordre quel-
conque que si Von a au moins une relation de la forme 

à k, et de mé 

(v entier, p.,, ..., p., rationnels ne peuvent avoir qu'un nombre 
limité de valeurs ne dépendant que des exposants dey et de ses 
dérivées dans l'équation donnée et de l'ordre h de celle équation, 
les dénominateursp{, ..., /?

v étant < h). 
En particulier, y ne satisfait à aucune équation différentielle 

rationnelle quand ψ
Λ+

, = λψ£", p
rt
 étant une fonction de η qui croit 

indéfiniment avec η, et λ une quantité finie φ ο cl limitée supérieu-
rement et inférieurement. 
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lirmarque. — Les résultais obtenus dans les quatre premiers para-

graphes s'étendent évidemment aux séries obtenues en remplaçant ^ 

par χ — x
a
 et qui pourraient représenter le développement d'une solu-

tion aux environs du point x
0
 (réel ou imaginaire). 

V. 

Les résultais précédemment obtenus ne sont pas spéciaux aux séries 
ordonnées suivant les puissances croissantes ou décroissantes de x\ ils 
s'étendent aux séries de polynômes et de fractions rationnelles, par 
suite aux fractions continues. 

Nous nous contenterons d'indiquer ici une partie de ces extensions 
en employant un autre mode de démonstration qui donne des résultats 
plus complets à certains égards. 

Soit d'abord 

(33) Q„, Q„ Qa, ... 

une série ordonnée suivant les puissances décroissantes de la va-
riable a?, P0

 étant un polynome; nous supposons la série φ, — P
n
 con-

vergente aux environs du point χ = χ qui est ainsi un pôle ou un 
point ordinaire pour Q1 

Désignons par 

(31) Q„, Q„ Q
a

, ... 

une suite de polynômes de degrés q
0

, ςτ,, q», ... > o; on pourra tou-
jours, et d'une seule manière, mettre φ, sous la forme 

(35)(31) Q„, Q„ Qa, ... 

R,, R
2

, ..., R„, ... étant des polynômes entiers en χ de degrés /·,, 
/·,, ceux de Q,, Q

2
, ..., Q,„ ... respectivement. 

Kn cfTct, si 
point ordinaire pour Q1 

ε, Q, sera une série comprenant un polynome R, de degré inférieur 
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d'une unité au moins à celui de Q, et une partie i
u
 de la forme 

2v-(g)'--(8:)"· 

« 

On mettra, de la même manière, ε
2
 sous la forme 

--(8:)"· 

d ou 
« S)=2v-(g)'--(8:)"· 

Par analogie avec ce que nous avons dit pour les systèmes de numé-
ration généralisés, nous dirons que (34) est la base d'un système de 
représentation aux environs du point χ = oo ; (35) est la représenta-
tion de φ, dans ce système (au cas, bien entendu, où φ, est une série 
convergente ou sommablc). On pourra évidemment supposer 

Q1 = Q2 =Qa = ... 

le système de représentation correspond alors aux systèmes de numé-
ration ordinaires. 

Désignons par J2 la fraction o, — c'/-f' ? et soit encore l'équation 
différentielle 

« S)=2v-(g)'--(8:)"· 

dont 9, est solution. 
Soit y = ·/)„ -+- h

at
 y' = η), -1- h'

n
, ..., y'k] = η;ί + hf, en supposant 

que η
η
 soit line fonction de χ qui diffère d'aussi peu qu'on veut de/ 

ainsi que ses dérivées dès que |&·| > u. (μ iini). Prenons pour η„ la 

fraction on a 

« S)=2v-(g)'--(8:)"· 

avec S„ = Q,Q
 a...Q„. 
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Supposons encore que les zéros (') des polynômes (34) aient tous 
leurs modules limites supérieurement; prenons p. supérieur à ce mo-
dulc; on a/·,<</,, /·„<-/„, ... 

(36) /,„=_1ϊϋ_ = "î±l+...= 

si y, -f- qt -h... Λ-([α = γ„, γ finis > ο ; 

(36) /,„=_1ϊϋ_ = "î±l+...= 

est d'ordre plus petit, ainsi que toutes les autres dérivées de h. 
On aura alors 

(37) 
F(ar, η«Η-Λ

Λ
, ..η^'4-/i^) 

= F (a;, η
Λ
,..r\* ) 4- (Λ,,Ι^. 4-.. .4- AJf' F/o) (ι 4- ε) — ο, 

ε tendant vers ο quand //„, ..//Jf tendent vers ο, | χ | croissant indé-
finiment. On peut assigner à | ε | une limite supérieure donnée a priori 
aussi petite qu'on veut, pourvu qu'on prenne η et | χ | supérieurs à une 
limite assez grande. Alors 

(38) I F(®, η„ ..., ηί ) ι = I (A. F j Η-... 4- A? l·» (ι 4- ε) |. 

Le premier membre est de la forme 

|ΣΑη'„·...ηΓΜ· 

Or|v)„| = gf est > · On voit sans peine que | η),'' |(2 ) est > . 

Le terme général du premier membre de (38) est alors au moins 

(l) Si l'on suppose tous les coefficients réels, il suffit de supposer les modules 
des zéros réels limités et χ réel. 

ι/) «/-iS„ Îy./—ι S/t 1 

(36) /,„=_1ϊϋ_ = "î±l+...= 

ι/) «/-iS„ Îy./—ι S/t 1 S/; */ ι S,i /*/_] Srt p3 
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«'•gai à 
ι/) «/-iS„ Îy./—ι S/t 1 S/; */ ι S,i /*/_] Srt p3 

si Ton pose, σ étant fini, 

P = /e4- /,4-...-+- ιΛ, 
Ν — it + a ι, 4* < · · 4· Λ''α· 

Le deuxième membre de (38), si l'on suppose que φ, n'annule pas 

simultanément F^., ..., Fy», est ̂
 x,

H+
^r

nJr
^(β const.). On devra donc 

avoir, si es est le minimum de Ρ 4- Ν pour les termes de (i) 

sddxc<! ρχ.^, ) ]=| (Λ f;h-. .. 4- F;,a>)
 (f e) (

 < , 

(3p) *
ΛΗ

 — /Vni 4- δ, (δ, fini). 

On pourra toujours, quand q
n
 q

2
, ..., q

n
 sont donnés, prendre 

7«+-» — 'Vi assez grand pour que cette condition ne soit pas remplie. 
Soit, par exemple, q

fl
 = nl(i 4-η), (ο<η<ι), /·,, = yj'/i!(limη' = o 

pour η = ao, η' étant limité) ; il suffit qu'on ait 

(η 4- i)î > fx[/2 ! 4- (Λ ■— i)! 4-...4-i]cy 

(ut limité), ou, « fortiori, 

(n 4- i)î > ex[/z! 4- (/i — ι)!(λ — ι)]π, 

ce qui a lieu évidemment pour η assez grand. 

Remarque. — Un raisonnement semblable est applicable quand γ, 
annule F^.

f
 ..., Fy*> sans annuler toutes les dérivées successives F^, 

F^. , .... La formule (37) est un peu modifiée. 
En eflet, supposons d'abord que φ, annule toutes les dérivées pre-

mières, secondes, etc., de F par rapport à/, y\ .... Soiti" le maximum 
de ik, le maximum de Î*_, pour les termes tels que ih = fj,..., ij le 
maximum de i0

 pour les termes tels que /*=/][, = ..., ί,—ί^: 
ces derniers se réduisent à 1. Soit, par exemple, i°

0
 = i" = ...= ii= o, 

Journ. de Math. (5· série), tome VIII. — Fasc. I, 1902. t) 
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avec //+, φ ο; φ, doit annuler la dérivée 

γ)'2·+···+,'/Μ-' ρ 
sdy(k) fk-\ ^(A-l)

 #

 .
 §

 ()'/+!-' j(/+D 

qui est de la forme Ay^-hA,. On n'a évidemment pas A = o; 
si A, = o, 9, serait un polynôme (1 ), cas que nous écarterons. Prenant 
encore une fois la dérivée en y[fJr{), on est conduit à un résultat 
absurde; donc 9, n'annule pas toutes les dérivées de F par rapport à y, 
y', y[k). L'emploi d'une formule analogue à (37) conduira à des 
conséquences semblables; mais on Irouvcra pour la limite supérieure 
du second membre de l'égalité qui remplace (38) une limite supérieure 
plus avantageuse que celle donnée par (3p). Finalement (3p) restera 
vrai dans tous les cas. 

Le théorème que nous obtenons ainsi peut s'énoncer comme il suit : 

THÉORÈME Y. — Soil la série illimitée 

*· - Q, + <M>2 + + QiQ, · · Λ>. ' ' * ' 

Po,R»> R-i> · · · j R«, · · · » Qn Qa> · · · » Q«J · · · étant des polynômes 
entiers en χ de degrés r,, ra, gr,, q*, . .., · · · 
respectivement avec rt^qn .r„<^cj

n
, ..les zéros réels de Q,, 

Qo, .. ., Q
/<?
 ... ayant leurs modules limités. Si 9 est solution 

d'une équation différentielle rationnelle en x, y, · ·· > on 
doit avoir, dès que η est assez grand, 

(7«-H = -H #2+ · · · + ^«)Σ 1 '«+-1 "H 

(m entier qui ne dépend que de k et des exposants de y, yy{k) 

dans l'équation en question, δ, entier fini). 
En particulier, 9 ne peut être solution d'une pareille équation 

(') Ce polynome serait de degré Sfc — 1. Le théorème V reste évidemment 
vrai quand <pj est une simple fraction rationnelle de la forme (35) avec R„7^ 0, 
R„+i=r R

/H
.., = .. , — q, η étant assez grand. 
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quand q
n
=n\(i-\-*f\), avec ο<η<ι, Γ„=λ!υ)'(limy)'=o pour n=ic). 

Remarque. — Changeons, dans ç, et (ι), ~ en ζ — z
0
 : *>, devient 

le développement en série de fractions rationnelles d'une fonction 
de ζ — z

0
 aux environs du point z = z

0
', (1) devient une équation 

diiïérentiellc rationnelle d'ordre h en z. Les mémos considérations 
restent évidemment applicables : si l'ordre de petitesse des termes 
successifs de φ, aux environs de ζ = J

0
 cr°lt suffisamment vite, φ ne 

peut être solution d'une équation différentielle rationnelle. 

Application aux fractions continues illimitées. 

Soit la fonction 

?
 = n

0
 + —— 

Ri4-h7T-

supposée donnée par son développement en fraction continue illi-
mitée, R

0
, R

n
 R

2
, ... étant des polynômes (') à coefficients réels, 

dont les racines réelles ont un module limité et "5 ex, et tous positifs 
pour χ > u : les réduites successives étant 

(7«-H = -H #2 

on a 

(7«-H = -H #2+ · · · + ^«)Σ 1 '«+-1 "H 

ou 

(4°)
 Ψ-§

 +

 ̂ -^

+

···Ηζγφ;
 +

 ·'·· 

Le dernier membre est une série de fractions rationnelles à laquelle 

(') pétant irréductible et ayant une valeur finie pour |Λ?|>μ, Q„ n'a 

aucune racine réelle de module > μ. 
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on peut appliquer ce qui précède sous certaines conditions ('). On a 

(7«-H = -H #2+ · · · + ^«)Σ 1 '«+-1 "H 

Soient encore 
(/ι* 7*' ^3' 9™... 

les degrés des dénominateurs des réduites; supposon 

9· +9'i~*~ ' ·· 9n~i<C.9»'t 

ψ sera justement de la forme (35) et le théorème précédent sera 
applicable. Si 

(40 > (9* ·+" 9*~ir' •-~*~9n) ® ■+· îi ·+· 02 + · · · + 9n-\ +■ ôi» 

ce qui entraîne d'ailleurs l'inégalité précédente, ψ ne peut être solu-
tion de (0· 

On a 
?«<?2<···, 

Q«-h — R
rt

Q« ~f~ Q«~i > 
et 

9'i+t — 9nrn+n 

puisque q
n
 > ^

rt
_,. Il suffira donc que, pour η assez grand, 

(42) qn ■+■ rn
 > (q

t
 + qi +·... + q

n
) σ + q., -K. .4- , -h 0, 

pour que ψ ne soit pas solution d'une équation différentielle ration-
nelle d'ordre k. 

(') Nous aurions pu évidemment, au lieu de (35), considérer la forme plus 
générale de φ. 

(7«-H = -H #2+ · · · + ^«)Σ 1 '«+-1 "H 

Srt_! ne divisant pas forcément S„ et les ordres de petitesse des fractions suc-
cessives allant en augmentant. Ce qui précède indique suffisamment la marche 
à suivre. 
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Ce sera le cas, en particulier, quel que soit /f, si l'on prend 

/·„= ni (i +··/]) (ο<·/]<ι). 

Kn eflet, il suffira, d'après (42), qu'on ait 

(7«-H = -H #2+ · · · 
υ r, 

7« —7«-i ■+* ''«-1» 
7Λ—< — 7«- 2 "t" a» 
.................... 

72 =7· +/n 
d'où 

7« — '«-< + '«-2 H- · · ·-+* ri H- 7n 
< 2 [(M — 1)! -4-(Λ - a)! i] H-q,, 

ί a (/1 - 1)! 4- 2 (n-\)\+-q
{
<4(w - 1)! 

pour « assez grand. Il suffira alors, « fortiori, qu'on ait 

«!>4[0- 1)! +- (

"_'l
)!

(« —i)](
g + l

)' 
OU 

ni >(/1 — 1) 18(©+ i), 

ce qui a toujours lieu pour une valeur suffisamment grande de n. 

Si l'on considère enfin le cas particulier où F, dans (i), est une 
fonction de χ et de y seuls, on aura k = o. On peut améliorer un peu 
la condition (41) en remarquant que le deuxième membre de (38) est, 

en réalité, d'ordre au plus égal à celui de TT-T?—> c'est-à-dire de l'ordre 

de s· D'autre part, l'ordre de η.= ^ est > à celui de —, et 

celui du premier membre de (38) à celui de (39) peut donc 
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être remplace par 

sà=-.il
F

<*.*)IS;5?b» 

(λ,, λ', constantes finies et > o), d'où 

(/« + ̂ .^/«'. + 5. (*i M)» 
q

n
+Si(<U-1) '·+ ©»· 

Or 
^λ+-Ι — (/« ~t~ '«f 

et, par suite, 
de s· D'autre 

Nous obtenons ainsi le corollaire suivant : 

Corollaire. — La fraction continue illimitée 

de s· D'autre part, 

OÙ W.,R„ R5, ··· sont des polynômes en a? à coefficients réels de 
degrés /·„, /·,, r

2
, ... respectivement, les modules des racines réelles 

de ces polynômes étant limités et les coefficients des plus hautes puis-
sances de χ tous positifs, ne peut être une solution d'une équation 
différentielle rationnelle d'ordre h que si 

q
n

■+· + ···~+" (l'i) (® *+· 0» 

c? étant un entier positif qui ne dépend que de k et des exposants 
de y, y', ..., y[k) dans l'équation en question, et (/,, ..., q„, ... 
les degrés des dénominateurs des réduites successives. 

En particulier : 
ι0 On ne peut avoir r

a
 = η ! (ι 4- η) (ο < η 51) ; 

2° ψ ne peut être une fonction algébrique que si 

/« = '·(?«—2) +3,, 

/
0
étant le degré de ψ, 3, une constante finie. 
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Ces résultats sont évidemment, jusqu'à un certain point, des exten-
sions aux fonctions algébriques et aux équations différentielles des 
résultats indiqués par Liouvillc pour les solutions des équations algé-
briques à coefficients entiers. 

On voit ainsi qu'il existe une infinité de fonctions, parmi lesquelles 
au moins les fonctions algébriques et celles définies par les équations 
différentielles rationnelles qui, développées dans un système de repré-
sentation de base quelconque aux environs du point x

0
 (du point# =x), 

les racines des polynômes de base ayant leurs modules limités, ne 
peuvent être telles que le terme de rang η H- I soit, par rapport au 
terme précédent, d'un ordre de petitesse supérieur à une certaine 
limite fonction des degrés des dénominateurs des termes précédents. 
C'est là un fait aussi remarquable que la propriété correspondante 
pour les nombres représentés dans un système de numération de base 
quelconque (')· 

VI. 

Dans ce qui suit, nous chercherons à étendre les résultats précé-
dents aux équations différentielles rationnelles par rapport à y et ses 
dérivées et de la forme (4) (§ II), quand les A sont non plus des 
polynômes, mais des fonctions de la forme 

de s· D'autre part, l'ordre de 
1 

a
n<K

 étant fini et φ ο au moins en général, η
β
 quelconque, mais φ ο 

et ne dépendant pas de A, et xs„
 A

 une fonction croissante de η telle 
que &„

tK
 — GT

/) Ai
 soit toujours fini ainsi que GJ„

iA

 — ψ
Λ

. 
Nous commencerons par étendre le théorème IV à ces équations 

différentielles en supposant que croisse indéfiniment avec n. 

Nous suivrons à peu près la même marche qu'au § IV. 

(!) Voir notre Note précitée. 
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Prenons dans le produit ΑΠ le terme en - d'exposant K
2 obtenu 

en formant le produit de Ρ ■+■ ι termes ayant pour exposants res-
pectifs, à une quantité finie prés, 

ψ«» ψ/i-M» ' ' Ί ψ/ι-Ο»-!» ®Λ·+·Μ — 4W ·+" ? 

p étant fini. 
Ce terme pourra être obtenu de la même manière qu'au § IV, mai» 

en tenant compte du terme GTA a qui entre dans K
2
, et donnant succes-

sivement à α, ..tk, Δ les valeurs η, η ■+■ ι,.,η -+- Ρ dans un ordre 
quelconque ; on aura 

(44) E'
2
 = ψ

Λ+
.
Ρ

 -+· 4w_, -t-... -+- ψ* -H ρ, ; 

le coefficient correspondant sera 

(45) Κ=s«.! · · · V <- χ Mfc».-'II'-. 

On a 
σ, -+- σ2 -l·... -h <7|.+ι= Ν, 

'ν<τ est fini, positif et limité supérieurement et inférieurement; parmi 
les quantités σ

η
 σ

2
, ..., σΡ+„ il y en a ik égales à /r, 4_, à k — ι, ..., 

/, à i, r
0
 -+- ι à o, et cela de toutes les manières possibles,ji,ji,... 

ont, dans un certain ordre, les valeurs η P, ri -+- Ρ — ι, ..., u et 
l'exposant σ de est o. 

Supposons Ρ = Ρ". Le terme correspondant de degré K
2
 donnera 

dans ATI un terme qui ne pourra se réduire qu'avec ceux d'exposants 
de la forme (12). Ces exposants devront satisfaire à 

( ](j) ω -H ψ
Λ+ι

.„ -Η ... -h ψ
Λ
 — m" ψ

α
 σ-Μ> 

où ω est fini, et l'on en conclut que le second membre doit être 
tel, comme le premier, que Ρ = V" et qu'une et une seule des quan-
tités α, ..., cky Δ soit égale à une des quantités n

9
 n-f- 1, ..η H- P". 

Les termes en question sont ceux que nous avons considérés tout 
d'abord ; leur nombre est limité. 
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Pour que (ι i) soit possible, il faudra donc : ιυ ou bien que, pour 
deux des quantités li!,, on ait Ρ = Ρ", et que leur ordre de grandeur 
en η soil le même, c'est-à-dire, a fortiori, qu'il y en ait deux telles 
que 

( '*Ί) \Yujhy ," · i" · · ♦ Ψ«' " ' I — I * * * 'Wo· Ψ/ +ι, » 

|λ, étant fini et limité supérieurement cl inférieurcment; 2° ou bien 
que, dans un des cocflicients β'

2
 au moins, il y ait au moins deux termes 

d'ordre maximum égal (*), ce qui conduit à la même égalité. Dans le 
premier cas, les quantités correspondantes 4, 4-«» · · ·> 4 ne sont pas 
toutes égales aux quantités i!k1 4_<? ..., i'

0
 ; on le voit comme au § IV. 

Ce premier cas exigera donc que 

( '*Ί) \Yujhy ," · i" · · ♦ Ψ«' " ' I — I * * * 'Wo· Ψ/ +ι, » 

d'où, si par exemple σ
τ
>O' 

( '*Ί) \Yujhy ," · i" · · ♦ Ψ«' " ' I — I * * * 'Wo· Ψ/ +ι, » 

Dans le second cas, si les deux termes de B'a du même ordre sont 
tels que l'on n'ait pas à la fois σ, = σ\, ..., σΡ+, = σί,

+
„ on est encore 

conduit à (4^)· Mais, s'il en est différemment, il devra y avoir deux 
ternies de B'

s
 pour lesquels

 f
... Oy et

 t
... Oy, soient 

comparables; pour le premier de ces termes, ψ^· a pour exposant o, 
et pour le second, fyy a pour exposant o. Dans le cas où 4 = o, ces 
deux termes ne pourraient être tels que <τ, = σ/,, <7., = σ'

2
, ..., et le 

deuxième cas est alors impossible; il en est autrement si l'un des 
termes pour lesquels Ρ = Ρ" est tel que 4~ ι · Alors, parmi les coeffi-
cients 0j

p
.,
 t

, ..., 0j , en nombre P", il y en a P" — ι qui figurent dans 
le second membre de (là); on aura donc finalement, si Oy est celui 

(1) Encore ce cas doit-il être exclu quand, dans les A, tous les termes à partir 
du (// Uni) sont de même signe. 

Journ. de Malh. (5* série), tome VIII. — Fasc. 1. 1902. 7 
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«ni n'y figure pas, 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 
avec 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 
c csl-a-dire 

(ίο'> ·<ΐ/,,./ν=λ"'ΐ'Λ.-· 

Γ'ne des conditions (48) cl (4fi) (Ioil finalement avoir lieu. 
Des lors, il n'est pas difficile d'imaginer des cas très étendus où 

elles 1Γ011Ι lieu ni l'une ni l'autre : en cflcl, comme au théorème Y, 
supposons 

fj<>) ψ..ι = >4ϊ*; 

(/|8) donne 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 
avec 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

La premiere condition exige 

1 

ψ„, p._
T+1

 < λ, ΙΓ'Ψ^,-.., (ν fini > ο), 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

Llle exige aussi 

ψ,Μ-ΐ'·-τ
+
ι> Α',ΐΓ'ψ?; (ν' fini > ο), 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

ce qui donne finalement 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

les deux membres extrêmes croissant indéfiniment avec n. 
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Il suffira que il soit > le premier membre ou < que le dernier, 
sans que (/19) ait lieu, pour qu'il y ait impossibilité. Un cas simple 

est celui où ~ reste limité; il suffira que le rapport ne reste pas 

limité quand η croît indéfiniment pour que (4q) n'ait pas lieu. Sup-

posons, par exemple, que —-- tende vers zéro en décroissant quand 

u croit indéfiniment; on a 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

(5i) donne 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

Il faudra, a fortiori, 

A jp- < < y?"*·-# (? fini), 

ce qui exigera 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

Un sera donc sûr d'un cas d'impossibilité quand 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

( ρ
Λ

, v
rt
 et p

;i
 fonctions croissantes de n). 

Il faudra encore 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 

*υΑ=λ'Ί/Λ,· 
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On sera encore sûr «l'un cas d'impossibilité si 

liU-!>!·"";;^ (M fini >o). 
τ a 

Nous résumerons les résultais les plus nets de la discussion précé-
dente dans l'énoncé suivant : 

TiiKombiE VI. — Soil ία .série illimitée 

liU-!>!·"";;^ (M fini >o). 

οώ, pour n «.S'.vc3 grand, 1 décroît en tendant vers ο quand η 

croît indéfiniment et où ψ
ΛΗ

 =■-- λψ£» (u„ «ne fonction crois-
sante de ii qui croît indéfiniment arec n, et λ une quantité finie > ο 
et limitée supérieurement et inférieuremenl, qui peut varier 
arec n). 

Soit encore l'équation différentielle 

'(«»& £f)-2MS'··-(S)"· 
€C 

d'ordre /,·, οώ /e.ç A sont des séries de la forme '^rj- (| α
ηκ

 | fini 
1 

et φ ο, au moins en général; η„ quelconque, fi o, ne dépendant 

pas de A et tel que lim ~-t soit fini; et xs„
K
 une fonction crois-

sante de n telle que tn,
IA

 — ûj„
Xi
 soit toujours fini ainsi que cj

//a
 — ψ

Μ
). 

ο ne peut être solution de F — ο : 
ι° Quand 

Λ|0„|>0
/ΙΜ

ψί »-

(Λ fini, \x
n

, v„, p
n
 croissant indéfiniment arec n)·, 

2" Quand 

liU-!>!·"";;^ (M fini >o). 

si P" est le maximum de i
u
 -h i

4
 -h... ik. 
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VII. 

On peut encore étendre aux équations différentielles de la forme 
indiquée au § VI les théorèmes 1 cl III (§ Π et III). 

Nous n'entrerons pas dans le détail en ce qui concerne le théorème 
semblable au théorème I; la démonstration est presque la même; on 
obtient ainsi : 

THEOREM I; VIJ. — Tout étant posé comme au théorème précèdent 

(les conditions = λψ£" et lim·—^ finies étant laissées de coté), 

les conclusions du théorème I subsistent pourvu toutefois que 

|0„K λ!η„ψ„| fini > o) 

dans les cas IV et V. On a des résultats presque analogues quand 

wm= Ψ« ( ' + Ί ) ( η = ο pour η = π). 

Nous croyons utile néanmoins de donner la démonstration du 
théorème analogue au théorème III. 

Opérons comme au § III. Soit ψ„+, — ψ
β

> ι, et m„
tX

 — ψ
Λ
 lini et < H 

en valeur absolue, It étant lini et limité. 
Cherchons les termes du deuxième membre de (.\) pour les-

quels (ι?.) (§ I) a lieu en supposant immédiatement Ρ' - P", c/csl-
à-dirc tels que 

( ι :> bis) Ρ" ψ
Λ
 -t- ο5

β)Λ
 — m" ψ

β
 -h... -t- m\

k
 '^

k
 στ

ΑιΛ
 to . 

On en déduit encore 

( ι (> bis) Ρ" ψ„ &
ηΛ

 > ψρ -t- ω et ς gtA|A -+- tu : 
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par suite 
(P" 4- ι)ψΛ~ ψρ H- ω' et > ct^,a + ω'» 

inbis) ?='/.«> Δ='/.«> 

fj, étant une fonction croissante de n. 
Pour toute valeur de Ρ" = m] 4-... 4- m*, on a comme limite supé-

rieure du nombre des solutions de (i5 bis) On a encore au 
plus σχ)/'"' termes Β correspondants, σ étant fini. 

Par hypothèse 
ni] -h... -f- mh

jk< P". 

Si toutes les quantités α, ..., g*, Δ sont 5;//, (i5 bis) est impossible 
à moins que 

(19 bis) m] 4-... 4- mk
jk = P". 

Les coefficients Β de (ι i) se divisent en deux catégories : ceux pour 
lesquels (19 bis) a lieu, et a, ..., ck, Δ sont n.\ ceux pour lesquels 
une au moins des quantités α, ..., cA., Δ est > n. 

Considérons la première catégorie de termes : s'il n'y a qu'un terme 
de (1) pour lequel Ρ = Ρ", les termes de la première catégorie se 
réduisent à un pour n assez grand (cas où F est un polynome entier 
en /, où F ne contient qu'une seule des quantités y, y', ..., y[k), où F 
satisfait aux conditions du cas IV du théorème ill. On peut prendre 
alors ψ„ =H+V, Σ#ΙΑ= n 4- vi, */,,= (1 4- V")n 4- ρ, (p, fini). 

Plus généralement, même si l'on a deux termes, tels que P = P", 
une des quimlités α, ..., ok, Δ ne pourrait être < n dès que ψ„ — ψ„_, 
surpasse une quantité finie fonction de N, U et des i0, ..., //,. Quand 
ceci a lieu, supposons les quantités α, ..., oA, Δ égales à rt. On a 

/w°-K..4- mk
n

 — P"; 

les termes 11 correspondants sont de l'ordre de grandeur defgfdg 
leur nombre est limité. Si, parmi eux, on n'en a qu'un pour lequel 
N' = i\", la somme des modules des autres est d'ordre inférieur à celui 
de ηΛΈ". 
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Dans tous ces cas, même si la première catégorie comprend plus 

d'un terme, l'ensemble de ses termes donne dans au moins une rela-
tion analogue à (ι i) une somme dont le module est de l'ordre de 

•1,«· 

Supposons qu'il en soit ainsi. 
Considérons l'ensemble des termes 13 de la deuxième catégorie : il 

faudra que la somme des modules de ces termes, chacun multiplié par 
un facteur constant positif et limité, soil au moins de l'ordre de gran-
deur de c'cst-â-dire a fortiori que 

(,, bis) |η.0ΓΚΐ$λ,ϊ|ηΑ0Τ'·..OsM-r'.. .ΨΙΓ,',Ι, 

la somme Σ «'étendant à tous les termes Β de la deuxième catégorie. 
Nous décomposerons ces termes en trois sous-catégories : 
i° Ceux pour lesquels Δ> η et une des quantités « est > η : leur 

nombre est < chaque terme a son module 

erfgtzer|(ι -ι- Ρ")ψ
Λ

·+- ν, |X|, 

Ν, étant le maximum des quantités Ν ; 
2° Ceux pour lesquels Δ > η sans que ceci ait lieu : leur nombre 

est < σ·,//,1"·/,,; chaque terme a son module 

•""^2 | *)« f- il l(1 "+- 1V/) ψ/ι + V, r-; 

3° Ceux pour lesquels Δ </' i leur nombre est chaque 
terme a son module <τ31Û,1H||(ι -ΗΡ")Ψ*+νιΙ'\ 
sont finis. 

(2τ his) donne alors 

| η/,ΟΓΨ,ΤΊ = σ·Μι ιν,)Ψ» -+- Γ* ÎIvh Ο „,, /.Π 

+ I ^/H-L FT'* 'fj! I "+■ Yhl ^K'/j, ]!· 

Sans discuter en détail cette inégalité, on en conclut de suite 

I ηΛ" ψϊ I = 10 ■+■ Ρ")Ψ«+ Γ' Ihe+i IΉ ■ I "+■ I ^«mI! » 
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car Ί.η> η, ou encore 

<sdfgde«./JT liv.l +1 «UliKi + ρ·)ψ»+ν,|«·. 

On sera donc conduit à une impossibilité quand 

(2^ls) |V-« I + I()" M | < ~-:ù»~ïï· ' 
Ji f.n in 

v' étant > N|. 
Dans le cas où Γ est un polynome entier par rapport à Tune des 

quantités y, y',.. .,y'A> cl ne contient pas les autres, ou aussi quand F 
remplit les conditions du cas IV du théorème IIÏ, on peut encore 
prendre ψ

Λ
 = η -4- ν',. On en conclut, en particulier, que (23 bis) a 

lieu quand η,/ζ"' et 0
Λ

ζ": sont de la forme ι ■+■ η (lim = o), car 

r—«-ti-i-ri 
2ζ-{"+,ΐ' < —— (α limité, ζ > ι ). 

Dans tous les cas considérés à la page 51, supposons que ψ„ — /1nm; 
(23 bis) a encore lieu quand rfiC"' et 0Λζβ: sont de la forme ι + yj. 

Enfin on conclut de ce qui précède une condition analogue à la con-
dition C' du § Π1, et ce théorème : 

THÉORÈME VIII. — Soil la série illimitée 

terme a son module <τ31Û,1H||(ι -ΗΡ")Ψ*+νιΙ'\ 

où ψ„ est une fonction croissante de η qui peut être négative pour 
les valeurs de η inférieures à une limite finie, ψ

ΛΜ
 — ψ

Λ
 croissant 

indéfiniment avec n, 
Soit encore 

terme a son module <τ31Û,1H||(ι -ΗΡ")Ψ*+νιΙ'\ 

une équation différentielle rationnelle en y et ses dérivées, les A (x) 

étant des fondions de la forme ne peuvent différer 
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que par //'.y valeurs des a„
K
 et des GT,m, les η„ étant quelconques, 

mais -/- ο el ne dépendant pas de A, les a
llX

 limités supérieure-
ment el inférieur anient et φ ο en general, el ϋί

ιιχ
 une fonction crois-

sante de n telle que trr
nA

— ψ«2Κ, it étant limité quel que soit A. 
Si. \

n
 est une certaine fonction croissante de n qui dépend de ψ„, 

et si l'on a 

( a5 ///'·*) Ιΐ.,-Ι + ΙΟ.,.Κ^· 

quelle que soil la constante ν, s ne peut être solution de F — ο : 
I. — Quand F est algébrique par rapport à une des quan-

tités y,yy'' et ne contient pas tes autres, ou est du premier 
ordre; 

IL — Quand F est linéaire par rapport aux dérivées de y ; 
III, — Dans les cas indiqués aux cas IV et V du théorème 111. 
Si ηΛ ζ-"'(. 4- r,), 0„ — ζ~"'('ι -h r/) ( ζ > ι, lim η -- o, liiu ·/)' — ο 

pour n — x), et ψ
Μ
 n"'(m > ι ), la condition (20 bis) a toujours 

lieu. 
Les propriétés / el IV du théorème III restent vraies quand 

Ψ« >1 ~ ψ« est fini el ^ 1. /iY/e.y .vo//7 applicables à 0 quand η„ et 0„ o/// 
//'.y valeurs ci-dessus (1 ). 

(') Eu lecture de noire Mémoire exige seulement la connaissance du Cours 
d'Analyse de l'Ecole J'olytechnique el des Eléments de la Théorie des fractions 
continues algébriques. 

Du pourra rapprocher les résultats de notre Mémoire d'une question posée 
par M. Aulonne dans Y Intermédiaire ties Mathématiciens, p. yo, et i8g<j, 
p. <5. 
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