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Sur une catégorie de fonctions transcendantes (')
et les équations différentielles rationnellcs

Par M. Enpmoxp MAILLET,

Ingénieur des Ponts et Chaussées,
Répétiteur @ PEcole Polytechnique.

I.

Nous nous proposons ici de chercher si les séries ordonnéces suivant
les puissances croissantes ou décroissantes de la variable x, et dont
les exposants ou les coefficients satisfont &4 certaines conditions de
croissance ou de décroissance, peuvent étre solutions des équations
différenticlles rationnelles en y ct ses dérivées ct dont les coefficients

. . . ) . I
sont soit des polynomes entiers en x, soit des séries en — ou x dont les

exposants ou les coefficients satisfont & certaines conditions de crois-
sance ou de décroissance.

Nous oblicndrons cn particulier le théoréme général suivant :
La fonction

=0 e
P= gt g e

ot 0, est quelconque et §, une fonction croissante de n telle que
";’IH-I = 7\4‘!:["

(M fini et 5 o, ., croissant indéfiniment avec n), ne peut satisfaire

(*) Yoir Comptes rendus de I’ Académie des Sciences. Paris, 25 fevnen
11 mars, 11 novembre 1901,
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@ une équation différenticlle rationnelle en x, y et ses déricées,
d’ordre quelconque.

Nous indiquerons des extensions de ces résullals aux séries de frac-
lions rationnelles et aux fractions continues. Il en résultera en parti-
culier cette propriété remarquable : il existe une infinité de fonctions
parmi lesquelles au moins les fonctions algébriques ct celles définies
par les équations différentielles rationnelles qui, développées en séries
de fractions rationnelles de la forme

R, R, R,
=P,+ =t Q, -+-Q o8 R RS

+...
aux environs d'un point ordinaire z, (la base Q,, Q., ..., Q,, ... élant
formée de polynomes entiers en 2 arbitrairement choisis dont les
racines ont leurs modules limités, IR, étant de degré > o et < celui
de Q,, et P, un polynome) ne peuvent étre telles que le terme de
rang n + 1 soit, par rapport au terme précédent, d’un ordre de peti-
tesse supéricur & une certaine limite fonction des degrés des poly-
nomes de base, quelle que soit la base choisic.

Nous signalerons I'analogice de ces résultats avee ceux obtenus par
Liouville ct par nous en ce qui concerne les nombres algébriques et les
racines des ¢équalions transcendantes (').

If.

Considérons I'équation différentielle

b lly ([lz.), i (/')’ ‘/"')'\i‘
(l) l<'l‘"y’;/.7:’“.’;lx"> ZAJ/ (I/I) ) (7;,") ’

I¥ étant une fonction rationnelle de z, de y ct de ses dérivées succes-
sives en « jusqu’a 'ordre k2 o; on pourra toujours prendre pour les
coefficients A des polynomes entiers en x.

(') Voir notre Note du Journal de Mathématiques, 1gov, p. 41g.
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Soit la fonction

0 0
(2) ?=;$:+...+x,;" Ay

oi1 0, est une quantité quelconque et 4§, une fonction croissante de #,
(ui peut &tre négaltive pour les valeurs de n inférieures & une limite

1’n+l

finic, mais qui est telle que £ croisse indéfiniment avec 2 : supposons

{n

(que 9 satisfasse & (1); on a

d‘? —_ _ 0/: 1//:

dr 2 24+ Yn

d’? Z 0pdn (14 %)
= —_—

(3) {‘(I—.T.i - .’I,"*"{u

L R A R I R R R )

k — )
d ? :2(—1)"0"{"(1_'.-f")"'(/ '+¥u)

! 71‘—1-:/' Z:/A‘!'",,
ct, identiquement,

€)) ()=ZA(Z q"I)f [Z( ‘/,‘)wu %L-,‘ ""l('/t—l—i-'.b,‘)]

o

A =a,x"+.. .+ a,

Considérons le produit II qui multiplie A : son terme général en -;
i pour exposant '

E=miba+ o+ mis+ mi (14 4y) +.oc m) (1493 ) +...
A bk A=Yy ) oo mih (B + 43, ),

(%)

avee
m ... 4+ml=1
| e fo = Y0}

my+...+m =1,

(6) :

k k__ >
()n‘-}-...-{-m,,-k.._l,,,
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et pour cocfficient

. - A
lo! l/,! hi ”‘(l’ m mhk
= . —_ 1 {
‘ B_m‘." . mi’f!( 0" Oy el

Tompt
( ( ! !
7) ( X Yyl oot
om” -m¥
X[k =14+Pg) oo b I oo [(k=14=3,) 0o g, "
On aura en particulier dans IT un terme ©, d'exposant

| B ) i)
| =@+ +itr i)+ i+ 20 +...+ ki,
0 [] k 1 2 h
avec le coefficient
(9) B, =(— ,)1;-».,.-»/«1),02',%..*i/’,.,%'liaf...u/’,. o (k=1 "I‘"‘)“‘"

Posons

fod Gyt =D, P4 D =D

(10 . : . . . b
10) I+ 20+...4+ kiy=N, G420+ o+ ki, =N,

Le terme de degré E, dans IT donnera dans le second membre de (4)
des termes de degré E, — ¢,, avec 0 S¢,S ¢, termes qui ne seront pas
tous nuls, dont I'un au moins devra se réduire avec d’autres de méme
degré, et qui donnent lieu pour chaque valeur de n 4 un nombre fini
de relations de la forme

(11) ZaB =o.

Or le degré d'un de ces autres termes est de la forme E — ¢, avee
0<ely, ¢ ¢tant le plus grand degré des polynomes A, et Von devra
avoir

(12) Ei=E—ce¢+¢,.

Cherchons les termes du deuxiéme membre de (4) pouvant satis-
faire & cette égalité, c’est-d-dire &

(13) P+ N=mlo+...+mis,+ N — ¢ +¢,.



SUR UNE CATEGORIE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES. 23

Pour toute valeur de P, le second membre de (13) devra, si 2 esl
suffisamment grand, éure tel que 1’ des quantités a, ..., %, en
nombre i, +. ..+ iy= P [ chacune étant comptée ici autant de fois que
Iindique son coefficient dans le sccond membre de (13)], soient égales

ity puisque 5 ﬁ'—“-‘ > 1, quel que soit 9, quand 7 cst assez grand; les

autres, en nmnbrc PP — P2 o, seront telles que la somme des quan-
lités J, correspondanies soil égale & N'— N +¢—¢,, cest-i-dire
limitée.

Ceci pos¢ :

1* Supposons P’ maximum ct =DP”, parmi les quantités P, en
nombre limité ¢t S au nombre v des lermes de (1); toutes les quan-
tités P sont égales & P” dans (13) 3 il faut N'= N-—¢ +¢,. Les coefli-
cients B correspondants sont tous de la forme B,; le nombre des
termes correspondants qui entrent dans (11) est < au nombre des
(quantités P égales & P dans (1). Il doit donc y avoir deux termes dis-
tincts de (1) pour lesquels I a la méme valeur.

2° Supposons P quelconquc. Lie nombre des systemes de quan-
lilés &,y ..., Cx telles que w) %-}-...—-‘I’— N+e—¢g(piSmi,...)
est limité, puisque les valeurs négatives de {§, sont limilées inféricure-
ment. Il en résulte que le nombre des termes qui entrent dans (11)
sera limité et $v, v’ élant limité.

Ce w'est pas tout : B, est de 'ordre de grandeur de

(14) A

d'aprés (9). Le nombre des termes de (11) étant fini, il devra y avoir
un terme au moins de (11) autre que B, et du méme ordre de gran-
deur au moins que B,. Pour les valeurs de P 2P’, il devra y avoir au
moins un cocfficient B pour lequel P’ des quantités a, ..., 3, sont
¢galesd n, les P — P autres étant limitées, et tel que Bsoit d’ordre

> 0[", N

Lies cocflicients 6,, ... correspondant & des valeurs de o, ... limilées,
sont limités : par suite B est d’ordre 07 ¢;. Dong, il faudra qu’on .ut

un terme B pour lequel NZN'. Si en particulier N’ est maximum
et = N7, il faut N =Nj.
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Considérons alors les deux cas suivants :
Condition C,

1° P=P". — Parmiles termes B correspondants d ordre 0045, il y
en a pour lesquels N’ est maximum et = N”. Pour ceux-la, J}" et B sont
d’ordre maximum; il devra y en avoir deux au moins de celte espéce.
A fortiori devra-t-il y avoir deux lermes pour lesquels I = I parmi
les termes de (1).

Condition D,

2* N'=N/. — Parmiles termes correspondants, prenons tous ceux
your lesqquels I’ a la méme valeur maxima P?; il devra y en avoir au
I 0 y
moins deux.

L’application des conditions C et D ci-dessus donne alors les résul-
lals suivants :

1° Quand (1) est d’ordre zéro, c'est-a-dire est un polynome enticr
en z, ¥, la condition C suflfit & montrer que (4) est impossible : il
n'y a qu'un terme pour lequel P'=P~.

2° Quand (1) est du premier ordre, la condition C, par exemple,
montre que P'on devrait avoir deux termes distinets correspondant
a Pr=i,+1,, N'=1, dans (1), c’est-d-dirc & un méme systéme de
valeurs de 7, ¢t #,, ce qui est impossible.

3° Quand (1) est d’ordre quelcongue k£, ¢t que, pour tous les
termes de (1) pour lesquels P=DP", N=N’, ou N=Nj, P=1D7,
n — 2 des quantités iy, i,, ..., iy ont méme valeur deux & deux, il en
est de méme des deux autres. Ces termes se réduisent & un, et les
conditions C et D ne peuvent avoir licu.

4° Ce sera encore le cas, par cxemple, pour les équations diffé-
renticlles rationnelles en x et y, et lincaires par rapport aux déri-
vées de y. La valeur maxima NY de N’ est égale & k, et la valeur I
correspondante cst i+ 1, i, étant le degré en y du polynome enticr

o . . dty , ,
en 2, ¥ qui forme le coefficient de i Il 'y a qu’un terme corres-

pondant et la condition D n’est pas salisfaite.
La condition C conduirait aux mémes résultats,
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° Considérons parmi les équations différenticlles d’ordre k& celles
«ui sont complétes par rapport aux dérivées de y qui y entrent, c’est-
i-dire dont le premier membre forme un polynome complet de méme:
degré J séparément par rapport 4 chacune de celles des quamités Y
Yy ooy ¥ qui entrent dans (1), en nombre L. La valeur maxima N
de N’ correspond au terme pour lequel tous les %, y', ..., ¥* qui
entrent dans (1) ont P'exposant j et qui a pour coefficient un poly-
nome quelconque M(x,y). La valeur maxima correspondante P;
de I’ est unique el est relative au terme de M(x,y) d’exposant
maximum en y. La condition D n’est donc pas remplie.

6" Considérons enfin les équations différentielles rationnelles en .
et y dont le premier nembre forme un polynome de degré total  par
rapport i celles des quantités ', v, ..., y* qui y entrent, en nombre /,
ce polynome comprenant tous les termes possibles de la forme

(J}"“}/m . /'/‘/ ay+ap+...+ ;= "'

G étant un polynome enticr en x el y.

La valeur maxima de N est évidemment k', et la condition D n’est
pas remplie.

On peut résumer la plupart des résultats précédents dans le théo-
réme suivant

Tutonime L. ~- Soit la fonction

U
v = 5.;”“"000""' +..,’

4

X

oit0), est quelconque, et Y, une fonction croissante, qui peut étre
négative pour les valeurs de n inférieures & une limite finie, mais

1‘11-9-1

qui est telle que T2 croisse indéfiniment avec n :

l. ¢ ne peut élre une foncetion algébrique de «.

II. ¢ ne peut étre solution d’une équation différenticlle de
premier ordre, rationnelle en x, y, y'.

[l ¢ ne peut étre solution des équations différentielles ration-
nelles en z et y, et linéaires par rapport aux autres dérivées de y.

Journ. de Math, (3* série), tome VIIL — Fasc. [, 1902, 4
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IV. 5 ne peut étre solution des équations différentielles ration-
nelles d’ordre k compléles par rapport a celles des déricées de y
qui y entrent en nombre 1, cest-a-dire dont le premier membre
Jorme un polynome de méme degré j séparément par rapport a
ces quantités avec un lerme d’exposant lotal I,

V. ¢ ne peut éire solution des équations différentielles ration-
nelles en x et y d’ordre k, dont le premier membre forme un poly-
nome de degré total i par rapport a celles des quantités y', y', ...,
y* qui y entrent, si ce polynome comprend tous les termes pos-
sibles de la forme

Gy'avy"‘:,,,(y"‘OaI, a+a,+...+a;= )\,
G étant un polynome entieren x el y.

On peut méme aller un peu plus loin pour les équations difféven-
tielles lincaices ordinaires & coefficicnts rationnels.

Une fonction
> 0,
s=3

1’en peut étre une solution que si

AZ(= Y0, 0,00+ ) (k= 1+ 44 Ye ..
+ A0, =T,

Si Y5 — Yu-y crolt indéfiniment avec n, pour n assez grand, I'en-
semble des termes dont 'exposant ne différe que d’une quantité finic
de — ¢, doit, se réduire 4 zéro. On en conclura un nombre fini de
relations de la forme

[asbu(r4+du)ee (k=14 4) +..0+ a0, == 0,

ce qui exige, quand n est assez grand, a;= o, ¢t A, devrait sc réduire
4 zéro. Donc :

Tutonime Il. — La fonction

o 0
\ n
= "o—-
q’ 2‘ w%
1
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ne peut étre solution d’une équation différentielle linéaire a cocfi-
cients rationnels en x que 8( Y, — Y,-, ne croll pas indéfiniment
avee n.

IIL.

On peut établir des théorémes similaires, dans le cas ol la crois-
sance de 9, est moins rapide, moyennant certaines hypothéses que
nous préciscrons tout & I'heure. Supposons seulement que §,,.., — 4,21.

Tout ce que nous avons dit dans le § II reste vrai jusqu’a (12) in-
clusivement.

Cherchons les termes du deuxiéme membre de (4) pouvant satis-
faire 4 (12), c’est-d-dire

- (15) P+ N=m{a+...+mifs,+N -2 +¢,.

Pour toute valeur de I le second membre de (15) devra, si # est
suffisamment grand, étre tel que

(16) P,z +¢,
¢’ étant fini, et 3 la plus grande des quantités a,. .., 34. On en conclut
(17) 2y

¥, ¢tant une fonction croissante de 7.
Pour toute valeur de
P=m{+...4+n,

on aura alors comme limite supérieure du nombre des solutions
de (15), quand ¢ et ¢, sont donnés, lenombre des systémes de valeurs
que peuvent prendre P quantités a, b, ..., d quand on donne & cha-
cune d’elles les valeurs 1,2, ..., %, c'est-d-dire 7, Sy, si P désigne
encore le maximum de P pour tous les termes de (1). Le nombre des
systtmes de valeurs de ¢, — ¢ est fini et S¢; par suite chaque pro-
duit AIl, auquel correspond une méme valeur de N et de P, pourra
fournir au plus ¢y, termes distincts satisfaisant 4 (15), et I'ensemble
des produits ATl au plus a7’ termes, o étant fini.
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Ceci posé, soit P' = P"; les coefficients B qui entrent dans(11) sonl
en nombre S oy, (12) devient

(18) l’”’-}z,,-f—-N’:m‘,':[z,+...+mf‘%;+N—s+e,;

ona
mi ..o+ miEP,

Si toutes les quantités «, ..., 2, sont Zn, (18) est impossible pour
n assez grand, 4 moins que

(19) ‘ mi+...+mp="0,

Par conséquent, les termes de (11) se divisent en deux catégories :
1° ceux pour lesquels (19) a lieu et «,...,4; sont <n; pour eux,
P =DP’; 2° ccux pour lesquels unc au moins des quantités e, ...,
siest > n.

Considérons la premitre catégoric de termes : s'il n'y a qu'un
terme de (1) pour lequel > = P”, les termes de Ja premiére catégorie
se réduisent & un (') dés que ~ est grand, si € est convenablement
choisi. C'est par exemple le cas quand F, dans (1), est un polynome
entier en et y, ou encore quand I ne contient qu'une seule des

" d 7 dky
quantités y, ‘7‘-;, e (f -~z ctest de la forme F (x, y ‘)= o (cas des
fonctions abéliennes et de leurs intégrales successives). On peut
prendre alors

Yo=n+v, Yo =P"n+ p, (p, fini),

(c'est encore le cas des ¢quations de Riccali et de Bernoulli, & coeffi-
cients rationnels ).

Plus généralement, méme si le nombre des termes de (1) pour les-
quels P =P"est> 1, d'aprds (18), une des quantités «, ..., 8, ne

(') Si g est ledegré du terme le moins élevé dans A, il n'y a dans le produit
qu'un terme de degré P"¢, -+ N'—¢' qui ne se réduil avec aucun autre tel
que x,...,8n,
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pourrail étre < n que si

(20) "!’nz"[’n—l + ‘\’

ce qui est impossible dés que 4, — ¢,_, dépasse une certaine quantité
finic fonction de N et des degrés des polynomes A ('), a fortiori
si P, — Y, croit indéfiniment avec n.
Supposons que ceci ait licu : si toutes les quantités =, . .., ¢; sont
égales i », il faut
mi 4.+ ni =P,

Or, les termes B correspondants sont de l'ordre de grandeur
de 045 leur nombre est d'ailleurs limité, car il y en a au plns un
pour chaque produit II. Supposons alors que parmi cux il n’y en ait
qu'un pour lequel N'= \I”' la somme des modules des autres sera
d’ordre inférieur 4 02,

Finalement, dans tous ces cas, I'ensemble des termes dc la premiére
catégorie donne dans (11) une somme de Pordre de 0,4} . Supposons
«u'il en soil ainsi, ct considérons maintenant 'ensemble des termes B
de la dcuxitme catégorie : pour que (11) soit possible, il faudra
évidemment, dans tous les cas précités, que la somme des modules
de ces termes, chacun multipli¢ par un factcur constant et limité, soit
au moins de l'ordre de grandeur de |0}'4Y]|, c'est-d-dire @ fortiori
que

(ar)  |0gy[snz

Om“ Omx V«: .. ‘%A ... (/l —14 4]4)’.,,»'

Or, si | 0,] est une fonction décroissante de n que I’on peut toujours

(') Soit, parexemple, L' > ¢,y — 4> L, d'ott §,> nL + I, 4y > 0nL + 4,
Yu<nLl' 4+ U, Py, <P'nL'+P'l. Posant 0n 28 << (0 +1) n, (16) donne
L+ 0L <do, S ZP'Y,—d<P'al + I,

On peut prendre

P'aLl/+ V=,
In= e J—— -+ n,
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supposer telle que |0,] < 1, on a ici

. Og:f.lf_lO,,,,. E.
On a d'ailleurs, d’aprés (16),

|m, ) H"k . (k — 1+ %/r)]"';kila(l)”% + "l)N§7\3(I),Iﬁlé,, +v, )Ni'

N’ étant la valeur maxima des quantités N,, ct A, étant fini. Le
nombre des termes du deuxi¢me membre de (11) est d'ailleurs au plus
¢gal doy), et (21) donne

| 0 #uN” I s 7\ | (P” n + v )\”x:;d n+1 l’
A, étant {ini, ou encore

IO:;" (—:’7“-7 | O'H" ot ‘Pn I’
A, ¢tant fini.
Dés lors,
o

(22) D 2|

Vil Y

La fonction ¢, ¢tant donnée, par suite la fonction ¥, ou unc limite
supérieure ,, ceci sera impossible d¢s que

. ' 0
(23) O | <| |
ou, @ fortiori, dés que
o
(24) n-H | < l ¢
\553,‘

Dans lé cas des fonctions algébriques ou des fonctions abélicnnes
et dc leurs intégrales successives, on peut prendre ¢, =2 + v/,

In= P”n"' Py
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et (11) sera impossible d¢s que (23) a lieu, par exemple quand
0,=¢", ¢ étant > 1, puisque

C—n P

Pt 4y

My (P gV (ot )
pour 2 asscz grand.

Soit encore une équation (1) donnée. Si ¢, — ¥,-, reste compris
entre deux limites finies L et L’ définies comme précédemment, et
suffisamment grandes, (11) est encore impossible quand 0, = (="

Enfin supposons que ¢, — ¢,_, croisse indéfiniment avec n; si la
fonction {, donne, d’aprés (16), 3SRnr, R étant fini (ce qui a licu,
par exemple, quand Y, = n™, car on a

P* 4 l)ﬂnm < Rm nm
dés que
R> "(/l”’ + 1,

n étant assez grand ), on peut prendre
7= (Ru), =,

(23) aura lieu quand 0, = {, et (1) sera alors impossible.

Au surplus, quel que soit le mode de croissance de ¥, et de 7,
(23) donne toujours le moyen de déterminer le mode de déeroissance
de 0, de facon que (11) soit impossible, pourvu que , — ¢, croisse
indéfiniment avec 2 (*).

Condition C',

En résumé, on peut formuler ici une condition analogue 4 la con-
dition C :
Dans le cas ou ¢, et 0), sont tels que

loll-f-l l <|_|.0L;il1 ’
| 7.’; q’,,‘ hs

(') On pourrait peul-étre, par une discussion un peu plus approfondie amé-
liorer I'inégalité (23) et la préciser : nous n’insistons pas.
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il doit y avoir au moins deux termes de (1) correspondant & la valeur
maxima P’ de P dés que ¢, — ¢, 1.

Quand ¢, — §,_, crolt indéfiniment avee n, parmi les termes de (1)
correspondant & la valeur maxima P de P il doit y en avoir deux
au moins pour lesquels N est maximum ct = N”, Cette condition est
méme nécessaire dés que §, — J,_, dépasse une certaine limite finic
fonction des coefficicnts, des exposants et de l'ordre de (1).

L’application de cette condition donne alors les résultals suivants :

1 Quand (1) est un polynome enticr en z et y, ouen x et Z%’ la
condition C' n’est pas remplic et il n’y a qu'un terme pour lequel
P = P”. On pourra prendre ici y, — 4,-,=1.

2° Quand (1) est du premicr ordre, la condition C’ (deuxieme
partie) montre que 'on devrait avoir deux termes distincls corres-
pondant & "=/, + i,, N = i, ’est-i-dirc & un méme sysitme de
valeurs de i, et ¢,, ce qui n’est pas.

3¢ Quand (1) est d'ordre queleonque k, cl que, pour tous les
termes de (1) pour lesquels P =P’, N=N", n— 2 des quantités
lyy +« .y Iy ont méme valeur; il en est de méme des deux autres. Ces
termes sc¢ réduisent & un, ct la condition C’ (deuxi¢me partic) ne
peut avoir licu,

4° Ce scra encore le cas pour les équations différenticlles ration-
nelles en z et y, ct linéaires par rapport aux dérivées de y. On a ici

P?P= itn N==o0
pour les termes ne contenant pas de dérivées de y, et
I)I__:l-:o_*_l, N/=7\>0

pour les autres termes.

Deux valeurs de N’ nc peuvent étre égales sans que les valeurs
de P’ ou de P différent. La condition C’' (deuxi¢me partie) n’a “pas
licu. _

5 Considérons parmi les ¢équations différenticlles rationnelles
d'ordre k celles qui sont complétes par rapport & y el aux dérivées
de y, cest-d-dire dont le premier membre forme un polynome
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complet de méme degré par rapport & toutes les quantitésy,y’, ..., y™*
qui entrent dans (1), Sij est la valeur maxima communede &, ..., i,
la valeur maxima de P est /j, / étant le nombre des quantités y, ¥/, ...,
»* qui entrent dans (1), et il n'y a qu'un terme pour lequel P a cette
valeur. On pourra prendre ici §, — $,-,= 1. C'est, en particulicr, le
cas (quand une seule de ces quantités entre dans (1) (cas particuliers
indiqués ci-dessus). La condition C' (premitre partic) n’est pas
remplie,

(i Considérons enfin les ¢quations différenticlles rationnelles en x,
¥y «voy ¥y dont le premier membre forme un polynome de degré
total A par rapport i celles des quantités y, ¥/, ..., y* qui y entrent,
en nombre L. Si ce polynome comprend tous les termes possibles de
la forme

Gy, .y, g+ +.ooday=0»X,

(i étant un polynome entier en x, la valeur maxima de P est évidem-
ment A; les valeurs N sont @, + ...+ ka, SkA, et la valeur maxima
de N pour les termes en question, ¢gale 4 kX, correspond au terme
unique Gy%*, La condition C' (deuxiéme partie) n’est pas remplie.

On peul résumer la plupart des résultats précédents dans le théo-
réme suivant :

Tutonine Il — Soit la fonction

0,

0,

+ ey
ol Y, est une fonction croissante de n, qui peut étre négative pour
les valeurs de n inféricures & une limite finie, §,., — b, croissant
indéfiniment avec n.

Soit encore

1) Fley 2 ) =Sa@yh . (55) =0

une équation différentielle rationnelle cn x, y et ses dérivées, les
A() étant des polynomes entiers en x.

Journ, de Math. (3¢ série), tome VIII. — Fasc. I, 1go2.

[S2 4



34 ) EDM. MAILLET,
Si w, (') est une certaine fonction croissante de n qui dépend
de b, et silon a

(2.’) |0/4+l{<‘5“ﬂ' "’

w,

quelle que soit la constante v pour n asses grand :

1. 9 ne peut étre ni fonction algébrique, ni fonction abélienne,
ni une intégrale d’une fonction abélicnne;

. % ne peut étre solution des équations différentielles ration-
nelles du premier ordre en x, y, y';

1. 2 ne peut étre solution des équations différentielles ration-
nelles en x el y, et linéaires par rapport aux autres dérivées de y

IN. o ne peut étre solution des équations différentielles ration-
nrlles (1) d’ordre I complétes par rapport a celles des quantités y,
¥y ooy Y% quiy entrent, en nombre 1, 'est-a-dire dont le premier
membre forme un polynome complet de méme degré j séparément
par rapport a celles des quantités y, y'y ..., y* qui y entrent, avec
un terme decposant Iy

V. = ne peut étre solution des équations différentielles ration-
nelles d’ordre k dont le premier membre forme un polynome de
degré total 1 par rapport a celles des quantités y, y', ..., y*
qui y entrent, en nombre I, si ce polynome comprend tous les
termes possibles de la forme

Gyloy s, . yiha, Uy + @ Ao =1,

G étant un polynome entier en x.

Quand 0, =" ({ > 1), et que Y, = n™ (m >1), la condition (23)
est loujours salisfaite,

Les propriciés 1 et IV restent vraies quand Y., — Y, est fini
et > 1. Ainsi elles sont applicables a la fonction 4 quand 0,=71"".

[ S T2 o
(") lei v} = by 400
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v,

On peut obtenir des résultats plus généraux sur les fonctions de la
forme (2) ct les équations de la forme (1) quand on fait sur 3, des
hypothéses plus restrictives.

- " . . ’ .
n cffet, supposons encore que 224 croisse indéfiniment avee 25
In

prenons dans le produit 11 le terme en ic obtenu en formant le produit

de P termes ayant pour exposants respectifs, 4 une quantité finie
pros :

"}JM "'///o 19 rey 1’;14-?—1 ;

ce terme pourra étre obtenu en attribuant suceessivement i 2, ..., 2
les valeurs distinctes n, m+1, ..., n+P —1(m)=... =mi=1)
dans un ordre quelconques; il aura alors dans 11 P'exposant

(""(;) l‘;'z = '1"u+l'-l + "l"u (3 123 + L + '1"11 -+ x9
et pour coefficient

(27) B.”‘_" “"’.,\0"'0! e /‘k! ( - l)yoll#l"i e 0//64‘)/1 x "!}Zlo-l‘--l e "PZ";

on
T+ Tytee 4Ty =N,

el A, est fini, positif, et limilé supéricurement et inféricurement quel
que soit n; parmi les P quantités o, 5, ..., 5, il y cn a i égales
ahy o dk—r1, ..., 0,4 1,i,a0,clcelade loules les manicres pos-
sibles (').

Si ’on suppose P == P, le terme correspondant de degré I, donnera
encore dans le second membre de (4) des termes qui ne pourront se

(') On ne doil considérer ici comme distincls deux termes de B, que quand
deux des systémes de valeurs des exposants o, ..,, o, correspondants sont
distincts par I'ordre de ces quantités.
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réduive quavec ceux d'exposants de la forme (12). Ces exposants
devront satisfaire i

'l 9 ’ " ‘ ’ po—— ' ‘ ’
(28) Vs F Yy b= Yy, 4+ 0,

oito est fini, et Pon en conclut que le second membre doit étre tel,
comme le premier, que I =1, et qu’une et une scule des quan-
lités =, ..., dsoitégaled une des quantités n, n+1, ..., n+ P --
Les termes de (4) en question sont ceux que nous avons considérés
tout d’abord; leur nombre est limité.

Pour que (11) soit possible, il fsudra donc que, parmi les quan-

lités BB, dont 'ordre de grandeur en # est maximum, et pour lesquelles
P =P il y en ait au moins deux de méme ordre, provenant de deux
termes différents de (4), ¢'est-a-dire @ fortiori deux telles que
(29) Yoy oo V=0T T,
2 étant fini et limité supéricurement ct inféricurement, les quantités
correspondantes 7, iy, ..., {, W'élant pas toules cégales aux quan-
tités &y, f1_,y ..., 1, correspondantes, On peul supposer que 7. soil
la prcmiérc des quanlités Tyy +oey Gp- (Ui Ne soit pas égale & la
quanuto corrcspondanlc g, et s <15 en r-ﬂ'cl, si 'on avait ¢, =7,
Tp== G,y seey Gpy==Tp_y, ON AULAIL Tp = Gy} parmn les quanmc
Tyyover Gy il y en awrail iy égales i oo, 7, bgales a1, ..., iy égales
a ky et de méme £ égales & o, ..., £ égales & ky done fy=1(, . .,
iv=I;, et les deux Lermes B3, correspondants coincideraient, contrai-
rement 4 ce qui précéde. On aura alors

30 K Ny P AT
(30) Ve Y = W e A,
d’on, si, par exemple, o; > a7,

P —_ a7 -4 B ’I/,v—G’ g
(31) Yot = MY L

avec o, — oy “h, e <P et

(32) Yiprme = WPl e
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Urgry « ooy Uy Clant rationnels, positifs ou négatifs, ct de dénomina-
teurs k.

Nous ne chercherons pas provnwlrcmcnt 4 discuter P'égalité (32).
Nous remarcquerons seulement qu'il n’cst pas difficile d'imaginer des
lois de croissance de ¢, telles que (32) soit impossible. 11 suffit de
prendre

'-!//;H = "'*!’;7 "y
v élant unc quantité qui reste limitée supéricurement et inféricure-
ment et o5, unc fonction croissante de 7 qui croit indéfiniment avee .
Il faudrait, en cffet, pour n assez grand

fn-o-l’"--‘r < , MY { gi;’:’::m'«
ce qui est impossible dés que » surpasse une certaine limite. Donc :
Tutonise IV, -- Soit la fonction

0,
.l"!’ ]

? = c . 0+ + 0y
ott 0, est quelconque et Y, une fonction croissante de n qui peut
étre négative pour les valeurs de n inféricures & une limite finie.

mais qui est telle que *’:*’ croisse indéfiniment avec n @ 3 ne peul
”

salisfaire & une équation différentielle rationnelle d’ordre quel-
conque que si l’on a au moins une relation de la forme:

{"nv; /‘ 1"/4-1-1 L 4/!’"
(v entier, w,, ..., p, rationnels ne peuvent avoir qu'un nombre
limité de valeurs ne dépendant que des exposants de y et de ses
dérivées dans U’équation donnée et de Uordre k de cette équation,
les dénominateursp,, ..., p, étant $k).

En particulier, 3 ne satisfait & aucune équation différenticlle
rationnelle quand §,,,= N4, w, élant une fonction de n qui crolt
indéfiniment avec n, et k une quantité finic = o et limitée supcricu-
rement et inférieurement.
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Remarque. — Les résultats obtenus dans les quatre premiers para-
’ ) . . '
graphes s’étendent évidemment aux sérics obtenues en remplacant —

par & — z, ct qui pourraient représenter le développement d’une solu-
tion aux environs du point z, (récl ou imaginaire),

V.

Les résultats précédemment obtenus ne sont pas spéciaux aux séries
ordonnées suivant les puissances croissantes ou décroissantes de s ils
s’¢lendent aux séries de polynomes et de fractions rationnclles, par
suile aux fractions continues.

Nous nous contenterons d'indiquer ici une partie de ces exlensions
en employant un autre mode de démonstration qui donne des résultats
plus complets & certains égards.

Soit d’abord

(33) =Pl D T
une séric ordonnée suivant les puissances décroissantes de la va-
riable =, P, élant un polynome; nous supposons la série g, — P, con-
vergenle aux environs du point z = (ui est ainsi un pole ou un
point ordinaire pour %,.

Désignons par

(31) Qi Q

/ i

Qs ...

unc suite de polynomes de degrés ¢,y ¢,y ¢,y ... > 03 on pourra lou-
jours, ¢t d’une seule maniére, mettre g, sous la forme

(33) R, R, IR,

=P+ G+ 5 Feeet mE—— e e
' ’ Ql QlQ! QIQ2""\)” !

-Q

R,, Ry, ..., R,, ... étant des polynomes entiers en « de degrés r,,
Pyyeoey Iy ooe << ceuxde Q,, Q,, ...y Q,, ... respectivement,

En effet, si
Py =
(?4 P,) =¢,

¢, Q, sera une série comprenant un polynome R, de degré inféricur
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d'unc unité au moins & celui de Q, et une partie ¢, de la forme

byl
-

R £
) l) = e | ~- ~2,
T o ‘\)l (\)I
On mettra, de la méme maniére, ¢, sous la forme

i, £,
&= Q;' e ad Q;’

_ R I g
) B} 2 3
v Pe=g, Gt oo

d’ou

g e0 00

Par analogic avee ce que nous avons dit pour les systémes de numé-
ration généralisés, nous dirons que (34) cst la base d’un systéme d:
représentation aux cnvirons du point = o0 5 (35) est la 1‘cprcscnta-
tion de ¢, dans ce systéme (au cas, bien cntcndu, ol 5, esl une séric

convergente ou sommable). On pourra ¢videmment supposer

le systéme de représentation correspond alors aux systémes de numé-
ration ordinaires.
Su+1

0r-.-Q,

it

» el soitencore I’ Gepuation

. 5"‘_1)"
‘Ndart )’

k)

V. By 1. fun?
. Désignons par s, la fraction ¢, —
différenticlle

) For g ) =E0A(Z)

dont g, est solution.

Soity =0+l y' =1, + /I,,, v YR =%+ A", en supposant
que s soit une fonction de = qui differe d’aussi peu qu'on veut de y
ainsi que ses dérivées dés que |« > w (@ fini). Prenons pour 1, la

. W,
fraction &=; on a
SII

Bu D R, P Q4+ Ry,
'S""IO"*"""*'«) 0, 0,Q () '
n vl e e YW \,l(\i"' N

avee S, = (), Q).

L4 I L \u’
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Supposons encore que les zéros (') des polynomes (34) aient tous
leurs modules limités supérieurement; prenons p supéricur i ce mo-

dulesonar, <q . o0y 1Ly - o

(36) Il,‘= - Enty — '}II-H ET— __'.’_0_’

Jieee (\),, Y AT N ET

Ly 4+ gyt 0= Suy Yoy Y1 .. finis > 0}

' !
/ L “uH SIH‘—I - Suu Rn-@-‘l
ty= St
R

+...

est d’ordre plus petit, ainsi que toutes les autres dérivées de /.
On aura alors

(A)

Fz, e+ gy ooy ¥+ Y

3
1) —F(a”nn$""’1;z )‘*‘(hul +--.+It(k'F " (l—f-s):o,

¢ tendant vers o quand Dy oosy ant ind¢-
liniment. On peut assigner & | s| unc limite supéricure donnec a priori
aussi pelite qu’on veut, pourvu qu’on prenne 2 et | x| supérieurs & une
limite assez grande. Alors

(38) [F(@, My ooy 1) = | o BT (1) .
Le premier membre est de la forme
|ZAD; .o

_xc,,(l+l)

Orn,|= ls"l cst> - On voit sans peine que | 0’| (2 ) est 2

Le terme géncral du premier membre de (38) est alors an moins

(') Si I'on suppose tous les coefficients réels, il suffit de supposer les modules
des zéros réels limités et x réel.

2y LU0 > ps . Y .
(%) %5 est2 perrre H effet, soit
=15 — %=1 it Iv
n = S’ 3 %,y etant un polynome,

n

! / , - !
70— %-q Sn — l“/—lsu lsn — %y Sy~ l“/‘*S" ¥ — ps

in — 3 — g 3
n . Sf‘/ ‘%H (L““ Ut
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B By

TP TRy e 7Y RN (TS TR A

si I'on pose, = étant fini,

P=iy+ i,+...4+ i
N=i,+204...+ ki,.

Le deuxi¢tme membre de (38), si I'on suppose que ¢, n’annule pas

. » ' ~ < p N
simultanément F, ..., F')», est £ ——=— (¢ const.). On devra donc

= pfne
avoir, si & est le minimum de P + N pour les termes de (1)

-~

-’L"n’r:’—' - l('l" q/"""qll)]_l(bl +’”+IL ' M))(l-*_e)l—xl‘u—n-'nl-ﬁ"a

(:’9) Snvy— I',,+|§S,,EF -+ 3. (3. ﬁni).

On pourra toujours, quand ¢,, ¢,y ..., ¢, sont donnés, prendre
Guss — P'nvy assez grand pour (que cette condition ne soit pas remplic.

Soit, par exemple, g, =n!(1 + 1), (o 7131), ry=n'n!(limq =o
pour =1, 7’ tlant limité); il suffit qu’on ait

(n+0)!>p[pl+((r=-1)! +...+1]®
(wlimité¢), ou, a fortiort,
(n+)!>ufn!+(m—=1)(n—1)]m,
ce gui a licu évidemment pour » assez grand.

Remarque. — Un raisonnement semblable est applicable quand %
annule I, ..., Fi» sans annuler toutes les dérivées successives I,
.., .... Laformule (37) est un peu modifiée.

En cffet, supposons d’abord que ¢, annule toutes les dérivées pre-
miéres secondes,ctc., chpar rapportay, ¥, ... Sou;l,, le maximum
de iy, £)_, le maximum de Z,_, pour les termes tels que &, = &, ..., ) le
maximum de #, pour les termos tels que fy=1iy, i, =i} ,, ..., L, =1}:
ces derniers sc réduisent i 1. Soit, par exemple, iy =il =...=/}=0,

Journ, de Math. (5 série), tome VIII. — Fasc. I, 1go2. 6
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avec Ly, % 03 4, doit annuler la dérivée

0124-...4-;'}“-- F

V) ythy =1 k=) | 9Fw1™ yir4n)

qui est de la forme Ay + A,. On n’a é¢videmment pas A = o;
si A,=o0, %, scrail un polynome ('), cas que nous ¢carterons, Prenant
encore unc fois la dérivée en y¥/*+"; on est conduit & un résultat
absurde; donc ¢, n’annule pas toules les dérivées de I par rapporta y,
Yy ooy y®. L'emploi d’une formule analogue & (37) conduira i des
conséquences semblables; mais on Lrouvera pour la limite supéricure
du second membre de I'égalité qui remplace (38) une limite supéricure
plus avantageuse que celle donnée par (39). Finalement (39) restera
vrai dans tous les cas.

Le théoréme que nous obtenons ainsi peut s'énoncer comme il suit :

Tuiorine V. — Soil la série illimitée

R, . R, R,

Q QQz+"' G0, T

Py, RyRy, .o, Ry oo, Q1 Quy oy Quy oo . dlant des polynomes
entiers en x de degrés Poy Pyy Py o ovy Py oo oy Quy Qo oo oy Qoo v -
respectivement avec 1y qyy ..y 1, qny -, les 3éros réels de Q,,
Qzy oo vy Quy +.. ayant leurs modules limités. Si 3 est solution

, , . . . { d*
d’une équation différentielle rationnelle en z, y, %a ven ZE{ ) OR

doit avoir, dés que n est asses grand,
G S(q + ¢+ G,)& A IFpoy + ¢
GueiS(G+ Qat oot ¢a) w94

(o entier qui ne dépend que de k ¢t des exposantsde y, y'y « . ., y*
dans Uéquation en question, 8, enticr fini).
En particulier, 3 ne peut étre solution d’une pareille équation

(*) Ce polynome serait de degré Sk —1. Le théoréme V reste évidemment
vrai quand ¢, est une simple fraction rationnelle de la forme (35) avec R,5% o,
Rys1= Rypa=...=o0, n étant assez grand,
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quand q,=n!(1+n), avee 001, r,=n!q'(limn'=o0 pour n==x).
] .

Remarque. — Changeons, dans 3, ct (1), —CN3S—3,: % devient

le développement en série de fractions rationnelles d'une fonclion
de 5 — 3, aux environs du point 5=73,; (1) devient une équation
différentielle rationnelle d’ordre & en z. Les mémes considérations
restent ¢videmment applicables : si 'ordre de petitesse des termes
successifs de g, aux environs de 5 = 3, crolt suffisamment vite, 3 nc
peut étre solution d'une équation différentielle rationnelle.

Applicatiorn auz fractions continues illimitées.

Soit la fonction

supposée donnée par son développement en fraction continue illi-
mitée, Ry, Ry, Ry, ... étant des polynomes (') & cocfficients réels,
dont les racines réelles ont un module limité et Su, et tous positifs
pour = > u. : les réduites successives étant

P, P, P,
P, P Py
QU U XA
on a
P, (P, 1*_.) (P,._Pn-,>
t=gtla-o) g —an) e
ou

(e
(o) d=gitgmoomttene T

i

Le dernier membre est une série de fractions rationnelles 4 laquelle

P, . . . .
(') =~ étant irréductible et ayant une valeur finie pour [z|>p, Q, n'a
n

aucune racine réelle de module > p..
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on peut appliquer ce qui précéde sous certaines conditions ('), On a

P, ' Q, (—1)"Qy...0Q,,
V= e — e vene
QTR0 Qoo Tt T00,..0,

Soient encore
Giv Qo oy eeey Guy oo

les degrés des dénominateurs des réduites; supposon
§i+ Gt F Guea <

Y sera justement de la forme (35) ct le théoréme précédent sera
applicable. Si

D) quei >(Qu+ Qut . o+ ) B+ g+ @+ o o+ 3,

ce qui entralne d’ailleurs 'inégalité précédente, ¢ ne peut étre solu-
tion de (1).
Ona
9 <G <.
Quei = R,Q.+ Qn-| ’
et
Quar = Gn+Tny

puisque ¢, > ¢,_,. Il suffira donc que, pour n assez grand,
(42) @u+1>(q+ @i+ )T+ + Qoo+ g+ C,

pour que ¢ ne soit pas solution d’'une équation différenticlle ration-
nelle d’ordre £.

(') Nous aurions pu évidemment, au lieu de (35), considérer la forme plus
générale de g,
op=P +£’\-l‘-+l—‘-;-+..‘+&+...
1 0 St Sz S,, ’

Sp-; ne divisant pas forcément S, et les ordres de petitesse des fractions suc-
cessives allant en augmentant. Ce qui précéde indique suffisamment la marche
a suivre,
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Ce sera le cas, en particulier, quel que soit #, si 'on prend
m=nl(t+1)  (osnsi).
‘n effet, il suffira, d'aprés (42), qu’on ait

W>(q+ ot go)(@+1).

Or,
In =Gyt Vpeyy
In—1 = Gn-2+ T'p_gy
( gy =¢q, 7y, :
d’ott

Gn=TneytTpytecct0 4+ ¢y,
Saf(pn—0)!+(n—2) +...+1]+ ¢,

D! 4+¢,S4(n—1)!

pour n assez grand. Il suffira alors, @ fortiori, qu’on ait

at>4[(n =)+ G (n =D (m 1),
ou
n!>(n—1)!18(w+1),

ce qui a toujours lieu pour une valeur suffisamment grande de .

Si I'on considére enfin le cas particulier ot F, dans (1), est une
fonction de x et de y seuls, on aura k = 0. On peut améliorer un peu
la condition (41) en remarquant que le dcuxiémc membre de (38) est,

en réalité, d’ordre au plus égal & celui de —~——; c’est-d-dire de 'ordre
Qn Qu-H

. D’autre part, 'ordre de n,= Py est 2 a celut de —t, et
part, n Qs Zn

LTutTni+0

celui du premier membre de (38) & celui de —-—; , —- (39) peut done
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étre remplacé par

= S| ¥ ()| S ;7:,——;
(7, &, constantes finics et > o), d’olt

Gnt+ GYnss S Guio+ h (’:‘ fini),

. b
G :5(’]/: - ’) lo+ 0.
Or
Gars = Yu+ 1y
et, par suite,

'y = (’111—2)’0 Jl'

Nous obtenons ainsi le corollaire suivant :

Corollaire. — La fraction continue illimitée

v =1R,+ d

!
T e
1+ R,+.
. 1
ou R,, R,, R,, ... sont des polynomes en x & coelficients réels de
degrés r,, '\, 15y ... Tespectlivement, les modules des racines réelles
de ces polynomes étant limités et les cocfficients des plus hautes puis-
sances de x tous posilifs, ne peut étre une solution d’une équation

différentielle rationnelle d’ordre k que si
9/1""»_(7,-4-([,-!-... (],‘)(m'.}_])’

o C¢lant un entier positif qui ne dépend que de k et des exposants
dey,y’, ..., y® dans I'équation en question, et ¢,, sy ..oy Guy ...
les degrés des dénominateurs des réduites successives.

En particulier :

1° On ne peut avoir r,= 1! (1 + 1) (oS S1);

2° ¢ ne peut étre une fonction algébrique que si

’ngio(f{n"" 2)+ al’

i¢tant le degré de 4, &, une constante finie.
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Ces résultats sont évidemment, jusqu'd un certain point, des exten-
sions aux fonctions algébriques ct aux équations différenticlles des
résultats indiqués par Liouville pour les solutions des équations algé-
briques & coefficients enticrs.

On voit ainsi qu'il existe une infinité de fonctions, parmi lesquelles
au moins les fonctions algébriqucs et celles définies par les équations
différentielles rationnelles qui, dcveloppecs dans un systéme de repré-
scntation de base quelconque aux environs du point x, (du point z ==),
les racines des polynomes de base ayant leurs modules limités, ne
peavent étre telles que le terme de rang » + 1 soit, par rapport au
lerme précédent, d’'un ordre de petitesse supérieur 4 une certaine
limite fonction des degrés des dénominateurs des termes précédents.
(Zest 14 un fait aussi remarquable que la propri¢té correspondante
pour les nombres représentés dans un systéme de numération de hase
(quelconque (*).

VI,

Dans cc qui suit, nous chercherons i ¢tendre les résultats précé-
dents aux équations différenticlles rationnelles par rapport  y et ses
dérivées et de la forme (4) (§1I), quand les A sont non plus des
polynomes, mais des fonctions de la forme

7 = Y, T A
(43) A=
1

a,, ¢tant fini et = o au moins en général, v, quelconque, mais = o
et ne dépendant pas de A, et @, , unc fonction croissante de » telle
que @, ,— o, , soit toujours fini ainsi que @, , — Y,.

Nous commencerons par ¢tendre le théoréme IV & ces équations

‘f/H—l

différentielles en supposant que I croisse indéfiniment avec .

Nous suivrons 4 peu preés la meme marche qu’au § [V.

(*) Voir notre Note precitée.
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Prenons dans le produit Al le terme en ‘-'; d’exposant I obtenu

cn formant le produit de P+ 1 lermes ayant pour exposants res-
pectifs, & une quantité finie prés,

| —_
’1"’1’ "!’IH-H ey "Pn-rl’-” mﬂ-’-"" hand ’1"n+i'+ P

¢ Ctant fini.

Ce terme pourra étre obtenu de la méme maniére qu’au § IV, mais
en tenant comple du terme @, qui entre dans 12, et donnant sucees-
sivement 4 a, ..., ¢, Ales valeurs n, n +1, ..., n 4 I dans un ordre
(quelconque; on aura

(‘/l-/l) E; = 1’54-?"" '\1"n+l’—x +'~+"~}’/t+ Fi3
le coefficient correspondant sera

/ ; , . D YR KL /
(./'5) B2 = Elo! ve e l[‘! (“ [).‘aj'A,U'O/"_’ veo ‘,j' X ,"',L:"“'" oo,’/:"’,

Ona
G+ G+ ... +6,,=N,

A st fini, positif et limité supérieurement et inféricuresment; parmi

les quamités Ty Gay ey Opyy Alyenaiy éga]cs ak, g ahk—1,...,

f & 1,7,+1 a0, ctcelade toutes les maniéres possibles, jy, jo_ys coy Jo

ont, dans un certain ordre, les valeurs n + P, n +P —1, ..., 1 el
I'exposant o de §; est o.

Supposons I’ = I>”. Le terme cm-rcspondam de degré E, donnera
dans ATl un terme qui ne pourra se réduire qu’avee ceux d’ cxpos‘mts
de la forme (12). Ces exposants devront satisfaire &

(16) o+ Yo+ Ypopst oo+ Y= m Yo+ ...+ MY, + vy,

ot @ est fini, et 'on en conclut que le second membre doit éire
tel, comme le prcmlcr, que P = P” et qu’une ct une scule des quan-
lités @, ..., oy, A soit égale & une des quantités n, n+1, ..., n+P”.
Les termes en question sont ceux (ue nous avons considérés tout
d’abord; leur nombre est limite,
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Pour que (51) soit possible, il faudra donc : 1¢ ou bien que, pour

deux des quantités BB, on ait P = P, et que leur ordre de grandeur

en nosoil le méme, cest-a-dive, @ fortiori, qu'il y cn ait deux telles
(que

A7

(3710585 o0 Y Y| =

; ' L
)\I)/lw 01“{_‘ e 0[0'41”1.9-. e ';/”' s o

[%; ¢tant fini et limité supéricurement et inféricurement; 2° ou bien
fjue, dans un des coefficients B, au moins, il y ait au moins deux termes
d’ordre maximum égal ('), ce qui conduil 4 la méme ¢galité. Dans le
premier cas, les quantités correspondantes iy, &y, ..., £, nc sont pas
toutes égales aux quantités £, 4_,, ..., £,; on le voil comme au § 1V.
Ce premier cas exigera donc que

1 ’
= | A3 0 A e 4%y ’
| e Ty ) SO " Ik

PP (A o], oy
l B )ln-" ’pn«—l'"-‘r-n v 'pu A

d’ou, si par exemple o, > o7,

Y -

'
"l)” T4l Ny [

A YL VAN

(48) ‘!’/Ml”’—fml = l A <I'—V" i,';l—> n+p'-%0 0 Y
Dans le second cas, si les deux termes de B, du méme ordre sont
tels que 'on w'ait pas & la fois 5, =4, ..., 6,,, = 95,4, ON est encore
conduit a (48). Mais, s'il en est difféeremment, il devra y avoir deux
termes de B, pour lesquels a; ;. 0. ...0/-“ etagng 05 .. .0,-; soient
comparables; pour le premier de ces termes, ; , a pour exposant o,
> ’ 0 S » P Yy — :
et pour le second, 7+, a pour exposant o. Dans le cas ol {,= o, ces
deux termes ne pourraient éire tels que 6, =4\, 6,=4,, ..., ct le
deuxiéme cas est alors impossible; il en cst autrement si 'un des
teemes pour lesquels ' = P” est tel que 7,2 5. Alors, parmi les coeffi-
cieuts 0, , ..., Oj“, en nombre P, il y ena P” — 1 qui figurent dans
le second membre de (15); on aura donc finalement, si 0;, est celui

(1) Encore ce cas doit-il étre exclu quand, dans les A, tous les termes i partir
du Ji'twe (/y fini) sont de méme signe.

Journ, de Math. (5¢ séric), tome VIII, — Fasc. I, rgo2. 7
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«qui n'y figure pas,
01 =N /ij ,,01

)

avee

o b= fry =i
c'esl-a-dive

(49" NVt = N5,
Une des conditions (48) et (49) doit finalement avoir licu.
Dés lors, il n’est pas difficile d'imaginer des cas tres ¢lendus on

elles n'ont lieu ni 'une ni l'autre : en effet, comme au théoréme V,
supposons

(50) R R
(18) donne

., o B
‘{u+l’—h—l'_l\ l[ ' fl’l 't“"lll ”

avee

La premiére condition exige

1

LA N e o
"‘{n-n v < AL "*p‘;’:+|*"— T (v {ini >> 0),
| [ > (pn-d l‘ —7"')
Elle exige aussi
"!’ll-n-("’—r+l> ,‘ l‘l 'Hu (‘/I ﬁ“i > 0)»
Il < .ll+l‘" 'H

’ V' Ts
MY

ce qui donne finalement

(51) Bt S 1> Al

les deux membres extrémes croissant indéfiniment avee 7.
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I suffira que II soit > le premier membre ou < que le dernier,
sans que (49) ait licu, pour qu'il y ait impossibilité. Un cas simple

.y il R b,
est celui ol 7'—'- reste limité; il suffira que le rapport £*= ne reste pas
Vo /o

limité quand r croit indéfiniment pour que (49) n’ait pas licu. Sup-

0»4—1

pusons, par exemple, que

tende vers zéro en décroissant quand

s crolt indéfiniment ; on a

(51) donne

Brppe_g= 2 P prmr—")" )
Yt < ,A L Yl (A, v, finis).

n +l"’

Il faudra, a fortiori,
v__r—Y)7: 2y TR ] Voo
’;\ L Yl (g fini),
/l 1
ce qui exigera

A0,
00§ > Gemce s’

On sera donc siir d’un cas d'impossibilité quand

A0,
I A+ l < q,(p‘!w:‘)n.

(4 va ct g, fonctions croissantes de n).
Il faudra encore

on+l"‘-l b 0, I P‘Vn
el Il ool Doy S
P.”
04 1oy P
l ! I > n+rag?
IH—I"
V
M
| O | <Ny |0n+1--'—1| 'I"n-uv-r < |0n+|»"-| H‘” o (“’n COHSL)~
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On sera encore sty d'un cas d'impossibilité si
| |0/ul" ) . .
(Do | > (M fini > 0).

Nous résumerons les résultats les plus nets de la discussion précé-
dente dans Pénoncé suivant

Tukonine VI. — Soit la série illimitée

g
yEn Tt e

oit, pour n asses grand, ’ e '! décrolt en tendant vers o quand n

croll indéfiniment et ol .p,,H == Wt (., élant une fonction crois-
sante de 1 qui crolt indéfiniment avec n, el h une quantits finie > o
et limitée supérieurement et inféricurement, qui peul varier
acee n).
Soit encore Uéquation différenticlle
()
dat)

. d dy [ dy
¥z, oot ) = A ()

3l [ < (., . It . N luan\
d’ordre ky ot les A sont des séries de lu forme Z" Sy (lauy | find
1

el =0, aw moins en géncéral; v, guelconque, =0, ne dépendant

pas de A et tel que lim ] '"“l soil fini; el w,, une jonction crois-

“l
sante de n telle que ©,, - o, soil loujours fini ainsi que &, ~ y,).
% ne peul étre solulion de I = o :
1° Quand
A I Oll l > OII +9 '\I/(/E,“H”W"

(A finiy oy Vuy po Croissant indéfiniment avee n);
2 Quand
0 (- ] <3 .
Dy | > L% e " (M fini > o),

st P est le maximum de iy~ 1, 4. ..+ iy,
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VII.

On peut encore ¢tendre aux ¢équations différentielles de la forme
indiquée au § VI les théorémes 1 et TH (§ 1L et TI1).

Nous n'entrerons pas dans le délail en ce qui concerne le théoréme
semblable au théoréme 1; la démonstralion est presque la méme; on
oblient ainsi :

Tutonime VII. — Tout étant posé comme au théoréme précédent

. .o, . , ., j .
(les conditions ., = Mt et llm% Jinies étant laissées de cdte),

les conclusions du théoréme 1 subsistent pourcu loutefois que
ul <At} (M fini >o0)
dans les cas IV et V. On a des résultats presque analogues quand
@,y =Y, (1 + ) (limy = o pour n==).

Nous croyons ulile néanmoins de donner la démonstration du
théortme analogue au théoréme I1I.

Op¢rons comme au § 1. Soit 4., — 4,21, et @, — 4, finiet SR
en valeur absolue, R ¢tant fini el limité.

Cherchons les lermes du deuxiéme membre de (4) pour les-
quels (12) (§ 1) a licu en supposant immédiatement P* - P, ¢’esl-
a-dire tels que

(15bis) Py, + o= miPe+. .4 mh by + wy + .

On en déduit encore

(16 bis) P+, 2%+ 0 el T+ W
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par suite
(I)Il+ ]),‘!’”iqlp_{_ o’ ct ng\“\ -+ (J)”

(l7 biS) legxm A:/_:'/,n’

7/ ¢tant unc fonction croissantc de 7.

Pour toute valeur de P = ) +...+ nif;, on a comme limite supé-
ricurec du nombre des solutions de (15 bis) 7", On a encore au
plus a7, lermes B correspondants, ¢ ¢tant fini.

Par hypothese

mi+...+m <P

Si toutes les quantités «, ..., &, A sont S, (15 bis) est impossible

4 moins (ue

(19 bis) md+...+mj=D"

Les coefficients B de (11) se divisent en deux catégories : ceux pour
lesquels (19 bis) a lieu, el o, ..., ¢4, A sont “z; ceux pour lesquels
une au moins des quantités e, ..., i A st > n.

Consid¢rons la premicre calégorie de termes : s'il n’y a qu’un terme
de (1) pour lequel P =17, les termes de la premiére catégoric se
réduisent & un pour #z assez grand (cas ot I est un polynome entier
en y, ol I ne contient (u’une scule des quanlités y, ¥/, ..., ¥, ot I
satisfail aux conditions du cas IV du théoreme 1. On peut prendre
alors 4, =1 +v, @, , = n+v,, 7,= (1 +D")n +5,(¢, fini).

Plus généralement, méme si 'on a deux termes, tels que P = P,
une des quantités o, ..., 84, A ne pourrail étre << n dis que §, — $,-,
surpasse une quantit¢ finie fonction de N, R et des &y, ..., ;. Quand
ceei a lien, supposons les quantités o, ..., 8, A égales & . On a

0 N b 1
m,+...+m“__ H

les termes B correspondants sont de I'ordre de grandeur de 4, 0% ¢~
leur nombre est limité. Si, parmi cux, on n'en a qu'un pour lequel
N'= N, la somme des modules des autres est d’ordre inféricur i celui

pr AL
dC 7]'1 Ou § n*



SUR UNE CATEGORIE DE FONCTIONS TRANSCENDANTES. 55

Dans tous ces cas, méme si la premiére catégoric comprend plus
d’un terme, 'ensemble de ses termes donne dans au moins une rela-
tion analoguc & (11) une somme dont le module est de Pordre de

opu KRG

Supposons qu'il en soit ainsi.

Considérons ensemble des termes B de la deuxiéme catégorie : il
faudra que la somme des modules de ces termes, chacun multiplié par
un facleur conslanl positif et limité, soit au moins de Pordre de gran-
deur de 4,00 LY, c'est-i-dire @ fortiori que

(1 bis) a0 TSN B a0t g,

la somme X s’¢tendant & tous les termes B de la deaxiéme catégorie.
Nous décomposcrons ces lermes en Lrois sous-calégories :
1° Ceux pour lesquels A> 7 et une des quantités o est > 7 : leur
nombre est S g, 705 chaque terme a son module

§7| ]7]::4-4 ()II+|I ,(l -+ 1)”)"!//!_}_ vy lm’

N, ¢tant le maximum des quantités N
2 Ceux pour lesquels A > n sans (ue ceci ait licu : leur nombre
est Sa,n"y,5 chaque lerme a son module

‘.i'c._-"q,“_,“(l +l)”)"pu+vl N'i;

3o Ceux pour lesquels A < ny leur nombre est 27,y chaque
terme a son module $7, 0, 10+ D) b+ v,I% 7, 05555, 74, 72y T8
sont finis.

(21 bis) donne alors

[0 WY S (o P vy M 30t O o ™
'+'I7]n+|"’ /,ul‘*‘]ouu’ly_f,wl:-

Sans disculer en délail cette inégalité, on en conclut de suite

IY]noIm \'I < (l -+ P”) ¥n+ v, l\ ‘an] +| OIH 1 I -+ l yrm m—l“ 7, /::HM
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ar 4, > n, ou encore
I.,‘”():;" , “og /|+| ”‘/],,. 'l + |0n+|| l(‘ +l)/l) i) " - v’l.\'s'

On scra donc conduit & une impossibilité quand
oy i 00
(23 bis) ]/;,,+,[+](),,.,[<~ ‘l'.,_'.f:"",a

v élant Z N,

Dans le cas o IV est un polynome entier par rapport i I'une des
(uantités y, ', ..., ¥ el ne contient pas les autres, ou aussi quand F
remplit les conditions du cas 1V du théoréme IIT, on peut encore
prendre §, = n +v,. On en conclut, en particulicr, que (23 lis)a
licu quand 9,¢" et 9,8 sont de la forme 1 + 4 (lim,_, 1 = o), car

— U+

el <——~ (u.hmltc (>1).

Dans tous les cas considéres a la page 51, supposons que P, = n™;
(23 bis) a encore lieu quand 15" et 0,8 sont de la forme 1+ ¥.

Iinfin on conclut de ce qui précéde une condition analogue ala con-
dition C’ du § III, et cc théoréme:

Turoreme VIII. — Soit la série illimitée

0, 0_ +.
.L/r+ o t

o=
]

ol Y, est une fonction croissante de n qui peut étre négatice pour
les valeurs de n inférieures & une limite finie, Y, , — ¥}, croissant
indéfiniment avec n.

Soit encore

ol dy dty dy\" dk 3\
I (*'% a 27) =2 Ay~ <1r> <w )
une équation différenticlle rationnelle en y et ses dérivées, les A ()

, . NEPL . . m,
élant des fonctions de la forme Z%’ qui ne peuvent différer
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que par les valeurs des a,, et des e, les 1, élant quelcongues,
mais = o el ne dipendant pas de A, les a, limités supériewre-
mend el inféricerement el = o en général, el s, une fonction crois-
sante de n telle que o,y — 4,2 R, R dlant limité quel que soil A.

SiE, est une certaine fonction croissante de n qui dépend de by
el si lona

.. - l
(25 /I/'S‘) T |I + I‘J”H[< | u’l" !

quelle que soil la constante v, 3 ne peat étre solution de I’ = o :

. — Quand V est algébrique par rapport @ une des quan-
lités v, ¥y oo y™ el ne contient pas les autres, ou est du premier
ordre;

. — Quand ¥ est linéaire par rapport awe dérivées de y;

. — Dans les cas indiqués aws: cas IV et V du théoréme 111,

SEn, =" 40), 0,=0"C+71)(T> 1, limyg==o, limyg' =0
pour =%, el Y, = u"(m> 1), la condition (25 bis) a loujours
licu.

Les propriétés | et IV du théoréme T restent vraies quand
Yoy — Yy est fini et -1 Elles sont applicables a 3 quand «, el 0, ont
les valewrs ci-dessus ().

(') La lecture de notre Mémoive exige seulement la connaissance du Cours
d"Analyse de I'Eeole Polytechnique et des Eléments de la Théorie des fractions
eontinues algébriques,

On pourra rapprocher les résultats de notre Mémoire d'une question posie
par M. Autonne dans I'Intermédiaire des Mathématiciens. 184§, p. go, et 189y,
e 2.

Journ. de Math. (¥ sérvie), tome VL -~ Fase. 1, vyou, 3



