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SUU LES CYCLES IlES SURFACES ALGÉBRIQUES. ΐΟφ 

Sur les cycles des surfaces algébriques ; 

PAR Al. H. POING ARE. 

Quatrième complément à {'Analysis Silûs. 

§ 1. — Introduction. 

Les beaux travaux de M. Picard sur les Surfaces algébriques ont 
mis depuis longtemps en évidence l'importance de la notion des cycles 
à une, deux ou trois dimensions. J'ai pensé qu'on pourrait appliquer à 
cette question les principes que j'ai exposés dans Y Analysis S il âs et ses 
deux premiers compléments (Journal de l'Ecole Poly technique ,Ύ orna 
du centenaire; Rendiconli del Circolo malhemalico di Palermo, 
l. XIII ; Proceedings of the London mathematical Society, 
Vol. XXXII) et j'ai obtenu ainsi certains résultats partiels que j'ai 
déjà énoncés dans une Note aux Comptes rendus cl qui viennent 
compléter, sur certains points, ceux de M. Picard. 

Je rappelle qu'étant donne une variété V fermée à ρ dimensions, 
je trace sur cette variété d'autres variétés, fermées ou non, d'un moins 
grand nombre de dimensions; je désigne par W

y une variété à q 
dimensions tracée de la sorte sur V. 

Si SW
9 est un ensemble de variétés à q dimensions et 1111 
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ensemble de variétés à q — 1 dimensions, In congruence 

IWf_,~o 

signifie (par définition) que ΣλΥ^., forme lu frontière complète de 
l'ensemble de variétés ΣΛ\^. J'exprime le même fait sans me lire en 
évidence ΣλΥ^ en écrivant la relation 

IWf_,~o 

que j'appelle une homologic. 
Alors la congruence 

S\Vy =yr-o 

signifiera que la variété Σ Wç est fermée. 
Si l'on a ΣΛΥ^ΞΞΟ sans avoir Σ Ο (OU «Σ\Υ

Ν
^Ο, η étant 

entier), je dirai que lu variété constitue un cycle à q dimensions. 
Soit 

(0 Λ·ι'ιΧ^ 5) = ο 

l'équation d'une surface algébrique quelconque, qui définira une 
variété Y à quatre dimensions. A chaque valeur de/ correspondra une 
surface de Riernann qui sera en général de genre p. Je supposerai que le 
genre ne s'abaisse ni pour/ = o, ni pour / = x, mais qu'il s'abaisse 
pour q points singuliers. 

y = A,, y — A3, ..., y — \r 

Dans le plan des y, je tracerai q coupures OA,, OA2, ..., OAy. 
Soil S l'une des surfaces de Riernann ; quand / variera sans franchir 
les coupuresj la surface S variera, mais en restant homéomorphe à 
elle-même de façon que les diverses surfaces de Riemann se corres-
pondent point par point et d'une manière biunivoque et continue. 

L'une quelconque S de ces surfaces pourra être subdivisée en un 
polyèdre Ρ ; soient F les faces, Β les arêtes, C les sommets de ce 



S ι; ft LES CYCLES DES S CM FA CES ALGKBHMJLES. i;i 

polyèdre. IJnc nuire surface S', correspondant point par point à ia 
surface S, se trouvera de même subdivisée en un polyèdre P' dont les 
laces, les arêtes et les sommets correspondront aux faces, aux arêtes 
et aux sommets du polyèdre P. 

Supposons maintenant que y, parlant d'un poinL situé inlinimenl. 
près de l'une des coupures, décrive un contour presque fermé el abou-
tisse à un autre point silué infiniment prés du point initial, mais de 
l'autre côté de la coupure. La surface S se sera transformée en une 
surface infiniment peu dilîérenle; mais à un point de la première sur-
face correspondra, en général, un point de la seconde surface qui en 
différera beaucoup. 

Le polyèdre Ρ se sera ainsi transformé en un polyèdre P' très 
différent. 

D'un autre coté, aux dilfércnls points du plan des y découpé par 
nos coupures, nous pouvons faire correspondre les points d'un poly-
gone Q à 1 q cotés α/β,· et «/β/Μ, les côtés α/β,· et α/β,·^, correspondant 
aux deux lèvres de la coupure OA,·, le point α, & A,·, les points β,· cl 
,3/4., à O. inutile d'ajouter que j'écrirai indifféremment β, ou β

7Η
, 

(
3o ou βν+2, etc., de façon à conserver la symétrie des nolations. 

i\ous allons tirer de là une subdivision de la variété V en un 
polyèdre H à qualrc dimensions. 

Λ chaque face F/de Ρ correspondra une liypcrcasc de II que j'appel-
lerai aussi F,·. A chaque aréle 13/ de Ρ correspondra une case P,· de II; 
de même à chacun des côtés α,·β, ou α,β,ν, de Q combiné avec cha-
cune des faces FA de Ρ correspondra une case α,·β,·ΡΛ ou α,β,·,., FA de II. 

A chaque sommet C,· de Ρ correspond une face (!,· de II. A chaque 
sommet α,· ou β,· de Q, combiné avec chacune des faces F/,, de P, corres-
pondra une face a,F* ou β/F;, de H. A chaque côté α, β,· ou α,·β,·

+ι
 de Q, 

combiné avec chacune des arêtes 13/, de P, correspondra une face 
α,·β, ou α/β/κ 13/, de II. 

A chaque sommet CA de P combiné avec chacun des côtés α,·β,· ou 
α, β,·

+ι
 de II correspondra une arête α/β/C* ou α,·β,·

+1
 CA de H. A chaque 

sommet a,· ou β/ de Q combiné avec chacune des arêtes BA de P corres-
pondra une arête α,·β* ou β,Ι3Α de II. 

Enfin, à chaque sommet a/ ou β/ de Q combiné avec chacun dos 
sommets CA de P correspondra un sommet a,CA ou β,·0Α de II. 
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Mais il convient de faire plusieurs observations. D'abord pour 
y = A;, le polyèdre Ρ dégénère de telle façon que certaines de ses 
faces disparaissent; si, par exemple, la face FA disparaît pour y = A,·, 
la face correspondante a,F* du polyèdre H n'existera pas. 

De même, bien que cela puisse être évité, on pourrait concevoir 
qu'une arête BA disparût pour y = A/; dans ce cas, l'arête α*ΒΑ

 n'exis-
terait pas. 

D'un autre côté, donnons à i une valeur déterminée et faisons 
prendre à l'indice h toutes les valeurs possibles; envisageons ensuite, 
d'une part l'ensemble des cases a^FA et, d'autre part, l'ensemble des 
cases a,·(3,·+, FA. 

Ces deux ensembles seront identiques, bien qu'en général la case 
α/β/F* considérée à part ne soit pas identique à la casea1 B,1 C1 
même à une autre case F,. 

Il pourra se faire aussi que certaines des faces α,· β,· 13 soient iden-
tiques à certaines des faces α,β,+,Β, ou certaines des arêtes a$,C à 
certaines des arêtes α,· βί+< C. 

D'autre part, comparons les différentes faces p
£
FA; la surface de 

Biemann S0
 qui correspond au point Ο se trouvera subdivisée en 

polyèdre de q manières différentes, suivant que l'on considère le 
point Ο comme correspondant au sommet βη ou à β2, ..., ou à βν. Ce 
sont ces q modes de subdivision qui engendrent les faces β F. Si donc 
m est le nombre des faces de P, on aura les identités 

(2) β/b , 4- β,· l· 2 -h ... -+- β/F,,, — py , -h β7· F
a -t-... -+- β y b m 

(i,j= 1,2...q , 

Il pourra se faire que certaines des faces β F soient identiques 
entre elles. Mais cela n'arrivera pas toujours. Il pourra arriver égale-
ment que certaines des arêtes βΒ, ou certains des sommets βΟ 
soient identiques. 

Enfin, par suite de la dégénérescence de Ρ pour y = A,· il pourra 
se faire que certaines des faces α,-F, ou des arêtes α,Β, ou des som-
mets a,C soient identiques, 

lin résumé, nos variétés partielles, hypercases, cases, arêtes ou 
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sommets peuvent se répartir en quatre catégories conformément au 
Tableau suivant : 

Nature Catégorie 

la variété. I. ajî. α. 'ί. 

Ilypercases F/,. » » » 
Cases Β a· «/?f· F/.·, F a » » 
Faces (),. «/?/Ba, */?/+, »a */ '*'/.· IMv, 
Aretes » */?/CA» iQ a/B/, Uft 
Sommets » » ct/C/, £,CA 

Il ne peut y avoir identité entre deux variétés de catégorie diffé-
rente. Deux variétés de la catégorie 1 sont toujours distinctes. 

Entre deux variétés de catégorie α β, il ne peut y avoir identité que 
si l'indice i de α est le même (sans quoi les valeurs correspondantes 
de y seraient sur deux coupures OA,, OAy différentes); l'indice 
de β devra, au contraire, être différent; il peut y avoir identité, par 
exemple, entre α,-β,-Ι^ et α,· β,·*., FA» mais pas entre α,β,Ι^ et α,·β,·Εh. 
Deux variétés de la catégorie α ne pourront être idenliques que si 
l'indice de α est le même. 

Avant d'aller plus loin, nous allons modifier un peu nos conven-
tions, afin d'éviter les inconvénients qui pourraient résulter des iden-
tités telles que (2) qui ont lieu entre deux sommes de faces, bien que 
les faces prises individuellement ne soient pas identiques deux à deux. 

Soit M un point quelconque de la coupure OA,·, la surface de Rie· 
mann S correspondante pourra être décomposée de deux manières en 
polyèdre, selon que l'on envisagera le point M coin me appartenant à 
l'une ou à l'autre des deux lèvres de la coupure. Superposons les 
deux modes de subdivision, en considérant à la fois les arêtes prove-
nant de l'un et de l'autre mode. Nous obtiendrons ainsi un certain 
polyèdre que j'appellerai P' ; on peut s'arranger pour qu'il reste boinéo-
inorphe à lui-même quand le point M décrira toute la coupure OA/ 
{vicie infra, § »S). 

J'appellerai F*, 13*, C* les faces, arêtes et sommets de P'. Chacune 
des faces F du premier mode de subdivision se décomposera en un 
certain nombre de faces F', et il en sera de même de chacune des 
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faces F du second mode; de sorte que chaque face F'appartiendra à 
l'une des faces F du premier mode, et à une seule, et à une des faces F 
du second mode, et à une seule. 

Chacune des arêtes Β de chacun des deux modes de subdivision se 
décomposera en un certain nombre d'arêtes B'. Chaque arête B' 
appartiendra au moins à l'une des arêtes Β de l'un des deux modes, 
et peut-êlre à une arête de chaque mode; mais, dans aucun cas, elle 
n'appartiendra à deux arêtes différentes du même mode. 

Enfin, les sommets C seront les sommets C des deux modes, aux-
quels il faut adjoindre les points d'intersection des arêtes du premier 
mode avec celles du second. 

De même nous avons vu que la surface S0 qui correspond au point Ο 
se trouve décomposée en polyèdre de q manières dilï'ércnLes. Su-
perposons les q modes de subdivision; nous obtiendrons un po-
lyèdre P" dont les faces, les arêtes et les sommets s'appelleront FJ, 
BJ, C]. Chacune des faces F correspondant à l'un des q modes, 
de même que chacune des faces F' correspondant au polyèdre Ρ), que 
l'on obtient en regardant le point Ο comme appartenant à la cou-
pure OA/, se trouvera décomposée en un certain nombre de faces F". 
Chaque face F" appartiendra à l'une des faces F' du polyèdre P), cl à 
une seule; à Tune des faces F de chacun des q modes de subdivision, 
et à une seule. 

Chacune des arêtes Β des q modes, chacune des arêtes B' des 
divers polyèdres P) se décomposera en un certain nombre d'arêtes B". 
Chaque arête B" appartiendra à l'une des arêtes B de l'un des g 
modes, et à l'une des arêtes B' de l'un des polyèdres Ρ· ; elle pourra 
appartenir à la fois à deux arêtes de deux modes différents, ou à deux 
arêtes B' de deux polyèdres P# dillérents, mais pas à deux arêtes B du 
même mode ou à deux arêtes B' du même polyèdre. 

Les sommets C" se composeront des sommets des (/modes auxquels 
il faut adjoindre les points d'intersection des arêtes B appartenant 
à des modes dillérents. 

Rien à changer en ce qui concerne les variétés de la catégorie 1 ; 
passons à la catégorie αβ. Chacune des cases α,·β

{
·Γ

Α
 ou <*, (3,·+, F* va 

se trouver décomposée en cases partielles α,-β,-Fi, α
{
·β

<+
, F)

f
; de même, 

chacune des faces αβΒ sera décomposée en faces αβΒ'. Aux arêtes a^C 
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viendront s'adjoindre d'autres arêtes correspondant, comme nous 
l'avons vu plus haut, aux intersections de deux arêtes Β appartenant 
à des modes différents. L'ensemble de ces arêtes constituera ce que 
j'appellerai les arêtes «pC. 

On voit que les cases α/ β/ Fi sont identiques aux cases α<· β/4.1 F/,; 
de même pour les faces α/β/Bi et αBi et pour les arêtes a^CJ

f 

et α/β/+, Ci. Mais il importe de remarquer que la case α/β/F* se 
décompose en cases partielles α,· β/F', qui ne sont pas les mêmes, 
en général, que les cases partielles dans lesquelles se décompose la 
case α/β/,., F*. La même observation s'applique aux faces α/β,Β* 
et et/ β/v, BA. 

Passons à la catégorie a. Quand le point M vient en Λ,, les deux 
modes de décomposition de la surfaceS en polyèdre Ρ se confondent; 
d'autre part, ce polyèdre dégénère, comme je l'ai dit, de sorte que 
certaines des variétés a,Fi, ft/Bi, a/Ci pourront disparaître et que 
certaines pourront se confondre. 

Passons à la catégorie β. Mous allons avoir des variétés partielles 
β/Fi, β/Bi, β/Ci. 

Les faces β,Fi, β
2

FX, ..., β^ seront identiques; mais la face 
β, Fa se décompose en faces partielles β F", qui ne sont pas les mêmes, 
en général, que celles dans lesquelles se décomposent la face β217/£, ou 
la face β

3
ΡΑ, etc. Même observation pour les arêtes. 

Cela posé, je fais d'abord la remarque suivante : 
Une variété de la catégorie α sera toujours homologue à une somme 

de variétés appartenant à d'autres catégories. 
Soit, par exemple, la face a,·Fi ; elle appartient à la case α/β/Fi qui 

admet en outre la face β/Fi et celles des faces α,β,Β^, qui correspon-
dent à des arêtes B), appartenant à la face Fi du polyèdre P'. Si donc 
on a la congruence (pour ce polyèdre P7) 

f;^B;, 

les zq étant des nombres égaux à -h ι, — τ ou o, on aura la congruence 

«AF.sejF.-ftF.-i-Sy^B; 
J our η, de Math. (5· série), tome VIII. — Pasc. II, 1902.23 
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et, par conséquent, l'homologie 

«/Fi ~ P/Fi — Σε,α,β,Β*. 

Les variétés qui figurent dans le second membre de cette homo-
logie appartenant aux catégories β et αβ, le théorème est démontré, 
et on rétablirait de même pour α

4
· et α /Ci. 

§ 2. — Cycles â trois dimensions. 

Je passe à la recherche des homologies et congruences entre ces 
variétés. Je commence par la remarque suivante : 

Nous pouvons toujours supposer que nos congruences ne con-
tiennent pas de variété de la catégorie a. 

Soit, en effet, 
Σ a,· A -h H — ο 

une congruence où les a, A sont des variétés à ρ dimensions de la 
catégorie « (correspondant à une variété A du polyèdre Ρ ou P'), et 
H une combinaison de variétés à ρ dimensions des autres catégories. 

i\ous aurons alors, sur notre polyèdre Ρ ou P', la congruence 

A ==Σεα, 

où les ε sont des entiers et les a des variétés admettant une dimension 
de moins que A. On aura alors la congruence 

a/^AsqA — β,· A -h Σεα,-β,α, 

d'où l'homologie 
a,· A ̂  β,· A — Σεα/β/α. 

En combinant cette homologie avec la congruence 

Σα^Α -t- H = o, 
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nous trouvons la congruence 

Σ β* A — ΣΣεα/β/α-H ΗΞΞΟ, 

qui ne contient plus de variété de la catégorie a. 
c. Q. F. D. 

Pour obtenir les homologies entre les cases, il suffit d'envisager 
celles qui se déduisent des hypercascs. 

Supposons que, sur le polyèdre P, on ait la congruence 

Σα,-β,-F* — Σα/β,^, Ffl. 

les ε étant égaux à 4-1, — ι ou ο ; on aura, pour le polyèdre k quatre 
dimensions, la congruence 

Σα,-β,-F* — Σα/β,^, Ffl.Σα,-β,-F* — Σα/β,^, Ffl. 

et, par conséquent, l'homologie 

(Ο Σ ε
9
 B^ ̂  Σ α

(
· β

έ
·
+

, F 
A
—Σ α, β,· F 

A
. 

Nous rappellerons, d'ailleurs, que a^FA, de même que a^
l4
.,FA, 

peut être remplacé par la somme de plusieurs cases partielles α,β,-F'. 
D'où une première conséquence ; soit Σζ^Β^ une combinaison quel-

conque des cases B^, les ζ étant des entiers. Je suppose que, sur le 
polyèdre P, on ait, entre les arêtes B^ correspondantes, l'homologie 

Σζ7Β7
 ̂  ο, 

c'est-à-dire que l'ensemble de ces arêtes (affectées chacune du coeffi-
cient ζς) forme sur la surface S un cycle fermé susceptible de se 
réduire à un point par déformation continue. 

Alors on aura sur le polyèdre P la congruence 

Σα,-β,-F* — Σα/β,^, Ffl. 

les 0 étant des entiers; on aura alors sur le polyèdre à quatre dimen-
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sions, la congruence 

Σα,-β,-Εζ^Β^ ·+* — ΣΟ^α/β,ν, F*, 

d'oii riioinologie 

Σζ?Β? ~ ΣΟ^α/β^ {l·k — SO^e/pil·*. 

Si donc une combinaison d'arêtes Β est homologue à zéro sur P, 
la combinaison correspondante de cases Β sera homologue à une 
combinaison de cases de la catégorie α p. 

Cherchons maintenant les congruences entre les cases. 
Ces congruences sont de la forme 

( *0 + ̂ «/β,Fi--o, 

les ζ el les 0' étant des entiers. Je dis d'abord que l'on aura sur le 
polyèdre Ρ : 

ΣζΑ-ο, 

c'est-à-dire que l'ensemble des arêtes (affectées des coefficients ζ) 
derra former un ou plusieurs cycles sur la surface S. 

Soit, en effet, sur P, la congruence 

Σα,-β,-F* — Σα/β,^, Ffl. 

Nous aurons sur notre polyèdre à quatre dimensions la congruence 

Β^Σ]εΑ€Λ + Η, 

Il désignant une combinaison de faces n'appartenant pas à la caté-
gorie 1. On aura d'autre part 

*,Ρ,Κ;Ε=Η, 
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H ayant toujours la même signification ; on en déduit 

«Λ + 4- H, 

H ayant toujours la même signification. 
Comme le second membre doit être identiquement nul, on devra 

avoir identiquement 
Σα,-β,-F* — Σα/β,^ 

On aura donc sur le polyèdre Ρ 

(3) · Σζ,Β,££ΞΣζ,ε
Α
0

Α
 = ο. C.Q.F.D. 

On doit donc avoir en vertu de (2) 

( 0 = Σζ,α^, 13, - Σζ,α^Β,. 

Soit S( M) ce que devient la surface de llicmann S quand le point/ 
vient en M sur la coupure ΟΛ,. Soit M F* la faee 1\ du polyèdre P' 
correspondant a celle position du point M; soit MP la limite vers 
laquelle tend le polyèdre Ρ quand le point / se rapproche de M du 
côté αβι de la coupure. Soil (MP) la limite vers laquelle tend ce 
même polyèdre quand le point / tend vers M du côté de la cou-
pure. Soit MB, et ( MB,) les arêtes B, des deux polyèdres MP et (MP ). 

Si alors nous reprenons la congruence (4) et que, dans chacune des 
variétés qui y figurent, nous conservions seulement les points qui appar-
tiennent en même temps à S(M), nous aurons une congruence 
nouvelle 

(·>) Σ0'ΜΡ;-Σζ,(ΜΒ,) - Σ ζ,MB,. 

Les expressions Σζ,(ΜΒ,) et Σζ,ΜΒ, représentent deux cycles 
tracés sur la surface S(M); soient û] et Q/ ces deux cycles. De la con-
gruence (5) on pourra tirer l'hoinologie 

(G) Ω;-Ω,~Ο, 

qui doit avoir lieu sur la surface S(M). 
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Supposons que/, partant du point M du côté «/β/ de la coupure, 
tourne autour du point singulier A, et revienne au point M de l'autre 
côté de la coupure. Le cycle Σζ,Βq se déformant d'une manière con-
tinue aura pour position initiale Σζ,ΜΒ,= β/ et pour position finale 
Σζ,(ΜΒ,) = β;. 

L'homologie exprime donc que β/ est homologue à son trans-
formé β) (par la transformation que subissent les cycles de S quand/ 
tourne autour du point singulier A/). Le cycle Σζ,Β, reste donc 
homologue à lui-même par suite de cette transformation, et aussi par 
suite des transformations analogues correspondant aux autres points 
singuliers. Les cycles qui jouissent de cette propriété pourront s'ap-
peler cycles invariants. Nous reviendrons plus loin sur cette notion. 
Nous voyons qu'a toute congruence de la forme (2) correspond un 
cycle invariant. Je dis que, inversement, à tout cycle invariant cor-
respond une congruence de la forme (2). 

Soit en effet Σζ,Β, un cycle invariant. On aura sur S(M) 

(6) Σζ,(ΜΒ,)~Σζ,ΜΒ, 

et, par conséquent, on pourra trouver des entiers 0' tels que 

(5) Σθ;ΜΡ,«Σζ,(ΜΒ,) - Σ ζ, MB,. 

On en déduit la congruence 

ΣΟ^,Γ,· .Σζ,α,^, Β, - Σζ,α,βΛ + ZVt»,K - ΣββΡ.. 

Le signe Σ se rapporte ici à l'indice k
9
 l'indice i étant constant; 

mais de là nous pouvons déduire 

Σζ,Β, +ΣΣΘ>/βίΡίί
-3ΣΣ0;α,Ρ; - ΣΣβ^,-F;, 

le double signe Σ se rapportant alors aux deux indices i et k, car on a 
évidemment 

Σζ,Β,»ΣΣζ,α/β/Β, - ΣΣζ,α β/+ιΒ?
. 
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Il nous reste à démontrer que Ton doit avoir 

SO^.Fi-o, lZWtFk = o. 

Voyons d'abord ce qui concerne la première de ces égalités. 
Reprenons la congruence (5) et faisons tendre le point M vers A/, à 

la limite MFi. se réduira à a,F
A et 0/ se confondra avec Ω- et avec 

Σζ^α/Β^; la congruence (5) deviendra donc 

(7) ΣΘΙαΑΞο. 

Examinons la signification de cette congruence. Supposons d'abord 
que, pour y = Aiy la surface S ne se décompose pas, c'est-à-dire que 
la courbe 

/(>, A/, z) = ο 

soit indécomposable. Alors la congruence ne peut avoir lieu que dans 
deux hypothèses : ou bien on a l'identité 

so;«/Fi=o, 

je veux dire que dans le premier membre ne pourront figurer (avec 
un coefficient 0' différent de zéro ) que les faces <*jF* qui disparaissent 
par suite de la dégénérescence du polyèdre P), ainsi que je l'ai expli-
qué plus haut. 

Ou bien la combinaison ΣΟ^α,-Ε* représentera (une ou plusieurs fois) 
la surface de Riemann tout entière; de sorte que 

Σ^«/Ρ* = λ8. 

Mais pour la surface S correspondant au point M, nous pouvons 
écrire 

S = ΣΜΡΛ, 

puisque l'ensemble des faces FI du polyèdre P· doit recouvrir la sur-
face S tout entière. 

On a d'ailleurs 
ΣΜΡ;==Ο. 
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Nous aurons donc la congruence 

( Γ» /;/.?) Σ(Ο), — ft)MF). -s Ω, — Ω/, 

et, d'autre part, quand M vient en A,·, 

Σ«/Fi = S, 
et par conséquent 

Σ(Θ; - Η) 7.1 F; = ο. 

La seconde hypothèse est ainsi ramenée à la première; il suffit 
pour cela de changer 0). en 0/ — n, ce qui est permis puisque la con-
gruence (5) se trouve ainsi remplacée par une congruence (5 bis) de 
même forme. 

Supposons maintenant que la courbe F(#, A,·, z) se décompose et, 
par exemple, que la surface de Ricniann correspondante se décompose 
en deux surfaces partielles S, et S

a
. 

Alors notre congruence (η) pourra avoir lieu pourvu que l'on ait 

SOi a/F), = // 

n
t
 cln

2 étant des entiers. C'esL du moins ce que l'on pourrait craindre, 
mais on peut de plusieurs manières voir qu'il n'en sera pas ainsi. 

Le plus simple est de raisonner comme il suit : 
Partons de la surface de Riemann S„ qui correspond au point 0; 

faisons varier/d'une façon continue de Ο à A,· en suivant la cou-
pure OA/; la surface de Riemann S se déformera d'une manière con-
tinue et en restant homéomorphe à elle-même. Soit S (M) la surface S 
correspondant au point M. A chaque point de S(M) on peut faire 
correspondre un point de S

0
 puisqu'on peut passer de S(M) à S

0
 par 

déformation continue. Considérons sur S (M) les deux cycles Ω,-et Ω'/, 
à ces deux cycles correspondront sur S„ deux cycles fermés que j'ap-
pellerai U/et U/. 

Quand le point M parcourra OA/ d'un mouvement continu, les 
deux cycles U/ et V) se déplaceront d'un mouvement continu sur la 
surface S

0
. Quand M est très voisin de A/, les deux cycles Ω/ et Ω'. e t, 
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par conséquent, les deux cycles U/ et sont 1res voisins l'un de 
l'autre. Quand le point M vient en O, les deux cycles Ω/ et U/ de-
viennent identiques et se réduisent à 

(8) = 0. 

les deux cycles ùl et \j\ deviennent identiques et se réduisent à 

(8) = 0. 

Supposons que le point M varie depuis A/ jusqu'à un certain 
point M

0
 de la coupure OA,; les deux cycles U,· et U), d'abord con-

fondus, se sépareront et balayeront une certaine région R de S0; à 
cette région correspondra sur S(M

0
) une certaine région qui sera 

formée d'un certain nombre de faces d'un polyèdre V. correspondant, 
puisqu'elle est limitée par les deux cycles Ω, et Ω). qui sont formés 
d'arètes de ce polyèdre. Nous pourrons écrire la congruence 

(->) ςο;.ΜΚ;ςο;.ΜΚ; 

OÙL^MQF^ représentera précisément la région que nous venons de 
définir. 

Cette région se réduisant à zéro quand M vient en A,·, nous aurons, 
dans tous les cas, 

(8) = 0. 

Nous allons montrer maintenant que 

(8) = 0. 

et pour cela nous allons étudier la somme 

(8) = 0. 

D'après ce qui précède, ce n'est pas autre chose que la région ba-
layée sur la surface S, par les deux cycles U/ et U), quand le point M 
varie de A,· à 0 ; elle est limitée par les deux cycles Ω" et QÇ 

Journ. de MalΙι. (Ô* série) , Ionic Ylll. -- INISC. II, h\ 
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On voit que nous aurons 

aoi^r.so. 

aoi^r.so. 
·············'♦·«·♦# j 
aoi^r.so. 

d'où en additionnant 

aoi^r.so. 

Cette congruence nous montre que la combinaison ΣΣθ^β,-F^ se ré-
duit à zéro ou à un certain nombre de fois la surface S0. 

Cherchons si cette dernière hypothèse peut se présenter. Supposons 
que y décrive un contour fermé en restant infiniment près des cou-
pures OA,·, décrivant d'abord l'une des lèvres de OA,, puis l'autre 
lèvre, puis les deux lèvres de OA2, et ainsi de suite, puis enfin les 
deux lèvres de OAr Considérons un cycle sur la surface de Riemann 
correspondante; ce cycle se confondra d'abord avec Ω° quand y sera 
en G sur la première lèvre de OA, ; quand y décrira la première 
lèvre de OA,, ce cycle se déformera d'une manière continue, ce sera 
notre cycle Ω, et les points correspondants sur S

0
 formeront le 

cycle U,; quand le point y reviendra de A, en Ο par la seconde 
lèvre, ce cycle ne sera autre chose que notre cycle Ω',, et les points 
correspondants sur S

0
 formeront le cycle U,; quand/sera revenu 

en O, ce cycle se confondra avec Ω"; quand y décrira les deux lèvres 
de OA2, le cycle se fondra d'abord avec Ω2

 puis avec Ω'
2

, et les points 
correspondants sur S0

 formeront le cycle U2, puis le cycle U'
2

, et ainsi 
de sui Le. 11 s'agit de savoir si ce cycle mobile, qui se confond successi-
vement avec U,, avec U',, Ua, U',, ..., U

7
, et, dans sa position ini-

tiale comme dans sa position finale, se confond avec Ω", a décrit la 
surface S0 tout entière. 

Pour nous en rendre compte, il faut que nous voyions pourquoi ces 
cycles se déforment. 

Considérons l'équation 

/(«?>/>-) = o, 
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où y sera regardé comme une constante ; les points singuliers de ζ re-
gardé comme fonction de χ seront donnés par l'équation 

df 
dz~°' 

Considérons un cycle tracé sur la surface de lliemann. A ce cycle 
correspondra sur le plan des χ un certain contour qui enveloppera un 
certain nombre de ces points singuliers. Quand y variera, ces points 
singuliers se déplaceront, et si nous ne voulons pas que le cycle passe 
par un de ces points singuliers, il faudra le déformer pour le faire fuir 
devant ces points singuliers mobiles. Quels que soient les déplacements 
de ces points singuliers, pourvu que deux d'entre eux ne viennent pas 
se confondre, il sera toujours possible de déformer continuellement le 
cycle de façon qu'il ne passe jamais par aucun de ces points; on pourra 
même choisir un certain nombre de points fixes et déformer le cycle de 
façon qu'il ne passe jamais par aucun de ces points singuliers ni par 
aucun des points fixes, pourvu que ces points singuliers ne se con-
fondent jamais ni entre eux, ni avec les points fixes. 

Quand.y va varier, les points singuliers se déplaceront, et les points 
correspondants sur S

0
 se déplaceront également. Ils ne pourraient se 

confondre que si y venait en un des poinLs A,·, mais nous faisons 
tourner / autour de ces points, en en approchant très près, mais sans 
les atteindre. D'auLrc part, ces points vont décrire des lignes, et nous 
pourrons trouver sur S

0
 une région ρ qui ne sera traversée par aucune 

de ces lignes. Ce seront les points de cette région ρ qui joueront le 
rôle des points fixes dont je parlais tout à l'heure. Alors nous pour-
rons déformer notre cycle de façon que, sans passer jamais par un des 
points singuliers, il ne pénètre jamais dans la région p. Il ne peut 
donc engendrer la surface S

0
 tout entière. L'hypothèse en question 

doit être rejetée, de sorte que l'on aura toujours l'identité 

(9) ςςθ; (3,^=0. 

Pour terminer nous devons remarquer qu7/ ne peut pas y avoir 
de congruences entre des cases de la catégorie αβ seulement. Soit, 
en effet. 

so;a^.F;==o 



τ8(> κ. poiKCAnÉ. 

une pareille congruence; nous trouverons d'abord 

ΣΟ; «,P,F
4

=ΣΟ; +ΣΟ;«,Γ
4
 - ΣΟ;Μ'; , 

de sorte qu'on aura 

£<W«,ÎJ,.B; = o, = ΣΟ^Ρ^Ο, 

et, par conséquent, sur le polyèdre PJ (en raisonnant comme nous 
avons fait pour déduire 5 de 4)» 

ΣΟ;ΜΚ;==
0

. 

L'ensemble des faces MF* (affectés des coefficients numériques 0'A) 
du polyèdre P', doit donc cire congru à zéro, c'est-à-dire former une 
surface fermée qui ne peut être que la surface de S (M) tout entière. 
L'ensemble S(lAa,FA représentera alors la surface S (A/) tout entière; 
on ne pourra donc pas avoir 

20;«,-F; = o. 

Donc notre congruence est impossible. 
Nous savons que, pour obtenir tous les cycles à trois dimensions, 

il suffit de chercher les combinaisons de cases qui sont congrues à zéro 
sans être homologues à zéro. 

D'abord, une pareille combinaison doit contenir des cases de la 
catégorie i, nous venons de le voir; soit l'ensemble de ces cases; 
l'ensemble des arêtes correspondantes doit former un cycle sur la 
surface S (c'est le cycle Ω,·). Ce cycle ne doit pas être homologue à 
zéro. Si, en effet, ce cycle était homologue à zéro, la combinaison 
2 ζ9Βq

 serait homologue à une combinaison de cases de la catégorie αβ ; 
on pourrait donc remplacer Σζ9Β7 par cette combinaison dans le pre-
mier membre de notre congruence; ce premier membre ne contien-
drait plus alors que des cases de la catégorie α β, ce qui est impossible 
d'après ce que nous venons de voir. 

Enfin, notre cycle Ω,· doit être invariant, c'est-à-dire qu'il doit se 
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changer en un cycle homologue Ù( quand y tourne autour de A/. Mais 
quand y tourne autour de l'un des points singuliers A/, les cycles de 
la surface de Ricmann subissent une des substitutions du groupe de 
Picard. Le cycle Ω/ doit donc être invariant pour le groupe de 
Picard. 

Ainsi, à tout cycle à trois dimensions de V correspond un cycle de 
la surface S, invariant pour le groupe de Picard. 

Réciproquement, considérons un cycle invariant pour le groupe 
de Picard. Si Ω

(
· est une position de ce cycle sur le polyèdre PJ, et si Cl'

t 

est ce que devient Ω/ quand / a tourné autour de A/, on aura 

Ω/~ Ω). 

On pourra trouver des entiers 0' de façon â satisfaire à la con-
gruence (5). La congruence (4) aura également lieu. Mais nous 
venons de voir que dans ces conditions les identités (8) et (9) ont 
lieu, de sorte que la congruence (4) peut s'écrire 

Σζ, Bï+2ÏO;«/^F;=O. 
d'où 

Σζ, Bï+2ÏO;«/^F;=O. 

Le premier membre de cette congruence représente un cycle à trois 
dimensions. 

En résumé, autant le groupe de Picard admettra de cycles inva-
riants distincts, autant la variété Y admettra de cycles distincts à 
trois dimensions. 

La meilleure manière dose représenter ces cycles à trois dimensions, 
c'est de supposer que l'on n'a pas seulement 

Ω/~ Ω), 
mais identiquement 

Ω
{
· — Ω

{
 ; 

c est une supposition que nous pouvons toujours faire, à cause de la 
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façon arbitraire dont on peut faire correspondre point par point nos 
surfaces de Riemann. 

Dans ces conditions, on donnera à y toutes les valeurs possibles. 
A chaque valeur correspondra une position du cycle û/, et, à cause 

de l'invariance de ce cycle, à deux points infiniment voisins situés 
de part et d'autre d'une des coupures correspondront deux posi-
tions infinies peu différentes du cycle Ω

(
. 

Les diverses positions de ce cycle engendreront donc un cycle fermé 
à trois dimensions. 

§ 3. — Cycles à deux dimensions. 

Pour trouver tous les cycles à deux dimensions, il suffit de chercher 
toutes les combinaisons de faces qui sont congrues à zéro sans être 
homologues à zéro. 

Nous pouvons d'abord supposer que cette combinaison ne contient 
pas de face de la catégorie a; car, d'après ce que nous avons établi au 
début du paragraphe précédent, toute face de la catégorie α est homo-
logue à des faces des catégories α β et β. 

Il s'agit maintenant de chercher si ces combinaisons peuvent con-
tenir des faces de la catégorie ι. J'observe d'abord ceci : soient G, et C2 

deux sommets quelconques du polyèdre Ρ ; on pourra toujours passer 
de l'un à l'autre en suivant certaines arêtes de ce polyèdre, de sorte 
que nous aurons sur ce polyèdre la congruence 

C, — 0
2
 = Σζ^Β?, 

le second membrejrcprésentant l'ensemble des arêtes par lesquelles on 
passe de C, à C

2
 ; plus généralement on pourra trouver des entiers ζ 

tels que 

<0 Σε
Α
0

Α
~Σζ

9
Β

9
, 

pourvu que les ε soient des entiers tels que 

ΣεΑ = ο; 
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car alors Σ ε* C* pourra être regardé comme une somme de différences 
telles que C, — C2. 

Considérons alors sur la variété V la combinaison de faces Zt
k
C

k1
 et 

supposons Σε* = ο. Nous pourrons alors trouver des entiers ζ satisfai-
sant à la congruence (ι) ; il viendra alors sur la variété V 

Σζ,Β, + Σζ,α,β,Β,- Σζ,α,β
/+(

 B„ 

et, par conséquent, 

Σε*0* ~ Σζ,α,β^ Β,- Σζ,α,β,Β,, 

ce qui montre que la combinaison Σε*0* est homologue à une com-
binaison de faces de la catégorie αβ. 

Supposons maintenant que l'on ait une congruence de la forme 

2ε* C* 4- H = o, 

H représentant une combinaison de faces des catégories αβ et β. Si 
l'on a Σε*= o, on peut remplacer dans le premier membre Σε*0* par 
la combinaison de faces des catégories de β et αβ qui lui est homo-
logue; et alors ce premier membre ne contient plus de faces de la 
catégorie i. 

Si maintenant nous avions deux congruences de la même forme 

Σε*0*-+-Η = ο, ΣεΑ0* H-Η'= ο, 

nous pourrions trouver deux entiers η et tï tels que 

η Σε* -h Λ'Σε'Α = ο, 

et alors la congruence 

Σ(/ιε* -+- n'ik)Ck-\- nH -Ι- Λ'Η'ΞΟ, 

qui est une combinaison des deux précédentes, pourrait être ramenée 
à ne plus contenir de faces de la catégorie ι. 
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En résumé, ft il y a des congruences contenant des faces de la 
catégorie (1), il ne peut y en avoir deux distinctes. 

Envisageons donc spécialement les congruences où ne figurent que 
des faces des catégories β et αβ. Soit 

(2) +Σζ, Bï+2Ï 

une de ces congruences. 
Considérons les points communs aux variétés qui figurent dans 

cette congruence et à la surface S (M); réduisons chacune de ces 
variétés à ces points communs, il viendra 

(3) £6;mb;=o. 

En eflct, le point M étant un point de la coupure OA/, différent 
de O, la surface S CM) n'a aucun point commun avec les faces de la 
catégorie β, pour lesquelles y ne peut prendre que la valeur O. De 
même la surface S (M) n'aura aucun point commun avec les faces 
α,-β,-Β^, ou l'indice j est différcnlde 1, puisque pour ces faces ̂ devrait 
être sur la coupure OA;, tandis que M est sur la coupure OA/. 

La congruence (3) signifie que, sur la surface S(M), l'ensemble des 
arêtes B* du polyèdre PJ (affectées des coefficients 0') doit former un 
cycle fermé; soit K/ce cycle. 

Mais observons que 

Σζ, Bï+2ÏO;«/^F;=O. 

H étant un ensemble d'arêtes des catégories β et α β. De même 

s =ii', 

ΙΓ étant une combinaison d'arêtes de la catégorie β. 
On a donc 

Σζ, Bï+2ÏO;«/^F;=O. 
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de sorlc que la congruence ( 2) ne peut avoir lieu que si l'on a identi-
quement 

({) so;a/n;=o. 

Comme il n'y a aucune relation entre les arêtes 0A«/13A apparte-
nant à des indices i différents, l'identité (4) doit avoir lieu quand on 
donne à l'indice i une valeur déterminée et qu'on étend seulement 
la sommation aux différentes valeurs de l'indice k. 

L'identité (4) signilitfalors que, quand le point M tend vers A,·, le 
cycle Κ, tend à se réduire à zéro. 

Kn effet, quand M se réduit à A,·, la surface S(M) dégénère et son 
genre diminue; certains de ces cycles disparaissent donc. Voyons 
comment ce fait se rattache à l'élude du groupe de Picard. Soit S/ la 
substitution de ce groupe qui correspond au point singulier A,; elle 
changera le cycle ωΑ, par exemple, en 

(o'h = m, ω, -f- m., ω
2
 ... H- m

IP
ω.,ρ. 

Donc,'pour M = A,·, on aura 

ωΑ —. ω'Λ ; 

ce qui veut dire que, pour M = A,, le cycle ω'
λ
 — ω

Α
 disparaît. 

Obtiendrons-nous ainsi tous les cycles qui disparaissent pour M = A
t
· 

que j'appellerai cycles évanouissants? 
M. Picard a montré (t. I, p. 82) que toute surface algébrique peut 

être ramenée par une transformation birationnellc à n'avoir que des 
singularités ordinaires, c'esl-à-dire une courbe double avec des points 
triples. 

Il a ensuite montré (p. <p) comment on clé termine, pour une pa-
reille surface, les points singuliers A, et les substitutions du groupe 
de Picard qui correspondent à chacun d'eux. 

' On voit ainsi que, dans ce cas, il n'y a qu'un cycle évanouissant, 
lequel est justement engendré de la façon que je viens de dire. 

Si l'on voulait envisager des surfaces possédant des singularités plus 
Jou/'it. du Malfi. ( V série), loine Mil. — l'asc. II, f<)<>.*. 
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compliquées (par exemple fie» points coniques), il pourrait se faire 
qu'il y en ei'il d'autres. 

Supposons, par exemple, une surface ordinaire admettant deux 
points singuliers correspondant à la même substitution du groupe de 
Picard ; si l'on fait varier celle surface et qu'à la limite ces deux points 
singuliers se confondent, la surface limite admettra alors un cycle 
évanouissant n'admettant pas ce mode de génération. 

Si alors nous considérons un cycle évanouissant quelconque 
Ι*,, nous aurons la congruence 

C,) ϊΟ,ί,&Β^—ΣΟ,β,Β,· 

Λ chaque point singulier A, faisons correspondre de la sorte un 
cycle évanouissant K.,, cl, par conséquent, une congruence de la 
forme Ci). Additionnons toutes ces congruences; il viendra 

ϊΟ,ί,&Β^—ΣΟ,β,Β,· 

Supposons que l'ensemble des cycles K, soit homologue à zéro, de 
façon que l'on ait sur la surface S 

Σ K/^> o, 

on aura sur S
0 

Ι*,, nous aurons la 

c'est-à-dire qu'on pourra trouver des coefficients (Γ tels que 

ϊΟ,ί,&Β^—ΣΟ,β,Β,· 
ou aura alors 

ϊΟ,ί,&Β^—ΣΟ,β,Β,· 

Ainsi, à chaque combinaison de cycles évanouissants K/, telle 
que Σ K/ ̂  o, correspondra une congruence de la forme (2). 

Aux congruences ainsi obtenues il convient d'adjoindre la sui-
> ante : 

ϊβΚ;=-=ο, 
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qui représente un cycle à deux dimensions formé de la surface S
0
 tout 

entière. Toutes les congruences de la forme (ί) seront manifestement 
des combinaisons de celles que nous venons d'obtenir. 

Quelle est maintenant la condition pour que deux congruences de 
la forme (2) soient distinctes? ou, en d'autres termes, quelles sont les 
congruences de cette forme dont le premier membre est homologue à 
zéro? 

Pour avoir toutes les homologies de la forme 

2εΑΒΑ -ΣεΑα/β/ΒΑ- Σε^α,β,·,., βΑ; 

il faut chercher toutes les congruences entre cases et faces de la forme 

(h ) Σ0; */β/ΒΑ -h Σ ()k β/ l· kL
:. Σ zk βΑ ■+· Σ ζΑ y.( β,· Fa . 

Si nous réduisons toutes les variétés qui figurent dans la con-
gruence (θ) à leurs points communs avec une surfaccS correspondant 
à une valeur de / non située sur une des coupures, il vicnl 

ΣεΑβΑ?===ο, 

ce qui signifie que l'cnscrnblc d'arètes ΣεΑβΑ constitue un cycle fermé 
sur le polyèdre P. Soit Κ (y) ce cycle. 

Soit Κ (M,·) [ou K/(M,9| la limite vers laquelle lend ce cycle quand 
le point / se rapproche d'un point M,· appartenant à la coupure ΟΛ, 
par la première lèvre de celle coupure (ou par la seconde lèvre/ de 
sorte que K.(M/) | ouK^M,·)! représentent l'ensemble des points com-
muns à la surface S(M) cl à ΣεΑαί·β/13Α(οηΐ\ΣεΑα/β/·Η

, 11/,-). 
On aura alors (puisque Σε

Α
β

Α représente un cycle fermé sur le po-
lyèdre P) 

(m/) 2ε
Α

Β
Α
 -Σε

Α
α/β/Β

Α
- Σε^α,β,·,., β

Α
; 

d'oii 

(8; r; A- S2εΑΒΑ 
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ou, en réduisant toutes les variétés à leurs points communs avec la sur-
face S(Mj), 

(g) ΣΪΙΜ,Ρ^ϊΦίΜ,Β; + K'(M,·) - K(M,); 

c'est-à-dire qu'on doit avoir, sur le polyèdre Ρ)., 

(ίο) K(M,·) — K'(M,·), 

car Σ0ΑΜ;ΒΑ n'est autre chose que le cycle que nous avons appelé plus 
haut K/. 

Si, d'ailleurs, la condition (10) est remplie, on pourra trouver des 
nombres ζ' de façon à satisfaire à Ja congruence (9); 011 aura alors, en 
faisant tendre M, vers A,·, 

Σζ;α/ρ;-Σ0;α/Β;+Κ'(Α,) - Κ(Λ,). 

Or, par hypothèse, Κ, est un cycle évanouissant pour le point sin-
gulier A

f
-; de sorte que 

so;«,n- = o. 
D'ailleurs, 

K-XA,·) = K(Ar-) = 2εΑ.α,ΒΛ. 
Donc 

2ζ;α/κ;~ο; 

ce qui signifie que l'ensemble des faces ΣζΑα,·ΡΑ forme une surface 
fermée; cela ne peut arriver que si 

(>o ïç«,P»-o 

ou si Σζ
Α
α/Ρ

Α
 représente la surface S(K,·) tout entière ou une des com-

posantes de cette surface, dans le cas où cette surface est decompo-
sable (voir supra, p. 182). 

Si nous laissons de coté ce dernier cas, qui ne se présentera pas avec 
les surfaces n'admettant que des singularités ordinaires auxquelles 
M. Picard ramène toutes les autres, et qui, d'ailleurs, pourrait èLrc 
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traité comme plus haut (p. 182), on voit que l'on peut toujours sup-
poser 

s<Ç-i.)*,Ft=o. 

η étant un entier; ou 
s<Ç-i.)*,Ft=o. 

Or, dans la congruence (9), on peut remplacer 'Ç
k
 par ζ* — η sans 

que la congruence cesse d'avoir lieu, car, la surface S (M,·) étant 
fermée, on a 

ΣΜ,Ρ^ο. 

Nous pourrons donc toujours supposer que l'identité (11) a lieu. Il 
vient alors 

s<Ç-i.)*,Ft=o.s<Ç-i.)*,Ft=o.s<Ç-i.)*,Ft=o. 

Or, si nous tenons compte de l'identité (11) et si nous décomposons 
les faces F' en faces F", nous posons 

-W^SOJfcF.s 

nous retrouverons la congruence (8) et, en ajoutant la congruence (7), 

nous aurons enfin la congruence (6). 
Ainsi, à chaque système d'homologies telles que (10) correspond 

une homologie entre les faces, cl il n'y en a pas d'antres. 
Nous vérifions également que la combinaison 

s<Ç-i. 

qui représente la surface de Ricmann S„ tout entière et qui, par con-
séquent, est congrue à zéro, n'est pas homologue à zéro. 

Si, en effet, on avait une congruence de la forme (G), tous les 0' 
étant nuls, on devrait avoir une homologie de la forme (10), les 
cycles K, étant nuls; ce qui veut dire que le cycle K-(y) serait inva-
riant pour toutes les substitutions du groupe de Picard. 

Les cycles K'(M,·) cl Κ (M/) ne seront alors pas autre chose que ce 
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que nous avons appelé Q't et Ω, dans le paragraphe précédent; nous 
retrouverons alors J'bomologie (5) du paragraphe précédent, laquelle 
ne différera que par les notations de rhomologic (9) du présent para-
graphe; il suffit, en effet, pour passer de l'une à l'autre, d'annuler 
les 0', de changer K'(M,) en ù't1 K.(M<) en Û/, et d'écrire 0A au lieu 
de X,'k. Pour adopter les notations du paragraphe précédent, il faut 
écrire enfin au lieu de εΑ13Α. 

Dans ce cas, nous aurons entre nos cases la congruence (2) du para-
graphe précédent qui s'écrit 

s<Ç-i.)*,Ft=o 

ou, (Mi revenant aux notations du présent paragraphe, 

s<Ç-i.)-4- ΣζΧ-ίΜν-io. 

Cela montre que le premier membre de (0) doit être identique-
ment nul, c'est-à-dire que non seulement les 0', mais les 0" doivent 
être nuls. 

Ainsi, toute homologie enLre les faces β F" se réduit à une identité, 
et, (MI particulier, 011 n'a pas 

Σ β,· F^ ~ ο. c. ο· r. l'-

Avant de conclure, je dois encore examiner les congruences où 
cnLrcnt des cases de la catégorie 1. Nous venons de voir qu'il 11e peut 
y avoir plus d'une pareille congruence, ou plutôt que, s'il y avait deux 
pareilles congruences, elles ne seraient pas distinctes et qu'on pourrait 
passer de l'une à l'autre en ajoutant une homologie. 

Voyons s'il existe une pareille congruence, 

( I '*> ) ii£/, CA-(- Hr ο, 

où Jl est une combinaison de laces des catégories αβ et β. D'abord 
nous devons supposer que ΣεΑ n'est pas nul, sans quoi l'on pourrait 
l'amener à une des congruences étudiées plus haut. 
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J'ajoute que, s'il existe une congruence de cette forme (12) où Σε* 
11e soit pas nul, cette congruence est certainement distincte des précé-
dentes, car il ne peut pas y avoir d'homologic de la forme 

(id) Σε*0*-+-H rsj Ο 

sans que Σε* soit nul. 
Kxistc-t-il donc une congruence de la formef 12)? Pour le démontrer 

sans m'exposer a une discussion qui serait assez longue sans être 
difficile, je supposerai que, parmi les sommets du polyèdre P, en 
figurent m (que j'appellerai C,, C

a
,..., C

/n
), si west le degré en ζ de 

l'équation /( x*,/, ζ) = ο et qui correspondent à une valeur donnée 
de x

y par exemple χ — ;//„ (voir infra, § e>). 
Alors la combinaison C, + C, ·+·...+ C,„, que j'écrirai pour abré-

ger, ΣΟ*, n'est autre chose que la surface de Riemann représentée 
par l'équation entre y eL ζ 

/<*0,7, z)=zo. 
On a alors 

Σ Ο* _ Σ 0* y. ι fa Σ Ο* ce,· fa
 ;

, *. 

les m sommets Ο,, C
a

, ..., <ΐ,„ ne faisant que s'échanger quand 011 
passe d'une des lèvres de OA

{
· à l'autre en tournant autour de A,, nous 

aurons 
Σ Ο*?.,·^/ — ΣΟ* cc/fa+t 

et, par conséquent, 
ΣΟ*~ ο. 

Oclte congruence est bien de la forme (12 ) et 

Σε* = m ξ ο. 

Nous avons donc d'abord deux cycles à deux dimensions singuliers 
qui sont les deux surfaces de Riemann correspondant, l'une à y 0 et 
l'autre à χ = x

it
. 

Pour former les autres cycles à deux dimensions, il suffit de consi-
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durer η cycles 
Κ,, K.

A
, ...

F
 K

?
, 

correspondant aux q points singuliers 

An AJJ, ·'· 9 A,y, 

chacun d'eux étant évanouissant par rapport au point singulier qui lui 
correspond; ces cycles doivent d'ailleurs satisfaire, sur le polyèdre P, 
à la condition 

Σ k/ ~ ο. 

Deux systèmes de cycles 

K2,^21 · ' H ^1?) 

κ;, Κ;, .... K' 

nous donneront deux cycles à deux dimensions distincts, à moins que 
l'on n'ait (sur P) 

κ;~ κ,.-κ'ονι,ο-κονι,·), 

Κ.(y) étant un cycle quelconque du polyèdre P. 
Si nous désignons par U

t
 et UJ ce que deviennent les cycles K/ et 

K; quand le point M/ vient en O; par Ω, ce que deviciiL le cycle Κ (y) 
quand le pointy tend vers Ο dans l'angle A/_, OA/, alors cela signifie 
que nous devrons avoir surSo 

Σϋ
{
·~ο, Σ U· ̂  o. 

eLque nous nedevrons pas avoir, si nousvoulonsdeux cycles distincts, 

L/.~ Qi+t — 12/. 

Voyons combien nous obtiendrons ainsi de cycles distincts,; et pour 
cela combien nous obtiendrons de congruences distinctes de la forme 
indiquée, et nous en retrancherons le nombre des homologies dis-
tinctes. 
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Formons le Tableau des cycles évanouissants relatifs aux différents 
points singuliers A/. Nous en distinguerons de deux sortes : 

i° Ceux qui seront de la forme Ω' — Ω, Ω' étant le transformé du 
cycle Ω par la substitution du groupe de Picard qui correspond â A,·. 
Ce sont les seuls qui existent en général. 

20 Les cycles évanouissants de la seconde sorte seront ceux qui ne 
seront ni de celte forme, ni une combinaison de cycles de celte 
forme. 

Evidemment, pour chacun des points singuliers, nous devons réduire 
le nombre de ces cycles évanouissants autant que possible; nous ne 
devons donc faire figurer dans notre Tableau que des cycles linéaire-
ment indépendants. Si donc ces cycles sont 

/m(i, ω, 4- /tt(a 4-... -H/m(i, ω, 
.................................. 
/m(i, ω, 4- /tt(a 4-... -H 

le Tableau des coefficients entiers m aura 'ip colonnes et k lignes 
(k<C.2p), et les déterminants formés en supprimant dans notre 
Tableau 2ρ ~ k colonnes quelconques ne devront pas être tous nuls à 
la fois. 

Réunissons maintenant les Tableaux relatifs aux q points singu-
liers; le Tableau total aura 2ρ colonnes et Σ/i = p. lignes. Si les déter-
minants formés en supprimant dans ce Tableau p. — 2p 4- /* lignes et 
r colonnes sont lous nuls, mais que les déterminants formés eu suppri-
mant ρ — 2ρ 4~ /' 4- 1 lignes et r 4- 1 colonnes ne soient pas lous nuls, 
le nombre cherché des congruences distinctes sera p. — 2p 4- r 4-ι (ou 
[A — 2ρ si les déterminants formés en supprimant p. — 2ρ lignes 11c 
sont pas tous nuls). 

Pour avoir le nombre des homologies distinctes, il faut chercher le 
nombre des combinaisons de cycles U,, IL, ..., Uv telles que l'on ait 

U
t
 ~ Ω,νι — û,·. 

Chaque cycle Ω donnera évidemment naissance à une pareille com-
binaison; mais si deux cycles Ω et Ω' ne diffèrent que par un cycle 
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invariant par rapport au groupe de Picard, ils donneront naissance 
à la même combinaison. Le nombre des homologies est donc égal au 
nombre total des cycles, soit 2/>, moins le nombre des cycles invariants 
distincts que j'appelle u. 

Le nombre des cycles à deux dimensions distincts (y compris 1rs 
deux cycles singuliers") sera donc 

1 -4- ('μι + 2ρ-h τ ) — ( η — ->.])). 

Voyons comment peuvent être engendrés ces cycles à deux dimen-
sions non singuliers, en nous restreignant au cas le plus général, c'est-
à-dire à celui où il n'y a pas de cycle évanouissant de la seconde sorte. 
Dans ce cas, on a 

K/=r; — r,·, 

Γ, étant un cycle et FJ son transformé par la substitution qui corres-
pond à A, . 

Décrivons donc dans le plan des y des lacets Ln La, ..., L?, parlant 
du point Ο et y aboutissant, et entourant respectivement les points 
singuliers A,, Aa, .. , hr 

Soil Γ, un cycle de la surface S
0

 ; quand y parlant du point Ο 
décrira le lacet L·,, la surface S et le cycle se déformeront; quand y 
reviendra au point G, ce cycle sera devenu le cycle FJ de S

0
; dans 

son mouvement, il aura engendré une surface limitée par les deux 
courbes fermées F, cl F)·. 

Si alors on a 

r, r, + ...·+-rr=r;- r;+.. -Fv, 

l'ensemble des surfaces σ, -f- σ
3
 -+-... -+- σ

(/
 formera une surface fermée. 

C.e sera notre cycle à deux dimensions. 

S V. - Cycles à une dimension. 

Le problème des cycles à une dimension a été entièrement résolu 
par M. Picard; je n'aurai donc qu'à traduire avec nos notations le rai-
sonnement de M. Picard. 
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Cherchons quelles sont les congruences entre les arêtes. Ainsi que 
nous l'avons vu au début du paragraphe 2, nous pouvons toujours 
supposer qu'une pareille congruence ne contient pas d'arétes de la 
catégorie a. Notre congruence devra donc cire de la forme 

(i) + -:o. 

Observons que 
+ -:o. 

s»;?/»; H' 

II et ΙΓ étant un ensemble de sommets do la catégorie β. Il vient donc 

Σθ^α/Gi + H 4- II — o, 

et, connue les sommets a'CA ne peuvent se réduire ni avec les sommets 
de la catégorie β, ni avec ceux de la catégorie * où l'indice de α serait 
different de ou doit avoir 

(2) S0A«/CA -- o, 

la soninialioji étant étendue à tous les sommets a,CA appartenant à un 
même indice i, mais aux divers indices Iw 

Que signifie celle identité (M); quand, jy venant en A,·, le polyèdre PJ 
dégénère, plusieurs sommets peuvent se confondre, mais aucun ne 
peut disparaître (tandis qu'il peut y avoir disparition d'arétes ou de 
faces). La somme algébrique de tous les coefficients 0A relatifs aux 
divers sommets a

4
CA, qui se confondent en un seul, doit donc être 

nulle; donc la somme de tous les 0A est nulle : 

<:»> *;=«. 

. À cause de la relation (3j, nous pouvons trouver sur le polyèdre PJ 
une combinaison d'arétes Σ'(ΑΒΑ telle que· 

(i) Σθ^α/Gi + H 4- II — 
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On aura alors 
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("ο α,· Β; - ΣΖ;Β/Ϋ; H- ΣΟ;*,·^;. 

D'ailleurs, lorsque y vient en A,·, les arêtes cl les sommets BA et Ch 
du polyèdre Y] deviennent les arêtes cl les sommets α,·13Α et a,CA; 
nous avons donc la congruence 

s(ç;-«;)«,B; = O. 

ou, à cause de (2), 
2ζ;*,·ΐί;=ο. 

Celle congruence signifie que la combinaison ΣζΑα,Ι3Α forme un 
cycle fermé sur la surface dcllieniann S(A,·). Mais, quand, y venanl 
en A/, la surface de lliemann dégénère, des cycles peuvent disparaître, 
mais il n'arrive jamais que des cycles nouveaux apparaissent. Donc, au 
cycle Σζ^α,Β^ correspondra sur la surface S(M/) au moins un cycle 
fermé ΣεΑ M, 13),, se réduisant à ΣζΑ α£·ΒΑ pour Mf- = «<·, de sorte que l'on 
«111 

s(ç;-«;)«,B; = O. 

ϋε,α,Ιί, =s(ç;-«; 

Si alors nous remplaçons ζΑ. par ζΑ— εΑ, la congruence (4) subsis-
tera encore à cause de (fi); la congruence (5) sera encore également 
vraie, cl l'on aura 

s(ç;-«;)«,B; = O. 

Nous pouvons donc toujours supposer que les ζΑ aient été choisis de 
telle façon que 

{·) «;«,B;=O. 

Si nous rapprochons la congruence (0) de l'identité (7), nous aurons 
l'homologic 

s(ç;-«;)«,B; = O. 
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el, en ajoutant cette homologic à (ι), il vient 

s5ifcB;+se;fcB;=o, 

où ne figurent plus que des arêtes de la catégorie β. 
Nous pouvons donc toujours supposer que notre congruence (ι) ne 

contient que des arêtes de la catégorie β. C'est le théorème de Picard, 
d'après lequel un cycle à une dimension peut toujours être ramené dans 
une position telle que y soit constant tout le long de ce cycle. 

A chacun des cycles fermés de la surface Stt correspond donc une 
congruence de la forme (i), mais toutes ces congruences ne sont pas 
distinctes. C'est ce qu'a montré M. Picard. Soient ωη ω2, ..., ω2ρ 

les ιρ cycles de S0, et supposons qu'une substitution SA du groupe de 
Picard change ω,· en 

m, ω, +■ ι?ι2ω2 -+-...+ mipων, 

on aura l'homologic 

(c>) ω,·^ ///,ω, + ιη
2
ω

2
 -κ.ηι

2ρ
ω

2ρ
. 

Ces homologies réduisent le nombre des cycles à une dimension, 
et M. Picard a même montré que, pour la surface algébrique la plus 
générale, ce nombre se réduit à zéro. 

Appelons cycles subsistants ceux qui ne sont pas une combinaison 
linéaire de divers cycles évanouissants par rapport à divers points sin-
guliers A,. Ce sont ceux qui restent distincts quand on tient compte 
des homologies (9). Ht, en effet, l'homologic (9) exprime que le 
cvcle 

ω,- - S/wfto>A 

est évanouissant par rapport au point singulier qui correspond à la 
substitution SA du groupe de Picard. 

Il y a donc autant de cycles à une dimension que de cycles subsi-
stants. Nous avons vu, d'autre part, qu'il y a autant de cycles à trois 
dimensions que de cycles invariants. 
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Or, d'après le théorème fondamental sur les nombres de Belli, il 
doit y avoir autant de cycles à une dimension que de cycles à trois di-
mensions. 

Il doit donc y avoir autaul de cycles subsistauls que de cycles inva-
riants. 

C'est ce que nous allons vérilier. 
Celte vérification est aisée s'il n'y a pas de cycles évanouissants de 

la seconde sorte. 
Rappelons, en effet, que le groupe de Picard est d'une forme parti-

culière. 
Soient ω,, ta.

ip
 les cycles fondamentaux et envisageons la 

forme bilinéaire 

Φ = ω^ω, — ω\ ω
2
 -r- ω, ω

3
 — ω., ω., +·...-+- co

a/)
co

2/
, - ω.,ρ ω

2ρ
. 

Pourvu que les cycles fondamentaux aient été convenablement choi-
sis, si l'on fait subir aux ω l'une des substitutions linéaires du groupe 
de Picard, et qu'on fasse subir en même temps aux ω' celle même sub-
stitution linéaire, la forme Φ demeure inaltérée. D'autre pari, le nombre 
des cycles subsistants sera le même que celui des solutions distinctes 
du système ( A) d'équations linéaires obtenues en égalant chaque cycle 
fondamental à son transformé par chacune des substitutions de 
Picard. 

Soit alors Σ M, ω, un cycle invariant; comme l'expression Σ/Μ,-ω,· peut 
être assimilée à la forme linéaire Φ, en faisant 

ω# - - ///,. ω, — - - m.>. ω., -- m,. OJ, — -m.,. ... : 

comme, d'autre part, se change en Σ/ζ/,-ω/ quand les ω subissent 
une des substitutions linéaires du groupe de Picard, nous devons con-
clure que le système de valeurs 

■■m2, m{, —///a, ///,, 

est son propre transformé par celle substitution linéaire, (i est donc une 
solution du système (A) dont nous venons de parler. 

On voit, d'ailleurs, qu'à deux ou plusieurs cycles invariants Jinéai-
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renient indépendants correspondront ainsi deux ou plusieurs solutions 
du système (A) linéairement indépendantes, et inversement. 

Il y aura donc autant de cycles subsistants que de cycles invariants. 
c. q. v. D. 

Qu'arrîvera-t-il, maintenant, s'il y a des cycles évanouissants de la 
seconde sorte ? 

J'ai déjà dit que ce cas IJC peut se présenter pour ces surfaces à sin-
gularités ordinaires auxquelles M. Picard a ramené toutes les autres 
(t. i, p. 8/5). Il est vrai qu'il pourrait avoir lieu pour d'autres surfaces 
si l'on voulait les étudier sans leur faire subir préalablement la trans-
formation de M. Picard; mais ces surfaces présenteraient un point 
singulier d'une nature spéciale, et la variété Y à quatre dimensions 
engendrée par celte surface présenterait elle-même un point sin-
gulier. 

Or, les théorèmes généraux qui nous occupent et que nous avons 
démontrés dans 1 'Analysis Silas et ses corn [déments ne sont pas appli-
cables aux variétés Y présentant des points singuliers; ils cesseraient, 
en général, d'être vrais pour ces variétés, à moins que l'on ne fasse des 
conventions spéciales. 

La question même de savoir si un cycle évanouissant de la seconde 
sorte doit être regardé comme homologue à zéro dépend encore des 
conventions également légitimes que l'on peut faire. Il est vrai qu'un 
pareil cycle sert de frontière complète à une variété à deux dimensions 
faisant partie de V; mais sur cette variété se trouve un point singu-
lier de Y. 

Pour faire comprendre la difficulté qui en résulte, prenons un 
exemple beaucoup plus simple; imaginons dans l'espace ordinaire une 
surface présentant 1111 point conique, ou plus simplement encore un 
cone de révolution avec son prolongement. Soit S le sommet du cône, 
C une des circonférences de ce cône. Dans un sens, la circonférence C 
est la frontière complète d'une région de ce cône, celle qui est. comprise 
entre la circonférence C cl le sommet S. Mais, d'un autre côté, une 
ligne tracée sur le cône pourra sortir de cette région sans traverser C, 
si, en passant par le sommet S, elle passe d'une nappe du cône à 
l'autre. 

Dans ces conditions, il semblera préférable de laisser de côté ces cas 
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singuliers et de se borner â ces surfaces à singularités ordinaires aux-
quelles toutes les autres peuvent être ramenées. 

§ 5. — Remarques diverses. 

Dans la suite des démonstrations, nous avons été amenés à faire 
diverses hypothèses au sujet de nos polyèdres. Rappelons-les sommai-
rement : 

i° Nous avons supposé que (voir p. 174) le polyèdre que nous 
avons appelé P' restait homéomorphe à lui-même quand y suivait la 
coupure ΟΑγ depuis A/ jusqu'en 0. 

2" Nous avons comparé (voir p. 182) la surface de Ricmann S„, qui 
correspond au point O, à la surface de Ricmann S (VI) qui corres-
pond au point M, et nous avons dit qu'on pouvait faire correspondre 
ces deux surfaces point par point. Nous nous sommes servi de celte 
correspondance pour définir les cycles U, et qui correspondent sur 
S0 à ίϊι et . 

3° Nous avons admis ensuite (p. 183) que, quand le point M varie 
depuis Λ/ jusqu'à M„, les deux cycles U, et UJ, d'abord confondus, 
balayent une certaine région R de S„ à laquelle correspond, sur S(M

0
), 

la région Σ 0;\Î
o
F;. 

4° Nous avons admis que, quand le point M décrit successivement 
les deux lèvres de la coupure OA,, puis les deux lèvres de 0A2, ..., 
et, enfin, les deux lèvres de la coupure 0A?, le cycle mobile U, (qui 
revient à sa situation initiale Ω" après avoir occupé une série continue 
de situations successives) ne balaye pas la surface S„ tout entière. 

5° Nous avons dit (p. 191) que, si la surface /(./,·,/, ζ) = ο a été 
ramenée, par les procédés de M. Picard, à ne posséder que des singu-
larités ordinaires, à chaque point singulier Aj correspond un seul cycle 
évanouissant. 

6° Nous avons supposé (p. 197) que parmi les sommets de Ρ en 
figurent m qui correspondent à une valeur constante de Λ·, par 
exemple χ — o. 

La légitimité de ces hypothèses étant â peu près évidente, je n'ai 
pas voulu interrompre les raisonnements des paragraphes précédents, 
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pour en donner une démonstration explicite. Je n'aurais, d'ailleurs, pu 
le faire qu'en particularisant le polyèdre P, c'est-à-dire en faisant des 
hypothèses particulières sur la manière dont la surface de Ricmann S 
est subdivisée en polyèdre. 

Je crois utile maintenant de revenir sur ces différents points cl de 
faire la démonstration, en adoptant une quelconque de ces hypothèses 
particulières sur P. 

On pourrait, par exemple, construire le polyèdre Ρ de la façon 
suivante : 

Commençons par réduire la surface f = ο à n'avoir que des singu-
larités ordinaires. 

Donnons à / une valeur quelconque, et considérons la surface de 
Iliemann S correspondante. Cette surface se composera de m feuillets 
appliqués sur le plan des χ (si l'équation / = ο est de degré m en ζ). 

Marquons sur le plan des χ l'origine Ο et les points singuliers cor-
respondant aux équations 

/=», 57 = °· 

Soit η le nombre de ces points singuliers; soient Bn Ba, ..., B„ ces 
points singuliers. Joignons le point Ο aux Λ points singuliers Β,, B2,..., 
B„ par η coupures OB,, OB2, ..., OB^nese coupant pas mutuelle-
ment et se succédant autour du point Ο dans l'ordre sus-indiqué. 

On obtiendra la surface de Riemann de la façon ordinaire en rac-
cordant la première lèvre de l'une des coupures sur un des feuillets 
avec la seconde lèvre de celte même coupure sur un autre feuillet. Par 
le tracé de ces coupures, la surface de Ricmann sera ainsi subdivisée 
en un polyèdre qui sera notre polyèdre P. 

On voit que ce polyèdre a m faces (qui sont les FA.) et que chacune 
de ces faces est un polygone de m côtés. 

Qu'arrive-t-il maintenant quand on fait varier/? Les points singu-
liers Β vont se déplacer; les coupures OB se déformeront, et nous sup-
poserons qu'elles se déforment de façon à ne jamais se couper et à se 
succéder toujours dans le même ordre autour de 0. Quand / décrira 
un petit contour fermé, cette déformation pourra se faire de telle façon 
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cjuc les coupures reviennent à leurs positions primitives, à moins qu'il 
n'y ait à l'intérieur du contour un point singulier. 

Les points singuliers possibles sont de deux sortes : 
i° D'abord ceux qui correspondent aux cas où deux des points sin-

guliers 13 s'échangent entre eux (un raisonnement de M. Picard 
montre que si la surface/ = ο n'a que des singularités ordinaires, 
cela ne peut arriver que si le plan / = const, est tangent à la surface 
/=°)i 

2° Puis ceux qui correspondent aux cas où l'un des points singu-
liers 13 vient en O. 

Les points singuliers de la seconde sorte ne sont pas essentiels, et 
j'aurais pu les faire disparaître si je n'avais cru plus avantageux de les 
conserver. 

Je désigne tous ces points singuliers par A,, Aa, ..., A? cl je trace 
dans le plan des / les coupures OA,, OA

2
, ..., OA,,. 

Tant que / ne franchit pas ces coupures OA, les coupures OB 
peuvent se déformer de façon à ne jamais se couper mutuellement, et, 
par conséquent, de façon (pie Ρ reste homéomorphe à lui-même, et 
en'mémo temps de façon que, si y décrit un contour fermé, ces cou-
pures 013 reviennent à leurs positions initiales. 

Comparons maintenant les configurations des coupures OB quand 
y se trouve en deux points infiniment voisins sur les deux lèvres d'une 
coupure OA,. 

Supposons d'abord que A, soit un point singulier de la première 
sorte. Si l'on suppose que la surface/ = ο n'a que des singularités 
ordinaires cl que, par conséquent, le plan / = A; est langent à/ = ο 
en un point ordinaire, on voit que, quand / tourne autour de A,·, deux 
des points singuliers, par exemple 13, el B,, s'échangent. De plus, si le 
point 13, pcrmuLc deux des feuillets de la surface de Biemann, le 
point B., qui s'échange avec lui permutera les deux mêmes feuillets de 
cette surface. J'appellerai ces deux feuillets le premier cl le second 
feuillets de la surface. 

Quand / ay.lnt tourné autour de A,· reviendra infiniment près de sa 
position primitive, mais sur l'autre lèvre de la coupure, on pourra 
supposer que les coupures OB sont revenues à leur situation primitive, 
à l'exception des coupures OB, et 0B

3
. Ces deux dernières coupures, 
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qui occupaient primitivement les lignes OB, et 0B„ marquées en 
trait plein sur la figure, occuperonl finalement les lignes OB,, et OB, 
marquées en trait pointillé sur la figure. 

On voit que la surface de Riemann peut être subdivisée de deux 

Fig, ι. 

manières en un polyèdre P, les deux modes de subdivision diffèrent 
l'un de l'autre parce que les lignes pleines OB, et 0B

3
 sont remplacées 

par les lignes pointillécs 0B
3
 et OB,. 

Si l'on superpose les deux modes de subdivision, on aura le polyèdre 
que j'ai appelé P'. On voit que deux des m faces de P, celles qui cor-
respondent aux deux premiers feuillets, ont été subdivisées en trois 
faces partielles désignées sur la figure par les lettres (α), (β), (γ). 

Lorsque y décrira la coupure 0A/, les points Β se déplaceront 
d'une manière continue, sans jamais se confondre ni entre eux, ni avec 
le point 0 (sauf, bien entendu, quand/vient en A,·). lien résulte que 
l'on peut déformer toutes nos coupures OB (tant en trait plein qu'en 
trait pointillé) en évitant qu'elles se coupent jamais mutuellement. 
Cela veut dire que le polyèdre P' restera constamment homéomorphe 
à lui-même. Dire que P' reste homéomorphe à lui-même, c'est dire 
que l'on peut faire correspondre point par point la surface S(M) à une 
autre surface S (M') correspondant à une autre position M' de / 
sur OA,, et en particulier à S

0
. On remarquera que la correspondance 

peut se faire de façon qu'à un point à l'infini sur S(M) corresponde un 
point à l'infini sur S (M'). 
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Lorsque y vient en A,·, le polyèdre Ρ dégénère : les deux points B, 
cl I3

a
 se confondent. Il en est de même de la coupure 013, Irait plein 

avec OI3
3
 pointillé, ainsi que de 013, pointillé avec 013

3
 trait plein. 

Le polygone partiel marqué (β) sur la figure disparaît alors. 
Pour aller plus loin, remarquons qu'il y a deux coupures qui se pro-

jettent suivant la ligne 013, en trait plein ; quand on suit la première 
(que nous appellerons B,G) de Ο en 13,, on a le premier feuillet à 
gauche cl le second à droite; quand on suit la seconde (que nous appel-
lerons 13, D), on a le premier feuillet à droite et le second à gauche. 
Nous définirons de même B

3
G cl 13.,D. Si, au lieu de la ligne 013, en 

Irait plein, nous envisageons la ligne 013, en trait pointillé, nous 
obtiendrons de même deux coupures que j'appellerai 13', G et 13iD ; et 
je définirai encore de mèinc 13!,G et 13!, D. 

Nous voyons toutdc suite que, quand y tourne autour de A,·, les cou-
pures B, G et 13!, G, 13,1) et 13., D, 13.,G et 13, G, B.,D et 13', 0 se per-
mutent; que, pour y = A,, 13, G et B!,G, ... se confondent. 

Je désignerai par β, C( ilui des polygones partiels β qui appartient au 
premier feuillet si l'on adopte la première subdivision, celle qui cor-
respond au Irait plein; l'autre polygone β s'appellera β

2
. 

On a alors les congruences 

β, == 13, D — 13, D -H 13!,D — B
3
 D, 

β2—B,G- B,G-t-B!,G -B
3
G, 

(jui nous apprennent quelles sont celles de nos coupures qui servent 
de frontières à β, et à β

2
. 

Considérons la combinaison 

W
 = B

3
D-B;D-B

3
G4-I3;G. 

C'est un cycle de notre surface de Ricmann; quand y tourne autour 
de A,·, elle se change en 

B', D — B
A
 D — B, G + BJ G, 

c'est-à-dire en — ω. C'est donc un cycle évanouissant. Il est aisé de 
voir qu'il n'y en a pas d'autre. 
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Hcprcnons maintenant les cycles que nous avons appelés Ω^ ci Ω- an 
paragraphe 2. Soil 

Ω/= C(B,D -f- C, Β, G 4- C, Β, 1) -h ζ, Β, G 4- II, 

les ζ «tant des coefficients entiers et II une combinaison d'autres 
arêtes de P,. Comme le cycle Ω, doit être fermé, on devra avoir 

Ci -t- ζ* = C» -+- Ci = o, 

puisque le sommet B„ par exemple, n'appartient qu'aux deux arêtes 
11, D et 13, (t. Nous aurons ensuite 

Û;=c, B; D 4- ç, Β; G 4- ζ
:
, Β; D + ζ, Β; G ■+· ΙΙ. 

Car les arêtes de P, autres que B,D, B,G, B,D, B.,G, ne sont pas 
altérées quand y tourne autour de A/, c'est-à-dire que II n'est pas altéré. 
On aura donc 

Ω, - Ω; = C<(BfD — B,G — Iil D 4- 13.,G) 
+ Ç,(B

a
D-B,G- li;D + B;fi). 

Or, on a 

(B, D - B, G - B;D 4- B;G) = (B; G - B, G 4- B;G B, G > 
-(B;D-B,D4-B;D —B,D) 
— (J33i) — B; D — B,G 4- B; G) 

ou 
(13,D - 13,G - B;D + B;G) 4- û> = pa- β,; 

d'où 
^-^4-(C,-C>-C,(?:I-(3,), 

Ω/ — Ω
{
 ~ (ζ

;
, — ζ,)ω. 

Or, nous avons supposé que le cycle Ω, est invariant, c'est-à-dire 
que 

Ω/»Ω/» 
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ce qui exige ζ, = ζ
3

. Dans ces conciliions, reprenons la congruence (5) 
du paragraphe 2, qui peut s'écrire 

so:MF: = cf(3,— s.)· 

En la rapprochant de la congruence précédente, nous trouvons 

so:MF: = c
f
(3,— s.)· 

Quand y (ou M) vient en A,·, les polygones partiels β, el β
2 dispa-

raissent, de sorte que le second membre de celle égalité disparaît; le 
premier se réduit à 20*a,F*, d'où l'on lire 

SOA«,-Fa=O. 

Ainsi se trouve justifié ce que nous avons dit aux pages τ81 et sui-
vantes. 

Supposons maintenant que À/ soit un point singulier de la seconde 
sorte, et que pour y = A, le point singulier 13, vienne en O. 

Nous pouvons faire alors une figure analogue à la figure τ ; pour 
simplifier, je représenterai trois points singuliers seulement, 13,, Ba 

et B3. 
Quand y tourne autour de A,·, la coupure 013, reprend sa situation 

F'K· 2. 

primitive, mais les coupures 0B
2
 et 013

a
 (trait plein) se transforment 

dans les coupures 0B2 et 0B
3 (trait pointillé). 
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Nous ayons deux modes de subdivision et, en les superposant, on a 
le jfolyèdrc Ρ'. 

Chaque face de Ρ (c'est-à-dire chaque feuillet de S) se trouve sub-
divisée en un certain nombre de faces partielles. Dans le cas de la 
figure 2, il y en a cinq désignées sur la figure par (α), (β), (γ), 
(*)l («)' 

11 est clair que, quand y décrira la coupure Ο A/, on peut s'arranger 
pour que la figure précédente (et par conséquent, le polyèdre P') 
reste constamment homéomorphe à elle-même. 

Je désignerai par Ο J3, et 013, les coupures en trait plein, par OB, 
et OBJ les coupures correspondantes en trait pointillé. Je vois que, ces 
coupures se coupant mutuellement, chacun des tronçons de ces cou-
pures formera l'une des arêtes de P'. Je distinguerai, sur chacune de 
ces coupures, le tronçon terminal, c'est-à-dire celui qui aboutit au 
point 13, ou I3

;l
. 

Quand y vient en A,·, le polyèdre P' dégénère; plusieurs de ses 
arêtes se réduisent à zéro, à savoir l'arête 013, et tous les tronçons de 
OB,, 013,, 013!,, 013',, les tronçons terminaux exceptés. D'ailleurs, 
le tronçon terminal de 013, se confond avec celui de OB^ et celui de 
013, avec celui de 013,. Il en résulte que les quatre faces partielles (a), 
(β), (γ), (ο) disparaissent. 

H n'y a pas ici de cycle évanouissant, le point singulier A, n'étant 
pas essentiel. 

Nous avons sur la figure 

013, — 0Β!,Ξ= (a) -+- (γ) -t- (ο), 
O B, — ΟΒ!,==(α) Η- (β)-H (ο). 

Revenons à notre cycle Û
t

; nous aurons 

Ω/= Σζ, OB, + Σ ζ, Ο Β, Η- Σζ, Ο Β,. 

Je mets le signe Σ parce qu'il y a plusieurs coupures (appartenant à 
différents feuillets de la surface de Uiemann) qui se projettent suivant 
OB,. On aura ensuite 

ω; = Σζ, OB, H- Σζ2ΟΒ;-ι- Σζ,ΟΒ;; 
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d'où 

a,-Ct; = Σζ,(0«, - ODl) + Σζ,(ΟΒ, - OBI), 

0,- ο;βϊζ,[(«) + (γ) + (9)] + ϊζ,[(«) + (?) + (9)], 

et, en comparant à la congruence (a) du paragraphe 2, 

so;mf;=ϊζ,[(«) + (-,<) + (9)J + ϊζ,[(«) + (?)+(9)|. 

Quand / vient en A,·, (α), (γ), (c) disparaissent, de sorte qu'il 
reste 

so:MF: = cf(3,— s.)· 

ce qui justifie encore ici ce que nous avons dit page 181. 
Supposons que le point / décrive les différentes coupures OA,, 

0A
2

, ..., 0Λί, les points singuliers Β décriront certaines lignes; nous 
pouvons supposer qu'aucune de ces lignes ne s'éloigne indéfiniment. 
Kn effet, si cela n'était pas, nous trouverions toujours dans le plan 
des χ un petit cercle qui ne serait coupé par aucune de ces lignes, et 
alors, par un simple changement linéaire de variables, nous pourrions 
rejeter le centre de ce cercle à l'infini. 

Donc, quand le point/décrira successivement les deux lèvres de 
OÀ,, les deux lèvres de 0 A

a
, etc., et, enfin, celles de 0AV, les points 

singuliers Β resteront à distance finie. Nous pourrons donc diriger la 
déformation des coupures OB de façon que ces coupures restent à 
distance finie. Le cycle qui est formé par une combinaison de ces 
coupures, restera donc toujours à distance finie ; cl il en sera de même 
du cycle L1,, qui lui correspond sur S

0
 [car nous pouvons choisir la 

correspondance de S(M) avec S
0
 de façon qu'à un point à l'infini sur 

S (M ) corresponde un point à l'infini sur S„ |. Ce cycle ne pourra donc 
balayer la surface S

0
 tout entière, ce qui justifie ce que nous avons dit 

page i8.5. 
On remarquera enfin que, parmi les sommets de P, nous en avons m 

qui correspondent à χ = ο. 
Toutes nos hypothèses se trouvent donc justifiées. 


