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sun L'HEXACORYPHE COMPLET. Ι35 

Sur l'hexacoryphe (') complet; 

PAR M. ARISTIDE ZOUKIS. 

Dans le présent Travail nous nous occupons de l'hexacoryphe com-
plet. En considérant les quinze arêtes de l'hexacoryphe et les quinze 
surfaces du second degré S2 ayant pour directrices trois de ces droites, 
nous démontrons diverses propriétés de ces surfaces et, entre autres, 
celte propriété remarquable que ces surfaces, prises trois à trois de 
vingt manières différentes, passent par une même biquadralique. Ces 
vingt biquadraliqucs se rangent en dix couples et les courbes de 
chacun de ces couples constituent le lieu géométrique des points dont 
on peut projeter, sur un plan quelconque, comme trois fois homo-
logues dans l'un ou l'autre de deux manières possibles, les deux 
triangles d'un des dix couples, qui, ayant pour sommets les six som-
mets de l'hexacoryphe, se trouvent situés sur deux de ces faces op-
posées. 

En considérant ensuite les quarante-cinq cubiques suivant les-
quelles se coupent, deux à deux, les quinze surfaces S2, quand elles 
ont une directrice commune, nous sommes amenés à la considération 
de quarante-cinq nouvelles surfaces Σ2 du second degré formant entre 
elles et avec les quinze surfaces S2 certaines configurations remar-
quables. 

Les équations des quinze surfaces S2 et des quarante-cinq surfaces Σ2 

(') ες Ξ six, κορυρη = sommet. 

Journ. de Math. (5· série, tome VIII). — Fasc. II, 1902. lo 
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sont données au moyen des dix polynômes du second degré qui, égalés 
à zéro, représentent les divers couples des faces opposées de l'hcxa-
eoryphe. Ces dix polynômes sont liés entre eux par certaines identités 
dont l'importance est capitale pour l'étude que nous faisons ('). 

Enfin nous considérons quelques surfaces du sixième degré ayant 
pour points triples les six sommets de l'hexacoryplic cl qui font une 
configuration semblable à celle des couples des faces opposées de 
l'hexacoryplic des surfaces S2 et des surfaces Σ4. 

Quelques-unes de ces surfaces ont, parmi d'autres propriétés, celle 
d'avoir leurs points associés en couples. Les droites déterminées par 
ces couples de points rencontrent toutes suivant deux points la cu-
bique déterminée par les six sommets de l'hexacoryplic. Celle pro-
priété établie, nous trouvons diverses distributions des droites de celle 
congruence en génératrices de surfaces du deuxième, du quatrième, 
jusqu'au dix-huitième degré. 

1. 

I. Soient dans l'espace ι, 2, .'l, , 5, 6 les six sommets d'un Iicxa-
eoryphe complet et D

(J
, D

n
, ... les quinze droites qui joignent ces 

sommets deux à deux. Trois droites D
<y

, D
/iV

, D
//(

„ n'ayant aucun in-
dice commun déterminent un liypcrboloïdc S*

 /i7
 contenant ces 

droites. Il y a en tout quinze surfaces pareilles. 
Les quinze droites D peuvent se ranger en six penladcs (groupes de 

cinq) 1,2, 3, 4» 5, G, dont chacune contient les cinq droites qui 
passent par un même sommet de l'hexacoryplic. 
Chaque surface SJtU ,m, contient une droite de chacune de ces pen-
ladcs. 

De même les quinze surfaces SJ
f

*
/f/

„„ se rangent en six penladcs 
(elles que les surfaces de chaque penladc passent par toutes les quinze 
droites D. 

(1) Des identités analogues existent entre les polynômes qui, égalés à zéro, 
représentent les couples des faces opposés à η — ι dimensions de la figure com-
plète ayant pour sommets 2η points d'un espace à η dimensions. 
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Nous désignons ces pcntadcs par les indices 1,11, m, îv, v, vi. 
Chacune des quinze surfaces SJ,,appartient à deux penladcs cl 
peut élrc aussi représentée par le couple d'indices de ces deux pen-
ladcs. 

ÏVous aurons ainsi : 

1. 
Sfll s j, 34, r,r, 
S?m=sS*

;l
, î5i ia 

Sf.v= ^î.j, 2«. 33 
Sfv = Sis, 2 V, 3 0 
Sfvi = S]

f)t 2
,
 45 

II. 

Sfti =5S|,.
34i3e 

Sfi 111= S«,. 2 4, 33 
Sfi IV = Sf -, 23. 4 r, 
Sfi V = S·,. 2 6. 43 
Sft VI Ξ S'j,

 î5i
 ;|5 

III. 

Sftll ^ S};,, 2 3, 4« 

SU III == S'
0i

 2 4, 33 

Sftl IV=SI2. 3 0. 4 3 
Sfll V Sj

4t
 2 3, 50 

Sftl VI Ξ= S J 2 6. 34 

IV. 

S?JV =Sf,
(f2e

, 33 
SlllV ΞΞ S*

r>
, ,3,

 u 

Sj|||v ΞΞ Sf j
 Jfi 4

 . 

Sfvv=S|
(!)

23,34 
.^•V.-S«

:j
,2 4,3„ 

V. 
Sfv ~ S ( 5, j j, 36 

Sflv «S?3.t6. 13 
SfilV = Sfv, J.·,, 5,. 

Sfv ν = S'f 5, 25, 3
 v 

S?V,= Sf,33.lc 

VI. 

Sfv. sS«
lin

.
is 

Sftv. aS»
4t
„.,

e 

Sfn vi S120.3 ·, 
S.V VI ~ 2 j,56 
S?· VI ~ SJ

2
,
 :)5

,
 Vl

. 

De même que Irois droiles D n'ayant aucun indice en commun se 
trouvent sur 1111e surface S2, de mémo trois surfaces S2 n'ayant aucun 
indice en commun passent par 1111e droite D. Celle droite peut èlre 
représentée pur l'ensemble des indices de ces trois surfaces. Ainsi la 
droite D,., peut être aussi représentée par le symbole D,„, miv.wn S'.o 
Siuiv» S'vv, étant les trois surfaces qui passent parcelle droite. 

2. Deux surfaces Sj2,, Sf
K
 (') ayant 1111 indice commun n'ont aucune 

droite commune cl se coupent suivant une biquadralique. 
Deux surfaces S,2, SJ,, qui n'ont aucun indice commun, passent par 

une mémo droite D qui est la droite D
u K1

,
 Mv 

Trois surfaces S?,, S}K, SJ,, dont les symboles ne contiennent que 
trois indices I, J, K, ont pour directrices les neuf droites D qui 
joignent trois sommets de l'hcxacoryphc avec les trois aulrc.s sommets. 

(') Nous ferons usage des lettres i,j, /:, /, m, η pour indiquer une permu-
tation quelconque des indices 1, 2, 3, 4, 5, (>, et des lettres I, J, K, L, M, Ν pour 
indiquer une permutation quelconque des indices 1, II, III, IV, V, VI. 
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Ainsi, par exemple, sur les surfaces S?„, SJ
f
„„ S?,,,, se trouvent les 

neuf droites qui joignent les points ι, /\, 5 avec les points 2, 3, 6. 

3. La surface SJ· ,Kmn est le lieu des points ρ d'où se projettent 
homologiquement sur un plan quelconque les deux triangles de cha-
cun des quatre couples : 

ikm et /7/i, ikn cl jlm, Uni et jkn, Un et jkm. 

Le centre commun de ces quatre homologies se trouve sur la droite 
de la surface SJpassant en ρ et appuyée sur les trois droites D,,, 

Dt2, Dt1 
Considérons une seconde surface S,y

)/l/()/
„, ayant un indice 

commun avec la surface S,2E= S2
/ι/ ;

„
Λ

, c'est-à-dire (n° 2) n'ayant au-
cune directrice commune avec clic. Cette nouvelle surface est aussi le 
lieu des points par lesquels, sur un plan quelconque, les cleux triangles 
ikm et Jtii, du premier seulement des quatre couples précédents, se 
projettent homologues avec sommets correspondants les (//), (kn), 
{">.))■ 

Par conséquent, de tous les points de la biquadraliquc suivant la-
quelle (nu2) se coupent les deux surfaces S,*, Sf

K
, les deux triangles 

ikm H fin se projettent, sur un plan quelconque, de deux manières 
homologues. Puisque maintenant, dans ces deux homologies, aux pro-
jections des points i, k, m correspondent respectivement dans Tune 
les projections des points y, t

}
 //, et dans l'autre les projections des 

points /, //t,y, il s'ensuit ([lie les projections de ces deux triangles se-
ronL aussi, d'une troisième manière, homologues de telle sorte qu'aux 
projections des points ί, k, m correspondent respectivement les pro-
jections des points n,j, 1. On déduit de là que tous les points de la 
ligne d'intersection des doux surfaces S,aj===SJ

iit/>w<
„, SjK===SJ

iA/l(WI/
· se 

trouvent sur la surface S2,
i/7

,
 y

„,, qui, d'après le n" 2, a aussi pour sym-
bole SJ

K
. On parvient ainsi à la proposition suivante : 

Trois surfaces représentées par des symboles de la forme SJ, SjfK, 
passent par une même biquadraliquc CIJK. 

Nous avons vingt telles biquadratiques qui se rangent en dix 
couples (CIJK, C,.MN). 
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i·. Si nous écrivons les neuf directrices des trois surfaces 

Ci —Ci ci CÎ Ci Ci 

«lui passent par la biquadratique C,JK, comme élément d'un détermi-
nant du troisième ordre 

Ci —Ci ci 
Ci —Ci c 

Ci —Ci ci 

en posant dans chaque ligne horizontale les trois directrices d'une 
même surface de manière que dans chaque ligne verticale ne se trouve 
pas le inertie indice plus d'une fois, nous pouvons remarquer : 

a. Que ces droites prises trois à trois, quand elles se trouvent dans 
la même ligne verticale, sont les directrices des trois autres sur-
faces SJ,*»,/«/, Sîrjmjn et SiL,//,*/> lesquelles ayant une droite commune 
avec chacune des trois premières surfaces, ont pour symboles (n° 2) 
S2^î.\» SX.. passent louLcs (n° 5) par la biquadratique ϋ(ΛΙΝ aceou-^î.\» SX.. passent louLcs (n° 5) par la biquadratique ϋ

(ΛΙΝ
 aceou-

jilee a C|JK i 
fi. Que par tous les points de cette biquadratique CULN, sur un plan 

quelconque, se projettent de trois manières homologues, dans l'un des 
deux cas possibles, les mêmes deux triangles ikm et jlti ; 

γ. Que seulement les deux biquadratiques C,JK, C,
MN

 ont celle der-
nière propriété. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 
Les couples de biquadratiques C correspondent aux divers couples 

des faces opposées de l'hcxacoryphc et les deux courbes de chaque 
couple sont le lieu des points par lesquels les deux triangles situés sur 
les deux faces opposées de l'hcxacoryphe qui forment le couple cor-
respondant se projettent, sur un plan quelconque, de trois manières 
homologues dans l'un ou dans l'autre de deux cas possibles. 

Cela posé, nous pouvons représenter le couple des biquadra-
tiques C,JK

 et C,.MN, soit par le symbole C0.,
K)(IM>)

, soit par le sym-
bole C

lM/
„

l(/7/l)
, Fikm et FJla étant le couple correspondant des faces op-

posées de l'hcxacoryphe. 
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Ces nouveaux symboles de couples des biquadratiques C, d'après 
les indices donnés (η" Ι) aux six penladcs des surfaces S2, sont 

(i23)(iDG)~:(IIVV)(IIIinJ), (ΐ24)(35β;--(ΙΙΙΐνΐ)(ΙΙΐνΥ), 

(i«.5)(3.(6)s(nVVl)(IIIIIV), (ia(i)(3/|.5)==(l III V)(111V VI), 
(ri4)(2.)G)ss(I V Vl)(ll III IV), (i35)(«4C)==(l II VI)(III IV V), 
(i3lî)(2|j)£s(IIIIV)(inVVI), (i/|5)(*3<>)==([IÏIlI)(1V V VI), 

<Ί4(ΐ)(»35)£=(Ι II Y) (ΠΙ IV VI), (ι >G)(^'3/|) -(I II1IV)(II V VI). 

d. Sur chaque surface S2 en dehors de ces trois directrices D se 
trouvent six autres droites (i passant respectivement par les six som-
mets de rhcxacorypho. Ainsi, la surface S2

t/i/
 conLient les six droites 

qui constituent les intersections des faces 

b/*/ I i/nii5 bjiu bb/
l7

y et b
/lWW

, 

bιij el bb
/n

jj et bm/h b
H
jj et b

/t
/j. 

Nous pouvons représenter ces droites respectivement par les sym-
boles 

C2/' 1,1,«///,ι Gyi fj/
f
(mn,ij)i l {tun,ij)i 1,1,·) G//(/'y, A'/,· 

Il y a ι/>.β = τ)ο pareilles droites que nous distinguons par le 
nom d < · géitt'u 'ah'ices des surfaces S2. Ces 90 droites se rangent en 
f) couples (fi/fi j >u, nut) 'l^1 coiTCspondcril aux /j 5 couples 
(Dtih \)m

„) des droites D qui n'ont aucun indice en commun. 

(>. Deux surfaces S2,, Sj;, n'ayant aucun indice en commun se 
coupent suivant une droite D (n° 2) et une cubique passant par 

quaLre sommets de l'hcxacoryphc. Nous avons -Î·— =45 telles cu-

biques et nous les représentons, par exemple celle par laquelle passent 
les deux surfaces Sn,·^SJ.2tcl SSi,v=sS}3i:Mi5el soit par le sym-
bole C, ,(||||i,·, soit par le symbole C

t i iî
, 
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7. Ι\ιι· la ligne d'intersection des deux surfaces Sfjs-S2
ι/ιΛ

,„„ et 
SJ

L
îsSî

<//t/l

,
w

, qui se compose de la droite D,
nn

 et de la cubique 
(]u K

, passent deux surfaces I2 du second degré dont chacune 
coupe suivant quatre droites la troisième surface S?

IN
~SJ

tjk

qui 
passe par la même droite ])

/Λ/
„ c'est-à-dire la première suivant les 

deux directrices \)
JU

„ et 1)/V
 et le couple correspondant (n" 5) des gé-

nératrices ((*jui,m(*/, it,,,,»)), et la seconde suivant les deux direc-
trices 1 )JU et le couple correspondant des génératrices 

Nous représenterons ces deux surfaces par cles symboles tels que 

( ' ) ////; — fh, 41. Cl ·—//,, mu E2 

Chacune de ces deux surfaces passe encore par une autre cubique C, 
c'est-à-dire-la première par la cubique C

y
/,

i/m<

~C„
 4K

 et la seconde 
par la cubique C//

>ww
-;r":CUiJ,,. De même donc que par la cubique 

( 'Ή M
 : ~L//t /7(.passcn L losdeu xsurfaces( ι ), de même la surfaceE2 14 kl=e21 

passe par les deux cubiques C ayant les mêmes indices. 
Nous avons fy) telles surfaces Σ2. Ces surfaces trois à trois, repré-

sentées par ties symboles de la forme 

(Ό %jj,/,/'■■■ - — fa.MN» ///«-- —KM,l..\J ^////',// —Κ.Ν,Ι.Μ J 

renconlrenl cbacune suivant quatre droites la surface S|jE==S2
(/7>/

,
(/
,. 

Deux à deux, les trois surfaces Σ'2 de chacun de ces quinze triples 
se coupent suivant les f\5 cubiques C. 

Les 4-5 cubiques C correspondent aux /j ) surfaces Σ* cl la cubique 
C// /i7" CK, MN qui correspond à la surface Σ2

7ι/=Σϊ;Μ,Ν est l'inlcrsec-
Iion de deux surfaces Σ2 qui, avec la surface considérée, forment le 
triple (a). 

8. Si nous considérons un des six groupes I, II, 111, IV, V, VI des 
surfaces S2 (n° 1), trois quelconques de ces surfaces, par exemple les 
surfaces S,2,,, Sj;M, Sj|N du groupe lv, ne passent pas par une même 
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courbe, mais elles se coupent en deux points Ρ différents des sommets 
de riiexacoryphc que nous représenterons par le symbole ΡΜΛν 

Par ces deux points passent les troisbiquadraliques CKIJI, CKJIX
, C

hlN 

suivant lesquelles se coupent, prises deux à deux (nw 5), les trois sur-
faces Sjjn> Sjjv Par conséquent, par ces mêmes points passent 
aussi les trois surfaces SJX, S,,, et la biquadratique CtMS, suivant 
laquelle elles se coupent. 

Nous avons quinze tels couples de points Ρ correspondant aux 
quinze surfaces S2; le couple PWJW correspond à la surface Sj2,. 

Sur chaque surface S2 se trouvent six couples de points P, et trois 
couples de ces points se trouvent sur chaque biquadratique C. Les 
quatre biquadraliques qui forment couples avec les quatre biquadra-
liques qui passent par le couple des points ΡΚι.Μ> sont celles par les-
quelles passe la surface Sj2,. Ces quatre biquadraliques se coupent 
deux à deux suivant les six couples des points Ρ situés sur cette sur-
lace S,2. 

Les six surfaces S2 qui passent par le couple de points ΡΚΠ1>
 se 

coupent aussi, prises deux à deux, comme il suit : 

n| S" ρ| pl 

suivant les trois directrices D de la surface Sj2 accompagnées par les 
trois cubiques 

(1 ) C
KI- M>

, C
hM

 ,
Λ
 C

KV
. 

Donc ces trois cubiques passent aussi par le couple des points PWJIS. 
Puisque les trois cubiques (1) sont aussi les intersections des trois 

surfaces 
(1 ) CKI- M>, C 

prises deux â deux, il s'ensuit que ces trois surfaces Σ2 passent aussi 
par les mêmes points PKUW (' ). 

(') Nous reviendrons sur ces points Ρ dans un autre Travail relatif à l'étude 
de la projection de l'hexacoryplie d'un de ces points sur un plan quelconque. 
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II. 
9. Si nous posons 

χ y s w 
χ y s w 

(«/*) = 
xi ï> z, wi 

χ* yt, -A W
À 

xh 7h ~h wi étant les coordonnées du sommet i de l'hexacoryphe, lu 
surface SJ

fWtOTe
 sera représentée par une des trois équations équiva-

lentes 

( ijm ). ( khi ) — ( ijn). ( klm ) = ο, ( kli). ( mnj) — ( kij ). ( m η i) = o, 
( mnk). ( ijl) — ( mnl). ( ijk ) = o. 

Les équations des quarante-cinq surfaces Σ2 sont les équations qu'on 
obtient en changeant, dans les quarante-cinq équations précédentes 
des quinze surfaces S Y le signe de l'un de deux polynômes qu'elle 
contient. Ainsi l'équation de la surface Σ?

 A/
cst 

(ijm).(kln) -+- (ijri). (klm) = o. 

10. Les dix polynômes du second degré (1, 2, 3).(4, 5, G), ..., 
dont chacun représente un couple des faces opposées de l'hexaco-
ryphe, pris quatre à quatre, quand ces symboles ont dans la même 
parenthèse un même couple des indices 1, 2, 3, 4, 5,6, sont liés par 
une idcnlité linéaire. Nous avons quinze identités pareilles correspon-
dant aux quinze droites D. L'identité qui correspond à la droitcD/y est 

(ijk).(lmn) — (ijl).(knm) -h {ijm).(kin) — (ijn).(klm) = ο. 

Ces quinze identités comme les droites D (n° 1) se rangent en six 
pentades 1, 2, 3, 4, 5, G. Les cinq identités de chaque pentade sont 
indépendantes entre elles et de celles-ci l'on peut obtenir toutes les 
autres ('). 

(') D'une manière analogue, en prenant, dans l'espace à Λ dimensions, 2 η points 

Journ. de Math, (5· série), tome VIII. — Fasc. II, iyo2. IQ 
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il. Si nous ajoutons quatre à quatre les identités de chacune des 
sixpentades, en ayant égard, dans la somme, a l'identité qui reste 
de la pentade considérée, nous formerons un nouveau groupe de 
quinze identités correspondant aussi aux quinze droites D et conte-
nant chacun six polynômes. L'identité qui correspond à la droite D,·,· 
est 

(ikl).(jmn) 4- (imn).(jkl) — (ikm).(jln) 
— (Un).(jkm) -H (ïkn).(jlm) ~l· (ihn).(jka) = o, 

et contient les six polynômes qui n'entrent pas dans l'identité du 
n° 10 correspondant à la merne droite D/y·, et qui n'ont pas les 
indices i,j dans la même parenthèse. Cette identité s'obtient en ayant 
égard à l'identité du n° 10 correspondant à la droite D,y·, soit dans la 
somme des quatre identités de la pentade ι correspondant aux droites 
D,A, D„, D„„, D„„ soit dans la somme des identités de la pentade j 
correspondant aux droites Djk1 DJlf Dy//l, Dy/i

. 

12. Si nous exprimons que les trente identités des noe 10 et 11 se 
vérifient en un point quelconque de la droite D

<y
, les unes de ces iden-

ι, 2, Ό, ..., 2 Λ, et les - —i— polynômes du second degre qui, 

égalés ά zéro, représentent les divers couples des faces opposées à λ — * dimen-

srons de la figure, nous aurons, entre ces polynômes, — iden-

tités linéaires correspondant aux diverses faces à η— 2 dimensions de la ligure. 
Ces identités sont de la forme 

(LJ. . . In—I hi) ' ('Λ-Μ · · · 4«) (4· · ·'//—I ·( 'Λ'Λ-Ι-Î· ·i2n 
-f- (*,. . . Ιη~ι ιη+2)'(ίιιιιι+ίιη+3· · >ιιη) · · · 
"I" (—0"_1('l· ' * '«—l'ΐΛ—1 )·('/»'«+!· · · 4«—ί*2«) 
"+· ( l)rt (l, . . . i/t—ihn) ·('«'»+1 · · · 4«-l) —=0 

(44... 4) = o étant l'équation sous forme de déterminant (n° 9) de la face à 
η — ι dimensions déterminée par les η sommets de la figure ..., i,

n
 et 

iu ii} ..étant les η — ι sommets de la figure qui déterminent la face H 

n — 2 dimensions correspondant à cette identité. 
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liLés se détruisent et les autres donnent l'identité 

(ijkl). (ijmn) — (Ijkm). (ijln) -l· (r'jk/i). (ijlm) = o, 

(ijkl) étant la valeur que prend le polynome (jkl) (n° 9) au point /. 
Cette identité, multipliée par (klmn), devient 

A ijthn.tnA ijthn.tn - A|j Ά Kl. ^ )l\' —0, 

Kj.u.m»:-'n A
u
 étant égal au produit (ijkl) (klmn) (nmij). 

On déduit de celte identité que 

Αικ ~ A
JK

— A„ Àj, — A,„ A,
m
— A,

n
 — A

Jf
. 

Nous représenterons ces différences égales par le symbole Ι1η = — 11,,. 

15. Il est aisé de voir que, étant donnés quatre de dix polynômes 
(ia3).(45G), (IS»/|).(3JÛ), ... indépendants entre eux, tousles autres 
se déterminent et peuvent être exprimés linéairement au moyen de 
polynômes donnés. On conclut de là que ces dix polynômes pris cinq 
à cinq se lient par deux cent cinquante-deux identités linéaires et que 
six seulement de ces identités sont indépendantes entre elles. 

Parmi ces deux cent cinquante-deux identités, les I5.G=9O, dont 
chacune contient quatre polynômes ayant dans la même parenthèse un 
même couple des indices i, 2, 3, 4, 5, G, et un quelconque des six 
autres polynômes, se confondent évidemment, prises six à six, avec 
les quinze identités déjà trouvées du n° 10, parmi lesquelles nous 
avons vu que cinq seulement sont indépendantes entre elles. 

Les autres a52 — 90 = 1G2 identités peuvent être trouvées comme 
il suit : 

Considérons une quelconque des =180 surfaces du second 

degré dont chacune passe parles six sommets de l'hexacoryphe et par 
trois de ses arêtes L) consécutives qui ne forment pas un triangle : 
par exemple par les arêtes Dw, Dy/, D

;V
. Cette surface appartient évi-

demment au faisceau 

(ikn).(jlm) 4- ~k(ikm).(jln) = 0. 
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Si, dans cctlc équation, nous déterminons le paramètre λ de ma-
nière que l'équation se vérifie en un point quelconque de la droite D/y, 
nous aurons l'équation de la surface considérée 

A,itk„
t
,
m
(ikiη). (jin) + A

i/iÀMt
„
L
(ikn), (Jim) = o. 

Mais l'équation de celte même surface, puisqu'elle contient la 
droite D

(
-y, peut aussi se former au moyen de trois quelconques des 

quatre polynômes 

( Ijk ).(lm/i)
y
 (ijl)-( kmn ), ( ijm ). ( kln), ( ij/i). ( kl/η ) 

qui s'annulent en un point quelconque de la droite D
<y
 et qui, n'étant 

pas indépendants entre eux, se lient par l'identitc du n° 10, corres-
pondant à la droite D

iy
. 

Si donc, au moyen de ces quatre polynômes pris trois à trois, nous 
formons les quatre équations équivalentes de la surface considérée et 
si nous identifions ces équations avec l'équation déjà trouvée de celte 
même surface, nous aurons les quatre suivantes des cent soixante-deux 
identités cherchées : 

(0 

A
/lWV/t)/

·/(kij).(mnl) -h Λ
itii

„,
lm

.(ijl).(knm) -+- A
jiJthlllf

Jjlm).(ink) 
-+- Afj>Imk).(jni) -h A

mlM il
(mld).(lnj) = o, 

A
k

„,i
m

,i,{kij).{nml)H- A
ik>jm>lll

{ijl).(kmn)-h A
ji<ln

,
 nk

(jlri).(inik) 
+ Ink).(j mi) -h A„

ftAMjj
(jiki).(lnij) = o. 

<*> 

A iktjj„,nl+ A 
ikJll>m

i.(ijm).(kln) -+- A 
iktjj

„,
nl
{ijn).(knil) 

+■ A
ijt

,
in>mL

Jkm).(jnl)+- A
ijMti>li

 (ikn).(jml) = o, 

Ru.(jiï)(kmn)+ Aji,i»,Mk.(jim)*(lnk) + A
jl>iteink

ÎJin).{Unk) 
H- AjUmtni

.(jln).(imk) -t- A
jiMmA

(jlni).(ink) = o. 

ou (n°12) 

R„ — Hji—— H/7, jk, mu Ai
k
j

m
 /,! Ai

m
 ji

t

/
ir

, Αΐ
ηι

μ
>Αιιι

 Α
ιΑ>

 j
n

^ f
m 

1 *-ij, kn,/iii J ij, km, lu ' 

Ces identités, prises deux à deux, donnent l'identité 

(ijk).(lmn) — (ijl).(kmn) (ijm).(Jdn) — (ijn)Jklm) = o 
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du n° 10 qui correspond à la droite Drr On voit donc que cinq iden-
tités du nM 10 indépendantes entre elles et une quelconque des iden-
tités du présent numéro forment un groupe de six identités indépen-
dantes entre elles, desquelles se produisent toutes les autres identités. 
On peut aussi de plusieurs manières, parmi les cent soixante-deux 
nouvelles identités, choisir six identités indépendantes entre elles, une 
fois que les identités du n° 10 ne sont qu'une conséquence de celles-ci. 

1-4. Ces cent soixante-deux nouvelles identités se rangent en deux 
groupes dont l'un contient soixante-douze et l'autre quatre-vingt-dix 
identités. 

Les l
-

 1 .6 = 72 identités du premier groupe contiennent 

chacune cinq polynômes qui, pris trois à trois de cinq manières diffé-
rentes, s'annulcntcn un point quelconque d'une des cinq aretes consé-
cutives D de l'iicxacoryphe, formant un pentagone gauche fermé. Les 
deux premières identités ( 1) des quatrc«identités que nous avons écrites 
appartiennent à ce groupe et, pour celles-ci, les arêtes consécutives de 
Hiexacoryphc sont, pour la première, DA/·, D/y, D/7, D//w, D,

///(
., et, pour 

la seconde, D^) h/y» DyVj 
Dans chacune de ces soixante-douze identités, bien simples, on peut 

prendre, de cinq manières différentes, une somme de deux termes dont 
les coefficients A ont un couple d'indices commun. Ces cinq sommes 
égalées à zéro représentent les cinq surfaces du second degré qui pas-
sent chacune par les six sommets de l'hcxacoryphc et par trois cotés 
consécutifs du pentagone correspondant à l'identité considérée. 

Cela considéré, la détermination géométrique des surfaces repré-
sentées par les autres sommes des termes de la même identité, pris 
deux à deux, est une conséquence immédiate de l'existence de cette 
identité ('). 

Maintenant les autres 15 .6 = 90 identités du second groupe con-
tiennent chacune cinq polynômes dont les quatre n'entrent pas dans 
les trois équations équivalentes (n° 9) d'une des quinze surfaces S, et 

(]) Si, dans une quelconque de ces soixante-douze identités, nous remplaçons 
les indices ι, 2, 3, !\, 5, 6 par les indices I, II, HI, IV, V, VI, en ayant égard aux 
correspondances des n°* 1 et k, exceptions faites des signes, elle prendra la forme 
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le cinquième est un quelconque des six autres polynômes. Les deux 
dernières identités (2), des quatre identités que nous avons écrites, 
appartiennent à ce groupe et contiennent, toutes les deux, les quatre 
polynômes : 

(,ijm).(kln), (rjn).(klm), (ikm).(jln), (ikn).(jhn), 

qui n'ont dans la même parenthèse aucun des trois couples des in-
dices (1, /), (y, k), (/«, n) et, par conséquent, n'entrent pas dans les 
trois équations équivalentes de la surface S// yA

Sur 
Dans chacune de ces quatre-vingt-dix identités, on peut prendre, de 

quatre manières différentes, une somme de deux termes dont les coef-
ficients Λ ont un couple d'indices commun. S'il s'agit de l'idcnliLé 
qui lie le polynome (ikl).(jmn) et les quatre polynômes qui n'entrent 
pas dans les équations delà surface ces quatre sommets, égalés 
à zéro, représentent les quatre surfaces du second degré qui passent 
par les six sommets de l'hexacoryphe et chacune par un clcs quatre 
triples suivants d'arèles consécutives de riiexacoryphe 

(DD,v, D/;), (D„, ϋΜ, Dw), (D.y>D,.,Drf),(D.y>D,.,Drf), 

Cela considéré, la détermination géométrique des surfaces repré-
sentées par les autres sommes des termes de la même identité, pris 
deux à deux, est une conséquence de ccLtc même identité ('). 

aussi simple : 

AIK.IIJK).(UIN) -H A.J|
>
.(JK1,).I!W1X)-+- ^KM.I. KI.M ) ( MM ) "+" ^LI.( I.MI ).( 4KX ι + Α

Μ
/.

(
 juj,.,

 Κ(Λ
, = 0 

ou, si l'on change l'ordre des termes, 

AIK.IIJK).(UIN) -H A.J|>.(JK1,).I!W1X)-+- ^KM.I. KI.M ) ( MM ) "+" ^LI.( I.MI ).( 4KX ι + ΑΜ/.( juj,., Κ(Λ, = 0 

On parvient ainsi à des correspondances entre les arrangements des six in-
dices i, 2, 3, cinq à cinq, et les arrangements pareils des six indices 1, 
II, 111, IV, V, VI. 

(') Si, comme pour les autres identités, nous remplaçons dans une quelconque 
de ces quatre-vingt-dix identités, les indices r, 2, 3, 5, 6 par les indices I, II, 
III, IV, V, VI, elle prendra la forme 

AIK.IIJK).(UIN) -H A.J|>.(JK1,).I!W1X)-+- ^AJK. (IJKMLMN)-t- AJL,(1JL).(KMX) ■+* AIM.(IJM).(KI.X , + Α|>·,
(

υ\· μ KI.JI, — Ο, 

qui est plus simple que l'autre. 
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Ιδ. Si Γοη considère l'équation 

\.(ijm).(Jdn) 4- \t,.(ijn).(ldm) = ο, 

οίι λ : ΊΑ est un paramètre cl (ijm).(kln), (ijri).(klm), deux quel-
conques des dix polynômes (i23).(45G), (i24).(356), ... ; elle re-
présente évidemment un faisceau de surfaces du second degré dont 
la biquadratique commune se forme d'un couple de droites D n'ayant 
aucun indice en commun fie couple D/y·, Dw) et du couple corres-
pondant (n° 5) dc droites G(lc coupleGmndmn Gmnmnm 

Il y a en tout —p- = 4-5 tels faisceaux correspondant aux quarante-

cinq couples de droites D qui n'ont aucun indice en commun. 
11 est facile de voir que trois de ces faisceaux, dont les équations 

contiennent six polynômes différents entre eux, sont homographiques 
entre eux. Dans ces homographies, à chaque surface d'un des fais-
ceaux correspondent des surfaces de deux autres faisceaux qui la 
coupent suivant la môme biquadratique. 

En effet, toutes les surfaces des trois faisceaux passent par les six 
sommets de l'hexacoryphe et n'ont aucun autre point commun, puisque, 
autrement, les six polynômes qui entrent dans les équations de ces 
trois faisceaux appartiendraient au même réseau de surfaces du second 
degré, ce qui est contraire à ce que nous avons dit au n° 15. 

Cela posé, il est évident que les surfaces des deux autres faisceaux 
qui coupent suivant la même biquadratique une surface arbitraire du 
premier faisceau passent chacune par les deux points, différents 
des sommets de l'hexacoryphe, suivant lesquels les deux droites (ί 
communes aux surfaces de l'autre faisceau coupent la surface arbi-
traire du premier faisecau. 

16. On parvient aux mêmes résultats si l'on considère que les six 
polynomçs, différents entre eux, qui entrent dans les équations des 
trois faisceaux se lient toujours par deux identités indépendantes 
entre elles (n° 13). Si donc nous représentons par χ,, x

2
, a?,·, a?

4
, .χ·

β
, χ

ύ 

ces six polynômes et si nous supposons que 

axxx -(- a2x2 H- ciyXy -f asx.x H- a,xXy ■+■ a„are = 0, 

bx x{ 4- b.> χ-t- b3 χ.Λ 4- b.x xx H- bs a?3 4- bt λ·0 — ο 
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sont les deux identités qui lient ces six polynômes, nous aurons l'iden-
tité plus générale 

λ(α,#, 4- α
Λ
χΛ 4- a.

s
x

h 4- α5
#

3
4- α

0
χ„) 

4- p.(ù,.x·, 4- ù
2

.x:
2 4- b

3
.x*4- b.

s
x

s
 4- b^x^ 4- /v^o) — °» 

où le paramétre λ : p. peut prendre toute valeur arbitraire. 
Si maintenant nous écrivons cette identité sous la forme 

(λα, 4-υιύ,).τ, 4- (λα24- \xb
2
)x

24- (λα34- \>-b.
t
)x.

t 

4- (λα, 4- \kb.
s
)x.

%
 4- (λα

3
 4- !χύ3)Λ·54-(λα04- μ, &„)«■„ = ο, 

el si nous séparons de l'une quelconque des quinze manières possibles 
en trois couples les six termes de son premier membre, nous aurons 
trois polynômes du second degré qui, égalés à zéro, par exemple 

(·) 

(λα, 4- \zb
{
)x\ 4- (λα

2
4- μύ2)#2

 = o, 

(λα
3 4- μ·ά

3
)χ, 4- (λα, 4- |Α64)#., = ο, 

(λα
δ 4- μΑ)#5 + (λα

04- f/.&e)#0 = ο, 

représentent trois faisceaux de surfaces du second degré homogra-
pbiques selon la manière exposée, c'est-à-dire que pour chaque valeur 
du paramètre A: p. ces trois équations représentent trois surfaces du 
second degré passant par la même biquadratique. 

Puisqu'il y a deux cent dix combinaisons des dix polynômes 
(ia3)(456), (i24)(356), six à six et que quinze triples de fais-
ceaux homographiques se produisent de chacune de ces combinaisons, 
il s'ensuit que les quarante-cinq faisceaux de surfaces du second degré 
qui correspondent aux quarante-cinq couples de droites D n'ayant 
aucun indice en commun, se rangent de 210. i5 — 3i5o manières 
différentes en triples homographiques. 

A chacun de ces trois mille cent cinquante triples de faisceaux ho-
mographiques correspond une surface du quatrième degré qui est le 
lieu décrit par la biquadratique, par chaque position de laquelle 
passent trois surfaces appartenant respectivement aux trois faisceaux 
homographiques qui forment le triple correspondant. 
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L'équaliou qui représente cette surface est une quelconque des trois 
équations équivalentes que l'on trouve en éliminant le paramétre λ: u 
entre deux quelconques des équations (J) qui représentent les trois 
faisceaux liomographiques formant le triple correspondant. 

Toutes ces trois mille cent cinquante surfaces du quatrième degré 
ont pour points doubles les six sommets de l'hexacoryphc et chacune 
d'elles passe par les trois biquadratiques dont chacune est commune 
aux surfaces d'un des trois faisceaux liomographiques du triple corres-
pondant, c'est-à-dire chacune de ces surfaces passe par trois couples 
de droites D n'ayant pas d'indice commun et par les trois couples cor-
respondants de droites G ('). 

Nous ne pousserons pas plus loin l'étude de ces trois mille cent cin-
quante surfaces du quatrième degré et des triples correspondants de 
faisceaux hoinographiqucs de surfaces du second degré. De même, 
nous ne formerons pas une élude géométrique des cent soixanlc-deux 
identités du ιι° 15 de laquelle se déduisent plusieurs propriétés des 
surfaces du second degré représentées par les sommes des termes de 
ces identités pris deux à deux. 

Dans ce qui suit, nous nous bornerons seulement à l'étude des iden-
tités des nws 10 et 11 qui entraînent aussi toutes les propriétés, énon-
cées jusqu'à maintenant, des surfaces S2 et Σ3 (n°8 5, 7 et 8). 

III. 

17. Les quarante-cinq surfaces Σ2 (n° 7) prises trois à trois, quand 
elles sont représentées par des symboles de la forme 

//,*/' - Αι,κι.? A*,//— Αι.,MM A/,/*·—- AIN,IJ? 

(*) Quelques-unes de ces surfaces dégénèrent et deviennent soit deux des 
quinze surfaces S, soit une de ces surfaces et une des cent quatre-vingts sur-
faces (n° 13) du second degré qui passent par les six sommets de l'Iiexaco-
ryphe et par trois de ces arêtes consécutives ne formant pas un triangle. Dans 
ces cas, l'un des trois faisceaux bomographiques du triple correspondant devient 
une surface déterminée et les surfaces correspondantes des deux autres faisceaux 
liomographiques se coupent toujours sur cette surface déterminée ou se confon-
dent en une seule surface. 

Journ. de Malh. (5* série), tome VIII. — Fase. II, jcjua. 20 
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passent par une môme biquadratiquc. Nous avons quinze pareilles 
biquadratiques correspondant aux quinze droites D. Nous les repré-
sentons par des symboles de la forme T(/yW)=:--T„ K, MX, Ι),„

Λ
^~0, 

étant la droite correspondante. 
Cette propriété des surlaces Σ7 est une conséquence de rcxistence 

des identités du n° 11, puisque les trois polynômes qui représentent 
trois pareilles surfaces entrent toujours dans une même de ces iden-
tités. 

11 faut remarquer que la cubique CijfU (n° 6) rencontre, en deux 
points différents des sommets de l'hcxacoryphc, chacune des deux bi-
quadratiques Τ «-y,,,,,), TwDe môme, la biquadratique T(/yW) ren-
contre en deux points diliérents des sommets de l'hcxacoryphc cha-
cune des six cubiques 

C/j, uni > ^-'ΐΐί,ιιιιιΐ L il,mm Ckl,ma· 

18. Les quarante-cinq surfaces Σ2 prises trois à trois, quand elles 
sont représentées par des symboles de la forme 

//,*/' - Αι,κι.? A*,//— Αι.,MM A/,/*·—- AIN,IJ? 

passent par une même ligne du quatrième degré composée de la 
droite Det d'une cubique que nous représentons par le sym-
bole Nous avons soixante cubiques pareilles. 

Plus généralement, on peut remarquer que, si l'on considère les six 
faisceaux du second degré qui (n° 1*5) correspondent aux six couples 
de droites D qui contiennent une même droite D

/y
, il existe une double 

infinité de cubiques par chacune desquelles passent sixsurfaccs appar-
tenant respectivement & ces six faisceaux. Les équations de six pareilles 
surfaces sont de la forme 

(ijk).(lnw) — ( ijl), ( kmn ) ( if η ). ( kin ) — (ijn).(klm) 

où il faut avoir 
λ, -f- X2 4- Xj| -t- λ4 — ο. 
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Cette propriété n'est qu'une conséquence immédiate de l'identité du 
n° 10: 

( ijk).(luui) — (ijl).(knin)Jr{ijm).{khi) — (ijn).(klm) = o. 

19. a. Les quarante-cinq surfaces Σ2 se rangent en dix groupes 
(V^).(^W«)==(IJK).(LMl\) (n°4). Le groupe(ijk)(lmn) contient 
les neuf surfaces dont chacune passe par deux des six droites D situées 
sur les laces et de J'hcxacoryphe; c'est-à-dire les deux couples 
des indices de chacune de ces neuf surfaces sont contenus chacun dans 
une des parenthèses de l'indice du groupe. 

h. Les quarante-cinq cubiques C se rangent aussi en dix groupes 
ayant les mêmes indices. Le groupe (//7I)(/M/J)=E=(IJK)(LMN) con-
tient les neuf cubiques suivant lesquelles, prises deux à deux, se 
coupent les six surfaces S- qui n'ont pour directrice aucune des six 
droites D situées sur les deux faces F

<y/l
., F,,

nrt
 de l'hexacoryphc. Ces 

six surfaces se coupent d'au li e part, prises trois à trois, suivant les 
deux hiquadratiques C

(<7/
,

(/
,„„,E^ C

|14K((1
.
M;S)

 (n° 4). 

Donc, toutes les neuf cubiques du groupe (ijk)(lmn) sont rencon-
trées chacune en deux points différents des sommets de l'hexacoryphc, 
par chacune des deux biquadratiques C qui forment le couple ayant le 
même indice que le groupe considéré. 

20. Les neuf surfaces Σ2 de chaque groupe, prises quatre à quatre, 
de neuf manières dilTérentcs correspondant aux neuf surfaces de ce 
groupe, passent par deux points f différents des sommets de l'hexaco-
ryphc. Ainsi, si nous considérons la surface Σ2

>/;|
„, dans le groupe 

(t'jk) (Imn), nous aurons comme correspondantes à cette surface les 
quatre surfaces 

CO hn 1 **Jj, fit f ^/////, /·/» ^/////, //' J 

lesquelles, seules, parmi les surfaces du groupe considéré, rencontrent 
la surface Σ?·„„, suivant une de ces directrices D,y, D

7M/i
. 

La vérité de cette propriété devient évidente si l'on considère que 
les équations de quatre telles surfaces sont de la forme 

•£.+7 = o, + o, .ra-7 = o, ^-7 = 0, 
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0« 
Χ x + A'a Η- ΧΛ -Η X ft = Ο 

est une des identités du n° 10. 
Pa;· les deux points / où se rencontrent les quatre surfaces (i) 

liassent aussi (n° 18) les deux surfaces 

('•Ο Σι;,/,/ et Zl„
iki 

( les équations de ces deux surfaces sont xt — x„ = ο cl x% — x.
t
 = o). 

I/intersection de ces deux surfaces qui est la cubique C/y-
 m

 avec la 
droite Dw passe aussi par les mêmes deux points/. 

Puisque chaque surface Σ2 appartient à deux groupes, si nous con-
sidérons aussi dans le groupe (ijl)(krnn) la surface considérée 
dans le groupe (ij/i)(Imn), nous aurons quatre nouvelles surfaces 

(ijk).(lnw) — ( ijl), ( kmn ) ( if η ). ( kin ) — (ijn).(klm) 

.cl de nouveau les deux surfaces (2) passant par 1111 autre couple de 
points/situés aussi sur la cubique Cayant le même indice avec 
la surface considérée Σ*>/(Ι. 

La totalité des points /est évidemment quatre-vingt-dix couples. 
Les couples des points / peuvent aussi être considérés comme les 

intersections des cubiques l (n°15), lesquelles, d'après ce qui a été 
exposé, se coupent suivant deux points/quand elles sont représentées 
par des symboles t(i

j
)k1

 n'ayant aucun indice commun. Les neuf 
couples des points / suivant lesquels les trois cubiques /

(/y
·,*, /

(yA)/
, 

l[ki)j rencontrent les trois cubiques /
(//η)Λ

, l
{mn)h

 l,
al]m

 sont les corres-
pondantes aux neuf surfaces du groupe (ijl\)(lmn) considérées dans 
ce groupe. 

21. Les neuf cubiques d'un groupe (ijk)(bnn) = (IJK)(LMN), 
prises Irois à trois, de six manières différentes, se coupent suivant deux 
points q différents des sommets de l'hcxacoryphc. Chaque triple se 
compose de trois cubiques de la forme 

L//,/
w
'^ QJ.I.mj C

U(MK
, G *,·,,/ — G

1JM
. 



SUR LHEXACORYPIIE COMPLET. 155 

Un examen simple des indices de ces trois cubiques nous apprend 
que les six couples de points q dérivés du groupe 

oijk){lmn) s- (IJ K) (LMN) 

sont les couples des points différents des sommets de Thcxacoryplie 
suivant lesquels chacune des deux biquadraliques du couple 

C(n° 3) 

rencontre chacune des trois surfaces S* qui passent par l'autre biquu-
draliquc de ce couple. Ainsi, les six couples de points q dérives du 
groupe (ijh)(lnui) se trouvent Irois à trois sur les deux biquadra-
liques du couple cl deux a deux sur les neuf cubiques C de ce 
groupe. 

Puisque chaque cubique C,-jM appartient â deux groupes (ijrn) (/f//q), 
(ijii)(Ulm\ il s'ensuit que quatre couples des points q se trouvent sur 
chaque cubique C et que la totalité de ces points est soixante couples. 

11 est évident que par chaque couple de points q passent six sur-
faces Σ2 et quatre surfaces S'J. 

22. De même, les neuf surfaces Σ2 de chaque groupe 

( ijk) (Imu) - ( 1JK) (LMN), 

prises trois à trois, de six manières différentes, quand elles sont repré-
sentées par des symboles de la forme 

points q différents des sommets de l'hcxacoryphc. Chaque triple se 

ont la propriété de se couper, prises deux à deux, suivant trois biqua-
dratiques par chacune desquelles passe une des trois surfaces SJ,, S,"M, 
SJa qui se coupent suivant la biquadratique C,

MX
. Nous avons soixante 

pareils triples de surfaces Σ cl, par conséquent, cent quatre-vingts 
nouvelles biquadratiques par chacune desquelles passent deux sur-
faces Σ2 et une surface S2. Chaque surface Σ3 passe par huit telles bi-
quadraliques et chaque surface S3 par douze. 
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25. Si Ton prend les dix-huit surfaces Sa qui passent (n° 7) deux à 
deux par les neuf cubiques C du groupe 

(123) (456) ■ - (I IVV) (II III VI), 

par exemple, elles different toutes entre elles et peuvent être posées 
comme les éléments de deux déterminants 

, Mî, aV^MwUIIV? "il, «5— -ΊΙΗ,ΙΙΐνΐ "It,36z Ml V, I VI 

EIJ,ÎV~~MIIV,I Ht Ma, Μιιν, Ν νι> Μί,2β-~-Μνι,ιιιιν ? 

EH.SS^^MII.IVVI? "ir,,n:—"vu, iiii? Me,23--Mmν, IIV 

M» i, "\ VI, III IV1 "il, 66 Mill, Il V» M i, 66'"" —'Il IV. I VI j 

I "%6, <>h-—2 Mil iv, 111? "i6, ;« — Μι ν, ιν vi? M 5, 1"ι vi. 111 ν ι ? 

E»C, ii~Mll, VVI 26, 45""- *-IYVI,l III? Μβ, 4S-~Mll V, 111V I 

Alors, on voit aisément que ces dix-huit surfaces, qui se coupent 
deux /» deux suivant les neuf cubiques du groupe 

(123) (456)L (IIV V) (IIIII VI), 

quand elles ont la même place dans les deux déterminants et qui 
passent toutes par les six sommets de riicxacoryphe : 

a'. Prises trois à trois de six manières différentes, passent par six 
cubiques / (n" 18) (quand elles se trouvent dans la même ligne hori-
zontale que l'un des deux déterminants) ; 

Prises trois à trois, de six manières différentes, passent par six 
hiquadratiqucsT(n° 17) (quand elles se trouvent dans la même ligne 
verticale de Tun des deux déterminants); 

γ'. Prises six à six, de neuf manières différentes, passent par les 
neuf couples de points / (n° 20) qui correspondent aux neuf sur-
faces Σ2 du groupe (i23) (456)~ (I IV V)(II III VI), considérées dans 
ce groupe (quand elles se trouvent dans une ligne horizontale de cha-
cun des deux déterminants) ; 

%. Prises six â six, de six manières différentes, passent par les six 
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couples de points q (n° 21) dérivés du groupe 

(123) (456) s(I IV V) (II III VI) 

(quand elles se trouvent dans les termes de même rang des deux déter-
minants ordonnés, l'un suivant la première ligne horizontale et le se-
cond suivant la première ligne verticale); 

i. Prises cinq à cinq, de dix-huit manières différentes, passent par 
les dix-huit couples des points où se rencontrent les cubiques l et les 
biquadratiques Τ considérées plus haut (quand elles se trouvent dans 
une ligne horizontale et une ligne verticale de l'un des deux déter-
minants). 

IV. 

21. Il y a quinze surfaces S2·3 du sixième degré ayant pour points 
triples les six sommets de l'hcxacoryphc. Ces surfaces passent toutes 
par les quinze couples de points Ρ (n°8) cl correspondent aux quinze 
droites D/y. 

Nous représenterons ces surfaces par des symboles de la forme 
SJ *'r ί S,"4'

;,

K,
 t

 , ce symbole représentant la surface qui correspond à 
la droite D/y ^DU>KM1V 

L'équation de la surface SJ':IΞΞSjy;,
H/)est 

( ι ) X* -f- x* 4- x\ -t- x\ 4- x! H" Xq ·-- o, 

dans laquellex
2

, χ·,, #
3
, x

0
 sont six des dix polynômes du se-

cond degré (i23)(456), (i24)(356), ... liés par l'identité 

X, 4- X.j -+- X3 -t- X4 4- Xs 4- Xq — o, 

qui est celle des identités du n° il qui correspond à la droite 

D/y Djî, KL, MX' 

215. Sur chaque surface SJ"*=Sî;®
KI(iM2

, sont situées les quinze 
courbes suivantes du quatrième degré : 
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a. Les huit biquadratiqucs qui font les quatre couples 

CjklmΈ
 ·'
:
 Qiuii <JKXj» Q'/V) /*/*«) Γ ~ ^MKX ><·»,*,> 

Cf///W 11 Un C< y,,,,
 A////

, Γ " : C,
 |KM ;

,
 J(
 ,

 T
 (' ); 

C. La biquadratic)uc T
A/W/<

E _T,
JJKI

..
V>

 (nw 17); 

γ. Les six droites D qui joignent deux à deux les quatre points /«·, 
/, ///., η accompagnées par les six cubiques qui ont commun le couple 
des indices i et y, lesquelles sont (n°17) toutes rencontrées par la 
biquadratique TM„

at
 chacune suivant deux points diirérents des som-

mets de riiexaeorypbc. 
Six à six, les quinze surfaces S2,3 passent par le rnéirie couple de 

biquadra tiques C et six à six par la mè/ne droite D. Ainsi, par le 
couple de biquadra tiques C

u//i
 passent les six surfaces SJ'3, SJ3, 

•SfA S,,;3, S2;?, Si5, et par la droite D
u

 les six surfaces Si3, Si?, S?;', 
points 

26. Les quinze courbes du quatrième degré situées sur la surface 
SJ'a-r~S|j'3

K,.,«X représentée par l'équation (1) du n°2i, prises trois à 
trois, se trouvent sur les quinze surfaces du second degré, ayant pour 
éqtialions χ·, -f- x.

2
 = ο, x

{
-+~ e

3
 == o, .... Ces surfaces, prises trois à 

trois, quand elles sont représentées par des équations n'ayant aucun 
polynome commun, passent par une même des quinze courbes du qua-
trième degré cl sont les douze surfaces S2 qui ne passent pas par la 
droite D,V =ΞΞ D

UIKI
.
 MX

 et les trois surfaces IL,,,,, VkHjM qui 
passent par la biquadratique rïhlmn (■). 

(x) En enumerant les points d'intersection d'une surface Sff% et de deux sur-
faces Ss passant respectivement par les deux courbes C, qui forment l'un des 
quatre couples qui se trouvent sur la surfaceS^·3, nous pouvons voir que les 
deux courbes C du couple considéré ne se coupent qu'aux six sommets de Hiexa-
corvpbe. Si les deux courbes du couple

 (
/,„/,) avaient un autre point com-

mun , de ce point et sur un plan quelconque les deux triangles ijk et Imn se-
raient projetés six fois homologues, ce qui ne peut arriver que dans des cas 
exceptionnels, ainsi que nous l'établirons dans un prochain Travail (voir n° 8). 

(l) Ces quinze surfaces du second degré ο, x
%
~ o, ... et les 

quinze courbes du quatrième Jegré (xx-\- x
3
+ x,

4
—o, x

6
-+-χ

ύ
= 0) 
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27. Les quinze surfaces S2-3, prises Irois à trois, quand elles sont 
représentées par des symboles de la forme 

degré (Λ/;/ι ΞΞ (μι.Μ),jk;Ni. 

passent par une même courbe du trente-sixième degré L,
//t

 ayant pour 
points du neuvième ordre les six sommets de l'Iiexacoryphe et passant 
par tous les quinze couples des points Ρ (n° 8). .Nous avons vingt pa-
reilles courbes qui se rangent en dix couples L,

///iM/
„
;/()
=L

(
„Mi,jk>). 

Les deux biqundratiques C ^ ιιλ , ι m j et les trois droites 
U/w, D,,,,,, \)„i sont parlies de la courbe L,

y/i
. Donc la courbe L/;λ. cor-

respond à la lace Ρ,·
/7ι

. de l'Iiexacoryphe et le couple des courbes 
L,,y< L

(
„

m
.
 jk>

. correspond au couple des courbes du quatrième 
degré (Λ/;/ι ΞΞ (μι.Μ),jk;Ni. 

28. Deux surfaces SJ:,== S/y/'
hl MN

, S®/1 == «vaut en commun 
un couple I, J, des indices I. Il, ... et, par conséquent, aucun des 
indices ι, 2, 3, . . ., en commun, se coupent suivant une courbe du 
trente-sixième degré X

ij ht
~AKM ΙΛ

 ayant jiour points multiples du 
neuvième ordre les six sommets de riiexacorvphe et passant par tous 
les quinze couples de points Ρ (η"8). 

Nous avons quarante-cinq pareilles courbes AKMiI(N corres-
pondant aux quarante-cinq cubiques C

/y u
~ C

KM lv La courbe 

^//,/.7—-'^ΚΜ.ΙΛ 

se compose des deux couples de biquadratiques C„
/)i/i//(i

== C(KM1| ,,, 
L,L,

K
j
M

de la cubique C
//(/i/

—C
h>

,
 ΙΛ

 avec la droite D
w

„, et 
d'une courbe k

(/
·
μ

ϊ=ξ K.
km
 ,

n
 du seizième degré correspondant aussi à 

la cubique C,·,C.
u

,,
 )N

. 

20. Il y a aussi quarante-cinq surfaces du sixième 
degré ayant pour points triples les six sommets do l'Iiexacoryphe et 

situées sur lu surlace S^ :' forment une configuration semblable et ant des pro-
priétés analogues à celles de !a configuration remarquuble des quinze cercles dans 
l'espace étudiée par M. C\p. Stephanos {Comptai1 rendus, 1881, 20 semestre, 
p. 078 et 033). 

Journ. tie Math- (;> série), tome VIII. — Kasc. 11, 190a. 21 



I()0 ARISTIDE ZOI'KIS. 

correspondant aux quarante-cinq surfaces du second degré 

2(tjny. (klm)*— 2{ijmy. 

c'est-à-dire que ces surfaces passent (n° 7) deux à deux par chacune 
des quarante-cinq courbes A (n° 28) et contiennent chacune deux de 
ces courbes, et généralement elles ont des propriétés analogues à celles 
des surfaces Σ2. Ainsi les deux surfaces : 

2(tjny. (klm)*— 2{ijmy. (kht 

passent par la courbe A
//>JM

=s ΑΚΜιΙΛ, et encore la première passe par 
la courbe A,M~ AU>1X cl la seconde par la courbe Λ/Λ//ι ::=A,4 KM. 

L'équation de la surface est 

2(tjny. (klm)*— 2{ijmy. (kht'y 4- (;y7):t. (km/iy 
- (i.jk)\{lmny 4- (kti)'\ (jmny~(k/jy - (////«):l = o, 

c'est-à-dire que c'est la somme des équations, prises avec des signes 
convenables, des deux surfaces KM et S*:3 = Sf^j, K„ qui se 
coupent suivant la courbe À

///7|
^ A

u>Jj>
 ou des deux surfaces 

2(tjny. (klm)*— 2{ijmy. (kht'y 4- (;y7):t. (km/ 

qui se coupent suivant la courbe A,7l/7~ AKJ, u. 
Le premier membre de cette équation peut cire aussi considéré 

comme la somme des cubes des termes des deux identités du n° 10 
qui correspondent aux droites D/; et Dw, prises avec des signes tels 
que, dans la somme, les polynômes (ijm) (khi) et (ijn)(klm), com-
muns à ces deux identités, auront le cocflicienl :A. Gela posé, en remar-
quant que 

α® 4- β3 -h γ* — (α 4- ,3 -h γ)Λ= — 3(α 4- β) (β -h γ)(γ 4- α), 

nous pourrons écrire l'équation précédente sous la forme 

3 [( ijn) (klm ) — ( ijm ) ( klm )] 
X j [(ijn) (klm) 4- (ijl)(kmn) j. [(ijn) (klm) — (ijk)(lmiij\ 

+ [(ijrt)(kltn)-\-( k li ) (jnirij\. [(ijn)( k Im) — (klj)(imn)]\=o, 
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ou, symboliquement, soit sous la forme 

^ /,/. mu (y^ij.km.ln ' ^ij, hit, t.ii ~t~ ^I,Uni./11 · /«,/'/// ) — 5 

soit sous la forme 

3. SJ. (SJ
X

. SJg. -H SJx. SJ
M
 ) s=s o, 

Si2:=S;J
(XA/;i/)

 étant le polynôme qui, égalé a zéro, représente la sur-
face Sfj ΞΞ S,2 u> . 

L'équalion de la surface du sixième degré 

2(tjny. (klm)*— 

étant mise sous cette forme, on voit que cette surface se compose dé 
la surface du second degré SJ;i/iMW=s S,y3 cl d'une surface du quatrième 
degré qui contient les quatre biquadratiques CKIM, C,„

N
, CMXK, C

SKI
 , a 

pour points doubles le couple des points PKl.iMX

 (n°8) et passe par les 
deux courbes du seizième degré K

/7
,
 /7

=K
IJ( K>, et K

/7
 K„

 IN (n° 28). 

50. Les propriétés des quinze surfaces S2,5 et des quarante-cinq 
surfaces Σ2 :'du sixième degré, étudiées au* n0* 27, 28 et 20, sont évi-
demment semblables à celles des surfaces du deuxième degré S2 cl Σ2 

que nous avons vues aux n°"5,4, (i et 7; mais, dans cette nouvelle con-
figuration, chacun des indices i, 2, 3, /j, 5, G est remplacé, suivant une 
quelconque des manières possibles, par un des indices I, ri, m, IV. 
V, VI, et réciproquement. 

ftous allons voir maintenant que, après un tel remplacement des 
indices, la configuration des surfaces du sixième degré S2,2 et Σ2·'1 

aura de même toutes les autres propriétés analogues à celles de la 
configuration des surfaces de deuxième degré S2 et Σ2, qui sont les 
conséquences des identités des n"H 10 et 11 et que nous avons vues 
aux n" 8, 17, 18, 19, 20, 21, 22 et 25. 

En eliet, il y a dix polynômes du sixième degré Κ(

3,>·χ:,. =3F,3,, Λ,, Jlix, 
correspondant aux dix polynômes du deuxième degré 

(i/70(éym)^(iLM)(JKN). 
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Le pol vnome 

I4"*///'. ' //»«,r_ Ξ1 ηλι . ' JKN, = 3 (///.· )3.( hnnf — (ijl)\(kntn f 
4- ( ijm )'Λ. ( kin ):l — ( ijji ):|. ( hint )* 
-h ( i/il)>.(jnmy — ( ili m y.(jlnf 
H- (tliit)'·' .(jlm'f — ( jkl)\(imny 
-h (jluuy.(ilri)* — (jkti):,.(H/tt):|, 

qui correspond on polynome dn deuxième degré 

(ijk)(lnt,t)i( ILM)(.1KN), 

est In somme des cubes des termes des Irois idéalités du n° 10 <|iii 
coiTCspondent aux droites D

/;
, Π

/7ι
, D

/w
, ou des trois identités qui cor-

respondent aux trois droites D,,„, D„,„, D,,„ prises avec des signes tels 
que le polynôme (i/'/f)*.(//;//?)* ail, dans la somme, le coefficient 3 el 
les indices /, y, />", /, nt, n, suivant la même disposition quo dans le 
symbole F;V,,.Cela posé, il s ensuit cpie chacun des dix polynômes 
du sixième degré F3 est, par son symbole 1 y1',·,·/.déterminé non 
seulement en valeur absolue, mais encore au signe près. Donc, poul-
ies polynômes du second degré (ijk) (Imn) de même que pour les 
polynômes correspondants du sixième deg Π I\%, la permutation 
de deux indices JP, y, trouvés dans la même parenthèse, change le signe 
du polynome cl la permutation des deux parenthèses ne le change 
pas. 

De même par Vautre symbole F
1

a„
i

j,,,j
KX)

 on peut aussi déterminer, 
au signe près, le polynome représenté par ce symbole. 11 suffit, en 
effet, de fixer, au signe près, une des correspondances du n° 1, par 
cexmplc (i fè3)(456) == (1 I V Y)(N 111 VI) et de remarquer que, si 
SJsSJ

iWiB#
„ la permutation des indices 1 et J équivaut aux permu-

tations des indices i el j, k et /, m el n, el de même la permutation 
des indices i cl j équivaut aux permutations des indices 1 et J, Κ 
et L, M el X, si D

(/
 = D,j

 K
,
 MX

. 
Cela remarqué, nous verrons que, au contraire, le polynome 

F?IKM (JKS) change le signe si l'on permute ces deux parenthèses et ne 
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le change pas si l'on permute deux indices, I et L par exemple, trou-
vés dans la même parenthèse. 

31. l^es dix polynômes ΡΙΙΛΙ JK\. |>*'is quatre à quatre, 
de quinze manières différentes, quand ils ont dans la même paren-
thèse un même couple d'indices I et J et, par conséquent, si 
Su"" S/,,/,/,,„«> n'ont aucun des trois couples des indices i et y, k et /, m 
et Λ, clans la même parenthèse, se lient par quinze identités linéaires 
correspondant aux quinze surfaces SJssSjJ././ 

De ces identités, celle qui correspond a la surface S^, ~ SJ.est 

i' 'lift .' ΙΛΙΧ "+■ ^ Ml., KM\. "+" i* MM KI.N ^ ΚΙΛΙ r" <>» 

ou, dans l'autre représenta lion, 

i' 'lift .' ΙΛΙΧ "+■ ^ Ml., KM\. "+" i* MM KI.N ^ ΚΙΛΙ r" <>» 

On voit donc que la formation de ces identités est parfailenn'iil 
semhlahle à celle des identités du n° 10; mais, dans celles-ci, chacun 
des indices i, 2, '3, /j, >, 0 est remplacé, suivant une quelconque des 
manières possibles,·par un des indices I, II, 111, IV, V, VI, cl réci-
proquement. 

De ces identités, comme au n° il, nous pouvons former quinze 
autres identités correspondant aussi aux quinze surlaces du deuxième 
degré S2 et contenant chacune six polynômes F5 dans lesquels un 
couple d'indices I,.) n'entre pas dans la même parenthèse. 

32. Si nous égalons à zéro chacun des dix polynômes F3, nous 
aurons les équations de dix surfaces du sixième degré ayant pour 
points triples les six sommets de rhcxacoryphc. Toutes ces surfaces 
passent par les quinze couples des points Ρ (n° 8), et chacune d'elles, 
par exemple la surface représentée par l'équation F:,

/>/(
 =0, con-

tient les six droites D,„ ϋ
/Χ

,Ί)„, D/;,„ D,„„, D
);/

. 
Cela devient évident si l'on considère que 

α" -h j-P -+- γ·1 — (α -h β + γ)3 = — '3 (α -+■ β)(β Η- γ)(γ + ''■) 
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cl que, par conséquent, le polynome qui est, de deux ma-
nières dilîérentes, la somme des cubes des termes des trois identités 
du n° 10, peut ctre écrit soit sous la forme 

C2 4^3 C! , (CI C3 <22 
C2 4^3 C! , (CI C3 <22 

soit sous la forme 

C2 4^3 C! , (CI C3 <22 

C2 4^3 C! 

^/j.Af.m,, étant le polynome qui, égalé à zéro, représente la surface 
^//, Al, mu ' 

35. On déduit des identités du n° 51 que les dix surfaces F' = o, 
comme les surfaces du second degré qui constituent les dix couples 
des faces opposées de l'hcxncoryplie, prises quatre à quatre de quinze 
manières différentes, appartiennent à un même réseau et, par conse-
il lient, font une configuration semblable à celle des faces opposées de 
riiexacoryphc, mais dans laquelle chacun des indices i, 2, 3, 4? 0, 
b est remplacé par un des indices 1, II, 111, IV, V, VI el réciproque-
ment. 

Si maintenant, comme au n°9, nous considérons les quinze surfaces 
du sixième degré qui correspondent aux quinze droites

 Kl >IN 

et qui sont représentées, par exemple celle qui correspond à la droite 

C2 4^3 C! , (C 

par les trois équations équivalentes 

C2 4^3 C 

C2 4^3 C! 

C2 4^3 C! 
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ou dans l'autre représentation par les équations 

C2 4^3 C! 

1 I il II ) I j It III i 1 I il, ni ) | jln ; Ο , 

C2 4^3 C! 

nous verrons aisément que celte surface est la surface SJ'*==Si;#
H(fJW 

du n° 24, qui correspond à la droite D/y-= Du.ki.,.v>· 
Si de même, comme aun°9, dans chacune des 3.ι5 = 45 équations 

précédentes des quinze surfaces S2·3, nous changeons le signe de l'un 
des deux polynômes F' qu'elle contient, nous aurons les équations des 
quarante-cinq surfaces du sixième degré Σ2·3 du n®29. 

Cela posé, nous sommes évidemment en mesure de dire que les dix 
surfaces F3,·,.εξ F3,.M)(JKX), les quinze surfaces S2'3 == SS;"KI>fM5 et les 
quarante-cinq surfaces Σ^^ξ—Σ^ιλ· du sixième degré font une configu-
ration semblable et ayant toutes les propriétés analogues aux pro-
priétés, déduites des identités des nH8 10 et 11, de la configuration 
formée par les dix couples Y

Kltm){jkH)
~ F(IJK)(IMX, de faces opposées de 

l'hexacoryphc; les quinze surfaces Sj2 — S2·kl>m, cl les quarante-cinq 
surfaces Σ,2,

)Κ
,,~Σ^, Λ( du second degré. Il faut remarquer que, dans 

celle nouvelle configuration des surfaces du sixième degré F3, S2·3 

et Σ2,3, chacun des indices i, 2, 3, 4, 5, 6 est remplacé suivant une 
quelconque des manières possibles par un des indices I, II, III, IV, V, 
VI, et réciproquement. ç. q. f. d. (n° 30). 

34. Comme de la configuration des surfaces du second degré S2, Σ2 

et des couples des faces opposées de l'hexacoryphc nous avons formé 
la configuration des surfaces du sixième degré S2·3, I2·3 et F3, de 
même de celte dernière configuration nous pouvons former une nou-
velle configuration des surfaces du 2.3e degré, et ainsi de suite on 
peut former une suite infinie de configurations des surfaces de degrés 
2.3", semblables et ayant toutes les propriétés analogues aux pro-
priétés de la configuration des surfaces du second degré S2, Σ2 et des 
couples de faces opposées de l'hexacoryphc qui sont conséquences des 
identités des η°· 10 et 11. 
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«>iî. Λυ lieu de prendre les troisièmes puissances des dix polynômes 

(ILMqMk.N >(ILMqMk.N > 

et former les dix polynomes F3 el puis les polynômes qui représentent 
les surfaces du sixième degré S2,3 et Σ3'3, nous pouvons évidemment 
prendre les (2/; -h 1 puissances de ces mêmes polynômes 

(ijU)(hnu) ( ILVI)è.lk \). 

Nous aurons aloes une configuration de surlaces du 'κ.(ιρ ■+■+1)irmn 
dogré S2(2/m,/, p(-7" 0

 c
i \:-2p t

 a
y
a
m toutes les propriétés de la con-

figuration des surfaces du sixième degré S2·3, Σ2,3 el F3, qui sont 
conséquences des identités du n° 51. 

Les surfaces de cette coniiguration auront pour points multiples du 
( 2·+· 1 )M",C ordre les six soin mets de l'Iiexacoryphe; de même les 
surfaces auront les propriétés du n° *2ο, mais la configuration 
des surfaces S2 ip'Ί), F2/;"' n'aura pas les propriétés des sur-
faces S2,3, l2*3cl F3, qui sont conséquences de l'identité 

a3 -h //' H- γ3 — ία -H h -f- γ)3 = — ''>(<( -+· h) (h + γ) (γ -f- a). 

L'est celte identité et les identités des 11"8 10 el 11 qui nous donnent 
aussi celle dernière propriété des surfaces S2,3 el I2·3. 

50. Les points de chacune des quinze surfaces S}'*-s S,3,·3
Κ

, ,,
N
 et des 

quarante-cinq surfaces Σ^/,,-^Σ;;', ,
λ
 du sixième degré peuvent être as-

sociés en couples (P,P') et les surfaces du second degré qui passent 
par les six sommets de l'hexaeorvplie et par le point Ρ d'une sur-
face S2,3 ou Σ2·3 passent par nu autre point de cette surface qui est l'as-
socié P' de P. 

Les droites déterminées par les divers couples de points asso-
eiés (Ρ, P') de chacune des surfaces S2,3 cil2,3 forment une con-
gruence dont toutes les droites rencontrent deux fois la cubique s dé-
terminée par les six sommets de l'Iiexacoryphe. Chaque droite joignant 
deux points associés (Ρ, P') d'une surface S2,3 ou Σ2·3 rencontre celte 

surface suivant quatre autres points associés en deux couples. 



SUIl l/lJEXACOKYPIIE COMPLET. 1G7 

Réciproquement, chaque droite rencontrant deux fois la cubique ο 
rencontre chacune des soixante surfaces S2·3 et Σ2,9 suivant trois 
couples de points associés. Donc, les soixante congruences déterminées 
par les divers couples de points associés de chacune des soixante sur-
faces S2 3 et Σ2'3 se confondent en une seule qui estla congruence, prise 
trois fois, des droites qui rencontrent suivant deux points la cubique 9 

déterminée par les six sommets de l'hexacoryphe. 

57. Chaque surface du second degré passant par les six sommets 
de l'hexacoryphc rencontre chacune des soixante surfaces S2 * et Σ2 ' 
suivant une courbe variable du douzième degré ayant les six sommets 
de L'hexacoryphc pour points triples. Les points de chacune de ces 
soixante courbes du douzième degré sont associés en couples et les 
droites déterminées par les divers couples de ces points sont les géné-
ratrices des soixante surfaces réglées du sixième degré ayant pour 
ligne triple la cubique 9. 

Ces soixante surfaces réglées du sixième degré se confondent en une 
seule, qui est la surface sécante, prise trois fois, quand cette surface 
sécante du second degré passe par la cubique 9. 

Si la surface sécante du second degré passe par une des courbes du 
quatrième degré situées sur une surface S2'3 ou Σ2 *, elle rencontre cette 
surface suivant celle courbe du quatrième degré et suivant une courbe 
du huitième degré ayant pour points doubles les six sommets de l'hexa-
coryphc. 

Les points de chacune de ces deux courbes sont associés en couples. 
Les droites déterminées par les divers couples de points associés de la 
courbe du quatrième degré sont les génératrices de la surface du 
second degré qui passe par cette courbe du quatrième degré et par la 
cubique 9. De même, les droites déterminées par les divers couples de 
points associés de la courbe du huitième degré sont les génératrices 
d'une surface du quatrième degré ayant pour ligne double la cubique 9. 

Si la surface sécante du second degré rencontre une des surfaces S2·* 
ou Σ2 3 suivant trois courbes du quatrième degré, les points de ces 
courbes seront associés en couples, et les droites déterminées par ces 
couples de points associés seront les génératrices des trois surfaces du 
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second degré qui passent par la cubique 9 et une de ces trois courbes 
du quatrième degré. 

Les courbes du trente-sixième degré L et Λ (η0· 27 et 28) et aussi 
toutes les courbes suivant lesquelles les surfaces S2'3 et Σ2'3 se coupent, 
prises deux à deux, ont évidemment leurs points associés en couples. 
Si l'une quelconque de ces courbes se compose de plusieurs autres 
courbes d'un degré moins élevé, les points de ces courbes seront aussi 
associes en couples. Les droites déterminées par ces couples de poinls 
associés sont les génératrices de surfaces réglées d'un degré égal à la 
moitié du degré de la courbe conduisante. 

Il faut remarquer que, de mèinc que les surfaces S2 3 cl Σ23, toute 
surlace du sixième degré représentée par une équation de la forme 

(λα, -+- μ A, )*xJ -h Çha., 4- p-A,)3./;3 -h (Aα
Λ

 4- \J.b
z

yx\ 

4- (Art., 4- p.A, fx\ -h (Arty 4- ρΑ)3Λ·3 4- (Art„ 4- [xb
c

Yxl = ο. 

où (n° 16) 

a,x
t
 4- a

x
x> 4- α

3
χ.

Λ
 -h a■ .r, -h a

r

,x
r

, 4- a.
a
x

0
 = ο 

et 
A,x

K
 4- b.

r

/:.j 4- Α
3

.//
:
, 4- b,

t
x.

t
 4- A

5
.r

5 4- A„.re =0, 

sont les deux identités indépendantes entre elles qui lient les six poly-
nômes x

{

, x
2

, x
3

, Xi, x
s

, χ
ϋ

 cl λ : /a un paramètre arbitraire, aura ses 
poinls associés en couples tels que les droites déterminées par ces 
couples de poinls associés rencontrent, chacune suivant deux poinls, 
la cubique 9 déterminée par les six sommets de l'hcxucoryphc. 

Les propriétés et les configurations que font ces nouvelles surfaces 
du sixième degré sont des conséquences des idemlilés des n0810, 11 
et 15; mais, comme nous n'avons pas étudié les identités du n° 15, 
nous n'entrerons pas non plus dans l'étude de ces surfaces. 


