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SUR L'HEXACORYPHE COMPLET. 135

Sur Uhexacoryphe (') complet

Par M. Aristive ZOURIS.

Dans le présent Travail nous nous occupons de I’hexacoryphe com-
plet. En considérant les quinze arétes de I'hexacoryphe et les quinze
surfaces du second degré S? ayant pour directrices trois de ces droites,
nous démontrons diverses propri¢tés de ces surfaces et, entre autres,
cetle propriélé remarquable que ces surfaces, prises trois i trois de
vingl manicres dillérenles, passent par une méme biquadratique. Ces
vingt biquadratiques sc rangent en dix couples et les courbes de
chacun de ces couples constituent le licu géométrique des points dont
on peul projeter, sur un plan quclconque, comme trois fois homo-
logues dans P'un ou l'autre de deux maniéres possibles, les deux
triangles d’un des dix couples, qui, ayant pour sommets les six som-
mets de I'hexacoryphe, se trouvent situés sur deux de ces faces op-
poséces.

kn considérant cnsuite les quarante-cing cubiques suivant les-
(quelles se coupenl, deux 4 deux, les quinze surfaces S?, quand clles
ont une dircelrice commune, nous sommes amends a la considération
de quarante-cinq nouvelles surfaces £* du second degré formant entre
clles et avec les quinze surfaces S* certaines configurations remar-
quables.

Les équations des quinze surfaces $? ct des quarante-cinq surfaces Z2

(') & == six, xopugy) = sommel.

Journ. de Math. (5 série, tome V1II). — Fasc. II, 1go2. 18



136 ARISTIDE ZOUKIS.

sont données au moyen des dix polynomes du second degré qui, égalés
i1 zéro, représentent les divers couples des faces opposces de I'hexa-
eoryphe. Ces dix polynomes sont li¢s entre cux par certaines identités
dont I'importance est capitale pour Pétade que nous faisons (*).

“nfin nous considérons ¢uelques surfaces du sixi¢me degré ayant
pour points triples les six sommels de 'hexacoryphe et qui font une
configuration semblable & celle des couples des faces opposces de
I'hexacoryphe des surfaces S? et des surfaces 2.

Quelques-unes de ces surfaces ont, parmi d’autres propriétés, celle
d’avoir leurs points associ¢s en couples. Les droiles déterminées par
ces couples de points vencontrent Loules suivant deux points la cu-
bique déterminée par les six sommets de 'hexacoryphe. Celte pro-
pricté établie, nous trouvons diverses distributions des droites de cetle
congruence en géncratrices de surfaces du deuxiéme, du quatriéme,
jusqu’au dix-huitieme degré.

I.

L. Soient dans U'espace 1, 2, 3, 4, 5, 6 les six sommels d'un hexa-
coryphe complet et Dy, Dy, . .. les quinze droiles qui joignent ces
sommets deux a deux. Trois droites Dy, Dy, D, wayant aucun in-
dice commun déterminent un hyperholoide S3,, ., contenant ces
droites. 11y a en tont quinze surfaces pareilles.

Les quinze droites D) peuvenl se ranger en six penlades (groupes de
cing) 1, 2,3, 4,5, 6, dont chacune contient les cing droiles qui
passent par un méme sommet de hexacoryphe.

Chaque surface S} ., contient une droite de chacunc de ces pen-
tades.

Dec méme les quinze surfaces S} 1 S€ rangent cn six pentades
telles que les surfaces de chaque pentade passent par toutes les quinze
droites D.

(1) Des identités analogues existent enlre les polynomes qui, égalés a zéro,
représentent les couples des faces opposés & # -~ 1 dimensions de la figure com-
pléte ayant pour sommets 22 points d’un espace a n dimensions.
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Nous désignons ces pentades par les indices 1, 11, 111, 1V, V, V1.
Chacunce des quinze surfaces S, ,,, appartient & deux pentades cl

peut &tre aussi représentée par le couple d'indices de ces deux pen-
tades.

Nous aurons ainsi :

1. 1I. 111,
St Esu,f..uo Sty =S u B4 0k s?lll ES}::.M:»;
Sty =S} 13, 26, 48 Shm=S%:. 4. 43 Shm =51, 24, 95
St =51, 34, 43 Shiwv= Sfa.zs.w Stiv=5%,, 56,45
Stv =575, 44, 3 Shv =814, 16,45 Shiv =8}, 44, 50
St =315 15,43 Shvi= S}, 45, 40 Stvi=81;, 44,5
1v. V. VI
Stiv =S}, 26,15 Sty =S8 4106 Sty =5S%, 2445
St = gl- 23,46 ﬁ\ :Sn 26. 43 Shw E‘S?s.ﬂ.s. 38
Sty = s1 2,36, 45 3. 36 Sfivi= S?:;. 20,3
Sy — sln, 25, 8% Siy v =2 D'f,;' 25, 3% Siv vy =z Sf:ﬂ. 2%, 54
5] 2
S ovi= S; 3, 24, 56 Stv= Sig. 3346 Stv= sz, B 40

De méme que trois droites D n’ayant aucun indice en commun se
trouvent sur te surface 8%, de méme trois surfaces S n'ayant aueun
indice en commun passent par une droite D. Celte droite peut étre
vepresentée par Pensemble des indices de ces trois surfaces. Ainsi la
droite D, peut étre aussi veprésentée par le symbole Dy, vy S
Siins Sty ¢lant les trois surfaces (ui passent par celte droite.

2. Deux surfaces 8, Si (') ayant un indice commun n"ont aucune
droile coramune el se coupent suivant une hiquadratique.

Deux surfuces S§, S§,, qui n’onl ancun indice commun, passent par
unc méme droite D (ui est la droite Dy, g s

Trois surfaces Sf, Siy, Si, dont les symboles ne contiennent (ue
wrois indices I, J, K, ont pour directrices les neaf droites D qui
joignent trois sommels de Phexacoryphe avec les Lrois autres sommels,

(') Nous ferons usage des letires ¢, j, &, I, m, n pour indiquer une permu-
tation quelconque des indices 1, 2, 3, 4, 5, 6, et des lettres 1,J, K, L, M, N pour
indiquer une permutation quelcondque des indices 1, I, I, 1V, V, VI,
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Ainsi, par exemple, sur les surfaces S?y, S3 ,yy Si., sc trouvent les
neuf droites qui joignent les points 1, 4, 5 avec les points 2, 3, 6.

3. Lasurface $j;=8},, ,,, cst le licu des points p d’ou se projettent
homologiquement sur un plan quelconque les deux triangles de cha-
cun des quatre couples :

ikm et jln, ikn ct jlm, ilm et jkn, ilnct jkm.

Le centre commun de ces quatre homologies sc trouve sur la droite
de la surface Sj ,, ,,, passant en p et appuyée sur les trois droites D,
])kh Dmn'

Considérons une scconde surface Sj;==Sj,, ;, ayant un indice
commun avec la surface 8§=S8; ,, .., c'est-i-dire (n® £) n’ayant au-
cune directrice commune avee elle. Cetle nouvelle surface est aussi le
licu des points par lesquels, sur un plan quelcon¢ue, les deux triangles
thm et jln, du premier seulement des quatre couples précedents, se
projetlent homologues avee sommels correspondants les (il), (hn),
(mj).

Par conséquent, de Lous les points de la hiquadratique suivant la-
quelle (nv 2) se coupent les deux surfaces 8j, Sk, les deux triangles
thm et jln se projettent, sur un plan quelcongue, de deux manidres
homologues. Puisque maintenant, dans ces deux homologies, aux pro-
jections des points Z, k, m correspondent respeclivement dans l'une
les projections des points j, £, 1, et dans 'aulre les projections des
points /, n, j, il s'ensuit que les projections de ces deux triangles se-
ronl ausst, d’une troisiéme maniére, homologues de telle sorte qu’aux
projections des poinls £, k, m correspondent respectivement les pro-
jections des points n, j, I. On déduit de I que tous les points de la
ligne d’intersection des deux surfaces Sj==8} ,, .. Si=S} .., s¢
trouvent sur la surface 87, ; ., qui, d’aprés le n® 2, a aussi pour syni-
bole Sj. On parvient ainsi 4 la proposition suivante :

Trois surfaces représentées par des symbales de la forme 5§, Sjy,
S§i passent par une méme biquadratique Cyyy.

Nous avons vingt telles biquadratiques cui se rangent en dix
couples (Cyyy Cryx ).
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4. Si nous éerivons les neuf directrices des trois surfaces

2 Q2 2 Q2 2 Q2
SIJ = Si/', ki, mn? SJK == sil, kn,mjy sKI = bill,[k, mi
i passent par la biquadrati bl 'un détermi
(ut passent par la biquadratique C,;;, comme ¢lé¢ment d’un détermi-
nant du troisi¢me ordre

Dl'j, th Dmn
Dlm) ij7 Dil ’
l Dml’ Di/n D/cj

en posant dans chaque ligne horizontale les trois directrices d’une
méme surface de maniére que dans chaque ligne verticale ne se trouve
pas le méme indice plus d’une fois, nous pouvens remarquer :

«. Que ces droiles prises trois & Lrois, quand elles se tronvent dans
la méme ligne verticale, sont les dirvectrices des Lrois autres sur-
faces 7, iu,mes Siv, jm,in € S it,kj» lesquelles ayant une droite commune
avee chacune des trois premicres surfaces, ont pour symboles (n° 2)
Sius Dixy D% el passent toules (n® @) par la biquadratique C,,y accou-
plée a Gy

8. Que par tous les points de cette biquadratique C,yy, sur un plan
qquelconque, se projettent de trois mani¢res homologues, dans L'un des
deux cas possibles, les mémes deux triangles thm et jin

+. Que sculement les deux biquadratiques Gy, G,y ont cette der-
niére propricté.

Nous pouvons donc ¢noncer la proposition suivante :

Les couples de biquadratiques C correspondent aux divers couples
des faces opposées de 'hexacoryphe et les deux courbes de chaque
couple sonl le licu des points par lescuels les deux triangles situés sur
les deux faces opposées de I'hexacoryphe qui forment le couple cor-
|'cspondzmt sc projettcnt, sur un plan quclconquc, de trois manicres
homologues dans I'un ou dans I'autre de deux cas possibles.

Cela posé¢, nous pouvons représenter le couple des biquadra-
tiques Gy et Cpyy, soit par le symbole Gy, soit par le sym-
bole C,.yms Fikm et ¥y, ¢lant le couple correspondant des faces op-
postes de I’hexacoryphe.
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Ces nouveaux symboles de conples des hiquadraticques C, d’aprés
les indices donnés (n® 1) aux six pentades des surfaces S?, sont

(123)(456)==(1IV V)(IL I V1),
(125)346)=(LIV VL) (LI V'),
(139)(236)=(1V VI)(ILHTIV),
(136)(243)==(TTIV) (ILV V),

(124)(356)== (1T VDTV V),
(126)(343)==(1 LI VY(ILTV V1),
(135)(246)==(1 LVI) (JI1 IV V),
(145)(+36)==(L N IIT) (IV V V1),

(146)(233)==(HIENV)(ITLIV VL), (556)(234)-=(THLIV)(ILV V).
&. Sur chaque surface 8% en dehors de ces trois directrices D se

trouvent six antres droites G passanl respectivement par les six som-

mets de I hcmconplu- Ainsi, lasurface 87 ,, ,, contient les six droites

(qui eonstituent les intersections des faces

i et Ko,

h A Al Al
]‘ ikt et I imus I fhe et K jmiuey

n h v N hl Al
l‘Iij el l‘{////H I‘mij el P/llﬁl; l-‘nij el l‘ulrl'
Nous pouvons ruprvscnlor ces droites respectivement par les syni-
boles
(‘i’/.l.mu,y (Jj(/.l.nm;, “/r(mu.ijn (-’I(mn,ij)? (J'm(ij.l-l'n (’n(ij.ld,-
Iy a 15.6=qo parcilles droites ue nous distinguons par le
nom de ‘géudralrices des surfaces S*. Ces go droites se rangent en
15 couples (Giummy Gjugmn) qui correspondent aux 435 couples

(Dyss Dy ) des droites D qqui w'ont aucun indice en commun.

6. Dcux surfaces Sj, Si. n‘ayant aucun indice en commun se
coupent suivant une droite D (n° 2) et une cubique passant par

15.6
(quatre sommets de hexacoryphe. Nous avons —= =45 Lelles cu-

bigues et nous les représentons, par exemple celle par laquelle passent
les deux surfaces 8f:= 83, 1, . el Siywv=83, ., ;. soit par le sym-
bole G,y v, s0it par le symbole G,y 4y,
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Par la ligne d'intersection des deux surfaces Sji=35} ,, ., ¢l
St =52 ., qui se compose de la droite D, ct de la cubique
Cos == Cy jiy pssent deux surfaces X? du second degré dont chacune
coupe suivant quatre droites la troisime surface Sg=35j , ,,, qui
passe par la méme droite 1D, c'est-i-dire la premicre suivant les
deux diveetrices D, et Dy el le couple correspondant (n* 5) des gé-
néralrices (Ginmy Gioigmn)y ©L la seconde suivant les deux diree-
trices D,,,, 1), el le couple corvespondant des génératrices

(‘ 2imn, jk)y ('l{mn,j/r))'
Nous représenterons ces deux surfaces par des symboles Lels que
» .
(') Xom=Eyn ol -,/ /lm'-"‘z'll e

Chacune de ces deux surfaces passe encore par une autre cubique C,
c'est-i-dire- I premiére par la cubique Gy m=Cy, 4 el la seconde
par la cubique Cy =Gy ype De méme done que par la cubigue
Coa =Gy jrpassentlesdeuxsurfaces(r),demémelasurface X ==X% |
passe par les deux cubiques Cayant les mémes indices.

Nous avons 45 telles surfaces X2, Ces surfaces trois a trois, repré-
sentées par des symboles de Ja forme

’ PRI O 2 w2 2 g2
() X By S == Zhwaxy S, == Tk 1

rencontrent chacune suivant quatree droites la surface Sj==8; ,, ...
Deux i deuy, les trois surfaces X2 de chacun de ces quinze teiples
se coupent suivant les 45 cubiques C.
Lies 45 cubiques € correspondent aux 45 surtaces £ et la cubique
Cijom= Gy wy qui correspond & la surface X7, =X§, uy cst intersee-
tion de deux surfaces ¥* qui, avee la surface considéree, forment le

triple (2).

8. Si nous considérons un des six groupes I, 1L ILI, 1V, V, VI des
surfaces S* (n" l) trois (uclconques de ces surfaces, par cxcmplc les
surfaces S, Siws Siy du groupe K, nc passent pas par une méme
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courbe, mais elles se coupent en deux points P différents des sommets
de I'hexacoryphe que nous représenterons par le symbole Py ys.

Par ces deux points passent les trois hiquadraticques Cy gy Cyyyy Cyrx
suivant lesuelles se coupent, prises deux a deux (n* 3), les trois sur-
faces 8§, Siws Six. Par conséquent, par ces mémes points passent
aussi les trois surfaces Sy, Siy, S% et la biquadratique C,yy, suivant
laquelle elles se coupent.

Nous avons quinze tels couples de points P correspondant aux
iuinze surfaces 5?; le couple Py, correspond 4 la surface Sf;.

Sur chaque surface S? se trouvent six couples de points P, et trois
couples de ces points se trouvent sur chaque biquadratique C. Les
quatre biquadratiques qui forment couples avee les quatre hiquadra-
tiques qui passent par le couple des points Py y¢ sont celles par les-
quelles passe la surface Sj;. Ces quatre biquadratiques se coupent
deox 4 deux suivant les six couples des points P situés sur cetle sur-
face S},

Les six surfaces S* qui passent par le couple de points Py yy se
coupent awvssi, prises deux a deux, comme il suit :

32 32 ) 32 32 2
Sis el Siss Sy et Siy, iy L Siy,

suivant les trois directrices D de la surface S accompagnies par les
Lrois cubiques

v .
(1 ) (‘m.. HN Cau. LN Cn,\', Ly

Donc ces trois cubiques passent aussi par le couple des points Py, ys.
Puisque les trois cubiques (1) sont aussi les intersections des trois
surfaces

2 2 2
z“l.,)ﬂ.\" 2‘l()l,l,.\" EI(S.I.!I’

prises deux a deux, il s'ensuit que ces trois surfaces X? passent aussi
par les mémes points Py (*).

(*) Nous reviendrons sur ces points P dans un autre Travail relatif a P'étude
de la projection de I'hexacoryphe d'un de ces points sur un plan quelconque.
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II.
9. Si nous posons
x y 5 w
.. o Y 5 W
(k)= ,
L Y = W

Ty Vi 5 Wy

Liy ¥iy Siy w; Clanl les coordonnées du sommet £ de 'hexacoryphe, la
surface 87 ;, ,, scra représentéc par une des trois ¢quations équiva-
lentes

(im).(kln)— (ijn).(klm) =0, (kii).(mnj)— (kij).(mni)=o,
(mnk).(ijl)y — (mnl).(ijk) = o.

Les ¢quations des quarante-cing surfaces £? sont les équations qu’on
obtient en changeant, dans les quarante-cing équations précédentes
des quinze surfaces S*,’le signe de 'un de deux polynomes qu’elle
contient. Ainsi I'équation de la surface I , est

(ijm).(kin) + (ijn). (klm) = o.

10. Les dix polynomes du second degré (1, 2, 3).(4, 5,6), ...,
dont chacun représente un couple des faces opposées de I’hexaco-
ryphe, pris quatre & quatre, quand ces symholes ont dans la méme
parenthése un méme couple des indices 1, 2, 3, 4, 5,6, sont liés par
une identité linéaire. Nous avons quinze identités pareilles correspon-
dant aux quinze droites D. L'identité qui correspond 4 la droite D, est

(ijk).(Imn) — (ijl).(knm) + (ijm).(kln) — (ijn).(klm) = o.

Ces quinze identités comme les droites D (n° 1) se rangent en six
pentades 1, 2, 3, 4, 5, 6. Les cinq identités de chaque pentade sont
indépendantes entre clles et de celles-ci I'on peut obtenir toutes les

autres ().

(') D’une maniére analogue, en prenant, dans I'espace a ndimensions, 22 points

Journ. de Math, (5 série), tome VIII. — Fasc. II, 1go2. 19
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11. Si nous ajoutons qualre & quatre les identités de chacune des
six pentades, en ayant égard, dans la somme, i l'identité qui reste
de la pentade considérée, nous formerons un nouveau groupe de
quinze identités correspondant aussi aux quinze droites D et conte-
nant chacun six polynomes. L'identité qui correspond & la droite D,;
est

(tkl).(jmn) 4 (imn).(jkl) — (tkm).(jln)
— (iln).(jlm) + (ikn).(jlm) + (ilm).(jkn) = o,

ct contient les six polynomes qui n’entrent pas dans l'identit¢ du
n® 40 correspondant &4 la méme droite D;;, et qui n'ont pas les
indices Z, j dans la méme parenthése. Cette identité s’obtient en ayant
¢cgard 4 l'identité du n® 10 correspondant 4 la droite D, soit dans la
somme des quatre identités de la pentade ¢ correspondant aux droites
D, Dy, D,y D,y soit dans la somme des identités de la pentade ;
correspondant aux droites D, D, D, Dj,.

12. Si nous cxprimons que les trente identités des n® 10 et 11 se
vérifient en un point quelconque de la droite D, les unes de ces iden-

12n(an—1)...(n=+1 A
1,2,3,...,2n, el les P ( ; 2) ”( ) polynomes du second degré qui,
égalés a zéro, représentent les divers couples des [aces opposées a n — 1 dimen-
an(2n—i)...(n+2),

( )..(n+2) iden~
1.2...(n—1)
tités linéaires correspondant aux diverses faces & n — 2 dimensions de la figure.

Ces identités sont de la forme

sions de la figure, nous aurons, entre ces polynomes,

(e v odne1ln) (Tnare oo an) — (lye v lpmy Enar) o{ Enbpvae v o)
A (6o v lpmglnwa)-(bnlnarbnese s lan) —...
A (= 1)y s ey lpney) (Cnlngy e o - Eanmslag)

+ (_])’t (“l s [,;_1[‘3”) .(i,‘i,,.‘.' e iz,,_’) =0,

(£y0y...5,) =0 étant I'équation sous forme de déterminant (n° 9) de la face i
n — 1 dimensions déterminée par les » sommets de la figure ¢\, iy, 3, ..., iy, €1
iy, lay +-or in_y étant les n—1 sommets de la figure qui déterminent la face a
n — 2 dimensions correspondant & cette identité.
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FNN
-t

tilés se détruisent et les autres donnent I'identité
(Gkl). (ijmn) — (ijkm).(ijln) + (ijkn) . (ijim) = o,

(ijkl) érant la valeur que prend le polynome (jil) (n°9) au point 1.
Cette identité, multipli¢e par (klmn), devient

Ai/’.l./,»m + AI/,Am.l/t -+ l\li.ﬁn,lﬂli‘:E AU -+ Al\'l. -+ A!l.\' = 0)

Ay i Ay etant égal au produit (ikl) (klmn) (maiy).
On déduit de cette identité que

A= A=A — A=Ay~ Ay—As— A,
Nous représenterons ces différences ¢gales par le symbole R, = — 1,

15. I est aisé de voir que, étant donnés quatre de dix polynomes
(123).(456), (124).(350), ... indépendants entre eux, tous les autres
se déterminent el peuvent étre exprimés linéairement au moyen de
polynomes donnés. On conclut de la que ces dix polynomes pris cing
a cin se lient par deux cent cinquante-deux identités linéaires et que
six sculement de ces identités sont indépendantes entre clles.

Parmi ces deux cent cinquante-deux identités, les 15.6 =go, dont
chacune contient quatre polynomes ayant dans la méme parenthése un
méme couple des indices 1, 2, 3, 4, 5, 6, ct un quelconque des six
autres polynomes, se confondent évidemment, prises six a six, avee
les quinze identités déja trouvées du n® 40, parmi lesquelles nous
avons vu que cing seulement sont indépendantes entre clles.

Les autres 252 — go =162 identités peuvent étre Lrouvées comme
il suit : )

Considérons une quelconque des 14;'—” =180 surfaces du second

degré dont chacune passe par les six sommets de I'hexacoryphe et par
trois de ses arétes D constcutives qui ne forment pas un triangle :
par exemple par les arétes D,,, D, D,,. Cette surface appartient évi-
demment au faisceau

(ikn).(jlm)y + N(ikm).( jin) = o.
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Si, dams cctie ¢quation, nous déterminons le paramétre A de ma-
nitre que I'équation se vérifie en un point queleonque de la droite D5,
nous aurons |'¢quation de la surface considérée

Ajju i (Tkm) (i) + Ay 4 (k0 ) (jim) = 0.

Mais I'équation de celte méme surface, puisqu’elle contient la
droite D;;, peut aussi se former au moyen de trois quelconcues des
quatre polynomes

(glk).(lmn)y,  (ijl).Ckmn), (ijm).(klr), (ijr).(klm)

qui s'annulent en un point quelcongue de la droite D;; et qui, n’¢tant
pas indépendants entre cux, se lient par l'identité du n° 10, corres-
pondant & la droite D,;.

Si donc, au moyen de ces quatre polynomes pris trois  Lrois, nous
formons les quatre équations équivalentes de la surface considérée el
si nous identifions ces équations avec 'équation déja trouvée de cette
méme surface, nous aurons les quatre suivantes des cent soixante-deux
identités cherchées :

A in i (KT ) (mnl) 4+ Ay i (0 (hnm) 4+ Ay, 4, i (). (ink)
“+ Ao i (Imk). (i) + A, 4 (mk)(Inf )= o,
)} A (R )oY - A () (KY - Ay fl2)-( i)
4 Agy i (Ink) (D) 4 A,y 4,0, (AKE).(Inf) = 0.
R, (i7kY(Imn) + Ay o (5fm). (kiR + Ay 0 (Gi0). (kml)
= A tn, it (T ) (GRL) A A 4y i ($0).(jrd) = 0,
)4 Ry GUEY (i) - Ay s Gim)o (2 ) - Ay (i) ( k)
+ A (JlR).(imEY + Ay 4y i (jlm) (ink )= o.
ou (n°12)
Bu = RJIEi Ru, jkymn == Ai/.~, jmyn Aim,jl, n = Am, jt k™ Am, jnytm
= Aij, knylm Aiu,/’m, H= Aim,/'n,l.'l - Ai/‘,km, in*

Ces identités, prises deux & deux, donnent I'identité

(Gk).(Imn) — (ijl).(kmn) 4 (gjm).(kin) — (ijn).(kim) = o
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du n° 10 qui correspond & la droite D;;. On voit done que cing iden-
tités du n 40 indépendantes entre elles et une (uelconque des iden-
tités du présent numéro forment un groupe de six identités indépen-
dantes entre clles, desquelles se produisent toutes les autres identités.
On peut aussi de plusicurs maniéres, parmi les cent soixante-deux
nouvelles identités, choisir six identités ind¢pendantes entre clles, une
fois que les identités du n” 10 ne sont qu'une conséquence de celles-ci.

14. Ces cent soixante-deux nouvelles identités se rangent en deux
groupes dont 'un contient soixante-douze et l'autre quatre-vingt-dix
identilés.

11.2.3.4.5 . - ) .
Les - 5——'—-—«6 =752 idenlilés du premier groupe conticnnent

chacune cinq polynomes qui, pris trois i trois de cinq manicres diffé-
renles, s'annulent en un point quelconque d’une des cing arétes consé-
cutives D de I'hexacoryphe, formantun pentagone gauche fermé. Les
dcux premicres identités (o) des quatre,identités que nous avons éerites
apparticnnent i ce groupe ct, pour celles-ci, les arétes conséeutives de
I'hexacoryphe sont, pour la premicre, Dy, D;;y Dy Dyyyy Doy ety pour
la seconde, Dy, D;jy Djsy Dy Do

Dans chacune de ces soixante-douze identités, bien simples, on peut
prendre, de cing maniéres différentes, une somme de deux termes dont
les cocfficicnts A ont un couple d'indices commun. Ces cing sommes
¢galées a zéro représentent les cing surfaces du second degré qui pas-
sent chacunce par les six sommets de I'hexacoryphe ct par trois cotés
conscculifs du pentagone correspondant a I'identité considérée,

Ccla considéré, la déterminalion géométrique des surfaces repré-
sentées par les autres sommes des termes de la méme identité, pris
deux & deux, cst une conséquence immédiate de l'existence de cetle
identité (').

Maintenant les autres 15 .6 = go identités du second groupe con-
liennent chacune cing polynomes dont les quatre n’entrent pas dans
les trois ¢quations équivalentes (n° 9) d’une des quinze surfaces S, ct

(') Si, dans une quelconque de ces soixante-douze identités, nous remplagons
les indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 par les indices I, 11, III, 1V, V, VI, en ayant égard aux
correspondances des n°* 1 et &, exceptions faites des signes, elle prendra la forme
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le cinquiéme est un quelconque des six autres polynomes, Les deux
derniéres identités (2), des quatre identités que nous avons écriles,
apparticnnent & ce groupe et conlicnnent, toutes les deux, les quatre
polynomes :

(ifm).(kin), (ijn).(klm), (ikne).(jln), (ikn).(jlm),

qui n'ont dans la méme parenthése aucun des trois couples des in-
dices (i, 1), (j, k), (1, n) et, par conséquent, n'entrent pas dans les
trois équations équivalentes de la surface S, ; ., == S,,.

Dans chacune de ces quatre-vingl-dix identités, on peut prendre, de
(uatre maniéres différentes, une somme de deux termes dont les cocf-
ficients A ont un couple d’indices commun. S'il s'agit de I'identité
qui lic e polynome (ikl).(jmn) et les quatre polynomes cui n'entrent
pas dans les équations dela surface S, ,, .., ces quatre sommets, ¢galés
azéro, représentent les quatre surfaces du second degré qui passent
par les six sommets de I’hexacoryphe et chacune par un des quatre
triples suivants d’aréles consécutives de I'hexacoryphe

(D/-'h Di/) D/j)s (Dlir D:‘k) D/rj), (ij, Djn’ D///’)9 (Dnj) Djm’ Dmi)-
Cela considéré, la détermination géométrique des surfaces repré-

sentées par les autres sommes des lermes de la méme identité, pris
deux & deux, cst unc conséquence de cctte méme identité (*).

aussi simple ¢

AIK.(IJK).(L.\I.\'; -+ AJL.(JKL).I.\!IN; -+ AHM.I_ KL (1) —+ Au.u,nl).uxx;‘*‘ Am.mu..nm..\'; =0
ou, si I'on change 'ordre des termes,

Mg.ukyoamy s~ Agien.oay) + Awaom.ns) + Aonkn.os) =+ Aok = 0.

On parvient ainsi & des correspondances entre les arrangements des six in-
dices 1, 2, 3, §, 3, 6, cinq a cing, et les arrangemenls pareils des six indices 1,
1L 11, 1v, v, VL

(') Si, comme pour les autres identités, nous remplagons dans une quelconque
de ces quatre-vingt-dix identités, les indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 par les indices I, 1I,
IIL, 1V, V, VI, elle prendra la forme

Rigke). o) = Ak, k). a8y = Ass,aans. ooy - Ane o). gy, = Ais.ss).i, = 0,

qui est plus simple que I'autre,
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15. Sil'on considére I'équation
n(ifm).(kin) + w.(in).(kim) = o,

olt A:u est un paramétre et (ijm).(kin), (ijn).(klm), deux quel-
conques des dix polynomes (123).(456), (124).(336), ...; elle re-
présente évidemment un faisceau de surfaces du second degré dont
la biquadratique commune se forme d’un couple de droites D n’ayant
aucun indice en commaun (le couple D;;, Dy,) ct du couple corres-
pondant (n° 3)-de droites G(le couple G,,.;; 41,y Giiiisa))-

lo . ~ 13
Il y a en tout _Tq = 45 tels faisccaux correspondant aux uarante-

cinq couples de droites D qui n’ont aucun indice en commun.

1l est facile de voir «ue trois de ces faisceaux, dont les ¢quations
conticnnent six polynomes différents entre cux, sont homographiques
entre cux. Dans ces homographies, & chaque surface d’un des fais-
ccaux correspondent des surfaces de deux autres faisceaux qui la
coupent suivant la méme biquadratique.

En cffet, toutes les surfaces des trois faisccaux passent par les six
sommets de I'hexacoryphe et n’ont aucunautre point commun, puiscue,
autrement, les six polynomes qui entrent dans les équations de ces
trois faisccaux appartiendraicnt au méme réscau de surfaces du second
degré, ce qui est contraire & ce que nous avons dit au n° 13.

Cela posé, il est ¢vident que les surfaces des deux autres faisceaux
(ui coupent suivant la méme biquadratique une surface arbitraire du
premier faisccau passent chacune par les deux points, différents
des sommets de I'hexacoryphe, suivant lesquels les deux droites (i
communcs aux surfaces de l'autre faisccau coupent la surface arbi-
traire du premier faisecau.

16. On parvient aux mémes résultats si 'on considére que les six
polynomes, différents entre eux, qui entrent dans les équations des
trois faisceaux se lient toujours par deux identités indépendantes
entre elles (n°413). Si donc nous représentons par Z,, Ty Ty €,y L5y &y
ces six polynomes et si nous supposons que

aﬁL‘. + (t.‘.’L'.z + aaw:’ "+' ai.’L’,, + a;; -7/'54- aoxe-—: 0,

by &+ byxy+bywy+ by + by 5+ byary =
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sont les deux identités qui lient ces six polynomes, nous aurons I'iden-
tité plus générale

W@, Zy 4 Ay + €y )+ Q4T+ AT, Ay Ty)
+ w(bjxy + byxy + by, + by, + b2y + byiwy) = 0,

ou le paramétre A; i peut prendre toute valeur arbitraire.
Si maintenant nous ¢erivons cette identité sous la forme

(Ma,+upb) e, + (has+ w0z, + (Nay+ by,
+ (hay+ b))z + (Na; + wb))x; + (Nay + wby)x, = o,

el si nous sé¢parons de I'unc quelconque des uinze maniéres possibles
en trois couples les six termes de son premier membre, nous aurons
trois polynomes du second degré qui, égalés & zéro, par exemple

(Aa,+ b))z, + (ha,+ pby)z, = o,
(1) (Aay+ wby)a;+ (ha, + pby)x, = o,
(Aay+ pbs)xs + (hag+ wbg)z, = o,

représentent trois faisceaux de surfaces du second degré homogra-
phiques selon la maniére exposée, ¢’est-a-dire que pour chaque valeur
du paramélre A: g ces trois ¢qualions représentent trois surfaces du
second degré passant par la méme biquadratique.

Puisqu’il y a deux cent dix combinaisons des dix polynomes
(123) (456), (124)(356), ..., six & six et que quinze triples de fais-
ceaux homographiques se produisent de chacune de ces combinaisons,
il s’ensuit que les quarante-cinq faisccaux de surfaces du second degré
(ui correspondent aux quarante-cing couples de droites D n'ayant
aucun indice en commun, se rangent de 210.15 == 3150 maniéres
différentes en triples homographiques.

"A chacun dc ces trois mille cent cinquante triples de faisceaux ho-
mographiques correspond une surface du quatriéme degré qui est le
lieu décrit par la biquadratique, par chaque position de laquelle
passent trois surfaces appartenant respectivement aux trois faisceaux
homographiques qui forment le triple correspondant.
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I’équation qui représente cette surface est une quelconque des trois
¢quations ¢quivalentes que I'on trouve en éliminant le paramétre 2.: .
enlre deux quelconquaes des équations (1) qui représentent les trois
faisccaux homographiques formant le triple correspondant.

Toutes ces trois mille cent cinquante surfaces du quatriéme degré
ont pour points doubles les six sommets de I'hexacoryphe et chacune
d'clles passe par les trois biquadratiques dont chacune ¢st commune
aux surfaces d’un des trois faisccaux homographiques du triple corres-
pondant, c'est-a-dire chacune de ces surfaces passe par Lrois couples
de droites D n’ayant pas d’indice commun et par les trois couples cor-
respondants de droites G (*).

Nous ne pousscrons pas plus loin 'étude de ces trois mille cent cin-
quante surfaces du quatriéme degré el des triples correspondants de
faisceaux homographiques de surfaces du second degré. De mime,
nous ne formerons pas unce ¢tude géométrique des cent soixanle-deux
identités du n° 13 de laquelle se déduisent plusicurs propriéiés des
surfaces du second degré représentées par les sommes des lermes de
ces identilés pris deux & deux.

Dans ce qui suit, nous nous bornerons seulement a I'éLude des iden-
tités des n“* £0 et 41 qui entrainent aussi toules les propriétés, énon-
cées jusqu’da maintenant, des surfaces S? et Z* (n™ 3, 7 el 8).

- L.

47. Les quarante-cing surfaces £* (n° 7) prises trois & trois, quand
clles sont représentées par des symboles de la forme

2 W2 e . B —_— 2
ik = 2::.v, KL) LM. == Eh‘l..\t\‘a 2i/. == Zu.\',m

(') Quelques-unes de ces surfaces dégénérent et deviennent soit deux des
quinze surfaces S, soit une de ces surfaces et une des cent quatre-vingts sur-
faces (n° 13) du second degré qui passent par les six sommets de ['hexaco-
ryphe et par trois de ces arétes consécutives ne formant pas un triangle. Dans
ces cas, I'un des trois faisceaux homographiques du triple correspondant devient
une surface déterminée et les surfaces correspondantes des deux autres faisceaux
homographiques se coupent toujours sur celte surface déterminée ou se confon-
dent en une seule surface.

Journ. de Math, (5* séric), tome VHI -- Fase. 1L, agoz. 20
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passent par unc méme biquadratique. Nous avons quinze pareilles
biquadraticues correspondant aux quinze droites D. Nous les repro-
sentons par des symboles de la forme Tz Ty w1 wxs D= Dyssr e
¢tant la droile correspondante.

Cette propricté des surfaces X? esl unc conséquence de Iexistence
des identités du n® 44, puisque les trois polynomes qui représentent
trois parcilles surfaces entrent toujours dans une méme de ces iden-
liles,

Il faut remarquer que la cubique C, ,, (n° 6) rencontre, cn deux
points différents des sommets de I'hexacoryphe, chacune des deux bi-
quadratiques Tjnms Tiprmn. De méme, la biquadratique Ty ren-
contre en deux points différents des sommets de I'hexacoryphe cha-
cune des six cubiques

Al Al Al hl . A ]
(—‘i fomny (JI'Iu. mny (Jil, mny C il muna G fl, mny (—‘/d smne

18. Les quarante-cing surfaces X* prises Lrois & trois, quand elles
sont représentées par des symboles de la forme

vy 2L oy Y2y
Ll Ak T K] Li/,lmr S eV ANY ~if, fn-== - NI

passent par une méme ligne du qualritme degré composée de la
droite D;; ct d'unc cublquc que nous représentons par le svm-
bole #;,;. Nous avons soixante cubiques p:u‘cnlles.

Plus généralement, on peut remarquer que, si 'on considére les six
fuisceaux du second degré qui (n® 'lo) correspondent aux six couples
de droites D qui contiennent une méme droite D, il existe une double
infinité de cubiques par chacune desquelles passent six surfaces appar-
tenant respeclivement a cessix faisceaux. Les ¢quations de six parcilles
surfaces sont de la forme

(gh).(Imn) »—(t,'/'l)'.,(/cmn) _yn).(kin) _ —(gn).(kim)
X' — )‘2 - As - )h‘

L4

ot 1l faut avoir
MN+A+A+A=o0
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Celte propriété n’est qu’une conséquence immédiate de Uidentité du

n° 10:
(kY. (L) — (i) (kmn) + (ifm) . (kin) — (ijn).(klm) = o.

19. «. Les quarante-cing surfaces £* se rangent en dix groupes
(gky.(Ima)=(DK).(LMN) (n°4). Le groupe (ijk) (lmn) conticnt
les neuf surfaces dont chacunc passe par deux des six droites I situces
sur les faces I, et Iy, de Phexacoryphe; ¢'est-d-dire les deux couples
des indices de chacune de ces neuf surfaces sont contenus chacun dans
une des parentheéses de l'indice du groupe.

b. Les quarante-cing cubiques C se rangent aussi cn dix groupes
ayant les mémes indices. Le groupe (7jk) ({mn) == (1JK) (LMN) con-
lient les ncuf cubiques suivant lesquelles, prises deux & deux, se
coupent les six surfaces S* qui n’ont pour directrice aucune des six
droites D siluées sur les deux faces Iy, Fyp, de Phexacoryphe. Ces
six surfaces se coupent d'autlre part, prises trois i trois, suivant les
deux biquadratiques Gy == Ciugyumy, (0° 4).

Donc, toutes les neuf cubiques du groupe (ijk) ({mn) sont rencon-
trées chacune en deux points différents des sommets de I'hexacoryphe,
par chacune des deux hiquadratiques C qui forment le couple ayant le
méme indice que le groupe considére.

20. Les neuf surfaces Z* de chaque groupe, prises quatre & quatre,
de ncuf manic¢res dillérentes correspondant aux neuf surfaces de ce
groupe, passent par deux points f différents des sommets de I'hexaco-
ryphe. Ainsi, si nous consid¢rons la surface X7 ,,, dans le groupe
(ijk) (Imn), nous aurons comme correspondantes a cctle surface les

quatre surfaces
¥ ya 2 2
( J ) z'i/', ey /R3] n, ki Zmu, 171l

lesquelles, scules, parmi les surfaces du groupe considéré, rencontrent
la surface X} ,, suivant une de ces directrices D;;, D,,,.

La vérité de cctte propriété devient évidente si 'on considére que
les équations de quatre telles surfaces sont de la forme

T, +y =0, Ly~ y == 0, Ly — Y =0, Zy— )Y =0,
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on
‘7/" -+ J/.z+a7/';"*' 1}5= (4

est une des identités du n° 10.

Par les deux points f ol se rencontrent les quatre surfaces (1)
passent aussi (n° 48) les deux surfaces

" 1 2
( .Z) zi/’-,kl ct zmn,/:l

(les équations de ees deux surfaces sont i, —x,=o0 el r, —x,=o0).
['interseetion de ces deux surfaces qui est la cubique C;j ., avec la
droite D, passe aussi par les mémes deux points f.

Puisque chaque surface Z* apparticent & deux groupes, si nous con-
sidérons aussi dans le groupe (ijl)(kmn) la surface X ,,, considérée
dans le groupe (ijk)(Imn), nous aurons quatre nouvelles surfaces

E?j,km’ z;'-;.kh’ ‘:'zm,il’ E:m,jh
et de nouveau les deux surfaces (2) passant par un autre couple de
points f situés aussi sur la cubique G;; ,, ayant le méme indice avec
la surface considérée X ..

T.a totalité des points [ est ¢évidemment quatre-vingi-dix couples.

Les couples des points f peuvent aussi élre considérés comme les
interscctions des cubiques ¢ (n°45), lesquelles, d’aprés ce qui a été
exposé, se coupent suivant deux points fquand clles sont représentées
par des symboles 2y, {unue Wayant aucun indice commun. Les nenf
couples des points f suivant lesquels les rois cubiques 4y, {jni

l4pj rencontrent les trois cubiques dymay by Lugms SONL les corres-
pondantes aux neuf surfaces du groupe (ijk ) (lmn) considérées dans
ce groupe.

24. Les neuf cubiques d'un groupe (k) (lmn) = (1JK)(LMN),
prises Lrois & Lrois, de six manitres différentes, se coupent suivant deux
points ¢ différents des sommets de I'hexacoryphe. Chaque triple se
compose de trois cubiques de la forme

. ~ — —_—
(J;;,/,,,5'5C|J,|,Ma (Jv'k,mn'-= (Ju,um Ch’.nl"‘cll.ﬂl'
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Cn examen simple des indices de ces trois cubiques nous apprend
que les six eouples de points ¢ dérivés du groupe

(ijk) (Imn)== (IK) (LMN)

sont les couples des points différents des sommets de 'hexacoryphe
suivant lesquels chacune des deux biquadratiques du couple

. .
(‘ it : (‘(Ilﬁv'l,)ﬁ ’ (no 5)

rencontre chacune des trois surfaces S% qqui passent par I'autre hiqua-
dratique de ce couple. Ainsi, les six couples de points ¢ dérivés du
groupe (k) (Imn) se trouvent trois a trois sur les deux biquadra-
tques du couple €, et deux a deux sur les neuf cubiques C de ce
groupe,

Puisque chaque cubique C;; 4, appartient i deux groupes (ine) (kin),
(iju)(klm), il s’ensuit que quatre couples des points ¢ se Lrouvent sur
chaque cubique C et que la tolalité de ees points est soixanle couples.

Il est évident que par chaque couple de points ¢ passent six sur-
faces T* et quatre surfaces S,

22. De méme, les neafl surfaces X2 de chaque groupe
(ki) = (UK (LMN),

prises Lrois & Lrois, de six manic¢res différentes, (quand elles sont repré-
sentées par des symboles de la forme

2

ooy 2 Ly v
== 13,819

2 v eV
ijdm -4 IMY =glann o C SNy emfjyl S e

ont la propriété de se couper, prises deux & deux, suivant trois biqui-
dratiques par chacune desquelles passe une des Lrois surfaces S5, Si,,
Six qui se coupent suivant la biquadratique C, 4. Nous avons soixante
pareils triples de surfaces T e, par conséquent, cent quatre-vingts
nonvelles biquadratiques par chacune desquelles passent deux sur-
faces X* et une surface S?. Chaque surface Z* passe par huit telles bi-
quadratiques ct chaque surface 8* par douze.
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23. Sil'on prend les dix-huit surfaces £? qui passent (n® 7) deux &
deux par les neuf cubiques C du groupe

(123)(456)- =11V VY(IT LI VI),

par exemple, elles diffirent toutes entre elles et peuvent étre posées
comme les ¢léments de deux délerminants

. w2 2 V2 W I
" ey, zt-—zn VI, Y 2'1:, 35~ Iff, §11V9 12,36= @iy, IVl
R 2 .2
: zu z'.;’;}-mv [} 13,25~ 2:lm', vVl 13 26-53 Zl\l WiV ie
Dy oy 2 ___ g2 2 .2
14, 85— m IV V8 15, 23=— &V VY, [l 16,23 = ATV, HV
H 2 ... 2 N
: 2-4. 4,,-.._2.‘ LYAiTig) 24, sc-——znu, nve 2-:. 565 -‘un (A}

2 __§2
33, w'—‘—'zmu s 18 225, '.u=zm' [LRYE) sz ey 1Ny ’
2

;
; 2 92 — s“)
i

! 2
i =g, .,——-zm (%3] 26, 45 “(VV, 1Y 16,43

1

!
~\2 2 <2 |
iy, |

i
il

Alors, on voit aisement que ces dix-huit surfaces, «ui se coupent
deax i deux suivant les neuf cubiques du groupe

(123)(456)==(1TV V) (I[IL VI),

quand eclles ont la méme place dans les deux déterminants et qui
passent loutes par les six sommets de 'hexacoryphe :

. Prises trois i trois de six manicres diflérentes, passent par six
enbiques ¢ (n” 18) (quand elles se trouvent dans la méme ligne hori-
zontale que 'un des deux déterminants) ;

%, Prises trois i Lrois, de six manicres différentes, passent par six
biquadratiques T (n° 17) (¢quand elles se trouvent dans la méme ligne
verticale de Yun des deux déterminants);

+'. Prises six 4 six, de neuf manicres différentes, passent par les
neaf couples de points /' (n° 20) qui correspondent aux neuf sur-
faces X2 du groupe (123) (456) == (11IV V)(I1 I VI), considérées dans
ce groupe (quand clles se trouvent dans une ligne horizontale de cha-
cun des deux déterminants) ;

7. Prises six 4 six, de six manitres différentes, passent par les six
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couples de points ¢ (n° 24) dérivés du groupe

(123) (456):= (1 IV V) (LTI VI)

(quand clles se trouvent dans les Lermes de méme rang des deux déter-
minanls ordonnés, I'un suivant la premiére ligne horizontale ct le se-
cond suivant la premicére ligne verticale);

¢'. Prises cing & cing, de dix-huit maniéres différentes, passent par
les dix-huit couples des points ol se rencontrent les cubiques ¢ et les
biquadratiques T considérées plus haut (quand elles se trouvent dans

une ligne horizontale ct une ligne verticale de I'un des deux déter-
minants).

1v.

24. 1l y a quinze surfaces S-* du sixiéme degré ayant pour points
triples les six sommets de I'hexacoryphe. Ces surfaces passent toutes

par les quinze couples de points PP (n°8) ct correspondent aux quinze
droiles D,

Nous représenlerons ces surfaces par des symbolcs de la forme
85" 8 %, wxy ce symbole représentant la surface qui correspond i

la droite D,/ u--Du, KL,MN*
I’Gquation de la surface S37=8"%, 4y ost

(1) A S U P A o}

dans laquelle .z,, 2,, ©,, x,, ©;, £, sont six des dix polynomes du se-
cond degré (123)(456), (124)(356), ... liés par I'identité

Ly+ Ly + Ly Xy + T+ £y =0,
qui est celle des identités du n° 44 qui correspond & la droite

Dl_/ == Du KL, MN*

28. Sur chaque surface S3°=S%%, u sont situées les quinze
courbes suivantes du quatriéme degré :
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«. Les huit biquadratiques qui font les quatre couples

- —— ‘.
Cu,’k,.lmn; == RN IKN)e Cll/’l)llmm) = ‘Juumumn

Cn/m;lum P.uv, R Cu,'n;:/.-hm?"7 Cuxu,ru,x; (‘)3

4. La biquadratique Tz~ Ty giyx (n° 17);3

v. Les six droiles D qui joignent deux a deux les quatre points /,
I, m, n accompagnées par les six cubiques qui ont commun le couple
des indices i et j, lesquelles sont (n°47) toutes rencontrées par la
biquadratique T,,,,,, chacune suivaul deux points différents des som-
mets de hexacoryphe.

Six & six, les quinze surfaces 8*-* passent par le méme couple de
biquadratiques C el six & six par la méme droite D. Ainsi, par le

couple de lnquadrahqm 8 Cji,.mn, Passent les six surfaces 877, 8%,

S, SR, ,,,,,, Sy et par la droite Dj; les six surfaces S};*, 82, S22,

sfm" ? Slzn“’ mn *

26. Les quinze courbes du qumtri(-mc degré situées sur la surface
85?2 Sk ws Tepresentée par Péquation (1) du n® 24, prises Lrois &
Lrois, s¢ Lrouvent sur les quinze surfaces du second degré, ayant pour
dqualions £+ £,= 0, &, + 5= 0, .... Ces snrfaces, prises Lrois i
trois, quand elles sont veprésentées par des équations n’ayvant ancun
polynome commun, passent par une méme des quinze courbes du qua-
tricme degré ct sont les douze surfaces 8% qui ne passent pas par la
droite D;;=D), ; yx €t les trois surfaces X}, ,., Xi, .y Zi,,. qui
passent par la biquadratique Ty, (*).

—— mm————— e ea i = aeme  eemmia e o e s e o i e e s w mmae e s sh o o cemm——

(1) En énumérant les points d’intersection d’une surface S2-* et de deux sur-
faces S* passant respectivcment par les deux courbes C, qui forment l'un des
quatre couples qui se trouvent sur la surface S}%, nous pouvons voir que les
deux conrbes C du couple considéré ne se coupent qu’aux six sommets de I'hexa-
corvphe. Siles deux courbes du couple G4, imn) avaient un autre point com-
mun, de ce point et sur un plan quelconque les deux triangles ik et Imn se-
raient projetés six fois homologues, ce qui ne peut arriver que dans des cas
exceptionnels, ainsi que nous I’établirons dans un prochain Travail (voir n° 8).

(?) Ces quinze surfaces du second degré &+ &y=o0, 2+ ;== 0, ... clles
quinze courbes du quatriéme degré (x4 2,=0, T3+ 2, =0, Zy-+ x;,=0)
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27. Les quinze surfaces 822, prises Lrois i Lrois, quand elles son!
représentées par des symboles de la forme
AL S 5 |
b' =SIJ.HI,,,\I\? b

<.
/] ’

= f\‘ IR Siit= Sﬁusn I

passent par une méme courbe du trente-sixicme degré Ly, ayanl pour
points du neuvieme ordre les six sommelts de I'hexacoryphe et passant
par tous les quinze couples des points P (n° 8). Nous avous vingt pa-
reilles courbes qui se rangent en dix couples L, =Ly, ks -

Les deux biquadratiques €, ., 2= Gy sy L les trois droiles
Dys Dy Dy sont parties de la courbe L. Done la courbe Ly, cor-
respond & la face I, de Phexacoryphe et le couple des courbes
Lot tmn == L, s, correspond au couple des courbes du quatriéme
degre Gl == G, ks e

28. Deux surfaces S5"'= 8", yss i == 8k ayant en commun
un couple I, J, des indices 1, 11, ... cl, par conséquent, aucun des
indices 1, 2, 3, ..., en commun, se coupent suivant une courbe du
trenle-sixiéme degré A, ,=2Ayy,y ayant pour points multiples du
neuviéme ordre les six sommets de I'hexacoryphe et passant par lous
les quinze couples de points P (n° 8).

Nous avons uarante-cing parcilles courbes A, ;== Agy x corres-
pondant aux quarante-cing cubiques G, == Cyy . L courbe

‘\i/‘,l;/::": Nwis

se compose des deux couples de biquadratiques C 0, == Clon, v
Coooim == G, de laccubique G, == Gy |y avee la droite D, et
d'une courbe K, 2= Ky 15 du seizieme degré corvespondant aussi i
la cubique G, ez Gy gy

29. 1l y a aussi quarante-cing surfaces X25,=I3' ¢ du sixiéme

degré ayant pour points triples les six sommets de hexacoryphe et

situées sur la surface S forment une configuration semblable et ayant des pro-
priétés analogues a celles de la configuration remarquable des quinze cercles dans
l'espace étudiée par M. Cyp. Stéphanos (Comples rendus, 1881, 2¢ semestre,
p. 378 et 633).

Journ. de Nath. (i série), tome VUL — Fase. 11, 1gua, 21
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correspondant aux quarante-cing surfaces du second degré

2.9 __.ya.3
1,',,41=z'|m.l,m
c’est-a-dire que ces surfaces passent (n® 7) deux & deux par chacunc
des quarante-cing courbes A (n® 28) ct contiennent chacune deux de
ces courhes, et généralement elles ont des propriétés analogues a celles
des surfaces X2, Ainsi les deux surfaces :

2.3 . __ W28 w23 ___y2.3

it jh == El.l,ﬁ!l’ il 1= ZIJ, LN
passent par la courbe A\, == Mgy 1y, et encore la premicre passe par
la courbe A, ;==\, et la scconde par la courbe A, ;== Ay g

L’équation de la surface X75,:= X5/ ¢ est

20fn) . (kln ) — a(ijm)*. (klny* 4 (ijl)*. (kmn)?
— (Ggh)*. (lmn)* + (KUY (fmn)* — (k) — (imn)? = o,

¢'est-d-dire que c'est la somme des équations, prises avec des signes
convenables, des deux surfaces 57" == S\ gy et 875° = S§’, « qui sc
coupent suivant la courhe A, ;==\, ,y ou des deux surfaces

-2.3 ____ Q2.0 3 R S B 3
S0 = S5 et Sjl = Oy g Ly

(ui s¢ coupent suivant la courbe A, ;= Agy

Le premier membre de cette équalion peul élre aussi considéré
comme la somme des cubes des termes des deux identités du ne 10
qui correspondent aux droites D, el D,,, prises avec des signes lels
«que, dans la somme, les polynomes (ijm) (kin) et (ijn)(kim), com-
muns A ces deux identités, auront le cocflicient 2. Cela posé, en remar-
(uant ¢juc

@By (e By =3+ B)(B+1)(y+a),
nous pourrons écrire I'équation précédente sous la forme
3[(gr) (Ckim) — (ijne) (klm)]

X (@fn) (klm) + (ijd)(kmn)] . [(f’jﬂ) (klm) — (k) (Inen))
+[(gr)(klm)+(kli)(Jma)].[(ifn)(kim)~(klj)(imn)]|=0,
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ou, symboliquement, soit sous la forme

a2 a2 < <y 4 .
3 Slj. il /;m(hi/.l:m, In* il kn + s/././llljll . SH, I//.//u) - 0’

soil sous la forme

3.5}, . (Sis- Sk + Sis-Siy) = o,

St =S} i/..a Ctant le polynome qui, égalé i zéro, représente la sur-
2. ___Q?
fac(,' SIJ = SI/} ki, mn°
1’¢quation de la surface du sixiéme degré-

2.0 W28

ii./.l':‘::“"li)l. LN

¢tant mise sous cette forme, on voit que cetle surface se compose dé
la surface du second degré 874, ,,,== S} et d'une surface du quatricme
degré qui contient les quatre bigquadratiques Cyyy Cyxy Cyxie Gy @
pour points doubles le couple des points Py, (n°8) et passe par les
deux courbes du seiziemedegre K, =K, 4y et K, , =K, (n° 28).

50. Les proprictés des quinze surfaces S7+* et des quarante-cing
surfaces Z** du sixieme degre, éludides aux no 27, 28 el 29, sont évi-
demment semblables a celles des surfaces du deuxi¢me degré S* et X2
(Juc nous avons vues aux n 3, 4, 6 et 7; mais, dans cette nouvelle con-
figuration, chacun desindices 1, 2, 3, 4, 5, 6 est remplacé, suivant une
(ueleoncque des maniéres possibles, par un des indices 1, Tt 111, 1V,
V, VI, et réciproquement.

Nous allons voir maintenant que, aprés un tel remplacement des
indices, la configuration des surfaces du sixitme degré §*+% ¢ X209
aura de méme toules les aulres propric¢iés analogues & celles de la
configuration des surfaces de deuxieme degré S* et X2, qui sont les
conséquences des identités des n* 10 et 41 ¢t que nous avons vues
auxn* 8, 17, 18, 19, 20, 21, 22 ct 25

En effet, il y a dix polynomes du sixitme degre 17, ., = ke
correspondant aux dix polynomes du deuxiéme degré

Cijh)(lmy = (ILM)(JKN).
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Le polynome

it =2 Wit apn, = 3CI . (I y* - — (GO (fenn )
+ Cigm ) (Kl Y — ((ja)* (Kl )?
+ ik (fmn ) — (il ). (jln )
+ Cikn ) (Cjlmy* — (R (i)
+ Cjhm )y (i — (Jha Y (il ),

(i correspond au polvnome du denxiénme degre
CRY )y == (TLMD) (JKN),

est fa somme des cabes des termes des (rois identités du n® 10 qui
correspondent aax droites D, D, Dy, ou des trois identités qui cor-
respondent aux trois droites D, D,,,, D,,, prises avee des signes tels
que le polynome (ijk)*. (lnn)® ait, dans la somme, le cocfficient 3 1
les indices £, j, Ky I, my 0y suivanl la méme disposition que dans Ie
symbole 1%, ... Cela posé, il s'ensuil que chacun des dix polynomes
du sixicme degré 12 est, par son symbhole 17 i3 délermine non
seulement en valeur a])soluc, mais encorce au signe pres. Done, pour
les polynomes du second degré (l:jl.')(/nm) de méme que pour les
polynomes COII‘C\[)OI](]«’]D[\ du sixitme degré 1'%, .., » 1 permutation
de deux indices 7, j, trouvés dans laméme parenthése, change le signe
du polynome et la permutation des deux parenthéses ne le change
pas.

De méme par Pautre symbole I¥),y xs, on peut aussi délerminer,
au signe pres, le pol)nomc represenlé par ce symbole. 1l suffity en
effet, de fixer, au signe prés, une des correspondances du n® 4 , par
on\mplc (123)(456)=(T1V V)(ITHIVI) et de remarduer que, i

St =S}, . la permulation des indices I et J équivanl aux permn-
tations des indices iel j, kel l, m el »n, cl de méme la permutation
des indices & clj ¢quivaut aux permutalions des indices | ct J, K
etl, Met N, si D, =Dy, i yxe

Cela remarqué, nous verrons que, au conlraire, le polynome
F ok, change le signe si l'on permute ces deux parenthéses et ne



SUR L'UEXACORYPHE COMPLET. 163

le change pas si I'on permute deox indices, [ et L par exemple, trou-
vés dans la méme parenthésc.

ol Les dix polynomes F7,, .., == Fly . pris quatee i quatre,
de «quinze maniéres différentes, quand ils ont dans la méme paren-
thtse un méme couple d’indices T et J 1, par conséquent, si
85772 Sy 11.mmy ' ont aucun des trois couples des indices i ey j, ket lym
ct e, dans la méme parenthése, se lient par quinze identités linéaires

correspondant aux quinze surfaces Sjj=8} ,, ..
De ces identités, celle qui correspond a la surface 8§ =87, ,, esl

) P} P! 7 .
gy 100w, + Flayns, + I w == 0,

ou, dans autre représentation,

hE3 AR A 3
‘ « . O ‘ —
| Yikin - plu -+ vibn gl I' vitur - jho + l il phm 0.

On voit donc que la formation de ces identités est parfailement
semblable & eelle des identités du n® 103 mais, dans cclles-ci, chacun
des indices 1, 2, 3, 1, 3, 6 est remplacé, snivant une quelconque des
manicres possibles, par un des indices L I, 1, 1V, V, VI, el yévi-
proquement.

De ces identités, comme au n® 41, nous pouvons former quinze
autres identités correspondant aussi aux quinze surfaces du deuxiéne
degré 82 et contenant chacune six polynomes F* dans lesquels un
couple d'indices I, J n'entre pas dans la méme parenthése.

32. Si nous ¢galons & zéro chacun des dix polynomes 1Y%, nous
aurons les dquations de dix surfaces du sixieme degré ayant pour
points triples les six sommelts de hexacoryphe. Toules ces surfaces
passent par les quinze couples des points I (n® 8), et chacune d’elles,
par exemple la surface représentée par 'équation F2, - =0, con-
tient les six droites D, D, D, D, D, D,

Cela devient évident si I'on considére que

WPy —(a+ B+ ) ==3(2a+ BB+ )y + )



164 ARISTIDE Z%OUKIS,

el (ue, par conséquenl, le polynome F;;, ., qqui est, de deux ma-
niéres différentes, la somme des cubes des termes des trois identités
du n° 40, peut étre écrit soit sous la forme

2 ) 2 2 32 2
S/'/’. klymn® SJ/’. ke, ln Si/, b, tm + S/’A', it.mn ® ‘S/A'. im,ln® SM, in,lm

2 2 2
+ Jiojlomn® *hi jmdn * *2hi jn )

soit sous la forme

2 32 2 ] 2 Q:
Slm.//. hn* sf//l. ik, fn® S/m.i//. ih + Sm/:.i/'. Al Snm.iﬁ./’l . Sm/l.tl. 74

2 2 2
+ S/u. ity hm * Snl. ik, jom e S;:L im, jhy

4

2
7
9

)
‘

w.mn Ctant le polynome qui, égalé a zéro, représente la surface

2

"
i Mo mnt

33. On déduit des identités du n° 34 que les dix surfaces ' = o,
comme les surfaces du second degré qui constituent les dix couples
des faces opposées de ’hexacoryphe, prises quatre i quatre de quinze
manicres différentes, apparticnnent it un méme réscau ct, par consé-
quent, font une confliguration semblable & celle des faces opposées de
Phexacoryphe, mais dans laquelle ehacun des indices 1, 2, 3, 4, 3,
6 est remplacé par un des indices 1, I, HI, IV, V-V et réciproque-
ment.

Si maintenant, comme au n° 9, nous considérons les quinze surfaces
du sixieme degré qui correspondent aux quinze droites D;; =1y, iy
¢t qui sonl représentées, par exemple celle (ui correspond i la droite

Dijil—: Dy srvxs
par les trois équations équivalentes

a3 A -
) sy + Fnyenyy = 04
b 18 —
l‘(u.\n(.\‘m,)"" s oy = 0,

03 M —_
l‘nm.nu.\lx, +1 (LI Ny = O,
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ou dans I'autre représentation par les équations

AF o —
I/lm;!/hu+ sjhnyijlmy =— 0,
“' 1:'

) ¢ —_—

l' u'lﬂu/'ﬁm,'_‘— l Cilim ) = 07

F:; + F:s =0
bl yjmn vimn\yhty —" 709

nous verrons aisément que cclte surface est la surface S5 7==Sj%,
du n° 24, qui correspond & la droite D;j=Dj, 4, ys-

Si de méme, comme aun®9, dans chacune des 3.15 = 45 équations
précédentes des quinze surfaces S*-°, nous changeons le signe de 'un
des deux polynomes I qu’elle conticnt, nous aurons les équations des
(uarante-cing surfaces du sixiéme degré £2° du n° 29.

Cela posc¢, nous sommes ¢videmment en mesurc de dire quc les dix
surfaces F = Flym, agxy les quinze surfaces S;° =873, s et les
(uarante-cing surfaces X} == Ly |« dusixi¢me deglc font une configu-

ation semblable et ayant toutes les propri¢tés analogues aux pro-
pri¢tés, déduites des identités des n*® 10 et 41, de la configuration
formée par les dix couples F ., .= F 1z, .14y, d¢ faces opposées de
Phexacoryphe; les quinze surfaces S)=S;,, .. ¢l les quarante-cing
surfaces Xy =%}, , du sccond degré. Il faul remarquer que, dans
celle nouvelle configuration des surfaces du sixitme degre I?, §%*
¢t X**, chacun des indices 1, 2, 3, 4, 5, 6 esl remplacé suivant une
quclconque des maniéres possibles par un des indices I, 11, LI, IV, V,
VI, ct réciproquement. ¢. Q. k. n. (n° 30).

34. Comme de la configuration des surfaces du second degré S, ¥#
¢t des couples des faces opposées de I'hexacoryphe nous avons forme
la configuration des surfaces du sixitme degré 8*?, 222 ot 2, de
méme de celte derni¢re configuration nous pouvons former une nou-
velle conliguration des surfaces du 2.3¢ degré, et ainsi de suite on
peut former une suite infinie de configurations des surfaces de degrés

2.3", semblables et ayant loutes les propriétés analogucs aux pro-
pri¢tés de la conhgurmon des surfaces du second degré S*, X* et des
couples de faces opposces de 'hexacoryphe qui sont conséquences des
identités des n* 40 ct 11.
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3. Au licu de prendre les troisiemes puissances des dix polynomes

CifkyClmn y: =(1LM) (JRN)

et former les dix polynomes I et puis les polynomes qui représentent
les surfaces du sixieme degré 82 ¢t %, nous pouvons évidemment
preadre des (ap + 1) puissances de ees ménes polynones

Cjley iy - (ILMY UK.

Nous aurons alors une conliguration de surfaces du ».(2p + ()
degre §2ep 1 B2 of 1927 gyant toutes les proprictés de la con-
liguration des surfaces du sixitine degre 82, ¥23 et K9, qui sont
conséquences des identités du ne 31.

Les surfaces de cette configuration auront pour points multiples du
(2p 4+ 1)me opdre les six sommets de Phexacoryphe; de méme les
surfaces S¥27 auront les propriétés du n® 23, mais la conliguration
des surfaces 82201, X2er-0 [0 -1 wlaura pas les propeaétés des sur-
faces 82, 823 L ') qqui sont conséquences de Videntit

a* 4 1+ ot — (a+ b+ 7)’ = — ";(/l + //)(// + 7) (}" + a).

Cesteette identite etles identités des ns 10 et 1L qui nous donnent
aussi celte derniére propricte des surfaces 8% el X2,

36. Les points de chacune des quinze surfaces S;" =2 S5 s et des

quarante-cimg surfaces X5 7,== X5 | ¢ du sixiéme degré peavent étre as-
sociés en couples (2, 1) et les surfaces du second degré qui passent
par les six sommets de Fhexacoryphe et par le point P d'une sur-
face 8- ou E2* passent par un autre point de cette surlace qui est Pas-
socie I de P,

Les droites détermninées parv les divers couples de poinls asso-
cits (P, ") de chacune des surfaces S** el X% forment une con-
gruence donl toules les droites rencontrent deux fois la cubique 5 de-
terminée par les six sommets de Phexacoryphe. Chaque droite joignant
deux points associés (I, P7) d'une surface $** ou E** rencontre cete
surface suivant quatre aulres poinls associés en deux couples.



SUR 1L HEXACORYPHE COMPLET, IG']

Réciproquement, chaque droite rencontrant deux fois la cubique &
rencontre chacune des soixante surfaces S22 et Z?? suivant trois
couples de points associés. Donc, les soixante congruences déterminées
par les divers couples de points associés de chacune des soixante sur-
faces S*? et E** se confondent en une scule qui estla congruence, prise
trois fois, des droites qui rencontrent suivant deux points la cubique
déterminée par les six sommets de I’hexacoryphe.

37. Chaque surface du second degré passant par les six sommets
de Ihexacoryphe rencontre chacune des soixante surfaces S22 et 322
suivant une courbe variable du douzi¢me degré ayant les six sommets
de I'hexacoryphe pour points triples. Les points de chacune de ces
soixante courbes du douzieme degré sont associés en couples et les
droites déterminées par les divers couples de ces points sont les géné-
ratrices des soixante surfaces réglées du sixi¢me degré ayant pour
ligne triple la cubique 9.

Ces soixante surfaces réglées du sixiéme degré se confondent en unc
seule, qui est la surface sécante, prise trois fois, quand cette surface
s¢cante du sccond degré passe par la cubique 5.

Si la surface sécante du second degré passe par une des courbes du
quatri¢me degré situées sur une surface 2% ou 2*?, clle rencontre cette
surface suivant cette courbe du quatriéme degré et suivant une courbe
du huitieme degré ayant pour points doubles les six sommets de I'hexa-
coryphe.

Les points de chacune de ces deux courbes sont associés en couples.
Les droites déterminées par les divers couples de points associés de la
courbe du quatriéme degré sont les génératrices de la surface du
second degré qui passe par cette courbe du quatriéme degré et par la
cubique 5. De méme, les droites déterminées par les divers couplesde
points associ¢s de la courbe du huitieme degré sont les génératrices
d'une surface du quatriéme degréayant pour ligne double la cubique 4.
Si la surface s¢cante du second degré rencontre une des surfaces S*-*
ou X*? suivant trois courbes du quatri¢me degré, les points de ces
courbes scront associés en couples, el les droites délermindes par ces
couples de points assocics seront les génératrices des trois surfaces du

Journ. de Math. (5% s¢rie), tome VI — Fusc, 11, 1gou, 22
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second degré qui passent par la cubique et une de ces trois courbes
du quatri¢me degré.

Les courbes du trente-sixiéme degré L et A (n® 27 ct 28) et aussi
toutes les courbes suivant lescuelles les surfaces S22 et £*% se coupent,
prises deux & deux, ont évidemment leurs points associés en couples.
Si I'une quelconque de ces courbes se compose de plusicurs autres
courbes d’un degr¢ moins ¢levé, les points de ces courbes seront aussi
associés en couples. Les droites délerminées par ces couples de poinls
associés sont les génératrices de surfaces réglées d'un degré égal 4 la
moitié du degré de la courbe conduisante,

Il faut remarquer que, de méme que les surfaces $** et X*2, toule
surface du sixiéme degré représentée par une équation de la forme

(ha,+ b)Yz} + (hay,+ wh,) ) + (hay + w.by) 2}
+ (hay 4 b, P + (hay+ by )l + (Mg + wbg ) 2y = o,

ot (n° 16)
U\T, ULy Q1+ AT Uyl + ULy == O
by, 4+ by, + by, + b, 4 byry 4+ byey = o0,

sont les deux identités indépendantes entre clles qui lient les six poly-
NOMES T\, Ly, Lyy Ly, L5y £ €L A 2t un paramétre arbitraire, aura ses
points associ¢s en couples tels que les droiles déterminées par ces
couples de points assocics rencontrent, chacune suivant deux poials,
la cubique ¢ déterminée par les six sommels de Phexacoryphe.

Les propric¢tés et les configurations «ue fout ces nouvelles surfaces
du sixi¢me degré sont des conséquences des identités des ne 40, 11
et 13; mais, comme nous n'avons pas ¢ludic les identités du n° 43,
nous n'entrerons pas non plus dans 1'étude de ces surfaces.

s e ) e



