JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

G. HUMBERT
Sur les fonctions abéliennes singulieres ; (troisieme mémoire)

Journal de mathématiques pures et appliquées 5¢ série, tome 7 (1901), p. 97-123.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1901_5_7__97_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1901_5_7__97_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

SUR LES FONCTIONS ABELIENNES SINGULIERES. 97

Sur les fonctions abéliennes singuliéres;

(Troisitme Mémoire)

Par M. G. HUMBERT.

Les couples de périodes normales des fonctions abéliennes aux-
quelles conduit le probléme d’inversion, appliqué & une courbe de
genre deux, sont du type

(1,0)5 (051)5 (g, h)s (B, g)s

eLsi gy, k,, g, désignent les partics imaginaires de g, /, g, la quan-
Lte
Wi~ 8.8,

cst essentiellement négative.

Existe-t-il des fonctions uniformes de deux variables, admettant
cuatre couples de périodes du type précédent, dans le cas ot Iy — g, g
serait positif?

Ce sujet sc lie étroitement 4 la théorie des fonctions abéliennes sin-
guliéres, qui a fait I'objet de deux Mémoires publiés dans ce Journal
(5¢ série, t. Vet VI): les fonctions dont il s’agit d’entreprendre I'étude
n'existent, en effet, que si g, A, g’ vérifient une de ces relations qui
caractérisent les fonctions abéliennes singuliéres

Ag+BL+Cg' +D(h*—gg)+E=o,

ou A, ..., E sont des entiers.
Journ. de Math. (5* séric),tome VII. — Fasc. 1I, 1go1. 13



98 G. HUMBERT.

Clest pour cctte raison que nous désignerons les fonctions a étudier
sous le nom de fonctions quadruplement périodiques singuliéres,
en gardant celui d’abéliennes pour les fonctions cui correspondent
au cas de A} — g, g négatif.

La théorie de la transformation établit entre les deux classes de
fonctions un lien plus intime encore : les transformations singuli¢res
de degré négatif, dont nous avons réservé explicilement 1'étude, font
passer d’un systeme de périodes pour lequel 4 — g, £ est négatif a
un systéme analogue pour lequel 23 — g, g est positif, et réciproque-
ment ; en d’autres termes, les fonctions abéliennes singuliéres et les
fonctions quadruplement périodiques singuliéres se transforment ainsi
les unes dans les autres.

Les divers paragraphes du présent Mémoire ont pour objets princi-
paux :

1° La recherche des conditions d'existence des fonctions quadru-
plement périodiques singuliéres, et leur expression par des quotients
de fonctions intermédiaires nouvelles;

2° La transformation de ces fonctions, et les transformations de
degré négatif des fonctions abéliennes singuliéres;

3° Les propriétés principales des nouvelles fonctions intermédiaires:;

4° L’étude du cas ou 2} — g,g, est nul : je montre qu'il y a alors
dégénérescence ou réduction du nombre des périodes.

Nota. — Les numéros de ce Travail font suitc & ceux de nos deux
Mémoires précédents; pour indiquer un renvoi 4 un numéro du pre-
micr ou du second, nous ferons précéder le nombre correspondant du
chiffre romain I ou I1.

Existence et expression des fonctions gquadruplement
périodiques singuliéres.

231. Soit (1,0);(0,1); (g,4); (L, g') unsystéme de périodes pour
les variables u et ¢, avee la condition fondamentale

(1) hi—g.8,> o0,

gy g, désignant les parties imaginaires de g, &, g'. Il résulte d’un
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beau théoréme de M. Appell (Journal de Mathématiques, 4° série,
t. VII) que toute fonction uniforme F(z, ¢), admettant lesf quatre
paires de périodes précédentes, est le quotient de deux foncuo.ns'en-
tiéres de u, v, appartenant & la classe des fonctions intermédiaires,
¢'est-a-dire se reproduisant, multipliées par une exponentielle e*+#+,
quand et v augmentent d’une période.

En multipliant une fonction intermédiaire par une exponentielle,

2
eaw-'-nbawcv +du+/v’
on peut déterminer les constantes a, b, ¢, d, f de mani¢re que le pro-

duit obtenu, 2(u, v), vérifie (I, n° 20) les relations

9(ty 0 +1) = 5(u, )™,

s(u+g,0+h) =o(u, o),

s y(u+1,0) =35(u,v),

(2)

?(u + II,, o +gl) — ?(u’ v)e)./uo-p/v-o-w.
Les deux premicres de ces relations ne sont compatibles que si
0= — 2xin,

n ¢tant entier; de méme la premiére et la seconde, combinées succes-
sivement avec les deux autres, donnent

A= —2zil; N=axil;

p=2ni(m—ng); W= ani(m'—n'h),

L, m,l'y m’ ¢tant enticrs. Enfin, par la combinaison des deux derniéres
relations (2), on obtient

M+ pg'=Ng+wh+2rig,

q ¢lant entier. En y remplacant A, p, X, w’ par leurs valeurs ci-dessus,
on trouve

(3) lg+(m+Dh—mg —n(h*—gg)+qg=o.
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282. Si les entiers ', m'+ I, m, n, ¢ sont nuls & la fois, la rela-
tion (3) est satisfaite quels que soient g, %, g’: dans ce cas, les quan-
tités 0, w, X', qui figurent dans les équations (2), sont nulles; A et p’
sont égaux & — 27il, et dés lors ces équations (2) sont du type de
celles qui caractérisent les fonctions théta de u, ¢, formées avee les
périodes (1,0); (0,1); (g, A); (h, g’). Mais cette conclusion est inad-
missible, cas les séries théta, construites avec ces périodes, sont diver-
gentes 4 cause de I'inégalité fondamentale (1): 4} — g, 2, > o.

Hl est donc nécessaire, pour I'existence de fonctions ¢ (u, ¢) vérifiant
les relations (2), que les coefficients numériques dans I’équation (3)
ne soient pas nuls simultanément, c’est-a-dire que les quantités g, &, g/,
I*— gg’ doivent étre lices par une relation linéaire & coefficients
entiers : c’est ce que jai appelé, dans les Mémoires I et 11, une relation
singuliére entre les périodes.

253. Soit alors
(1) Ag+Bh+Cg+D(l—gg)+E=o0

cette relation, les entiers A, B, ..., E étant supposés sans diviseur
commun. En ¢erivant que le premier membre de (3) est identique 4
celui de (4), multiplié par un facteur entier, — k, on trouve

I'=—Ak; m'+l=—-Bk; m=Ck; n=Dk; ¢=-—Ek,
de sorte que les relations (2) deviennent

¢(u+1,0)=19(u,r),

?(u, O 4 I) p— ?<u, v)e—z‘m‘bﬁu’
(3 | |
. ) ?(u + g’ Y+ I&) = ?(u’ (;)e—’“‘(lll—(c-—bg)hl;-o-v’

?(u + ,t, v+ é”) —_ ?(u’ c)e—zni;’.\ﬁ'll+ll+M+Dk/le-w"

La fonction ¢(u, v) est donc ce que j’ai appelé (II, n® 163) une
JSonction intermédiaire singuliére, formée avec les périodes g, &, g,
liées par (4); les entiers [ et & sont ses indices.

11 s’agit maintenant de chercher si de pareilles fonctions existent
lorsque A% — g, g, est positif : le cas ou A — g, 2, est négatif a été
complétement étudi¢ dans les premiers Mémoires.
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Invariant et réduction de la relation singuliére.

9234. Un certain nombre de résultats et de démonstrations, donnés
par d’autres ou par nous pour le cas des périodes normales, s'¢tendent
sans changement au cas actuel (47— g,£,> 0); indiquons les plus
utiles pour notre objet.

255. La théorie ordinaire de la transformation, créée par M. Her-
mite, demeure applicable, dans les conditions suivantes :

Soit un premier systéme de fonctions uniformes a4 deux variables
U et V, admettant les quatre couples de périodes (1, 0); (o,1); (G, H):
(H, G'); soit de méme un second systéme analogue, de variables zet¢.
ct de périodes (1,0); (0,1); (g, /); (h, g’); on pose

U=2%u+ur, V=Nu+uy,

hy ¥, 11, u” étant des constantes, et I'on cherche a déterminer ces con-
stantes et les périodes g, L, g’, en fonction de G, II, (&, ou inverse-
ment, de maniére qu’a un syst¢me u, ¢, donné aux périodes prés, ne
corresponde qu'un systéme U, V, aux périodes prés.

La transformation est dite ordinaire lorsque, dans cette recherche,
on fait abstraction de toute relation liant g, £, g°.

Les résuliats fondamentaux obtenus par M. Hermite, pour les trans-
formations ordinaires, subsistent alors méme que k? — g, &, est néga-
tif; rien n’est & changer aux démonstrations. Par exemple, pour une
transformation d’ordre k, les périodes g, h, & s’expriment, en fone-
tionde G, H, ', par les équations classiques [ o (ab),; = ab;— a;b))

__(db)oy+ (db)3iG 4 2(db)os 4 (dD)gy G’ + (dby)yy (M2 — GG)

5= (ab)oy+ (ab)yG + 2(ab)o, Il + (ab),,G'+ (ab)yp(IF= G(y)’
o= ((ld)m+(ad)“G-f-[2((1(1)0;—/:]"+(ad),,,G'+(ad)”(l{2_GG’)
((i) ) L7 T ’
' g/ — (ac)y; + (ac)5 G + 2(ac)e, 1 + (4€)gs G’ + (ac)y, (12— GG")
2 T ceenes
L2 — g8 = (ed)oy + (cd)3yG + 2 (ed o3 HH 4 (cd )y G'+ (cd),,(l]z-GG'),

I T .

...... ¢eces s0s004.
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les dénominateurs sont les mémes dans les quatre formules: les
a;, by, ¢;y d; sont des entiers vérifiant les relations de la transformation
d’ordre k-

(ad)o, + (be)o, = (ad)e, + (bc)y,
= (ad),s+ (Vc)iy = (ad )y + (be),, = 0.
(ad)y, + (be)gy=(ad),, + (be),, = k.

De ces formules M. Hermite a déduit la suivante

. k? '
(7) by — g8, = 5 (H{ — G,G)),
or? désignant une quantité réelle positive, et G, H,, G, les parties
imaginaires de G, H, G’. En d’autres termes, 22— g, #, et H} - G, G,
sont toujours de méme signe, c’est-a-dire que :

Une transformation ordinaire change une fonction quadruple-
ment périodique singuliérede U,V en une fonction analogue de u,¢.

256. Pour compléter ce résultat, observons que la relation singu-
liére (4), entre g, &, g’, conduit, en vertu de (6), i unc relation sin-
guliére entre G, H, G’; et réciproquement, si G, H, G’ vérifient une
relation singuliére, il en est de méme de g, 4, g’

Dés lors, on établit, comme dans mon premicr Mémoire (n® 1-3),
que :

Une transformation ordinaire du premier ordre change la rela-
tion singuliére (4)

(4) Ag+Bh+Cg+D(l*—gg)+E=o,

ot A, ..., E sont des entiers sans diviseur commun, en une relation
singulié¢re analogue par rapport aux nouvelles périodes; dans
cetle opération, la quantité

A=DB?*— 4AC —4DE
demeure incariable.
Nous I'appellerons encore I'invariant de la relation (4).



$UR LES FONCTIONS ABELIENNES SINGULIERES. 103

937. Réciproquement, il résulte des n* 4 4 13 €lu prcmier' Me¢-
moire que deux relations singuli¢res de méme invariant sont réduc-
tibles 'une 4 l'autre par unc transformation ordinaire du premier
ordre : les démonstrations ne font, en cffet, aucune hypothése sur le
signe de 1} — g, g

Dés lors, si A est son invariant, la relation singuliére (4) peut se ra-
mener au type

_.%gl.*-g':o, si A est de la forme 4N;;

—1
4

g+ h+g=o, si A est de la forme 4N + 1.

Mais nous n’avons pas le droit de dire ici que I'invariant est un
nombre essenticllement positif, car la démonstration (I, 14) sup-
pose It} — g, ¢ négatif; nous parviendrons plus loin a ce résultat d’une
manicre différente.

Fonctions intermédiaires singuliéres.

258. Cela posé, pour étudier les fonctions intermédiaires singu-
lieres, nous avons le droit de supposer la relation singuliére (4) ra-
menée au type

(8) 22+ ph+vg =o,

ol =z, 3, y sonL entiers cl sans diviseur commun. Dans ce cas, les rela-

tions (5), o L'on fait A=, B=5,C=vy, D=E = o, deviennent
(e =g9(u, e +1) = 2 (u,v),

(9) « e+ g0+ h)=5(u,v)ermilu=iyi)sy,

y(u+lyo+g)=15(u,0) e-rmilkaurirBhe)ey,

et il s'agit de reconnaitre s'il existe des fonctions unjformes entié¢res

vérifiant ces relations (g), dans lesquelles { et k désignent deux en-
liers, jusqu'ici arbitraires.
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2359. Imitons, 4 cet effet, la méthode de notre premier Mémoire
(1, n»* 21-29), en distinguant deux cas, selon que la quantité &

(10) 8=0+4Bkl+ ayk?

est nulle ou non.

Si 2=o, il faut que B* — 4ay, c'est-a-dire I'invariant de (8), soit
un carré parfait, 2 — fay = n?; on est alors placé dans un cas cllip-
tigue (I, n°45) et les fonctions §(u, ¢) correspondantes se réduisent,
pour ¢ = o, & des fonctions théta elliptiques d'une seule variable: la
démonstration, donnée au n° 23 du premier Mémoire, est encore va-
lable, car elle suppose seulement que 4} — g, g; n’est pas nul.

Laissant de coté le cas de ¢ = o, nous pouvons, puisque 22 o, faire
dans la fonction ¢(u, ¢) le changement de variables

u=—l+pk)U—kyV,
¢e= —kaU — IV,

et nous reconnaissons (I, n® 24) que 4(u, ¢) devient une fonc-
tion O(U, V), vérifiant les relations

0(U+1,V)=0(U,V+1)=0(U,V),
(”) O(U +G,V+H):O(U,V)cmir}u-o-wnst.’
G(U + H,V 4 G')= O(U, V) ez'nia\'+eonu.;

(12) o(U_ V- ﬂ) =0(U+"—:', - ’—“'a_‘”‘)=0(U,V).

9

On a pos¢, pour abréger,

¢G = — lg + kyh,
H=—lh+kyg=—kag— L+ Bk)h,
¢G’ =—kah—(1+pk)g.

Les relations (11) montrent que 0(U,V) est une fonction théta,
de U, V, formée avec les périodes (1,0); (o,1); (G, H); (H,G');
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pour qu'il existe de telles fonctions, deux conditions sonl nécessaires
et suffisantes : |

1° Si G,, II,, G désignent les parties imaginaires de G, 11, (&,
il faut que H? — G, G/ soit négatif; or, en vertu des expressions ci-
dessus,

22— G,G) =[— kag,— L+ 3R J(=thy + kv g
—[—kal,—(l+Bk) g\ (— lg.+ kyh,)

=3k} —g.g)-

Ainsi H? — G, G/, a le signe de 3(4} — g, g,); comme, par hypo-
thése, h* — g, g, est positif, il est nécessaire que 1'on ait

(13) ¢ <o, c'est-a-dire P+ fkl+ ayh* < o.

2° En second lieu, ¢, ordre de la fonction (U, V), doit avoir un
signe contraire a celui de la partic imaginaire de G, c’est-d-dire que (3,
doil étre positif :

(%) — g, +kyh,>o.

Si les inégalités (13) et (14) sont vérifiées, il existe des fonctions
théta, 0(U, V), satisfaisant aux relations (11); il faut chercher main-
tenant si, parmi ces fonctions, on peut en trouver qui vérifient aussi
les relations (12). Le raisonnement du n® 27 du Mémoire I s’applique
encore sans modification, en remplacant ¢ par sa valeur absolue, mod ¢,
ctl'on reconnalt que les fonctions (U, V), vérifiant (11) et (12), sont
des fonctions linéaires et homogénes de mod ¢ d’entre elles.

260. En résumé, les conditions (13) et (14)
c<o et —lg,+Iyh,>o0

sont nécessaires ct suffisantes pour qu'il existe des fonctions interm¢-
diaires singuliéres vérifiant les relations (g), ¢’est-a-dire d’indices et k,
dans l'hypothése oui 1} — g, g, est posilif.

261. Remarque. — Pour que 8, cest-i-dire B4 Bkl + ayh?,
puissc étre négatif, il est nécessaire que les racines de ce trinome

Journ. de Math. (5 série), tome VII. — Fasc. II, 1901, 14
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en [ et & soient réelles et inégales, c'est-a-dire que -

B — fay >o0.

‘n d'autres termes, V'invariant de la relation singuliére qui lic les
périodes doit étre positif, comme dansle cas oi 2] — g, g, cst négalif.

262. Cela posé, on peut donner unc autre forme & l'inégalité
— g, +kyh, > o. A ceteflet, regardons / et i comme les coordonnées

rig. 1.

A

d’un point dans un plan, et construisons les deux droites réelles, AOA’
et BOB’, (ui ont pour équation

It + Bkl + ayh*=o.

L condition 2 < o exprime que le point /, & n’est pas, par rapport
aux droites AOA’, BOB' dans la région qui contient 'axe des /, c'est-
a-dire que ce point doit se trouver dans la région non ombrée.

Construisons de méme la droite — /g, + Avh, =03 cette droite,
COC, cst dans la région ombrée, car sil'on fait [ = y4,, k = g, dans
le trinome 2+ Bkl + ayk?, on trouve, en tenant compte de cc
que ag,+ Bh, +yg, estnul, v* (I} — g,g), quantité positive. L'in¢-
galité. — lg, + kv, >0 ne sera donc vérifice, dans la région non
ombrée, que par les points de 'un des deux angles AO B’ ou BOA'.

Pour reconnaitre quel angle convient, observons que la droite
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2/ + Bk = o est dans la région non ombrée, car si 'on fait /= — ;5,

k=1 dans P+ Bkl + ayk?, on trouve — ;(f? — 4ay), résultat né-
gatif. Remplagons alors { et k par — 3B ct 1 dans — Ig,+ kyh,,
nous obtenons (2v/h,+pg,); si celte quantité cst positive, I'iné-
galité — lg, + kyh, > o scra vérifice dans cclui des deux angles AOB’
¢t BO A’ pour lequel la coordonnée k est positive; ce sera I'inverse si
avh,+ Bg,<o. ,

En résumé, les deux conditions ¢ <o et — lg, + kv, > 0 sont
équivalentes aux suivantes

(13) 3<q ct k(ovh,+B8g,)> 03

et I'on peut énoncer ce théoréme :

263. Soit un systéme de périodes (1,0); (0,1); (g, h); (h.g').
entre lesquelles existe la relation singuliére

,—
g+ Bh+vg =o,

@, b, Y élant entiers sans diviseur commun ; désignons par ik, g
les parties imaginaires de g, h, g', et supposons

2 ’
hl——g‘gl>o‘

) PR ; ; , -
Pour qu’il existe des fonctions INTERMEDIAIRES SINGULIERES, p (1, v),
d’indices L et k, c’est-a-dire vérifiant les relations

S (u+1,0) =o(u,0 +1)=0(u,v)
(9) o(e+g,0+ h)=12(u,v) e Amilu=ky ey
( pe+lo+g)=a(u,0)e amilkanr e fhie v

oltv el v sont deur constantes données, il Sfaul et il suffi :
1* Que les indices (entiers) 1 et k soient tels que la quantité

_ B+ Bhl+ oy k?
soul négative;
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2° Que Uindice k ait le signe de la quantité

24l +Bg,.

Les fonctions y(u,v) vérifiant les relations précédentes s'ex-
1 b
priment alors en fonction linéaire et homogéne de mod3 d’cnire
rlles, 2 désignant I 4 3kl + oy k.

Développements en série des fonctions intermédiaires.

264. En augmentant u et ¢ de constantes convenables, on peut
faire en sorte que, dans les équations (¢ ), les constantes v et v aient
des valeurs particuliéres

v=—=illg —kyhl; v =—=zilkah+ (I+3k)g|

La fonction entiére 4(u,¢), qui vérifie les deux premiéres rela-
tions (q), peut se développer en série de Fourier sous la forme

) — 254
?(u, ¢) _ZA’ME imunv)

m,n

Pour abréger les calculs ultérieurs posons (I, n° 39)
A= By 0o st i)
ou (1,, A,, G, désignent les quantités
Go= §((1+ By g + hyh),
Ho=3[(+Bh)h+kyg | = 3 — kag+ Lh],
G, = %[-— kah+-1g').

En exprimant que Ja séric ¢(u,¢) vérific les deux derniéres rela-
tions (9), on trouve

B/n.u = Bm+l.n—k7 = Bm ko, n+l+ KB
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Ainsi B, , ne change pas quand on augmente m et n de et — kv, ou
de kz et |+ kP; géométriquement, si m, n sont les coordonnées
rectangulaires d'un point dans un plan, B,,,,,,’ a la méme valeur en tous
les points homologues d'un réscau de parallelogrammes, constrait sur
les périodes ! — iky, ko + i({+ kB). Constru}sor.ls ce réseau & partir
de l'origine, et appelons parallélogramme principal celui qui a pour
sommets les points O, A, B, C de coordonnces :

0: r=o0,y =0; B: x=hka, y=I+kBb;
Neuw=lhy=—ky; C:irz=ld+ka,y=—ky+![+hkp.

L'aire de ce parall¢logramme est modd; il y a donc, a son intérieur
ctsur les cotés OA, OB, mod ¢ points de coordonnées entiéres; soit p, ¢
un de ces points (parmi lesquels figure I'origine); &4 ce point et aux

Fig. 2.

points homologues du réscau correspondent, dans ¢(u,v), les termes
pour lesquels 1= p + lp+ kas, n=g—kyp + ({ + kB)s, p et o
¢tant des entiers quelconques. La somme de ces termes est, 4 un fac-
teur constant pres, la série @,,(u,¢) :

z 2P Hlp vhaguranily—kyp+ (L+BRyoly S¢S (PHG+has, g hypr(i+Bhyn) ,

124

J(#, y) désignant la forme quadratique G, «* + aHyxy + G, y?; el
f» 7 prenant toules les valeurs entiéres de — o & + o2, Comme pety
peavent recevoir mod3 systémes de valeurs, répondant aux points i
coordonnées cntiéres du parallélogramme principal, on voit que la
fonction p(«, ¢) est une fonction linéaire et homogéne des mod & fone-
tions @, ,(u,¢), dont on a les développements en séries de Fourier.
Ces séries sont convergentes comme on le reconnalt aisément en s’ap-
puyant sur les inégalités & < o et — lg,+ kyh,>o.
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2068. Fonctions quadruplement périodiques singuliéres. — Une
quelconque de ces fonctions sera, d’aprés le théoréme rappelé plus
haut de M. Appell, le quotient de deux fonctions intermédiaires 4 (, v),
c'est-i-dire le quotient de deux combinaisons linéaires et homogénes de
séries @, ,(u, v), olt I'on remplacera u et v par u+ const., ¢ -+ const.
Ces séries, tant au numérateur qu'au dénominateur, correspondront
aux mémes valeurs des indices / et k, valeurs quelconques d’ailleurs,
vérifiant seulement les inégalités fondamentales (15).

Transformation.

266. L.athéorie des transformations singuliéres, comprenant comme
cas particulier cclle des transformations ordinaires ct telle que nous
I'avons présentée dans notre second Mémoire (n 136 et suivants),
s'applique sans changement au cas ou A} — g, g, est positif. Voici
I'énoncé général du probléme :

Soit un premier systéme de fonctions uniformes & deux variables,
U et V, admettant comme périodes les quantités (1,0); (o, 1);
(G, y; (H,G"); soit de méme un second systéme analogue, de
variables u et v et de périodes (1,0); (0, 1); (G, H); (H,G") : les
quantités 1} — G, G\ et 1} — g,g, peuvent avoir un signe quel-
conque, c’est-a-dire que les fonctions du premier et du second sys-
téme peuvent étre soit abéliennes, soit quadruplement périodigues
singuliéres. 1l s’agit de trouver les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que les fonctions du premier systéme $ecpriment
rationnellement & Uaide des fonctions du second, et cela en éla-
hlissant entre les variables des relations de la forme

(1) U =hu+ uy, V=nu+ oy
A @y N, 1 désignant des constantes.

Il résulte da Mémoire I que, si g, &, g’ sont liés par une relation
singuliére

(2) Ag+Bh+Cg+D(h*—gg)+E=o,
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les relations qui lient les périodes 5, 1, Getg, h,g sont
< (cd’*2+ ‘.”")n;’-’ + [‘ ,)C)ag"l" (da‘)pglh -+ (db)gg‘/'b (all),,,(/l’-— ;,’,',’l ’ ;
G = (ed )y + (ac )y + (b )+ (da Yoz |t 5 (dD)a g’ + (ab)y(lt— gy')

O (cAd)sy (€)Y, g + [( )3y + (dayay Vo + (db )y i + (ab),,(h’—fr'g:);
P = (et )y (€Yt + L(5C)zs+ (At )iy Sl 5 (A g + (@b )ps (WP — £5")

fl = (Ao (a0)nig + |1 be)es (AdaYus Vo + (dD)agg' + (ab sl W2 — £57).

= = (ely+ (€ )t + | (D€ )2a+ (da)ss )t + (db)ss g ~+ (@b )os(S2— ££')’

= (ed)yp+ (dc)m’,’_‘f‘_l”/")u‘-i-(’/”)u]h + (db)ys g + (ab)ys (1 — /a’f';");
= () (€ )iz g + [0 )+ (At )os Sl 4 (db)sa g + (ab)a (WP — 5£7)

e GG = (cd ) + (acey g + [(V€ )y + (At} o 4+ (db)n &'+ (ab)oy(i2— g5) .
T VY= )@ g + [(0) i+ (da)n Yl + (d0) g+ (ab)sy (W — g2’y

ois 'on a posé (ab);; = a;b; — a;b.
Dans ces formules, les scize quantités «;, by, ¢;, d; sont les enticrs
raractéristiques de la transformation; ils vérifient les équations

! (ar)e, + (ac),, = Ak,
\ (db),, + (1), = Ch,
(%) ‘ (ab)y, + (ab),, =Dk,
' (ed )y + (edy, = Ek,

(beygy 4= (b)) — (ad )y — (ad )y, = B,

k désignant un entier, dailleurs quelconque.

lnversement, g, h, g et I* — gg’ sont donnés par des formules
analogues (11, n” 138), en fonction de G, I, G’ et H? — GG'; et I'on
en déduit que si g, L, g vérifient une relation singulicre, i) en est de
méme de G, 11, (5 et réciproquement.

267. Le degré de la transformation est la valeur du déterminant
(a,bye,d, 5 nous le désignerons par 2.
Les indices de la transformation sont deux entiers, [ et / :

0 I'=(ad)yy; + (ad),s;

etk est I'entier qui figure dans les formules (3), avec la convention
faite (11, n® 141) pour préciser son signe.



12 G. HUMBERT.

Entre le degré et les indices existe la relation
(3) ¢ = I+ Bkl + (AC + DE)A*.

Si k = o, la transformation cst ordinaire ; le degré est alors le carré de
Pordre, ¢ = 12
Soit A I'invariant de la relation singuliére (2) entre g, 4, g’; soit de
méme A’ celui de la relation singuliére correspondante entre G, 11, (5’
on a (11, n° 142)
i*A=1L*A,

k' désignant un entier, ce qui montre que A et A’ sont de méme signe,
comme cela devait étre, puisque nous savons que l'invariant d’une
relation singuliére est positif, quel que soit le signe de /7 — g, 2,
(I, n° 44 et 111, n~ 261).

268. Signe dudegré. — A un point (u, ¢), c'esl-a-dire & un sys-
téme de valeursde u, ¢, déterminées aux périodes prés, la transforma-
tion considérée fait correspondre, par hypothése, un seul point (U, V);
inversement (11, n° 443), & un point (U, V) elle fait correspondre un
nombre de points (u, ¢) égal & son degré en valeur absolue, c’est-
a-dire égal &4 mod¢.

l.es indices [ et k étant des entiers quelconques, ct l'invariant

B*— 4AC — 4DE

étant positif, le nombre ¢, donné par (%), peut étre soit positif, soit
négatif.

Il résulte, de plus, du Mémoire 1 (n° 1/14 ou n° 161) que 'on a,
entre les parties imaginaires des périodes g, 4, g’ et G, I, G, 1a rela-
tion

(6) B — g8, = 5 (= G, G,

ol or* est une quantité réclle et positive.
De la cette conséquence importante que :

Les transformations de degré positif font passer d’un systéme
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de fonctions abélicnnes oude fonctions quadruplement périodiques
singuliéres a un systéme de méme nature.

Lrs transformations de degré négatif font passer d’un systéme
de fonctions abélicnnes & un systéme de fonctions quadruplement
périvdigues singuliéres, et réciproguement.

269. Les théorémes et formules relatifs a4 la composition de deux
transformations, a la réduction d'une transformation, a la transfor-
mation des fonctions intermédiaires singuliéres, subsistent sans modi-
fication, alors méme quc L} — g, g/, serait positif et & négatif.

En particulier, les transformations de degré — 1 sont données,

a une transformation ordinaire prés d’ordre un, par les formules
(11, n* 166)

() U=lu—<ke, V=ku+(l+Bk)y,

en supposant £, h, g’ li¢s par la relation singuliére (ot & = 1, comme
on a le droit de I'admettre)

g+ph+vyg=o.

Dans ces formules, / et k sont les indices de la transformation consi-
dérée; ils vérifient la relation ¢ = — 1, cest-a-dire

(8) L+Bkl+yki=—1 ou (2l+pBk)y—Ak?=—4.

Quant aux périodes des fonctions en U et V, elles ont pour expres-
sion

[ G=1lg —vkh,

H=lh—vkg =kg+ (I + 3k)h,

G’ =kh+({+Bk)g,

(9) {  dot

—g=(+pk)G +ykH,
—h=(+BkH + kG = — kG + {H,
D —g =—kH + G,

Journ. de Math. (5 série), tome VII, — Fasc, 1,

1901, 15
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clles sont liées aussi par la rclation
G+BH+9yG =o.

On démontre (11, n° 180) que toutes ces transformations sont les
puissances impaires d'unc méme transformation de degré — .

270. Dec la résultent des conséquences intéressantes pour la théorie
des fonctions quadruplement périodiques singuliéres.

1” Trois fonctions quadroplement périodiques singuliéres de U, V,
aux mémes périodes, sont li¢es par une relation algébrique. Car une
transformation de degré négatifles change en trois fonctions abéliennes
de u, ¢, aux mémes périodes,

2* Soit un systéme de fonctions quadruplement périodiques singu-
licres de U, V, aux périodes (1, 0)3 (0, 1); (G, I1); (I, G), ou plus
simplement (G, I, G’). Pour que ce systéme admetie des transforma-
tions de degré — 1, il faut et il suffit, comme on le reconnait par (8),
«que la forme

v —Ay*,

oin A désigne l'invariant de la relation singuliére en G, H, G/, puisse
représenter le nombre — 4.

Si cette condition est réalis¢e, une quelconque des transformations
correspondantes de degré — 1 change toute fonction quadruplernent
périodique singuli¢re de U, V, aux périodes (G, I, G’), en une fonc-
tion abélienne (n° 268) de u, ¢, dont les périodes (g, h, g') sontlices
a G, H, G’ par (9). Réciproquement, la transformation inverse change
toute fonclion abélienne de u, ¢, aux périodes g, A, g’, en unc fonc-
tion quadruplement périodique singuli¢re de U, V, aux périodes
G, H, G’ : dans ces transformations, les points u, v et U, V sc corres-
pondent d’une maniére univoque.

En d’autres termes, dans le cas considéré, la théorie des fonctions
quadruplement périodiques singuliéres se confond exactement avec
celle des fonctions abéliennes.

Au point de vue de la théorie des surfaces, la conséquence est la
suivante :

Appelons surface lLyperelliptique toute surface algébrique pour
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laquelle les coordonnées d’un point sont des fonctions uniformes de
deux paramétres & quatre paires de périodes : trois fonctions quadru-
plement périodiques singuliéres étant liées (1) par une relation algé-
brique, déterminent ainsi une surface hyperelliptique; cette surface
sera dite générale si, 4 un de ses points, ne répond qu’un systéme de
valeurs des paramétres, aux périodes prés.

D’aprés ce qui précede, si Uinvariant A d’un systéme de fonctions
quadruplement périodiques singuli¢res est tel que la forme «* — Ay?
puisse représenter — 4, toute surface hyperelliptique générale, cor-
respondant & des fonctions de ce systéme, scra aussi une surface hy-
perelliptique générale, correspondant i des fonctions abéliennes (sin-
guli¢res).

Les fonctions quadruplement périodigues considérées ne conduisent
donc pas & de nouvelles surfaces hyperelliptiques générales.

3° Si la forme «* — A y? ne peut représenter le nombre — 4, les
conclusions sont différentes.

Les fonctions quadruplement périodiques singuliéres de U, V, aux
périodes (G, I, G’) et d'invariant A, n’admettent pas alors de trans-
formation de degré — 1. Unc transformation de degré négatif, 2, les
change toujours en fonctions abéliennes de u, ¢; mais ¢n fonctions ahé-
liennes particuliéres; car a un systtme U, V, la transformation con-
sidérée fail correspondre mod s systémes u, ¢, qui se diduisent de'un
d’cux par I'addition de constantes (parties aliquotes de périodes); les
fonctions abéliennes de u, ¢ obtenues par cette transformation ne
changent donc pas quand on augmente les variables, « et ¢, de cer-
laines quantités, différentes des périodes.

Dés lors, une surface hyperelliptique générale, correspondant
& des fonctions quadruplement périodiques singulitres dont Vinva-
riant A cst tel que la forme z* — Ay? ne puisse représenter — 4, ne
sera jamais une surface hyperelliptique générale correspondant a des
fonctions abéliennes. On suppose, bien entendu, que les périodes des
fonctions singulitres considérées ne sont liées que par une seule rela-
tion singuliére.

On obtiendra done, dans ce cas, de nouvelles surfaces hyperelhp-
liques générales, échappant, comme surfaces géncrales, i la repré-
sentation paramétrique par les fonctions abéliennes.
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La liaison de ces surfaces avec la courbe de genre deux est la sui-
vante : Une surface hyperelliptique générale, S, représentable par des
fonctions abéliennes, correspond point par couple (11, n° 181) 4 une
courbe C, de genre deux, c’est-d-dire qu’a un point de S répond un
couple sur C, et réciproquement. Si S n’est pas une surface générale,
a un de ses points correspondent ¢ systémes d'arguments abéliens
(g > 1), et par suite & un point de S répondent ¢ couples sur C, tan-
dis qu'a un couple de C ne répond toujours qu’un point de S.

Soit maintenant — 4N le plus petit multiple négatif de 4 (en valeur

-absolue) que puisse représenter la forme x* — Ay?; il résulte de (8)
qu'il existera des transformations de degré — N pour les fonctions
quadruplement périodiques singuli¢res d’invariant A. Une de ces trans-
formations changera les fonctions considérées de U, V en fonctions
abéliennes de u, ¢, de maniére qu’a un point U,V répondent N points
u, v (n°268): une surface elliptique générale, représentable paramétri-
quement par les fonctions quadruplement périodiques en question,
sera donc liée & une courhe C, de genre deux, de telle sorte qu'a un
couple sur la courbe réponde un seul point de la surface, mais qu'a un
point de la surface répondent N couples sur la courbe.

Propriétés des fonctions intermédiaires singulidres.

271. 1l s’agit, bien entendu, des fonctions intermédiaires singu-
litres qui correspondent au cas ou A% — g, g, est positif; le cas
de A} — g, 2, négatif a ¢té traité dans les deux précédents Mémoires.

Soit toujours

(1) Ag+Bh+Cg+DUh*—gg)+E=0 (h—g,g >o0),

la relation singuli¢re entre les périodes d'une fonction intermédiaire
singuliére ¢ (u,¢), d'indices ! et k; celle-ci vérifie les relations (5) du
n° 253
o(u+1,0) =3(u,0),
G(uy 0+ 1) =15 (u,v)e "0,
?<u -+ g’ Q4 /L ) — ?(u’ V) e-zni[lu-lc—-l)g;lru]+v,

Y\ — ~= A% i [Aktu+U+Bk+DAh)v) 4y
g(u+hyo+g)=9(u,0)e™™ e,
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Opérons sur cette fonction une transformation d'indices [, et k,,
faisant passer des variables u, ¢ aux variables «’, ¢ soit

(2) A.{,’-}-B,:K:+C,g’+D.(3c’-g(,“)+E,=o,

la relation singuliére entre les périodes de «’,¢'; désignons par A et 4,
les invariants des relations (1) et (2); la transformation considérée
change ¢(u, v) en une fonction intermédiaire de ', ¢/, aux pé-
riodes (g, 3¢, '), et dont les indices I, et k, sont donnés par les rela-
tions (II, n° 165):

2k, =k, (20+ Bk) + e,k\/z:;(zl. + B, k),
2(2l,+ B, k,) = (21 + Bk) (24, + B,k,) + ¢, kk, yAA,;

(3) s

formules dans lesquelles e, désigne = 1, selon une régle déterminée

(II, no* 163, 142 et 149).

272. Corollaire. — Deux fonctions intermédiaires singuliéres, cor-
respondant & une méme relation singuli¢re (1), d'indices et k, I’ et k',
ont toujours un nombre de zéros communs, abstraction faite des
multiples des périodes, égal & la valeur absolue de

(4) 2l + B(kl + UK') + 2(AC -+ DE) ik,

Le théoréme a été établi (1I, n° 168, Remarque) pour le cas de
ki — g,g,< 0. Dans le cas contraire, une transformation de degré
négalif, ¢,, change les deux fonctions de u, ¢ considérées en fonctions
analogucs de «/, ¢, pour lesquelles %2 — G, G, est négatif, et dont les
indices, [, et k,, Z, et k, sont donnés par (3). De plus, 4 un systéme
«, ¢ ne répond qu'un systéme u, ¢, tandis qu'a un systéme «, ¢
répondent mod$, systémes ', ¢'. Le nombre des zéros communs aux
deux fonctions d’indices I, et k,, I, et k), en &/, ¢, étant par ce qui
précéde

(%) 20,0, + B (k, I, + LK) +2(A,C,+ D, E)k, kK,
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celui des zéros communs aux deax fonctions en « et v primitives, d’in-
dices L et k, I ¢t I, s'obtiendra en divisant cc nombre par mods, : en
remplacant /,, k,, 1, k, par leurs valeurs (3), on retombe ainsi sur le
nombre (4), pris en valeur absolue. C. Q. F. D,

273. Fonctions intermédiaires normales. — En désignant par
w, ', 0, ¥ des nombres égaux i o ou 1, on donnera, pour les fonctions
intermédiaires normales, d’indices { et k, et de caractéristique
(0, 0,0', 0") la méme définition que dans le cas de /% — g, #, < o. Par
exemple, en supposant la relation singuliére entre g, £, g’ ramence av
type

4 ! e
g +ph+ g =o,

les équations auxquelles satisfont les fonctions intermédiaires normales,
d’indices I, k, de caractéristique (w, 9, o', 0'), sont (I, n° 57)
Flu+1,v) = % (u, ¢),
F(u,o+1) = ™1 (u, ),
l?(u —+ {’,.’ ¢ - h) - c’)ﬁi 1“(ll, v>c‘.’1ti[—l(l-4 kt']*‘ﬂl'[ulgq-/-/x]’
F( u-+h , ¢+ {,’I ) = i l“( u, 0) o2l (e hBye] -milhahs (4 kB)g")
La caractéristique nulle est celle qui répond 4 v = w'=0=0'= 0.

Parmi les fonctions intermédiaires, les seules qui puissent &tre paires
ou impaires sont les fonctions normales.

274. Cela posé, les théorémes sur le nombre des fonctions normales,
paires et impaires, d'indices et de caractéristique donnés, qu'on a
obtenus dans le cas de A} — g,g, <o, s'étendent sans nouvelle
démonstration au cas actuel; dans les théorémes énumératifs, il suflira
de remplacer la quantité ¢ :

e= I+ Bkl ak?,

laquelle est ici négative (n° 260), par son module.
Par exemple :

Le nombre des fonctions normales singuliéres d'indices L et k, el
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de caractéristique nulle, paires ou impaires, linéairement distinctes,
est donné par le tableau

Paires. Impaires.
mod 3+ mods —-
mpaire........... . p >

. mod? 4- 4 mod 3 — 4

s kopair......... . p : ranl ' (E=04 phl+2k?)

3 pair .
. mod? 4 2 mod? — 2
( k impair........ ” ” (I — g4, >0)

De méme, foutes les fonclions normales paires, de caractéristique et
'indices donn¢s, ou toutes les fonctions impaires, s’annulent pour une
demi-période quelconque; sous une autre forme, les fonctions paires
<'annulent pour certaines demi-périodes, les fonctions impaires s’an-
nulent pour les autres (I, n® 56). Les valeurs de ces dcmi-pe'riodos,
données dans le Mémoire I (n* $6-65) pour le cas de /% -- g, £ < o,
s"appliqquent encore au cas actuel; faisons sculement ol)scrvcr 1c1 qu’il
1’y a plus lieu de considérer, sur une surface de Kummer, les courhes
dont I'équation s’obtient en égalant & zéro une fonction normale paire
ou impaire : dans le Mémoire I, cette surface de Kummer avait les
coordonnées homogénes d'un de ses points exprimables par certaines
fonctions théta, aux périodes (g, h, g'); or, dans le cas actuel,
hi— g, g, éant positif, de parmllcs fonctions thta n’existent plus.

Par exemple, en nous hornant aux fonctions de caractéristigue
nulle, d'indices Let k :

1© 8i ¢ est impair, les §(modd + 1) fonctions paires s’annulent
pour six demi-périodes; et les ;(mode —1) fonctions impaires,
pour les dixz autres.

2° Si ¢ est pair ct k pair, les {(mod2 + 4) fonctions paires ne
s’annulent simultanément pour aucune demz-pérrod(“ et les
:(modé — 4) fonctions impaires s’annulent pour les seize demi-
périodes.

32 8i & est pair et k impair, les 2(mod3+ 2) fonctions paires
s’annulent pour quatre demi-périodes; et les }(mod & — 2) fonctions
impaires, pour les douse autres.
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275. Somme des zéros communs & deux fonctions intermédiaires.
~— Clest un probléme que nous n’avons pas traité dans nos deux pre-
miers Mémoires; nous nous bornerons 4 donner sans démonstration le
résultat, applicable aussi bien au cas oi A} — g, g, est négatif qu'a
celui ot il est positif.

Soit

s+ ph+yg=o0

la relation singuliére entre les périodes; les deux fonctions intermé-
diaires considérées peuvent évidemment (n° 264) se mettre sous les
formes

F[_ﬁ(u —)\,0— !J,)“_‘-’O, F('],'(u— ./\.’,()—y-');

Ay oy W, étant des constantes, et Fyx(u, ¢), Frp(u, 0) des fonctions
normales de caractéristique nulle, d’indices respectifs let k, [/ et I.

On trouve assez aisément pour les sommes des valeurs de u et ¢ qui
sont les zéros communs aux deux fonctions

Nou= (U +aykk)(h + )
+ BN 4+ KWy — (kb = ) (o — ),

Y=+ aykl) (. + p)
+8(lkw + k) + a(kl — k) (h =),

a des périodes pres.
Cas ou /2 — g,g, est nul.

276. Nous terminerons ce Mémoire par I'étude des fonctions uni-
formes de u, v, admettant les périodes (1,0); (0, 1); (g, 4); (h, &),
dans ’hypothése, ¢cartée jusqu’ici, o 2} — g, g, = o.

Je dis qu'il y a nécessairement, dans ce cas, dégénérescence ou
réduction du nombre des périodes.

Admettons en effet que les quatre paires de périodes soient dis-
tinctes; les raisonnements des n° 251-287 continuent 4 s'appliquer et
établissent

1° Que les périodes (g, &, g’) sont liées par une relation singuliére;



SUR LES FONCTIONS ABELIENNES SINGULIERES. (21

4 Que les fonctions uniformes & étudier sont des quotients de
fonctions intermédiaires singuliéres

3 Que la relation singuliére peut se ramener, par une transfor-
mation ordinaire du premier ordre, au type 22 + 4/ +v4 = o, la
quantité I} — g, &, restant nulle apris la transformation.

277. Tout revient donc i I'étude des fonctions emtiéres, 2 (u, ¢) vi-
rifiant les relations (o) du n* 258

w(u+1,0)=2(u, ¢ +1)=1%(u,v),
(6) ? w(u~+ g0+ h)=q(u,¢)e2mu—bywss,

s+ hye 4+ g)=g(u, ) e ?milhau ¢ -ghe

Silesindices { et k sont tels que ¢ = I* + Bkl + 2y k* ne soit pas nul,
le raisonnement du n' 289 raméne 2(u,¢) & une fonction théta,
h(L, V), aux périodes (G, I, G'), et 'on a trouvé

'3(”f -G, Gy =I— g%,
ce qui montre que 15 — G, G est nul; la fonction théta 9(1, V) ne
peat done pas exister, d oi méme conclusion pour 2 (u, v).

Les fonctions entiéres 2( u, ¢ ), satisfaisant aux relations (6 ) ci-dessus
ne peuvent, par suite, exister que si s est nuls il est nécessaire pour cela
que 3% - 4oy, cest-a-dive Uinvariant de la relation singuliére entre les
périodes, soit un carré parfait, n2. Cette relation pourra dis lors se
ramener au Lype de méme invariant

]
wh —i1=o, ou h= -

et la fonction intermédiaire o (u,¢) vérifiera les équations (5) du
n" 283, qui deviennent ici

\ y(u+1,0)=2(u,v +1)=125(u,v),

(7) " ?(U—i—-’q, ¢+ I —_-f‘g(u,‘-),,—zzi(u,v.
\ ?(“ -+~ /lg [ o g' - ?([(, g) (,-z'zi((.m/‘,.,,, c,r‘

Journ. de Math. (5 séric), tome VIL — Fusc. Il, 1gor. 10
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On reconnait comme Lout a I'heare qu'une pareille fonction ne peut
exister que si 3 == o, Cest=i-dire si I* + nkl = o; doi les deux hypo-
théses

P

{=0, | 4 nk =o.
278. Soit d’abord I = oz ona

[ .
d oi
(8) Wt ngye 1) g0+ ng,e)=30ue)e,

v élant une constante. La fonction 5(w, ¢) étant uniforme et admet-
tant, par rapport i u ou v seul, la période 3, peut se développer en
séric de Fourier

?(Il, (‘) == 2 Ap.q,’,’-"ﬂi )

Exprimons qu'elle vérifie (85 il vient

K 2RIGNY ... s
Ao =z Ayt

d’on
(9) prg == —

7 désignant un enticr,

Peux cas sont maintenant & distinguer selon que la relation (g) a
lieu, ou non, pour plus d’une valeur de ¢.

1 Sielle w'est vérifiée que pour une seule valeur de entier ¢, soit z,
cette valeurs Ln série 4 (n, v) 8'¢erit

?(u, )= t:‘"‘“?v“E AT o g ”, (v),

et les relations (=) montrent que 4(¢) est une fonction théta de la
variable ¢
C’est un cas de dégénérescence.,
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27 Si la relation (¢) est vérifiée ponr deux valeurs 7, ot 2, cest-

”

d-dire si
.
r - ‘s -
S N = s ALyt Sl = —— 4 T,
ro’s 27i v FUR T i

on en Lire
Il("; ~— Fu)E =1 — Ly

7 222 "=
/

est-ii-dire que g est une fraction, g

Ln ce cas, il y a réduction du nombre des périodes, ou, ce qui
revient an méme, on obtient une période nulle en combinant les -
riodes initiales. Car si x, ¥ ¢t 2 sont des entiers, les quantités

(] ’ 4 Y 4
g4 3y Cest<i-dire o+ ,/, )

‘4zl Cest-a-dire  y - 2o
y+zsh Ceste Yo,
forment une période, qui peat évidemment se péduire i (o, o) par uy
choix convenable des entiers ., y, =.

279. Le cas o0 L+ nk serait nul donne lea aux mémes conelu-

sions, ot le théoreéme est établi.

- sy et -



