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SUR UN THEOREME DE M. DUHEM, 83

P T = T T -

Sur un théoreme de M. Duhem;

Pag M. Pace SAUREL.

M. Duhem a donné derniérement (* ) une importante généralisation
d*un théoréme bien connu de Clebsch. Je voudrais indiquer une dé-
monstration qui conduit trés simplement au théoréme de M. Duhem.

Considérons les trois équations simultanées au dérivées partielles :

'

~ f(a) -+ A’(Au)’f' (7();/&(’.7):: 0,
(1)  S(¥) +g(AG‘)+‘—)“Z}-,Ig(7):(,’
! ./(_W)-f— g(AW)—*- ;)% h(g):_ 0.

Dans ces équations, «, ¢, w sont des fonctions de «, y, s, ¢;

. 2 1
(2) ,/=A..-+—A.:)~)t+z\,‘-;)ﬁ+...+A :

Aav Ay, oty A, Mant des constantes;

. o J? P
(3) A_(—).—LE-*_;)?-'_()J”

/ du Jdv Jdw
i) -— = — .
(1 el Rl T o

(") !’. Dl.lllﬁ.\l, Sur la généralisation d'un théoréme de Clebsch (Journal de
Mathématiques pures et appliquées, 5¢ série, 1. V1, fasc. 1L, p. 2455 1900).
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et g et f sont deux opératenrs linéaires quelconques i coefficients
constants,

Des équations (1) on obtient facilement

(5) S(7)+ 2(d3)+ h(A7) = 0.

M. Duhiem appelle celte équation Véquation auwr dilatations et il
Iéerit sous la forme abrégée

(6) . w(g)=no0,
Désignons par » une queleonque des expressions

du O du dw e du
dy 037 93 dx’ or 4y

On obtient facilement des équations (1)

(7) S(w)+ g(dw) .= 0.

M. Duhiem appelle cette équation U'équation awr rotations et il Iéerit
sous la forme abrégée

(8) 31(0))::().

Le théoréme de M. Dahem est le suivant :

Toute solution u, ¢y w des équations (1) peut élre mise sous la
Jorme

u=IF R _9Q
‘ Tox T dy T U5’
I )
oF 0P i

dy T 05 da’
’ o 9Q o
34

=0t o Ty

(9) ¢ o=

¥ étant une intégrale de Uéquation aux dilatations (6), et P, Q, R
trois intégrales de I'équation aws rolations (8), ces fonctions étant
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de plus lides par la relation

Nl o) M

(10) d.l,-f-ﬁ,-i-;);—«).

Pour démontrer ce théoréme, posons

Jb ,

U—=——
Jr

(11) ¢ P == A4,

i
W= =+,

u, vy w ctant une solution donnée des équations (1). Des équations (11),
on lire immédiatement

(12) 7=A0 + 7,

ofr Fon a posé

3 g5 = Ju! f)(_ll ‘l)_(_tif
) T T e dy Js

Si dans les Cquations (1) nous substituons les valeurs de Uy ¢y
données par les équations (11), nous trouvons

N0 a

(W) + 3w (@) + k(7)== 0,

(lll) ‘lﬁ(‘)’) + ,i)_ (Q(‘I’)—f- _(2_ /l(ql)__: o
()y 0)} i A ]

LA (w)+ 5 @(®) + 2 h(z)=o.

Choisissons maintenant la fonction ®, de facon que l'on ait en méme
lemps

(13) ¢’ = o,

(16) ®(P)=o.
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[¢quation (12) nous montre que nous pouvons remplacer ces condi-
Lions par les suivantes,

(17) AP = g,

(18) !D((I))::. 0.

S'il est possible de trouver une fonction @ qui satisfasse a ces deux
conditions, et nous montrerons plus tard qu'un tel choix est possible,

les ¢quations (t1) détermineront u, ¢, w' et les équations (14)
montrent que I'on a

{ J\(u’):o,
(19) ) a(¢') =0,
&(w')y=o.

Les fonetions «', «, &' élant ainsi déterminées, nous définirons
’ y Y
maintenant trois nouvelles fonctions p, ¢, r par les ¢quations
(20) Ap+u' --o, Ag + ¢ == 0, Ar +w' =o,
(2r1) Alp)=o, a(g)==o0, a(ry=o.
La démonstration par laquelle nous montrerons que les ¢quations (17)
ct (18) sont compatibles s’applique également aux équations (20)

et (21); les fonctions p, g, r sont donc délerminées.
La premitre des équations ( 20) peut s’¢erire sous la forme

;o . d (op o  or Jd (dy l)p> A (()/) . g)_r__>.
wo:—Ap=- 07(;)—1' + oy Jdy + ().’>+ dy (().L dy Js  dr

Si donc nous posons

, 0/) dr/
(22) &=L+ o o
(P = or ()q
9y 05
dp or
99 _ dp
R=9 -
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NONs aurons

R ] | _ ﬂ
(7,") u —“’)—;"f';j; ()5’

et deux équations analogues pour ¢ el w'. Si nous portons ces valeurs
de wy vy @' dans les équations (11) et si nous posons

(25) F=o—d,

nous aurons enfin
o IR 00

" u= oz )' - 95

C o _JF JP IR
(2‘)) ) (,_.J)./_*_.‘T;__TJ:,
aF 90 9P

W=t ur T dy’

F est une intégrale de I'équation aux dilatations, ¢'est-a-dire que F'ona
WO(Fy=w)-w@)=o0.
En effet, I'équation (18) montre que
o(P?)=o.
De plus, les définitions (5) et (=) de @ et de & nous permetlent d’éerirve
W(P) = a(P)+ h(AD).
Alors les ¢quations (22) et (21) montrent que
51(([’,) =o,
tandis que les équations (22), (20) et (15) montrent que

A = (3” + 9 o' ()w ) —o0.
nd )’
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Ainsi
(0(‘1”): o)

et I est bien une intégrale de 'équation aux dilatations.

P, Q, R sont des intégrales de Iéquation aux rotations, comme le
montrent immediatement les ¢quations (23) et (21). De plus, les
équations (23) montrent que

ow 00 o

J.r + Jdy + e

La géneéralisation du théoréme de Clebsch est ainsi établie si les équa-

tions (1<) et (18), ainsi que les équations (20) et (21), sonl compa-
tibles.

Pour compléter notre démonstration, il faut done montrer que Fon

peut trouver une fonction @, telle que

(17) AD =g,
(18) W (®)=o,

7 étant assujettic i la condition (6),
(6) @(e)=o0,
Soit (i une fonction, telle que
AG =g,
1 équation (17) nous montre que @ ne peut differer de G que par une
fonction harmonique que nous désignerons par I Nous pouvons
donc poser
(27) ¢ =0G+1L

it faut maintenant déterminer la fonction harmonique LI, de telle
facon (ue I'équation (18) soit satisfaile. Si nous substituons la valeur



SUR UN THEOREME DE M. DUHEM. 89

de & donnée par 'équation (27) dans V'équation (18), nous aurons
(28) ®(G)+od(H)=o.

Comme
AG =3,

nous aurons, en vertu de I'équation (6),
An(G)=®(s)=o.

Nous pouvons donc écrire

®(G)=9,
= étant une fonction harmonique. D'autre part, comme
o(H)=f(H)+ g(AH)+ h(AH)
et que IT est harmonique, nous aurons
@(H)=f(H).

L’équation (28) devient donc |

(29) S(H)+g=0,

ou bien, en se rappelant la définition (2) de f,

9 - oM ()’ll H

(30)  AM+AS 4 ATE AT =0

Il reste donc & démontrer que l'on peut trouver une fonction harmo-
niqque I qui satisfasse 4 Péquation (30) dans laquelle 4 est une fonc-
tion harmonique donnée. M. Duhem a donné de ce théoréme la dé-
monstration suivante (') :

Si pour ¢ = o, on choisit arbitrairement

1 i ¢l o

(") Loc. cit., p. 233,

Journ. de Math. (5 sévie), tome VI, — Fasc. I, 1g01. 12
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I"équation (30) ct les équations que 'on obtient en différentiant cette
¢quation par rapport & { donneront les valeurs pour £ = o des dérivées
d’ordre supéricur & n — 5. De plus, comme 2 est harmonique, on a

Ao AH 4 :\,.\‘m T ,\,,.\{)—q—«'—' =o0.

P g
Si donc, a l'instant ¢ = o, on prend pour
a2l g1
", “—

des fonctions harmoniques quelconques, on voit que les dérivies
d'ordre supérieur 4 2 — 5 sont aussi pour { = o des fonctions harmo-
niques. Ainsi, tous les coefficients du développement de M, en série
de puissances de ¢, sont des fonctions harmoniques; pour ioutes les
valeurs de ¢, Il est donc une fonction harmonique et 'on a ainsi une
fonction qui satisfait aux conditions données.

La démonstration par laquelle nous venons de démontrer que los
¢équations (6), (17) et (18)

W(7)=0, AP =7, ‘n(([’) = 0.
sont compatibles, s’applique aussi bien aux équations (19), (20) et (21)
a(w)y=o0, Ip+u=0, &(p)=o.

Cette remarque termine la démonstration de la généralisation du
théoréme de Clebsch.



