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S l'H UN THÉORÈME DE M. DU HEM. tH 

Sur un théorème de M. Du he m; 

PAR SI. PAUL SUREL 

M. Duliom a donné dernièrement (·) une importante généralisation 
d'un théorème hien connu de Clehsch. Je voudrais indiquer une dé-
monstration qui conduit très simplement au théorème de M. Duhcni. 

Considérons les trois équations simultanées au dérivées partielles : 

ω 

/(» -h ^/«0)= o, 

/(!·_) + g(At>) + ^ΛΟ)= », 

/(«>) + g(Aa>) + £-/ι(σ) = ο. 

Dans ces équations, M, C, w sont des fonctions de .c,/, ζ, l; 

CO f-A,-bA,j
t

 + A,~ +...-i-A
u

L·, 

Λ
0

, Λ,, ..A„ étant des constantes; 

' όχ* Ûy* dz*' 

(1) <T= 'b -H t. + <lZ· 

(1 ) I*. DUIIKM, Sur ία généralisation d'un théorème de Clebseh ( Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, 5e

 série, t. VI, fasc. II, ρ, αι5; 1900). 
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d g et /i sont deux opérateurs linéaires quelconques à coefficients 
constants. 

Des équations (i) on oblienl facilement 

Ci) f(?) + g(Ss) + h (li) = o. 

M. Dulieiri appelle celle équation Véquation au ι: dilatations et il 
lïvril sous la forme abrégée 

(Ci) . ά)(ί)=ο. 

Désignons par ω une quelconque des expressions 

t)w <)i' Ou Oiv 0i> Ou 

On obtient facilement des équations (i) 

(~) /((»)·+-g(1ωο. 

M. Dubein appelle celle éipjalion Y équation aux rotations et il récrit 
sous la forme abrégée 

(8) &(<*>)= o. 

Jai lliéorèjne de M. Duliem est le suivant : 

Toula solution //, c, w dus équations (i) peut cira misa sous la 
forma 

(») 

dl' dit dQ 

ν -- -H -τ -,— » 

O' — —r— ·+- —r~ — -τ— ι 

F étant una intégrale de Véquation aux dilatations (0), al F, < ), Il 
trois intégrales de Τ équation aux rotations (8), ces fondions étant 
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tie plus liées pat' la relation 

(*Q) ΰϊ· + Τγ + Έ^()· 

Pour dénionlrer ce théorème, posons 

(' ') 

Il — -r— -4- U , 

ν = -τ— -H V , 

»> = Ts + w, 

a, r, u> (Haul une solution donnée des équations (i). Des équations (ι i), 
ou lire inunédialeinenl 

(ι:«) η — 1Φ-h τ', 

où l'on a posé 

(li) 9 = as + a? +-ar 

Si dans les équations (ι) nous substituons les valeurs de w, r, vr 
données par les équations (II), nous trouvons 

Ci) 

Λ(ρ') "+" ôy (ΊΚΦ) + JY, /<(*')*-0. 

Λ
(

ρ
') "

+
" ôy

 (Ί
Κ

Φ

)
 +

 JY, /<(*')*-" Ο, 

Λ(η'')4- ^(&(Φ)-Ι- ~ρ h-i
1

*') — ο. 

(choisissons maintenant la fonction Φ, de façon que l'on ait en même 
lemps 

(l5) σ' = ο, 

(,(-0 (f) (Φ) — ο. 
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L'équalion (ί2) nous montre que nous pouvons remplacer ces condi-
tions par les suivantes, 

(17) ΔΦ = σ, 

(ι8) ί^(Φ)--. o. 

S'il est possible de trouver une fonction Φ qui satisfasse à ces deux 
conditions, et nous montrerons plus tard qu'un tel choix est possible, 
les équations (n) détermineront u', V', W' et les équations (r/j) 
inonIront que Γ011 a 

< '9) 

3{(u ) — ο, 

Λ (Ρ') - Ο, 

A(V) = ο. 

Les fonctions υ', c', w' étant ainsi déterminées, nous définirons 
maintenant trois nouvelles fonctionsp

}
 y, /'par les équations 

(20) Δ// -+- u -- o, Aq -h e' =-= o, Ai' -+- w' — o, 

(21) A('^_) = o, A(y)----c), Α(/·)= O. 

La démonstration par laquelle nous montrerons que les équations (17) 
et (18) sont compatibles s'applique également aux équations (20) 
et (21); les fonctions ρ, ^r, r sont donc déterminées. 

La première des équations (20) peut s'écrire sous la forme 

1 Ox \dx Oy Oz J Oy \0x Oy J 0z\0z OrJ 

Si donc nous posons 

(22; 

(»') 

Φ-= ± + <>ι + *: 

1> _ (ÏL _ ÔJL 

η - dP _ ^ 

R _ dd. _ d.l 
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nous aurons 

(al; u --<Û + Ty~~dï' 

cl deux équations analogues pour ν cl w'. Si nous portons ces valeurs 
de //', »·', <v' dans les équations (ι i) et si nous posons 

(-25) F = Φ — Φ', 

nous aurons enfin 

û<>) 

T)V <M <H) 

^ Oy às Οχ * 

dF , dQ dP 

1·" esl une intégrale de l'équation aux dilatations, c'est-à-dire que l'on a 

m (F; = <ο(φ ) — α)(φ') = ο. 

Kn efl'et, Γ équation (ι 8) montre que 

0)(Φ) = Ο. 

De plus, les définitions (.5) et (7) de (0 cl de Ά nous permettent d'écrire 

η>(Φ') = Λ(Φ')-+-/<(ΑΦ'). 

Alors les équations (22) et (21) montrent que 

Λ(Φ') = ο, 

tandis que les équations (22), (20) et (10) montrent que 

A*'=-(^ + ̂  + ̂  = 0 
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Ainsi 
®(φ')=ο 

t'i l·' est bien une initiale (Je l'équation aux dilatations. 
P, Q

1
 II sont dos intégrales de réijuation aux rotations, comme le 

montrent iinmédiulenicrjl les équations (a3) et (ai). De plus, les 
équations (23) mollirent que 

,U + lh· + à: = "· 

La généralisation du théorème de Clebsch est ainsi établie si les équa-
lions (17) el (i8), ainsi que les équations (20) et (21), sont compa-
tibles. 

Pour compléter noire démonstration, il faut donc montrer que l'on 
peut trouver une fonction Φ, telle que 

(ι;) ΔΦ = σ, 

(ιΗ) α)(φ)-ο, 

7 étant assujettie à la condition (G), 

((Y) (θ(σ)=ο. 

Soit (i une fonction, telle que 

Δ(ί = σ. 

L'équation (17) nous montre que Φ lie peut différer de (i que par une 
fonction harmonique que nous désignerons par IL \ous pouvons 
donc poser 

(27) Φ = 0-4-11. 

Il faut maintenant déterminer la fonction harmonique II, de telle 
façon que l'équation (18) soit satisfaite. Si nous substituons la valeur 
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de Φ donnée par l'équation (27) dans l'équation (18), nous aurons 

(
2
g) <D(G)-HÎD(H) — O. 

Comme 
AG = σ, 

nous aurons, en vertu de l'équation (6), 

A(D(G)=CO(J)=O. 

Nous pouvons donc écrire 
®(G)=?> 

9 étant une fonction harmonique. D'autre part, comme 

®(ΙΪ)=/(Η) +
 ί

·(ΔΪΙ)+Λ(ΔΗ) 

et que II est harmonique, nous aurons 

®(1I)=/(H). 

L'équation (28) devient donc 

(29) /("II)-t-9 = o, 

ou bien, en se rappelant la définition (2) de/, 

(όο) Λ
0

1Ι -+·Λ, H-A
a

-p· + -1-9 = 0. 

11 reste donc à démontrer que l'on peut trouver une fonction harmo-
nique II qui satisfasse à l'équation (3o) dans laquelle 9 est une fonc-
tion harmonique donnée. M. Duhcm a donné de ce théorème la dé-
monstration suivante (') : 

Si pour / = o, on choisit arbitrairement 

τ, <m d'il d"-1!! 

(') Lac. cit., p. a.33. 
Journ. de Math. (5' série), tome VII. — Fasc. I, 190t. J 2 



qO Ι\ SA V Β EL» — SIR l'* THÉORÈME DE M» DC H EM. 

l'équation (3o) et les é if u a lions que l'on obtient en diiîérentianl cette 
équation par rapport à / donneront les valeurs pour l — o des dérivées 
d'ordre supérieur a η — ι. De plus, comme ο est harmonique, on a 

A.AII -f-... -t- Λ„ Λ= o. 

Si donc, à l'instant l = o, on prend pour 

<)l\ d*U d"-1!! 

des fonctions harmoniques quelconques, on voit que les dérivées 
d'ordre supérieur à η — ι sont aussi pour / = o des fonctions harmo-
niques. Ainsi, tous les coefficients du développement de H, en séri·· 
de puissances de /, sont des fonctions harmoniques; pour toutes les 
valeurs de t, II est donc une fonction harmonique et l'on a ainsi une 
fonction qui satisfait aux conditions données. 

La démonstration par laquelle nous venons de démontrer que les 
équations (G), (17) et ( 18) 

<ό( σ)= ο, ΑΦ = *7, -ιλ(Φ) — o, 

sont compatibles, s'applique aussi bien aux équations (kj), (20; cl (21) 

Λ (u') — O, A/? -f- u' = O, à\ (p) — O. 

Cette remarque termine la démonstration de la généralisation du 
théorème de Clebscli. 


