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Remarques d’ordre analytique sur une nouvelle forme
des équations de la Dynamique;

Par M. Pavr. APPELL.

1. Comme nous 'avons montré dans un Mémoire inséré¢ dans le
premier fascicule de I'année 1900 de ce Recueil, un systéme matériel
est caraclérisé par la fonction

S= %z ml?,

ot J désigne I'accélération du point de masse m : en appelant ¢,,
G2y -+ +» ¢ les paramétres dont les variations virtuelles sont arbitraires,
cette fonction S est unc fonction du second degré de ¢, ¢, ..., ¢,
«que Pon peut supposer réduite aux seuls termesen ¢, ¢, ..., ¢, : les coef-
ficients de cette fonction peuvent dépendrede ¢,, ¢, . . ., ¢, cLd’autres
paramétres dont les variations virtuelles sont des fonctions linéaires ct
homogénes données des variations de ¢,, ¢,, . . ., ¢,. Pour un déplace-
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ment virtuel arbitraire imprimé au sysiéme, la somme des travaux
des forees appliquées est

Q.2q,+ Qulgs+ ... + Quq,.
és lors les équations du mouvement 8’¢crivent

oS
Dq—';zQ” (z=1,2,...,0).

M. de Saint-Germain a propos¢ (Comples rendus, t. CXXX,
p- 117435 1900) d'appeler cette fonction S V'énergie d’aceélération,. -
par analogic avec le nom d'énergie cinélique ou énergie de vitesse
donnée 4 la demi-foree vive T.

Nous nous proposons actucllement de montrer que la fonction S ne
peut pas étre choisie arbitrairement en fonction des paramétres sous
les seules conditions du degré en ¢\, 4, ..., 4, et ¢\ 4y .. .0 q,. La
fonction S ¢tant supposie connue, nous montrerons comment on peut
en déduire les termes correctifs dans les ¢quations de Lagrange; enfin
nous donnerons quclques indications sur Papplication des méthodes
de transformation aux problémes de dynamique auxquels les équa-
tions de Lagrange ne s’appliquent pas.

Nous supposerons, pour simplifier, que les liaisons ne dépendent
pas du temps et que les coefficients de S ne contiennent que ¢,,
Gy ey Gne

2. D’aprés 'expression de S donnée dans le précédent Mémoire
1 "4
= = ¥ m(a + y"?+ 3),
cette fonction est de la forme suivante :
(1) 85=9(¢hs g )+ VG + Vg, + g

ot ¢ est une forme quadratique des ¢

(2) U AED NS (aj=ay),
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dont les cocfficients a;; sont supposés dépendre uniquement de ¢,,
Gy« o1 qny €t OU Yyydsy ... 4, sont des formes quadratiques en ¢,
s - -5 ¢, dont les cocflicients dépendent aussi de ¢, ¢sy - - -4 ¢,

La demi-force vive du systeme

T=1Ym(@"+y"+3?)

cst une forme quadratique de ¢}, ¢,, ..., 7, dont les cocfficients sont
les mémes que ceux de la forme 9, de sorte que

(3) T = (4 Gor -+ ) = X, @443

ce fait résulte du calecul méme des deux fonctions S et T. Pour sim-
plifier I'écriture, nous ferons

(s s o1 4) = 92

| ?(9:’92’7%/1):?”

alors
() [S=ft g+ budet o+ g,
! ( T:’{/‘.

3. Conditions nécessaires que doit remplirS. — Comme il st facile
dele vérifier et comme nous I'avons montré a la fin du préeédent Mé-
moire, on a identiquement

dar _ d§ , a9 JS
(5) ‘Ez‘—‘d-q—:lq,-!"mqﬂ-&-—{—mq”

Voyons ce que donne celte identité d’aprés les formes (4)de S et T
clle devient

! d?! U d?z ! ()?2
7 7', + 9, (),/"z +o..o+ QI)E,I_Z
+4"9'|+q’2q;+“‘+¢/19::

(6) ¢ do 0
—_— __'_;‘ " '?‘ ” d";l
=9 o, +72’(m+‘°'+9ub‘q";

ld'{q :d?; ,0?1
+q‘()—’l;+9207/z ++q”5’;;
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. ‘e . , , dar
Ici le deuxiéme membre est 'expression développée de - tellequ’elle

résulte de ce fait que T dépend de 2 parlintermédiairede ¢, 4, - - .. 7.,
91y G2y -2 29 ¢, Or la premiére ligne du premier membre de (6) est
identique 4 la premiére ligne du second, d’aprés une propriété élé-
mentaire des formes quadratiques. L’identité (6) se réduit donc &

N ’ ’ ’ () , ‘,? ,
() 4G+t bl =G0+ B+ G

Cette relation doit avoir lieu quels que soient ¢,,4,,...,9,, 4.,
G -3 4, Elle élablit donc des relations nécessaires entre les coeffi-
cients des formes 4,, ¥,, ..., 9, etles coefficients a;; de 3,. Pour abré-
ger I'éeriture, nous désignerons par une seule letire les deux membres
de l'identité (), en posant

9%, ds c Yy
(8) E=05r g+ 5, 4.+ +wqu%@+h% ot Y
cette fonction E est une forme cubique en ¢, ¢,, - .., ¢,-

4. Termes correctifs dans les équations de Lagrange. — L'iden-
tité (7) étant supposée remplie, cherchons une expression de la diffé-
rence

(9) A, = d(()T b Jr a8

a\a7,) ~ a5, ~ o

Comme nous avons pos¢ T =3,, on a

d (dT\ g% ©y n ()!O' 92 %y ”
a\ag;) = 33 0+ agrag, 4o+ Gyog e
oy - 0”'." Pz .
Fagond Tt ol Grag e
aT

car 5 ou depend de ¢ par l'intermédiaire de ¢, ¢, ..., ¢, ¢4,

Y23 -3 qn-
En explicitant Ja premiére ligne et tenant compte de Vexpression
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de E. on peut Gerire

‘ d" (’@‘
d {JT ) . .
7 ‘;m)zz(a,,q,-!-a,,q, ...+a,,,q,,)+d,, F
D autre part
dar __d%
‘,’Ix ‘,’Il
95

= 2(aty f,+ Uy, + Ho )+ Y.
1

La dilfégence (9) appeléed, devient donc, aprés réduction,

JIE dzy
A"—'—' (7;’—,‘- — )’JE— 1/‘.

On a de méme, en posant

A= _d_(_‘lf_) _Jr s
A dyx 07y
I 3

(10) A G T

Ceci posé, les équations du mouvement sont

a8

I =Q,.

On peut done les éerire

d/OTy O : ,
(Il) Z(J;:)—aang-%A, (1"—"),2,...,”),

o0 le terme A, a pour expression la quantité (10). Ces quantités A,
forment ce qu'on peut appeler les termes correctifs dans les équations
de Lagrange. On voit que les équations de Lagrange pourront s’appli-
(uer au systéme, si ces termes A, sont tous identiquement nuls. Ce
fait se produit quand le systéme considéré est assujeuti a des liaisons
pouvant toutes é&tre exprimées sous forme finie et que les paramétres

Journ. de Math. (5* série), tome VIL. — Fusc. I, 1901, 2
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sont de véritables coordonnées : d'apris Hertz Je systéme est alors dit
holondme.

Si le systeme w'est pas holondme, e mouvement do systéme est e
méme que celui d’un systéeme holondme admettant méme foree vive 2T
«uc le premier et sollicité par ies forces

Qi+, +3;, ..., U+

Le fait qu'un systéme non holonéme et un systéme holondme
peavent avoir identiquement le méme T se trouve démontré sur un
exemple simple que nous avons donué dans le Jowrnal fir die reine
und angewandte Mathematik, begrandet vonCrelle, 1. 122, p. 205,

8. Equationsdes forcesvives : Vérification. — Les liaisons ¢lant
indépendantes du temps, I"équation des forces vives est

dT / , /
(12) (—/'Z———“).(]"4‘(\)4/[2'*'...4'“’,,(1”.

Pour déduire cette équation des équations (11) il faut multiplier
la premicre de ces équations par 4, ba denxiéme par 4, ote., la der-
niére par ¢, clajouter.

On obtient alors [équation (12), paree qu’on a identiguenient

(3) A+ N+ Ay, =0,

K effet, dapeisles expressions (10) des quantites 3, et b définition
de E | équation (8)], ona

I

1 ’ . b . ‘)l': DY N
A,’/. -+ Ag'[2+ N A”/I”: /l';');l'," I o (1”1)',;,7" — 3

mais I ¢tant homogine et du troisitme degré en ¢, 4., ..., 4, 1o

deuxicme membre est nul identiquernsent, dapres le théorame des
9

fonctions homogenes.

6. Application des méthodes de transformation. — Terminons
par Uindication d'un probléme qui se pose naturellement. Si les com-
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posantes des forces Q,, Q,, ..., Q, dépendent uniqucl'nom 'dc Yes
Yay++-94, et non des vitesses, les seconds n'lcmln'cs flcs ¢quations du
mousement (11) peuvent contenir néanmoins les vitesses, dans les
termes Ay, queand le systéme n'est pas holondme : ces termes sont du
second degré wn i, 0yl g

Pent-on faire disparallre les termes de cetle nature en faisant
un changement de variables portant sur les paraméitres o le
tlemps?

On pourrait, en particolier, essaver une transformation de la
forme

[’a::fa(’[n’/u--w’[u) (z=1,2,...,1),
(14) C A=)y ey )l

‘' (///z .
== L,

oir fy et sont des fonctions de ¢, Gas ++5 4, Po les nOUVCAUN paara-
mitres el £, le nouveau lemps, Daprés un caleul que nons avous fait
dans wn article : Sur des transformations de mousement (Journal
de Crelle, 1410, p. 37), les équations du mouvement (11) prendront
la forme

.. d (97, oT, 0 ..
(.l") ;[ll (’)7;) - ;);;1 = ‘]’44‘ 21{2 (‘),+ A,")
i=1

oi P, est une forme quadratique de ¢, ¢, .. ., 4.y el oo les R dé-
pendent uniquement de Gis 2y ¢, On feradis lors disparaitee los
dérivees dans les seconds membres, si 'on peut particulaviser In trans-
formation de telle facon que 'on ait identiquement

i—n

(16) ‘I’a+XRZ‘A;=0 (2=1,2,...,0)

'

Ces conditions, dont les premiers membres sont des formes quadra-
. . , . ' ' R . . . PR
Wquesde g, g, ..., 4, devant avoir licu quelles que soient ces dérivies,
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on aura, en égalant 4 zérvo les coefficients des diverses puissances
de oy durooer g,y i nombre plus grand d'équations définissant les
fonctions f,, f,, ..., [, et k. Ces équations seront en général trop nom-
breases, et le probléme ne pourra étee résolu que pour des systémes
particuliers,



