
PAUL APPELL
Remarques d’ordre analytique sur une nouvelle forme
des équations de la dynamique
Journal de mathématiques pures et appliquées 5e série, tome 7 (1901), p. 5-12.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1901_5_7__5_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1901_5_7__5_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


JOURNAL 
l)E 

MATHÉMATIQUES 

Remarques d'ordre analytique sur une nouvelle forme 
des équations de la Dynamique ; 

1. Comme nous l'avons montré dans un Mémoire inséré dans le 
premier fascicule de l'année 1900 de ce Recueil, 11η système matériel 
est caractérisé par la fonction 

où J désigne l'accélération du point de masse m : en appelant q,, 
q.
iy

..q
n
 les paramètres dont les variations virtuelles sont arbitraires, 

celte fonction S est une fonction du second degré de q\, q„ 
que l'on peut supposer réduite aux seuls termes en ...,^:les cocf-
iicienls de cette fonction peuvent dépendre de qn q2y..qn cl d'autres 
paramètres dont les variations virtuelles sont des fonctions linéaires et 
homogènes données des variations de qXy q2,..., q„. Pour un déplace-

PURES ET APPLIQUÉES 

PAR M. PAUL APPELL. 

% = -Yrni*, 



<» I». APPELL, 

ment virtuel arbitraire imprimé au système, la somme des travaux 
des forces appliquées est 

Q.*'/, + Q
3
%

2
-*-'··+* Qή*<1η· 

Dès lors les équations du mouvement s'écrivent 

^" = Q« (α = ι, 2, 

M. de Saint-Germain a proposé (Comptes rendus, t. C\X\, 
p. 1174? *900) d'appeler cette fonction S Y énergie d'accélération, 
par analogie avec le nom d'énergie cinétique ou énergie de vitesse 
donnée à la demi-force vive T. 

Nous nous proposons actuellement de montrer que la fonction S ne 
peut pas être choisie arbitrairement en fonction des paramètres sous 
les seules conditions du degrc en q\, q

%
,..q

u
 et q\, q\,..q

n
. La 

fonction S étant supposée connue, nous montrerons comment on peut 
en déduire les termes correctifs dans les équations de Lagrange; enfin 
nous donnerons quelques indications sur l'application des méthodes 
de transformation aux problèmes de dynamique auxquels les équa-
tions de Lagrange ne s'appliquent pas. 

Nous supposerons, pour simplifier, que les liaisons ne dépendent 
pas du temps et que les coefficients de S ne contiennent que q

s
, 

q.A,...,qn. 

2. D'après l'expression de S donnée dans le précédent Mémoire 

S=iY 

cette fonction est de la forme suivante : 

(0 s = ί(?;, q
2
,..</;,)+ψ,?",+Wû+...+· ψ,,?;, 

où 9 est une forme quadratique des q" 

(2) <f(q„ = 20/,Υίΐ/ (α,y = au), 
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<lonl les coefficients a
ti

 sont supposés dépendre uniquement de 
<h<>" ·» (lni et où ψ,, ψ

2
,..ψ

Λ
 sont des formes quadratiques en q\, 

q^ ..q'
n
 dont les coefficients dépendent aussi de q

x
, q

2
,..q„. 

La demi-force vive du système 

τ=;2/η(Λ?',+^+ί'ΐ) 

est une forme quadratique de q\, q'
2
,...,q

n
 dont les coefficients sont 

les mêmes que ceux de la forme φ, de sorte que 

(3) T = ?(?',>?«. ····?'.) =Σβ«?ί?'/· 

ce fait résulte du calcul même des deux fonctions S et T. Pour sim-
plifier l'écriture, nous ferons 

···>?«) = ?» 

è\9i> • ' •* Hu) — ?i y 
alors 

(0 S — ?2r · /ι + y2^2 ·+■ · · · -+■ 
Τ — ο 

3. Conditions nécessaires que doit remplir S. —■ Comme il est facile 
de le vérifier et comme nous l'avons montré à la fin du précédent Mé-
moire, on a identiquement 

/1 \ dT dS , dS , dS . 

Voyons ce que donne celte identité d'après les formes ( 4 ) de S et Τ : 
elle devient 

(β) 

éq\ y* df}\ y» dffu 

+Ψ.?'.+<Κ?ι+···+ψ„?;, 
do, H d'3{ H d'il 

4- a' <hl 4. a' ̂  H- 4- a' Êîl. 
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Ici le deuxième membre est l'expression développée de telle qu'elle 

résulte de ce fait que Τ dépend de/par l'intermédiaire dey',, q
t
,..q„, 

q%,qt, ..^q
u

. Or la première ligne du premier membre de (0) est 
identique à la première ligne du second, d'après une propriété élé-
mentaire des formes quadratiques. L'identité (6) se réduit donc à 

(:) +ψ, +i„?;,=^ y;+.. -+^ <ί,.· 

Cette relation doit avoir lieu quels que soient y,, q
u

, q
%% 

qt,..q
a

. Elle établit donc des relations nécessaires entre les coeffi-
cients des formes ψ,, ψ

2
,..ψ

η
 et les coefficients a,y de ç>,. Pour abré-

ger l'écriture, nous désignerons par une seule lettre les deux membres 
de l'identité (7), en posant 

(8) Es ̂  + · · · + ̂  î»^· ψΐ ΫΙ + Ij?', + · · · + 

cette fonction Ε est une forme cubique en q\, y2,..q
n

. 

4. Termes correctifs dans les équations de Lagrange. — L'iden-
tité (7) étant supposée remplie, cherchons une expression de la diffé-
rence 

■ V dl\dq\) 0qx ~ àq\ 

Comme nous avons posé Τ = o,, on a 

dl \dq\) dq,' 1' "t" dq\àq','<*+---+ dq, dq\ 'i> 

àq\ dq^s~^~ dq\ dq, "'~+~ ̂  ̂  Hni 

car^7 °u — dépend de / par l'intermédiaire de q
t1
 ...,q'

n
, q

t
, 

q21..qn. 
En explicitant la première ligne et tenant compte de l'expression 



Sin l* F. 50CYEJΛΛ FORME DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 9 

de K. on peut écrire 

lt ̂ w) ~ + + ' + é'i\ iiq,' 

D'autre pari 

dy, dy,' 

45. = 2(//,, H- Λ,2^2 4- .. . 4- <l%n(in) *+" ψ« ' 

La différence (9) appelée^, devient donc, après réduction, 

Λ| - w, ~ *i< ~ i'' 

On a de même, en posant 

**- dt\ôq'x) àr/% dqf 

(,o> -<></» 

Ceci posé, les équations du mouvement sont 

45.-o 

< >n peut donc les écrire 

15 (tí) £(iL\dt V ¿//i ) JT da* Q« + A, (a = i,a, 

où le terme A
a
 a pour expression la quantité (10). Ces quantités Δ

χ 

forment ce qu'on peut appeler les termes correctifs dans les équations 
de Lagrange. On voit que les équations de Lagrange pourront s'appli-
quer au système, si ces termes Δ* sont tous identiquement nuls. Ce 
fait se produit quand le système considéré est assujetti à des liaisons 
pouvant toutes être exprimées sous forme finie et que les paramètres 

Journ. de Math. (,>· série), lome VII. — Fasc. I, 1901. 2 
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sont de véritables coordonnées : d'après Hertz le système est alors dit 
holonôme. 

Si le système n'est pas Jioloiiome, le mouvement du système est le 
même que celui d'un système holonomc admettant même force vive· 2T 
que le premier et sollicité par Ses forces 

*«?!+· + ' φ ' 1 

Le fait qu'un système non Jioloiiomc et uri système holonomc 
peuvent avoir identiquement le même Τ se trouve démontré sur un 
exemple simple que nous avons donné dans le Journal ftir die reine 
und ançewandlc Mallwmalili, begrûndel von C relie, t. 122, p. 20*i. 

ό. Equations des forces vires : Vérification. — Les liaisons éiaul 
indépendantes du temps, l'équation des forces vives est 

(12) 7/7 — Q«(î\ ·+■ Q*+ fiu-

Pour déduire celle équation des équations (11) il faut multiplier 
la première de ces équations par y',, la deuxième par etc., la der-
nière par (j

u
 et ajouter. 

Ou obtient alors l'équation (12), parte qu'on a idenliqiieinenl 

( ' °>) Λ, q\ -hX
i

q'.
1
 + ...-r- V/, = o. 

Lu ell'el, d'après les expressions (10) des quantités et la déiinition 
de L |équation (#)'|, on a 

Λ, y, 4-1, q.Xq„ — (J
t
 ^~r -*-···+· y„ j-r ~ S L : 

ruais L étant homogène et du troisième degré en y',, q
t
,.. le 

deuxième membre est nul identiquement, d'après le théorème ties 
Jonctions homogènes. 

(). Application des méthodes de transformation. — Terminons 
par l'indication d'un problème qui se pose naturellement. Si les coin-
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posantes des force» Q„ Q„ Q„ dépendent uniquement de q„ 
y„,,.(ju et non de» vitesses, le» seconds membre» des équations du 
mou veinent (11) peuvent contenir néanmoins les vitesses, dans les 
termes quand le système n'est pas holonome : ces termes sont du 
second degré un q\, f/

2
,..., q],. 

î* eut-on faire disparaître les 1er men de relie nature eu faisant 
un changement de variables portant sur les paramètres et le 
temps? 

On pourrait, en particulier, essayer une transforma lion de la 
forme 

0-1) 

P *( α = ι, 2,..., 

di=h(q„q
t
,...,q„)dt

i 

l % " ait ' 

oil f
%
 et λ sont des fonctions de q

n
 q

2
, ..q

h
, ρ,

λ
 les nouveaux para-

inèlresel /, le nouveau temps. D'après un calcul que nous avons fait 
dans un article : Sur des transformai ions de moue eurent (Journal 
de Crelie, t. 110, p. Ί7), les équations du mouvement (ι i) prendront 
la forme 

(
·"

)
 fit, (dk)

 - £ "
φ* + 2K* ((-' + -V» 

oii Φ
β
 est une forme quadratique de q\,q'.,,q„, cl ou les dé-

pendent uniquement de qK, q.,,..., qtt. On fera dès lors disparaître les 
dérivées dans les seconds membres, si l'on peut particulariser la trans-
formation de telle façon que Ton ait identiquement 

(t(>) Φ
α

-+- Ra'4= <> (a = t, '2, .. //). 
1 

Ors conditions, dont les premiers membres sont des formes quadra-
tiques de ···>#«> devant avoir lieu quelles que soient ces dérivées, 



12 P. AIM'ELL.— St'tt UNE NOUVELLE FOHUE DES ÉQUATIONS, ETC. 

ou aura, en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances 
de un nombre plus grand d'équations définissant les 
fonctions/i,/4,.. et λ. Ces équations seront en général trop nom-
breuses, et le problème ne pourra èire résolu que pour des systèmes 
particuliers. 


