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EQUILIBRE RELATIF D'UNE MASSE FLUIDE. 331

Sur la stabilité de U'équilibre relatif’ d’une masse fluide

animée d’'un mouvement de rotation ;

Paz M. P. DUHEM.

L.agrange a montré qu'un systéme soumis a des forces qui dérivent
d'un potentiel, et qui se trouve en équilibre absolu, est en équilibre
stable lorsque le potentiel est minimum. Sa démonstration, fondée
sur la considération des petits mouvements, ne prouve, en réalité, ni
(que cetle condition soit nécessaire pour la stabilité de I'équilibre, ni
(qu’elle soit suffisante. Le caractére suffisant de cette condition a été
établi d’une manicre enti¢rement rigoureuse et trés simple par Lejeunc-
Dirichlet ; sa démonstration est aujourd’hui classique.

Les conditions de stabilit¢ de 'équilibre relatif en une masse qui
tourne d’'un mouvement uniforme autour d’un axe ont été établies
jusqu'ici par la seule considération des petits mouvements; cette
méthode préte aux mémes objections que la méthode suivie par
Lagrange dans le cas de I'équilibre absolu.

Nous nous proposons de trouver ici, par un artifice semblable i
celui de Lejeune-Dirichlet, un caractére qui suffit, au moins sous cer-
taines conditions, & assurer cette stabilité.

1. Equilibre relatif d’un systéme animé d’un mouvement
de rotation uniforme,

Supposons qu'un systéme quelconque soit animé d’un mouvement
e rotation uniforme, de vitesse angulaire w,, autour d'un axe que
Journ. de Math. (5 séric), tome VII. — Fasc, III, tgor. /l3
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nous prendrons pour axe des 5. On sait que les conditions de I'équilibre
relatif de cette masse s'obtiendront en écrivant que les équations de la
staticque sont vérifiées lorsqu’on adjoint aux forces extérieures appli-
(quées 4 la masse fluide la force centrifuge appliquée i chaque masse
clémentaire dm g les composantes de cette force sont

(1) Nedm = o} e dm, Y.dm = o3y dm, Z.=o.

Désignons par 7 le potentiel interne du systéme; par ¢ la variation
que subit ce potentiel dans une modification virtuelle sans variation de
lempérature; par e, le travail eflectué, dans la méme modilication,
par les actions extérieures, actions dont le moment par rapport ¢ Oz
est supposé constamment nul; par de. le travail des forces centrifuges,
(qui se réduit &

(2) de, = wﬁf(a; sz + y Sy ) dm.

Les conditions de I'équilibre relatif s'obtiendront en écrivant que
I'on a, pour toute modification isothermique virtuelle 4 partir de I'état
considére,

(3) de,+ de,— 25 = o.
Supposons le systéme animé d'un mouvement quelconque. La
vitesse d'un point P de la masse ¢lémenlaire dm, a un instant donné,

sc composc d'unc vitesse perpendiculaire au plan qui passe par le
point P et I'axc des 5 et d’une vitesse situce dans cc plan ct, partant,

1
rencontrant ['axe des 53 désignons la premiére par o(z* +y*) ct la
seconde par 9. La force vive du systéme sera alors

(4) @:%j]’w"(.c’—i—ﬂ)+;a"]dm

et le moment de la quantité de mouvement par rapport i I'axe des s
sera

(3)  M=fa(a+yydm.
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Dans une modification quelconque du mouvement du systéme,
M ¢prouve une variation

(6) oM = 3)./0)(.1; x + yoy)dm +](:.:," -+ oo dm.

Supposons que la modification soil produite & partir d’un état on le
fluide est animé d’'un mouvement de rotation uniforme autour de I'axe
des 55 alors, pour tous les ¢léments dm, o a la méme valeur w,; sup-
posons, en outre, (u'en cette modification, M doive garder une valeur
invariable; nous aurons I'¢galité

(7) Qw”f(.c o+ yoy)ydm +f(;v’-’ + %) o dm = o.
(lonsidérons maintenant la quantité
L Y Y 2
(8) W __zfu (€ + y*)dm.

Dans une modification quelconque du mouvement, celle quantité
éprouve une variation

(9) W= l'wa(:ﬁ ex + y 8y )dm +fco (x* 4+ y*) 8w dm.

Si I'¢tat initial du systéme est un ¢état de rotation uniforme, de
vilesse angulaire w,, autour de I'axe des s, cette égalité devient

(10) ¢eW = w;,"/(:z: Sz + y Sy )dm + mof(:/c’ + ) wdm.

Si, en outre, le moment M de la quantité de mouvement est supposé
nvariable, on a I'égalité (7), et I'égalité précédente devient

() S\V-———w'jf(wéw—{—yay)dm
ou, selon (2)‘,

(12) W = — d&,.
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Dés lors, on voit que la condition (3) peut étre remplacée pav la
suivante : Pour qu’un systéme animé d’un mouvement de rotation
uniforme, de vitesse angulaire w,, autour de Vaxe des z, soit en
équilibre relatif dans un certain état, il faut et il suffit que Uon ait
I’égalité

(13) de,— (i + W) =0

en toule modification virtuelle, imposée au systéme a partir de cet
état, qui laisse invariable la température de chaque élément dm et
qui peut, pour chacun de ces éléments, faire varier w, tout en lais-
sant invariable la quantité M.

2. Critérium de stabilité de I’équilibre relatif.

Supposons maintenant que les forces extéricures appliquées au
systéme admettent un potentiel Q :

(14) de,= — ¢Q,

cas auquel I'égalité (13) pourra s’écrire

(13) 80 =8(5+Q+ W) =o,
en posant

(16) O=35+Q+ W,

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

Si Uétat d’équilibre relatif considéré fait prendre a la gran-
deur @ une valeur minimum parmi toutes celles gu’elle peut prendre
en des élals voisins du systéme, otu chaque élément a la méme tem-
pérature et ot la quantité M a la méme valeur, Uéquilibre relalif
est stable pour tout dérangement initial qui n’altére ni la tempéra-
ture de chaque élément, ni le moment de la quantité de mouvement,
et sous la condition que, pendant le mouvement, chaque élément
garde une température invariable.
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Dans cet ¢énoncé, deux états, susceptibles de coincider par une
simple rotation autour de I'axe des z, ne sont pas considérés comme
deux états distincts, mais comme un méme état.

La grandeur @ n'étant déterminée qu'a une constante prés, nous
pouvons déterminer cette constante de telle sorte que, dans Iétat
d’équilibre considéré, ® = o.

Donnons au systéme un dérangement initial soumis aux conditions
indiquées dans I'énoncé; les grandeurs ¢, Q, W, @ prennent, 4
I'instant ¢,, 4 la suite de ce dérangement, des valeurs 4,, Q,, W, ®,;
la vitesse ¢, qui était nulle dans I'état d'équilibre relatif, prend une
valeur 9, et, selon les égalités (4) ct (8), la force vive initiale a la
valeur '

(17) =W, + %f?'fdm.

Durant le mouvement pris par le systéme & partir de cette pertur-
bation, la température de chaque élément de masse dm demeure
invariable; dés lors, nous pouvons écrire, 4 chaque instant ¢ de cc
mouvement,

(18) F4+Q+C€=75+Q,+€ +0,

o ttant le travail effectué par les actions de viscosité entre I'instant ¢,
oll la perturbation a pris fin, et I'instant considéré ¢.
En vertu des ¢galités (4), (8), (16) et (17), cette égalité peut
s'éerire
® + éj;&’dm:‘l’. + ;-f"a';'dm +10

ou bien encore
(19) @+ [¢rdm—0=0,+] [¢idm.

En outre, comme les actions extérieures auxquelles le systéme est
soumis sont suppostes de moment nul par rapport 4 Oz, le moment
de la quantité de mouvement du systéme par rapport au méme axe
demeurera égal 4 M,

Nous allons rapporter chaque point matériel & des coordonnées
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«ui ne changent pas lorsque le systéme subit une rotation d'cnsemble
autour de P'axe des s, une telle rotation étant considérée comme ne
changeant en rien I'état du systéme.

I.es coordonnées que nous adopterons sont les suivantes :

l.a coordonnée 3 .

s distance rr = (.L'2+)’2){' al'axe des 53

L’angle 4 que fait un plan passant par I'axe des z et le point maté-
riel considéré avec un plan passant par 'axe des 5 et un point matéricl
choisi une fois pour toutes.

Désignons par r,, 4o, 3, les coordonnées d'un point de la parti-
cule dm dans I'étal d’équilibre relatif ;

Par r,, 4,, 5, les coordonnées de la méme masse matérielle i
I'instant ¢, ; par w, sa vitesse angulaire de rotation autour de Oz au
méme instant;

Par r, §, z les coordonnées du méme élément 4 un instant quel-
conque Z; par w la vitessc angulaire de rotation au méme instant.

Soient ¢, o, 7, %, /, des quantités positives quelcongues.

Nous allons prouver que I'on peut choisir pour ¢,, oy, 7,, ¢,, /, des
valeurs positives si peliles que les conditions

slwi—wot<"'l7 i?||</n lrd_"0|<'~7n
H‘!'—q’o|<'/.l' |2, — 3, <&,

cntrainent nécessairement les inégalilés

(20)

f[ 0 —o,|dm <z,
/I r—ry|dm< s,

(21) 14 = doldm <7,
/] 35— 5,|dm <X,
[1gtdm< f,

quel que soit I'instant ¢, postérieur 4 ¢,, que I'on considére.
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Il est clair que la proposition énoncée sera vraie « fortiori sil'on
remplace pour la démonstration les quantités €, 7, 7, { par des quan-
tiés positives plus petites; or, comme, par hypothése, pour

(22) w=0, r=r, %Y=%, =3,

@ atteint une valeur minimum parmi toutes celles qui correspondent
i la méme valeur de M et que cette valeur minimum est nulle, on peut
toujours prendre pour ¢, ¢, 7, £, des valeurs positives assez pelites
pour que I'on soil assuré davoir

®>o0
Loutes les fois qque I'on a, avec la valeur considérée de M,
Jl o —wdm e,
j] rr—ry|dm?ss,
[14 =l dmsy,
f[: —~ Soldm <3,

sauf dans le cas particulier ot toutes les égalités (22) seront simulta-
nément vérifiées pour Loutes les masses élémentaires du systéme.

Supposons ¢, 3, 7, { choisis de la sorte.

Considérons I'ensemble des valeurs prises par @ dans les divers
¢lats E du systéme que définissent les conditions suivantes :

Le moment de la quantité de mouvement par rapport & Qs est
cgal i M;

I.’une au moins des égalités

f{w——-wddm:a, f|?ldm=f,
f[r — rydm =g, fl'-ll-— $oldm =+, f{: — Spldm =7

est vérifiée,
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Celles de ces égalités qui ne sont pas vérifiées sont remplacées par les
inégalités (21) qui leur correspondent.

L’ensemble de ces valeurs de ® admet forcément une limite infé-
rieure positive P.

On peut toujours supposer, tout d’abord, que ’on ait pris poure,,
JS1s %4y 7.4s &y des quantités assez petites pour que I'on ait

fl“h — o |dm<e,
[ir, = rgdm<a,
Sl = tdm <,
[lz= sjdm <2,
S1ztdm <.

Dés lors, 4 aucun moment, I'une des inégalités (21) ne pourra cesser
d’étre vérifiée, &4 moins qu'a un instant ¢, compris entre linstant ¢, et
ce moment, le systéme n’ait pass¢ par un des étals que nous avons
désignés par I, 11 suffit donc de prouver que I'on peut prendre¢,, o,
711 Gy f4 assez petits pour qu’a aucun instant ¢, postérieur 4 ¢,, le
systéme ne puisse atteindre un état E; et pour cela, il suffit de démon-
trer qu'on peut prendre ces quantités assez pelites pour qu'a aucun
instant ¢, postérieur & ¢,, ® ne puisse atteindre la valeur P,

Or cela est évident.

On peut, en effet, donner & ces quantités des valeurs assez petites
pour que I'on ait

@+ [rrdm<P.

Alors, si 4 un instant f, postérieur 4 ¢,, & pouvait atteindre la
valeur P, le premier membre de I'égalité (19) serait au moins égal
a P, tandis que le second membre serait inféricur 4 P; 'égalité (19)
ne pourrait donc avoir lieu.
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8. Variation premiére, pour une masse fluide,
de 1a fonetion (W + 5+ ©).

Nous nous proposons d appliquer cette proposition i une masse
fluide animée d'un moavement de rotation uniforme.

Nous sommes ainsi conduits 4 rechercher les conditions nécessaires
et suffisantes pour que la fonction

F4+R+W

prenne une valeur minimum parmi celles qui peuvent correspondre i
une méme valeur de M.

Si P'on désigne par S Ja surface qui limite le systéme, par #, la nor-
male i cette surface vers extéricur du fluide, par D, Dy, Ds les
composantes du déplacement virtuel d'un point de la surface 8; si
I'on pose

(23) A== cos(n,x)Dx + cos(n, y)Dy + cos(n, ) Ds;

enfin, si P'on désigne par de un ¢élément du volume occupé par le
svstéme, on a, en appliquant le procédé d'Ostrogradsky o I'éga-
livd (3),

(24) M= f(u;'-’ +y*) (p 20 + w3z )dor -+ f(;:;2 + ¥*)ewAdS,
la premicre intégrale s'élendant au volume du systéme el la seconde 4

la surface qui le termine.
La méme méthode, appliquée a I'égalité (8), donne

25y 2\W — P 2 2 a2, o 2 2y A (S

(25) oW —f(o(.b +y )(pow+;or)dax+aj(_w +y*)pw*Ads.
Ces {galités sont générales; mais si, avant la variation, la vitesse

angulaire de rotation o a la méme valeur w, pour tous les points du

Journ. de Math. (53¢ série), tome VII, - Fasc. IIL, 1go1. /l/l
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svsténie, on peul éerire
w2 (" . “s n? ‘ ;
(26) W= — %’-/(x‘-i-y-‘)a;dm - ‘—;l/(w’+y‘),:AdS + 0,2\

et, si M est assujetti & demeurer invariable dans la modification con-
sidérce,

(27) 8\\’:——%’-/(.’1,'”+y")39dm - Gf(J, +y*)zAdS.

Quant & 2(F + Q), son expression a été donnée ailleurs.(*), sous
la condition que la température du fluide soit uniforme. Supposons,
pour simplifier, que la variable s, introduite en cet endroit, n'inter-
vienne pas. Nous aurons, en désignant par V la fonction potentielle
intéricure, par U la fonction potentielle extéricure, par o V'action
comprimante,

‘ i+ Q)= /[;;%(.GC) +V4+U-— p'.L,r ss do
('_’3) < ¢ , f -
f + [T6(V+ U+ 1)+ PJads.

I égalite

(15) 3F+W+Q) =0

devient alors

| g/to ,-)+V+l)—-p,,1,__ﬁ(b 4_},)]6
(29)

( _*_flp[\l + U4 *'(L +)/)]+P2 AdS = o.

(') Sur la stabilité de Uéquilibre d’une masse fluide dont les éléments sont
soumdis & leurs actions mutuelles [égalité (31)]. (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 5¢ série, . 111, p, 1593 1897.)
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Cette égalité (30) doit avoir licu sous les deux conditions suivantes :
1 La masse du fluide demeure invariable :

(30) '/lf?p do +/'9Ad5 = 0.

2" La quantité¢ M garde une valeur invariable, ce (ui peut s’éerire,
en vertu de Pégalité (24),

\' wo/'(,w’-’-y”)f),cdm + m‘,]‘p(w"-i-y“)AtlS
" (31) oo .
| -f-/p(w’-i-_y’)aw doy = o,

Mais il est inutile de mentionner cette derniére condition; en effet,
quelle que soit la valeur de ¢ en chaque point du volume fluide,
quelle que soit la valeur de A en chaque point de la surface terminale,
on peut toujours choisir la valeur de Sw, qui ne figure point dans les
égalits (29) et (30), de telle sorte que la condition (31) soit vérifice.
On retombe alors sur un probléme analogue & celui que nous avons
trait¢ dans notre ¢erit précédemment cité et Pon parvient au résultat
suvant :

1l existe une constante C telle que Uon ait :
1" En tout point de la surface terminale du fluide, l'égalité

(‘12) p[V+U+I’,-— ‘j;i(w'=+,f2)]+v+,oczo;
2 En tout point de la masse fluide, I’égalité

Q. ) Y T )2 K}

(33) 5;(94)+V+b —peb— 2 (a2 4 y?) 4+ C=o.

Ce sont les conditions nécessaires ct suffisantes pour que le fluide,
anim¢ d’un mouvement de rotation uniforme, soit en équilibre relatif,
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4. Variation seconde de la fonction (W 7+ ).

De I'égalité (24) on déduit

(34) +/.3290)(.7;1);1;+y])_y)+(w“+y’)
[-~(«w)DL+ - (p0)Dy + (vw)l), '_\//5

+fpw(cc“+yg) D(AdS).

Dans le cas o, initialement, © a e¢n tout point la méme valeur o,

M= [(@+ ) (p8 e + 28p80)do
o, [(a*+ y*) & dw
+ 2/'(11;2+y”)93coAdS + a(o,,f(:c'-’ + y*)8sAdS
+ 0, / '[29(w Dx +yDy)
+ (5" + y )( % Dio + % Dy + % Je D.)]_ws

+ w‘,f(;l;'-’—i-y“).oD(AdS).

(33) /

Si la variation considérée cst assujettic & laisser M invariable, on
devra avoir

(36) &M = o.
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IEn partant de I'égalité (25), nous trouvons

(z* +)?) (0% 6p + 2pw Sw)AdS

(3-) + [lw*(@Da+yDy)

+ 5 [+ y")pe* D(AdS).

Y

Dans le cas ou, initialement, @ a, en tout point, la méme valeur w,,

BW= j(dc + y*) s (Sw)*

wo, [@ ) (addm + 80+ 23 do
+ [y ) (008 +2p30)4dS
+ /'[pw,,(xnx+yny)

+ mo(xﬂ-*-yz)( D.Z‘-*- d7 D)/-i- D:

2

| + 1 [ (@ +y)s0,D(AdS)].

(38)

W= /(L‘ +y’)[p(3w)’+ 20 8pdw + sw st + %2329] doy

+‘Z' +v [ (dmg)D‘L_i___(rw?)D)/.*__—(um )D ] A([S

Si, en oulre, la variation doit laisser invariable la quantité M, cas

auquel I'¢galite (36) est vérifice, on a

- o} [(J) +y*)8p + p(xDac +yDy)

(39) « + x4 y? (()1’ Dx-i- D)/—(— d D )]Ads

2

- %?f(xﬂ.+yﬂ),oD<Ads>.

&W = f(w“—i-y”)p(‘@w)”dw— "_;Ef(:r;“+y"')3"p(lm
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Quant & DPexpression de é*(F+Q), nous 'avons déja formée
ailleurs (*) sous la condition que la température du fluide soit uni-
forme; en laissant de coté la variable s, introduite en cet endroit, ct
cn gardant les notations uis'y trouvent employces,

B +Q)= f(\’—i—U-{—‘C-f—p‘—;;-—pA,)a”p(lm
+//‘ +U+'C+p'—)-‘-—— °L)
x@%+&ﬂh+ﬁﬁv+ﬁDQMﬁ

(f0) +pr+U+Q+HD@&)
+f 9 pg::;’——zzl.,— 01”) (op)*dw

—fP[(XH- XDz + (Y;+ Y )Dy + (Z,+ 7,)Ds]AdS

+2Y.

Ainsi donc, pourvu :

1° Que la température uniforme du fluide demeure constante du-
rant la variation virtuelle;

2 Que la quantité o ait, initialement, la méme valeur w, en tous
les points de la masse fluide;

3° Quc la variation virtuelle laisse invariable la quantité M ;

nous pouvons éerire les expressions (39) et (40) de ¢*'W et de
2*(% + Q): en les réunissant, nous aurons I'expression de

(F+Q+W).
Désignons par

XU = wﬁx, Yc= wﬁy, ZL, =0

() Sur la stabilité de Uéquilibre d’une masse fluide dont les éléments sont
sowumis @ leurs actions mutuelles [égalité (57)]. (Journal de Mathématiques,
5e série, L, 11, p. 16g; 1897.)
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les composantes du champ centrifuge, et posons

\ ~x = X;+ X+ X,,
(11) 5 =Y +Y, +Y,

2 =Li+71,+12,.
Nous aurons

—+—f[\’+U+ 2(5‘4 ~.c.,t,—"7;§(.z"+)'”)‘ '

()4 ()J

x(zoc+ “ D + - Dy+—~ .)A(IS\

Y P w? N :
= / lV—}-L—}-a;(pC)-a.c,,L— ;—(:/;’—i—y‘)Jo’pzlm (1)

(2)

() { +[§;{V+U+‘4—";—"(x='+y=)_|+P;D(_MS) (3)

+ [ ale (€= ()
~ [¢(x Dz + 5Dy +2Ds)adS

' +2Y

l +/(;c”+y’),c(3w)2dw

(7)

La masse du fluide doit, dans la modilication virtuelle considérée,
demeurer invariable, ce qui entraine Pégalité (30) et celle-ci, qui s’en

déduit

(13) +/<239+-3£D;1;+())—‘1D +':'))'§ :)A(lS
.’\ +fp])(AdS) = 0.

L’expression (42) de ¢*(F + Q + W) se simplific beaucoup dans le
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cas ot 'état initial de la masse fluide estun état d'équilibre relatif; dans
ce cas, en clfet, les égalités (32) et (33) transforment les termes (1),
(2) et (3) de Pexpression (42) en

-—-CI f?,‘ dw

+f(23 -4—5)1]) 4+ 5o )" l)y+‘)’ l)e) AdS
+ [+D(ads) |

el, en vertu de égalité (43), cette derniére expression se réduit & o,

Si done, & partir d’un état d’équilibre relatif ol tous ses points
lournent avee la méme vitesse angulaire », autour de I'axe des z, une
masse fluide ¢prouve une variation virtuelle (ui laisse invariable la
temperature de chaque ¢lément et qui ne change pas la valeur de la
quantit¢ M, on a

PG+ Q+ W)= f(: +y*) ¢(P0)* do

(44) - [ St~ )1y do
’ ~f9(~\‘- Dz + 5Dy +¢Dz)AdS

+2Y.

Les variations qui figurent au second membre sont lices par les
condilions

(30) [ do+ [padS = o,
‘3 =0 [f(.L +y%)¢ dm+f(w"+y‘-’),sAdS]

5) (

(,
‘ ( —i—f(w*-i-y’)paw dwo = o.



EQUILIBRE RELATIF D'UNE MASSE FLUIDE. 341

5. Conditions pour que la fonction (7 + 2 + W) soit un minimum.

Pour que, dans I'é¢tat d’équilibre initial, la fonction (% + Q + W)
ait une valeur minimum parmi toutes celles qu’elle peut prendre sans
(que la température de chaque ¢lément éprouve aucun changement et
sans quc la valeur de M éprouve de variations, il faut et il suffit que le
sccond membre de P'égalité (44) soit positif toutes les fois que les éga-
lités (30) et (45) sont vérifiées.

Quelques propositions s’apercoivent immédiatement et, en premicr
licu, celle-ci :

Pour que la fonction (3 + Q~+ V) soit minimum dans les cond:-
tions indiquces, 1. st que Uon ait

(46) f 5’; (6 — &)](Sp)*ds — f (X di+5dy+2d3)AdS +2Y >0
en toule variation virtuelle o Uon a
(47) fapdm—i—prdS:o.

Dans le cas ol les divers ¢léments du fluide n’exercent I'un sur
I'autre aucune action ct oli, par conséquent, & =o0, Y =0, nous
savons (') remplacer celte condition par d'autres. Si I'on tient compte
de ces résultats et de ceux qui ont é1¢ ¢tablis au § 2 du présent éerit,
on peut énoncer le théoréme suivant :

Considérons une masse fluide dont les divers éléments n’exercent
les uns sur les autres aucune action; supposons que tous les élé-
ments gui formenl celle masse lournenl avec une méme vilesse
angulaire autour de l'axe des = et que la masse fluide soit en équi-
libre relatif; cet équilibre sera assurément stable pour toul déran-

(*) Sur la stabilité de Uéquilibre des corps flotlants, Chap. 1, § 5 et 7
(Journal de Mathématiques, 5° série, 1. 1, p. 131; 1895).

Journ. de Math. (3¢ série), tome VII. — Fasc. I1I, sgo1, /45
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gemend qui i’ altézre pas le moment de la quantité de mouvement, xi
les deter conditions suicantes sont remplies :
17 La quantité

. .,
(%) ",,” i)

w’esl négative en aueun poind de la masse fluide; les points oi elle
st nulle ne forment pas un domaine conting a trois dimensions,
2" La quantité

(19) Koo = N CO5( 1,y 01 ) = FCO8(H, Y )+ 2 CO5(N,, )

1’ est positive en aucun poind de la surface libre du fluide; les points
ot elle est nulle ne forment pus sur celle sur-face une aire continue.

I est permis de supposer gue Fon a. en tont point de la ugisse
Muids,
hY
(/10 Rt § A
mais alors la condition ({5 exige que Von ait I'égalit

(30) /(.1:“ +3y?)ods —/(.f:‘-' =)2)pAdS =0

On voit done que, pour que la fonction ® =35+ + N wit une
ralear minimum dans les conditions indiquies, il est nécessaire gque
o1 ait

\ /}I (‘/-“-‘)I(:’:':‘;"'/,/m

v

' —-j,(.\: Ds 25Dy —2D2)0d5 +2Y >0,
toules les fuis que Uon a les deas cyalitis
(30) j 3z des + / £AdS = 0,

(50) f( . "‘)") 7 do ‘*‘f(”'z’*'.yz)?‘s’/s = 0.
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Pour que cetle condition soit remplic, certaines autres conditions
sont nicessaires; clles peuvent éire élablies suivant des raisonnemenis
que nous avons indiqués ailleurs (*) et qu'il suffit de modificr trés
légérement.

Parmi ces conditions nécessaires, celles-ci sont lout & fait giéné-
rales :

1* La quantité

ne doil élre négative en aucun point de la masse fluide;

2° La quantité 3%, définie par Uégalilé (49), ne doit étre posi-
tive en aucun point de la surface du fluide.

Lorsque les divers ¢éléments de la masse fluide n’exercent les uns
sur les autres aucune aclion, on peut trouver les conditions néces-
saires et suffisantes pour que incgalité (51) soit conséquence dex
cgalités (30) et (50); ces conditions sont lessuivantes :

1° La quantité

12 ..
VL (5%)

',5?.' )

n'est négative en aucun point du fluide; les points ot elle est nulle
ne peavent remplir un volume &’une maniére continue;

(') Sur la stabilité de Uéquilibre d’une masse fluide dont les éléments sont
soumis @ leurs actions mutuelles, § b (Journal de Mathématiques pures et
appliqudées, 3¢ série, b, 1L, p. 1745 1897). La [onction « introduite i la p, 175
devra étre soumise non aux conditions (64) et (63 ), mais aux conditions

fu dw =o, j (r*+y)udv=o,

e méme, la fonction « introduite a la p. 177 devra étre soumise non aux
conditions (G8) et (69), mais aux conditions

fuda:o, 'f(.z"—i-y’)uda: o.

La condition indiquée sous la rubrique 29, a lap, 175 et & la p. 177, doit étre
supprimée aussi bien dans 'écrit auquel nous renvoyons en ce moment que dans
le présent éeril,
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2° La quantité 3, r'est posilive en aucun point de la surface
libre du fluide; les points de cette surface ok elle est nulle ne
peuvent remplir une aire d’une maniére conlinue.

Ces conditions sont identiques aux conditions suffisantes trouvées il
y a un instant. Donc, dans le cas oi les divers éléments du fluide
r’agissent pas les uns sur les autres, nous connaissons les conditions
nécessaires et suffisantes pour que I’état d’équilibre relatif corres-
ponde @ une valeur minimum de (5 + R + W) parmi toutes celles
que celle quantité peul prendre sans changement dans la tempéra-
ture des dicers éléments et sans variation de M.

Ce que nous avons démontré an § 2 nous permet d’affirmer que
I'équilibre relatif est certainement stable pour tous les dérangements
qui n’altérent nila température T de chaque élément, ni la valeur de M
lorsqu’il fait prendre & I'expression @ = 7 +  + W une valeur mini-
mum parmi toutes celles qui correspondent aux mémes valeurs de T
ct de M. Mais nous n’avons pas démontré la réciproque de ce théo-
réme; nous n'avons pas démontré que @ devait nécessairement, cn
I'état d’équilibre relatif considéré, prendre une telle valeur minimum
si 'on voulait que cet équilibre fiit stable.

On sait quelles difficultés rencontre, dans le cas de I'équilibre
absolu, la démonstration de cette réciproque; les difficultés ne sau-
raient étre moindres lorsqu’il s'agit de I'équilibre relatif. Nous nous
contenterons donc de postulericila légitimité de cette réciproque, légi-
timité que I'étude des petits mouvements rend trés vraisemblable.

Moyennant ce postulat, les conditions qui sont nécessaires pour
que & soit minimum en 1’¢tat d’équilibre relatif considéré et sous les
conditions indiquées se transforment en conditions nécessaires pour
la stabilité de cet équilibre; alors sont légitimées les conclusions que
nous avions formulées autrefois ().

(*) Sur la stabilité de Uéquilibre d'une masse fluide dont les éléments sont
soumis a leurs actions mutuelles, § 8 (Journal de Mathématiques, 5° série,

t. III, p. 189; 1897).




