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SUR LA GEOMETRIE A 72 DIMENSIONS. 259

Sur la Géométric ¢ n dimensions ;

Par M. LOVETT.

Dans les spéculations des géométres sur la Géométrie de Pespace 4
n dimensions on peut distinguer plusicurs directions, qui cependant
se coupent souvenl; on signale les calégories suivantes :

1° L'extension directe de la Géométrie de Descarles; cetle extension
west qu'une forme convenable de phraséologic; & ce point de vue
I'espace & plusicurs dimensions n’est qu’un ensemble analytique et sa
(iéomélric n'est u’une interprétation géométrique de faits ct for-
mules analytiques; sous cette forme P'espace & n dimensions provint
des esprils de Grassmann, Cayley, Gauss et Cauchy, et il est probable
(qu’Fuler et Lagrange furent familiers avec cette idée;

2° La géncralisation des notions et des problémes de la Géomeétrie
métrique ou projective de l'espace ordinaive; les Mémoires de
MM. Jordan, d'Ovidio et Veronese donnent des exemples de ce
groupe d'invesligations;

3" La wansformation des espaces ordinaires visuels i deux ou trois
dimensions en multiplicités & dimensions plus hautes ou plus petites en
remplagant le point ou son ¢lément dualistique par d’autees éléments
d’espace : par exemple la Géométrie de droites de Pliicher, la Géome-
tric de spheres de Lie, la Géométrie a cing dimensions de toutes les
coniques du plan comme un auxiliaire 4 la théorie de vis de M. Ball;
celle calégorie des géometres est peut-&tre la plus conercue;

4° La théorie des correspondances birationnelles entre les ensembles

Journ, de Math. (5 sérvie), tome VII. — Fase, III, 1go1, 3/;
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4 n dimensions, ce qui a été I'objet des recherches de MM. Brill,
Kantor et No:ther;

5° L'extension des méthodes de la Géométrie différentielle ordi-
naire aux espaces & plusicurs dimensions; cetle classe contient les tra-
vaux de Beltrami et Christoffel, de MM. Bianchi, Cesiro ct Ricci, et
les contributions récentes de M. Darboux et de ses éléves;

G* L'interprétation donnée a la Géomeétrie & n dimensions par la
théorie des groupes continus; dans cette catégorie sont les Mémoires
bien connus de Lic, et de MM. Klein ct Poincaré;

7* La Gcéométrie absolue d'espace; ici on trouve la dissertation
céléhre de Riemann, les Mémoires de Helmholtz et Lie, etle Traits
de M. Veronese;

8° La Gcéométrie descriptive de I'espace a plusicurs dimensions
dont on trouve les ¢léments dans les travaux de MM. Schlegel, Segre,
Stringham ct Veronesc;

o° La Cinémalique des espaces i n dimensions développée dans les
Mémoires de Beltrami, Clifford et M. Jordan.

On se propose ici de faire quelques applications de la théorie des
aroupes continus linis ¢t infinis & la Géométrie de I'espace i un nombre
(queleonque de dimensions.

I. — Construction de la Géométrie euclidienne de 'espace
4 n dimensions.

M. Poincaré a donné une trés belle application de la méthode de
Lic, en déterminant les Géomeétries quadratiques 4 deux dimensions
(Bulletin de la Société mathématique de France, . XV, p. 203-213).

Le Chapitre suivant expose la méme théoric pour une Géométric
quelconque et construit la Géométrie cuclidienne 4 o dimensions.

Nous allons faire les hypothéses suivantes par rapport i I'espace :

1 Soit I'espace unc multiplicité de n dimensions; c’est-a-dire,
soicnt 2 choses indépendantes nécessaires et sufflisantes pour détermi-
ner la position d'un ¢lément de la multiplicité; ces 22 choses indépen-
dantes sont nommdes les coordonnées de I’élément ;

2¢ Soil gn(n +1) le nombre de degrés de liberté d’une figure de
la multiplicité dans la multiplicité; c’est-a-dire, soient jn(n+1)
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choses indépendantes nécessaires ct suffisantes pour fixer la position
d’un corps rigide; ces ;n(n + 1) choses indépendantes sont nommées
les paramétres de la figure.

Il est convenable de nommer I'¢lément un point et de désigner ses
coordonnées par x,, ,, ..., z,. Considérons une figure quelconque
qui contienl ce point ct soient oy, 2, ..., %y

10ney, k05 paramétres de la
ligure. Soient x, x,, ..., x, les coordonnées de la position nouvelle
du point (x,,x,, ..., x,) dans la position nouvelle de la figure.
Ona

" — r g b '-—‘ ’ .
) T, = 5i( Ly Ty evny Ly Oyy Bgy v vvy %) (i=1y2,y..,n0)
]

. |
v=gzn(n+1).

L'opération changeant (x,, ,, ..., z,) en (4,,%,, ..., %) représente
un des mouvements d’une figure & 2 dimensions; ensemble de ces
opérations forme un groupe continu & 37 (n + 1) paramétres. Parmi
ces opérations on doit trouver la transformation identique; donc il
doit y avoir un systéme de paramétres tel qu'on ait

d r — Y
2= Ly crey = Ly

(2)

FA
SV

=&y,

Sans perdre de généralité on peut supposer que cc systéme particulier
de paramétres soit le suivant

(3) oy =Upy=.., =02,=0,

Une transformation infinitésimale du groupe est unc transformation
dont les paramétres ne different que par des quantités infinitésimales
des paramétres qui produisent la transformation identique; dans le
cas (3) on obtient la transformation infinitésimale en donnant des
valeurs infinit¢simales aux paramétres; c'est-i-dire, par une telle
transformation z,, x,, ..., z, sont changées cn

v
4 3
(1) x‘;+2iajg’;’; (t=12..,n); v=3in(n+1),
1



202 LOVETT.

rcspccli\'cmcnt (dans les dérivées partielles il faut poser les «,, «,, ..., 2,
¢gales & zéro).
in éerivant

. o9 )
(3) Pi= 5o (i=1,2,..., 1),
le svmbole bien connu de la transformation infinitésimale (4) est

(6) 1—2‘1)2//;}7/—

oucen posanl

n

J% .
(',') 'li=z’/’/()1/, (L: Iy2y.0.0,v),

une transformation infinitésimale quelconque s'éerit

(8) i ’:‘-'2"“,':][.

D’apreés un théoréme fondamental de Lie, on a

(9) (J:d;) =2‘7‘ij1f']/: (=12, )
1

ol
_ S /0 L L),

(10) (Jid;) "2,1 (d/); drp  Omy ’)P/-)

ctles A sont des constantes. Il 'y a t[n*(n +1)* — 20(n + 1)] de
ces équations (9), mais les 5[ n*(n+1)"— 2n*(n+1)?| quan-
lités A, ne sonl pas lout & fail arbitraires, parce que les

wlnt(n+1)" = 6n*(n 4+ 1) + 8n(n +1)|
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identités de Jacohi
(1) [T+ DI+ =0 (i), k=n1,2,...,9)

ont lieu.

Tous les systémes de quantités J; qui satisfont aux équations ()
et (11) donnent des espaces dont les mouvements infinitésimaux indé-
pendants se représentent respectivement par les transformations infi-
nit¢simales du systéme. Les fonctions des ¢léments qui sont des
invariants sous ccs transformations fournissent les propriétés carac-
1éristiques de la Géométrie de espace. On se propose ici de trouver
ces caractéristiques pour un systéme des transformations.

On vérifie facilement que les formes suivantes des transformations
fondamentales J,, J,, ..., J,, savoir

(12) PisPas ooy Puy LiPj— iPi (Lj=1,2,....n)

satisfont aux équations (9) et (171).

Soient (z,, %, . . - x,l) et (&, %y ...y 2, deux points quelconques
et (& By (B 5Ly -0 B leurs positions aprés la transforma-
lion

K}

(13) ].:2 ol

1
ot les J; ont les valeurs (12).

Si la fonction g(x,, %,y «ovy ®yy &, @y, o0y x,) estoune fonction
absolument invariante sous cetle opéralion, on a

(14) Iz==0

pour toutes les valeurs des «;; donc pour la détermination de la fone-
llO[] on a le systéme suivant d’équations aux dérivies partielles :

dz + -‘l*', =0
~ dr; dx; ..
(15) (G f=21,2,.0050),

d» 0 . O Lo O
.Z',-E/--{- ,d,—-xjo—r-i— T
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Ce systéme complet a ;n(r +1) équations et 22 variables. Il 'y a
pas de solution si les équations sontindépendantes. Prenons les 272 — 1
¢quations suivantes du systéme (13) :

92 | 97 _ f—1.

(16) ()J:F+(_)._r;—0 (r-—l,z,...,n),
0z s » 0% ) ,

(17) x,m_wcﬁ+w‘m—xaﬁ=o (7=2,3,...,0);

en multipliant les ¢quations (16) respectivement par

(e ) (=)

.

ou

l"‘ij;zlx‘.,gg}l’ l;ij)=l-’1/'j,«'l«':-l, l/”::lx“w; I, llfll=()

(k=2,3,...,n; k1, k7)),
et les équations (17) respectivement par
MNiey—x)| (h=12,3,...,n),
7\}”" = $'I ~Zj 7\}” =, — x:,’ 7\'}fj) =0
(k=2,3,...,n; k=1, k=#j);

et en ajoutant on obtient les 3(2 — 1) (n — 2) équations restantes du
systéme (15), savoir

e 9 9 0%
(18) ,ci(-);;—-xjﬁ-l-.bid—f;—xjw—o.

 Le systeme complet (16) et (17) de 27 —1 équations avee 271 va-
riables a au moins une solution. On vérific que cette solution st
unique en observant qu'il y a un déterminant du (22 — 1) ordre de



SUR LA GEOMETRIE A 72 DIMENSIONS.

la matrice

0 0 0

0 0 0

0 0 0
,l'l,, ——'.L'._, v, — o’c‘ o

/ ’
L=, 0 .l," -,
b - 0 ()]
n

0

0

o]

.....

0

.....

o o
1o
o 0
‘o
o
o o

e O

=]

(qui n’est pas ¢égal & zéro, savoir le déterminant des 22 — 1 dernitres
colonnes dont la valeur est (¢, — 2, )",

Cette solution unique du systéme (16) ct (17) est facile & trouver.
En effet les n équations (16) demandent que % soit une fonction des

quantités

' ’
.\i-—’—- £p— .‘l/'i

Iin ces variables nouvelles les 2 — 1 équations (17) deviennent

- l)? 4
)\,’)—X—/-——.\

Y
X, =°

(f=1,2y...0).

(i,j=1,2, ...,Il),

(qui montrent que % estune fonction de

donc la fonction

X

(19) ’3:\/2:(&6,——%;)"

est un invariant absolu sous la transformation la plus générale du

groupe (12).

[§]

(3}

0

0
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On dit que la fonction 2 définit la distance des deux points
(Zyy @29 000y Ty), (""',n "/.n ey ‘7"::)‘
Considérons maintenant la multiplicité¢ linéaire des ¢léments
(20) i+ Mz =0  (i=1,2,...,n).

Les variations données aux x,, 2, . . ., x, par les transformations (12)
sonl les suivantes :

Sous p;,
(21) cuj=1, Su;= 0, i#] (hj=1,2y.0.,0);

Nous T;p;— &;pi,
22) Cui=—xj, Owj=-+u; Cmp=o0, ki, k)
(22
(yJ, h=1,2,...,n).

Iin formant les équations
(23) o(xi+ Mz, + %) =0
on trouve pour les variations des %; el #; les valeurs suivantes :
Sous p;,
S 87\j=0, 31j=-—7.j, ([:l;j='4,3,...,/t>,
(24) { gh;=o, Sui=—1, eu;=0
(i=2,3,..,n5/=2,3,...,n);
SOUS &P — X Piy
ehi=—1j, eh; =N, ehy =0 (i, J #0),

N N ~
0o =— “j? G’./.j = 9 0%, =0

(h=2,3,...,n5k£0,kJ);
Chi=R41,  Sh= NNy
(t=2,3,...,n5j=13k#1;k=2,3,...,n),
So = a; )\, (l=2,3,...,n).
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Les invariants absolus de deux multiplicités linéaires
* a7 ’ !
(26) (May gy ooy Mgy gy gy ooy @), <A2’7‘3,"'7A/n°‘ a1 09 %y)

sont des solutions du systéme des équations aux dérivées partielles

(27)

: ()'-'a ()a ()-4 N o~y ()’-" [\
: ) }‘ \; —0. ) =
3 ; (-———(n{//l +01 U0+ )l' I -+ %) Jle> 0
[J=12,..,v=in(n+1),

ol les variations ¢; doivent ¢tre remplacées successivement par les
valeurs (24) et (25).

Il est commode d’arranger les équations (27) de la maniére sui-
vanle :

Les n — 1 équations

do Jdu .
(28) '0_7:'*'()_;7:0 (i=2,3,...,n);
I’équation
O (4 02 e 03\
(2()) 2‘<)\¢JZ +7\, a;:‘) =0,

lesn — 2 équations

df 0 ()‘{a
3 Mg B N, TR — % gy o
(30) (J=3,4,...,1);
)\r 0? . )\1_2’.0; + U’ _()_“9 _ a: ()’-? =0
\ A TN, T 204 Jod, —

les i(n— 2)(n — 3) équations

NS dy do de
57\,0}/**7\1'% +.a,~0 “/04,
(31) , d? '+ Oy r dy O
("':3’[!7“'7”';.].:2’37"'7"’)5

Journ. de Math. (3 série), tome VII. — Fasc. I11, 1go1. 35



268 LOVETT.
les n — 1 équations

’

(n; +1) »(7\, +1)0), "‘2- (A /.jd>.‘+/.,,/‘jd;.,‘)
2

' l)’-:' —
'*'2 (’ "/o /M)""

(i fyJ=2,3,...,n).

(32)

Des équations (24) et (25) on déduit que les variations de 7,,
Ay ..., De contiennent pas les «,, %y, ...; e¢st-il donc possible de
trouver des fonctions des A, et &) qui soient invariantes? Si de telles
fonctions

VT QS ST S N VA

cxistent, clles doivent &tre des solutions du systéme suivant de
3i(n —1) équations entre 2(n — 1) variables :
Les {(n — 2)(n — 3) équations

- ()4 Jv - < 0
(33) hi 4)/ 7\/ 0 + i g iy =4 o T 0

(i=3,8y..on;[=2,3,...,1);

les (n — 2)) équalions

oy o~ Y - db ar O ~0 0 .
(54) /\0(7:;—/\/()}2—*—/\ -()— /\./DTI.',;:() (l/=«;, 1,...,/1):

les 72 — 1 équalions

\ - 9% 9 (){ ”v-‘- Yy e Y
2
(i#j;j:z,l%,...,//,).

On vérifie qu’il n’y a plus que 22 -~ 3 ¢quations indépendantes dans
ce systtme en observant que les j(2—2)(n — 3) déterminants I)
du 2(n — 1) ordre sont zéro, ou les déterminants D se forment cu
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ajoutant les lignes de la suite

P o o .. o0 o ) o =M, o o ... O o X
0o 0 -l O e O o ) 0o o -~ o .. 0 0 )."
0 0 o 0 .. © —)p dpey O 0 o 0 ... 0 —_ )’,,_
| . «
9 —hyy O 0 ... © dg o o =), o© o ... (o) N o
136
0 0 =y O ... O Y, o o o Nooy O ool 0 ), 0
0o o 0 O . —lp—y dy_g 0 0 O 0 0 oo =My hp, O
bo —hy S B o o o =) ¥ o .. 0 o
successivement i la matrice
— hy 0 0 . o —=NA, A, 0 o . 0
Ly o A, 0 .. 0 - A, 0 A, o ... o
- 0 0 0 R L T 0 o
‘i’-) .“' - - - D -t ' - 1Nt ' ’ -
A AR W VD W VR Vo VROV W WD VS5 S W VAR W VD U VAR W )
- - o - - - ! ’ [ NN 1~ ! ’
Lohy N1 My N MNA RN AT+ NA N e AN

Loty )\3 7\,, A ,,-/\,‘ -/\57\,, eee ~/\;,,-4- [ 7\’27\’ N AN 7\1 N

n 37 n AT l

Considérons donc maintenant le systéme composé¢ des (2n—3)
équations (34) ct (35) entre les 2(n — 1) variables A,, 25, ..., A,
Ny Ny voey N

Lcs ¢quations (34) demandent que ¢ soit une fonction de

(38) 25217\?, nEZJ\‘. , CEZ:)\;)\;.

Les équations (35) devienncnt dans les var iables &, 0, ¢

(39) ak,; c,d;—i-Q)\ n,o +(7k+x>c,dﬁg’.l=o (j=23,...,n)

S
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o
(40) E.=§+l, Nn=1n+1, (=C+1.

De ces équations on déduit

(41) i;—'+'-l;'i"--2fi—:'-=o,

5 W
c'est-d-dire que ¢ est une fonction de
(42) Cf | 5 UIE)
ol la quantité

n
] “
Z;().,/.,+ 1)?

(iz).f + 1> (ﬁs).}’q— 1)
2 2

est un invariant absolu sous la transformation la plus générale du
groupe (12).

On dit que 'angle 0 estI'angle entre les deux multiplicités lincaires.

I est facile de vérifier sur la matrice (37) que la solution (43) est
la solution unique du systéme (34) et (35).

S'il s'agit de fonctions invarianles des « ct des A, on les trouvera
par P'intégration du systéme composé des équations (28), (29), (30),
(31) et (32). En effet, les équalions (28) disent que 3 est fonction de

(43) cos*l) =

P‘.Ezai—af (l= 2,3,...,”).

En éerivant I'équation (29) dans les variables g; on a

n
!

2;@--{%:0, gi=h— K (j=2,3,...,n),
2

ce qui demande que % soit fonction d'un systéme quelconque
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des (n — 1) systémes de (n — 2) déterminants

e Tl (o IR L T O IR Tt LA (Ol

(j=2,3’coo91t)a

Les ;(n — 1) (n — 2) équations (30) et (31) deviennent des(n —5)
suivantes

o . dy s .
(?7)/‘;;)-(;;;; —(rﬂ')/,im =0 (l,l-——-2,3, vy lt);

ces équations demandent que 7 soit fonction de
P=S((¢)ul
2

d‘ailleurs les équations (30) et (31) dans les variables originales nous
disent que les 4 et 2’ entrent dans la fonction 3 par des déterminants

12 ./., voe ./'»,, I

-y -y -
l¥2 /0’ s 00 /‘,l l
el en effet sculement au moyen des formes

7\2 7-3 oo

- -y
/\z /‘3 eve

-
%
_

Q=

~

~?
e

n
n

R=Y (i — %%
2

aussi les équations (32) demandent que Q et R entrent par Ja combi-
naison

Q+R=

ar .t -

/‘g hy voe A, 1

)‘2 ./33 s ‘/’-” 4 ‘z, n 'l‘

Enfin les équations (32) prennent les formes

- a~r 0 rp 0% .
(Aj+Aj)(P0—r;+ld—;r)=o (j=2,3,...,n),
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c’est-a-dire que la solution 3 cherchée est une fonction arbitraire de
P|T,
ainsi les (7. — 1) formes suivantes

n

2"7‘/_7"/‘ Ay — o 2

AZ -2 . o 2 :
Az l P Y (J=2,3,...,n)

A M

sont des fonctions invariantes des paramétres des deux multiplicités
lin¢aires sous la transformation la plus générale du groupe (12).
Quand les deux multiplicités linéaires se coupent, toutes les
formes A; sont ¢gales 4 zéro; réciproquement, si une A; quelconque
est égale & zéro, toutes les autres sont égales & zéro et les multiplicités
onl un point commun,
Il est clair @ fortiori qu'on alinvariant

- -t - -t ’
ta— 1y ly— 1, lo—y, |2
’ ’
A VBT Bt - %, — 4,
- Jg hg ... by 1|2
PV VR

L’analogic entre les formes A et A; et I'expression pour la distance
de deux droites de I'espace ordinaire cst évidente.

On remarque que les notions fondamentales de distance et de
direction de I'espace 4 » dimensions sont introduites au moyen des
invariants (19) et (43), la notion de distance par rapport & deux
¢léments de I'espace, et la notion de direction par rapport 4 deux
multiplicités les plus simples composées d’'un nombre une fois infini de
ces ¢léments. Donc on peut dériver toutes les notions secondaires de
la Géométrie de I'espace & n dimensions par des cxtensions succes-
sives de ces notions primaires de I'espace ordinaire, et ces extensions
sont aussi simples que les extensions du plan 4 'espace ordinaire.
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II. — Sur la Géométrie des quadriques de Vespace 4 » dimensions.

Considérons encore le groupe des mouvements euclidiens

(44) Py P ooy Pur EiPi— %ipi (hy=1,2y...0n).

Nous avons va que la théorie de ce groupe peut donner les notions
de Ja Géométrie euclidienne de I'espace 4 ~ dimensions. Pour mon-
trer que cette théorie peut aussi donner les ¢léments de cette Géomé-
trie, considérons la quadricue

n ”n

(13) S=XNNajxiz;+2Y a;,.,7+a =0 (aij=ua;
(R4 = ij Lk j jones & Nt el — ij= Uj;),
] j=3

et cherchons les invariants de la quadrique S sous toutes les transfor-
malions infinitésimales du groupe (14).

On observe que S est une fonction linéuire et homogéne des para-
métres a@,,,; donc les fonctions invariantes cherchées sont des fone-
tions homogénes de degré zéro et par le théoréme d’Euler on a

n+1

N J1
46 i — 0.
) XSz

D’ailleurs de la définition d’une fonction invariante absolue on déduit

n+1
I = LARp P
T ek da,/ =
1

Oy

47)

Si I'on connalt les variations 2a;;, les fonctions invariantes se
déterminent par P'intégration du systéme des équations aux dérivées
particlles (47); donc il faut chercher les valeurs données aux varia-
lions ¢a;; par les transformations (44). Pour obtenir ces formes on
se rappelle que les variables «,, «,, ..., @, prennent les accroissc-
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ments suivants :

~ * i .
Chci=1, oz = 0, (Johk=1,2y..0m5)F k)
o N \
(48) ( opxy=---uy Cht L == Ly, L= 0

V(o =2, .05/ F k, jFE);

ot 24 est unsymbhole pour la variation donnée par la transformation p,
et 2y, st la variation donnée par la transformation i p, — z, p;.

En substitnant les variations ( 48) dans la variation totale de S, on
obtient :

n n
\ e, S — P e i ( Py
(4()) ) O = D i LiLjolij+ 2 il Gyj+ J/,aj',,..,)-l/j
S5 ' 1

N
+ 2G4 50+ Okl sgniy = o,

n "
Py S N ol Y .
Opes :—-"ZA z: LiL;95qQij—+ 22! (a,'[.l,';.L'/‘ - (l,‘/,.C,'J}I)
~ ] 1
(350)

n

N I\
-+ 22"‘7/'j°klaj.n+| -+ 2(“1,11 A L=k ps |xl)+°kl Upiypa) =0.
1

§'il s’agit du groupe de similitude il faut ajouter la transformation
(51) le,-p,», 0yii = (i=1,2,....0),

et Péquation

! n
N
’J_,S =212i(2a,7 + a,a;,-)x,»xj
1
n

> s
+ 22i(aj/14-( + 0,8;,,4 )xj + 0,y iy 4y = 0.
1

(52)

En comparant les équations (49), (50) et (52) avec ’équation (45)
on trouve les ¢quations suivantes pour la détermination des varia-
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lions 3,ayj, Suaij et 8,a;;

E/.»_@ — 310y, — . 2yn - 3y . 31, .
ay  an T @, @y ay -
— Bk @un . ety Ay _ By g - Mpa _
(53) {7 am - Ai,n+1 - Ay p+y -

>
_ Sranpar+Qn Ak 2 @na

—_—
= Pk
Qp,n4s Ayt 41 ¥

(k=1,2y...,n0);

aussi toutes les quantités suivantes

8y (i’j::l,2,...,n,j:;ékaj#l’l:i?ékl);

aiy

54~1a1,n+1, Sman—au.  Smag+ ay
I
Qiyn+t ay Ai
(54) { (E=1y2y..0, 0,0k i)

~ a "
Ox1Apf—+ 2 tl/../’ Oy — 201 % Cyay . piy
—_—— ’ N

(177 an Cpityn+t
Swam+ap—ap. Sy, — s, n+y Bt pay — O pay
H H 2
! (277} Afontt A, p+1
. ’ [}
sont égales &
(55) ew (kyl=1,2,...,n);

ct toutes les quantités suivantes

- ) 2
(36) 0e;; + '),(IU’ ’:,(I/',,+|+(Z/.n+|, %% Ap vttt
a; Aj,n+y Qpte) g+t

(i, j=1,2y...,1),

sont égales i 5.
Donc on a les valeurs suivantes des variations cherchées :

N
(37) Ok@yj=Q;jPis skat,n-n =Gy Pr— iy

(G J k=1,2,...,n);

8I¢au+¢.m-d = Qpty ot Pl 284
Journ. de Math. (5* série), tome VII. — Fase. III, rgor. 36
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N N
I O = Qi Py Out @iy = Qi sy Paty
N N
Gplin = Qiggre — iy Oy = Qg+ G
(38) (bj=1,2y . n itk izEl £kl
D ]
)

Ju Qi = Qppfae — 205, Ot Qut =7 Qg Py~ Qe — gy
N N
OpeQu == Qup+ 20y, Out @i+t = Chprs Pit— Atinsas

N )

Okt Qs = Qp s Pkt Qe y Crtlnat it = Qo vy Fres

N )
Oy = Qj;T — 24,
- ~ . . \
(99) 85 iy = Ujnis & — Cjpiry s (i,j=1,2,...,1).

o
Oslprynis = Apayniy T

En mettant les valeurs (57 ) dans I'équation (47) on a

n "

. ﬂ. ” ()l { o] l)l
Z,Z;aijrk(—)a; +21<ai,n+l.“/f - Ct/ri) .()_(li et

1 ! ’

(Go) é

a1 .
- (an-o-a,nﬂ I Sae 2a/.,n+c) ()[l,,.;,—;m =03
ce qui donne, en vertu de I'équation (46),
n
(61) Za N4 oa AT (j=1,2 n);
. 4 dt; sy =T ()a/)-f-l,lz-i-l J Y

de la méme maniére on tire des équations (47), (58) ct (5¢) :

N L (90
Z Qi g da = Qg K\ Quip ~ day,

(62) Jl

N
Uy — @ — @y T F Qg 5,
+ (s a) 0a/ L G + Qkns Ity

(G kitLkl=1,2,...,n);
: ‘' o /. dl a \
(03) 2-2; a;j —JE(,; -*-Zt (di“ dan + Apy m) = 0.

1
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Les ¢quations (61), (62) et (46) forment un systéme de | (12 + n + 2)
équations avee 3(n+1)(n + 2) variables; donc le systéme a au
moins n solutions indépendantes. On vérific que le nombre des solu-
tions indépendantes est exactement égal &4 22 en construisant la matrice
de tous les coefficients et en observant que, parmi tous les détermi-
nants du $(#* -+ n + 2)¢ ordre de la matrice, on trouve un déter-
minant au moins qui n’est pas ¢gal & zéro, parce que le terme «,,, , .,
parait une fois sculement et un de ses cocflicients n'est pas égal
i z¢ro.

En cffectuant l'intégration du systéme on trouve cue les formes
suivantes

‘ A;-.z]a,.,ae,, S | annl’ D'—;E |al|7“229 coey Qypy au»l.n‘-i :.'
n
(Ofl) a JI‘EZii i‘lai,i.?a/,i:’""a'iu‘kl
. PRI
| (h=r1,2,...,n—1)

sonl 2 + 1 solutions ind¢pendantes des ¢quations (61) et (62); pour
satisfaire & I'équation (46) il faut et il suffit de prendre les n formes
indépendanles suivanles :

n—\ D

?2
©5) 1,=2, e Tana?

o J’ PDa-t D~
.__.NA.J 2.

oeeey I/t-l';""'_yl—’ Iu::—”:,}:.'f'

En notant que ces invariants sont des invariants absolus, on trouve
Pinterprétation géométrique suivante des formes. Prenons la qua-
drique

(60) Z.a,ﬂaf —1=0;
1

on a

(67) o SN i s
115‘-2‘“,7’ 1252" 10 05 (£ ) e
1
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suivant que 2 est pair ou impair; ¢’est-a-dire que les carrés des demi-
axes de la quadrique sont des racines de I'équation

(68) +lLa" '+ L *+ ...+ 1, z+],=0;

ot les carrés des demi-axcs de la quadrique (45) sont donnés par la
résolution de I'équation du n¥éme degré

n~l1

(69) IZ+| +2" Ij; IiIn+| wi+ I,,«’L'” = 0.
1

Une discussion des racines de cette équation aurait pour consé-
(uence une classification des quadriques.

Pour construire les invariants de la quadrique S sous le groupe de
similitude il faut et il suffit d’introduire les quantités (67) dans
I'équation (63) comme des variables nouvelles, ce qui donne les
n — 1 intégrales

Ifl-l[i ;
(70) v (i=1,2,...,n —1).

On vérific facilement que ces expressions déterminent les rapports
des axes de la quadricue.

Les invariants (65) constituent les criteria de la congruence des
quadriques et les invariants (70) conticnnent la théorie de la simili-
tude pour quadriques.

On se permet de remarquer quc les axes de la quadrique (45) sont
n solutions ind¢pendantes des équations (46), (61), (62), ct que les
rapports des axes sont 2 — 1 solutions indépendantes du systéme
composé des équations (46), (61), (62), (63).

Les discussions qui précédent s’occupent d'applications des groupes
de mouvements et de similitude; tous les deux groupes sont projectifs;
de la méme facon la théorie du groupe projectif général donne la
G¢omeétrie projective de 'espace & n dimensions et en particulier la
théorie des invariants projectifs de quadriques et de systémes de qua-
driques. On peut généraliser I'étude de plusicurs maniéres dont on
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signale les deux suivantes : 1° en considérant les groupes de transfor-
mations ponctuclles plus générales; 2° en introduisant les transforma-
tions de contact, et é¢tudiant en particulier les généralisations de la
transformation ponctuelle projective.

Considérons ce cas particulier. On rappelle les propriétés suivantes
du groupe projectif général :

1* Les formes finies de ses transformations sont

n

zi“ux/_-f-ﬁz
(71) .1;;:—'—”————-— (i=1,2,...,ﬂ);

21 2z, +

el ses transformations infinilésinales sont

"
(72) pi= ‘;){-1, LiDjs .’L','Zi.l'jpj (L, j=1y2y..,0);
1
2" Toutes les transformations du groupe changent les lignes droites
en lignes droites;
3 La famille de tousles plans de 'espace est invariante sous toutes
les transformations du groupe.
I’roposons-nous de trouver les transformations de contact qui pos-
stdent 'une ou I"autre de ces propriéués.
1° Existe-1-il des transformations de contact de la forme

[ . "

~ ~
z'; (t;/.rj-i-z; biypy~+c

o 2 o,
x; = - > (i=1,2,...,n),

)T LT
(73) 1 ]

n n

zwﬂc-’?ﬁ-zif/kﬁf.‘-‘r 81
! 1 1

pl= ] ) (j=2’3’°"’”’);

-
I Z*“Wﬁ-zi Bepr+ 1
1
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c'est-i-dire, existe-t-il des transformations de cette forme qui laissent
invariante I'équation de Pfafl

(74) dx, —ZiI),tlxiz o?

On peut résoudre celte question en déterminant les transforma-
tions ponctuelles projectives de 'espace & 22— 1 dimensions

(%19 oy Tyy e evy s Lyurs Luvas -y Lanoy)

(ui laissent invariante 'équation de Pfaff
(75) P=de,— Y, du;=o.
2

Il est plus commode d’opérer avee les Lransformations infinitési-
males. La transformation infinitésimale la plus générale du groupe
projectif de I’espace ponctuel & 27: — 1 dimensions est

2n-1 2n—1 n—1 2n -1
ﬂ "F gy ] .’/ j'I‘
(76) DieiPi D¢ Qi Py Dyl DT,
1 1 1 1
ol
4
(77) p=s

et les quantités ¢, ¢;;, €; sont des constantes arbitraires.
Les variations des coordonnées ponctuelles sous la transforma-
tion (76) sont
2n—1 2n—1

(78) 8-14'/,= €k+2j€1kx[+ wkzi €;~ Z; (/{ =1y2y,...,20 — l)‘.
1 1

La condition définissante est

[N F)

P

I
S
s~}

il
L
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ou

n n

Py > o~ A

(79) d’:.’l), b Ei.'b',,,.,l_‘ dG.’I}g - 2‘ 0L iy d.l,',n:;: .91 5
] 2

ce qui devient, en vertu des équations (78),

2n—1
(80) 2 iLydz, 4—2 Mdw;=¢\ dw, — Z Ly iyl )
. n41
ol
! 2n—1
L|T"‘€-“ +2° Z, +2“- xl'—z“'u”n-n |~2‘° LiLwol vy

2n—1

p NP
Li=ze4y — 2nan—s+ 6,2, "‘2"°i,n+k—4xi
1
n 2n—1

v ! ’ .
(8 l) _‘ZierJ-i-( (ert' L "—/;‘Z'i) - 23:1-4-/;—(2‘ l,"’"i
2 1

(k=12,3,...,n);
n n
. ! s
NL:E:' &+ ellwl ’wz'aliwu—f-i—l —Zi &y X Lnsimy
2 2

(U=n+1,n+2,...,20n—1).

Donc
(82) L,=¢, Li=—sppy Li=—ppy, v L= -a0g,
¢l
(83) M,.,=M,,,=...—~M,,_,=o.

Des ¢quations (83) on déduit

(86) f k=10 (i=n2,..nk=n4+1,n+2,...,200—1),

( EI I

— — ‘I — .
23] Cnes— 20T Cany =05

donc la transformation ponctuelle projective (76) de 'espace a2n —1
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dimensions (,,2,, %3y ...y B3 Byoyy Luazy » o 19 Zanmy )y qui laisse inva-
riante I'équation de Pfaff (55), est aussi une transformation ponc-
tuclle projective de I'espace 4 n dimensions (x,, x,, ..., z,).

2° Les transformations de contact de I'espace 4 n dimensions qui
transforment les lignes droites en lignes droites sont bien connues.
Elles consistent en des transformations dualistiques et projectives.

32 On trouve quc les transformations de contact les plus générales
de l'espace & n + 1 dimensions qui transforment les plans en des plans
sont définies par les équations

’
7 —

7i

”
E{x/(?l«‘-u?l-ﬂ’ T T TRER R Ty
)

"
Z’mj(?u 290009 %n)j4
0

(85) < (.’1},:!,1’:1,2,,,.,”),

n
g / - - [4
Pi = %i ij*’f'j’d’[)n[)zv“,[’n = ?i(h,PnI)u--'af’n);
1

ot les fonctions g, sont arbitraires et les expressions
("!’H "1"21 ooy '*!’/z)j
sont les mineurs de m; dans le déterminant

O, M Y
9%’ 4)//,’ ’ d//,,_,’ R+ |

Ces transformations sont équivalentes aux produits
DPD

ou D est la transformation dualistique et P est une transformation
ponctuelle arbitraire.
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Done la Géométrie de cetile catégorie de transformations de contact
se déduit de Pétade de la Géométrie du groupe infini des transforma-
tions ponctuclles de Pespace i n + 1 dimensions.

III. — Sur la Géométrie différentielle de Vespace &4 » dimensions.

-~

Dans un Mémoice Sur les quantités fondamentales de la théorie
générale des surfaces (Rosprawy de PAcadémie des Sciences de
Cracovie, scrie 1), t. VI Jahrbuch dber die Fortschritte der
Mathematik, p. Gg7; 1895), M, Zorawshi considére le groupe de
mouvements cuclidiens de espace z, y, 25 construit les extensions
de ces transformations par rapport a loutes les dérivées de i, y, = par
rapport i deux variables indépendantes u, ¢4 détermine les invariants
différentiels du groupe prolongé; et établit les théorémes suivants de
la théorie des surfaces @ (¢ tous les invariants différentiels sont des
Sonctions des quantités fondamentales E, ¥, G, LM, N du premier
vt dusecond ordre el de leurs dérivées; 2 entre ¥, F, Gy L, My N et
leurs dérivées existent trois relations différentes; 30 il 1’y a pas de
relation entre Vo, 1y G el lears déricées.

Nous avons déterminé linvariant

"

~ N
zl('/”'i - )‘

I

(86)

sous le groupe

(87) Py Payevs Poy XiPj— X (fhj==1,2,000ym).

On appelle fa forme différenticlle correspondante

n
(88) ds* = Zz(l.u'f
1

Vélément linéaire de Vespace.
Les équations

(Rgy) W= iUy Ugy ooy Uy y) (i=ny2,.0.00m).

Journ. de Math. (5 série), tome VIl — Fasc. 111, 1gor.

[
~1
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oi les s =1 quantités u,, iy, ..., u,., sont des paramétres indépen-
dants, définissent une surface de 'espace. On a

"—1
(g0) ds? = 2‘ 21 Ejdudu;  (Ej=Ey),
1
ol ’
(91) Eyj e S 928 I2t.

- Ju; Ju;
1

Ces quantités 1, jouent un role capital dans la théorie des inva-
riants différenticls du groupe de mouvements, et en ceci on trouve le
secret du sucets de ces coordonnées gaussiennes généralisées,

in comptant les variations de toutes les dérivées particlles de
toutes les coordonnées par rapporl aux arguments u&,, Uy, ..., u,_,,
sous I'hypothése que ces arguments ne changent pas sous les Lransfor-
mations, on a le systéme suivant d’équations linéaires aux dérivées
particlles pour la détermination des invariants différentiels du
miewe opdpe

(92) ')”’/~40 =0, P f= ()/ - =0, cens P _=___f.)/_‘ =o0,

== () " 0 r,

o/ : A ‘
. Yom o of__. P . A o !
p ,‘ 5 ;___S Lo iy iy - TRy J8r ey ey e "
(0) ) “1'/ ( “ll“ ”!’ v ”I” ’()J/‘Q ll 1 Ig9 rery ,iu-l B”" " =l dw“" ’lg yoeen "l" ;
"=}
ol
4 — - — :
oy B=1,2,3, ..., n—1,0;

mo =iy, m—i—i, Moiy =iy
1 < - . . .

Sz= Y ¥ N oo s (hA-la+ o4, >0).
v 1 v 0

Lies équations (92) montrent que les invariants différentiels sont
ind¢pendants des variables z,, «,, ..., «,; donc on considére scule-
menl les ¢quations (g3).

Si m =1, on ajn(n —r) équations et n(n — 1) variables dans le
systéme (93). Les ¢quations sont indépendantes ct I'on trouve sans
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difficulté les 3n(n -— 1) solutions indépendantes
(oh) Ei; (hjy=1y,2y .. —1).

En posant m = 2, on a un systéme de 3n(r — 1) équations indé-
pendantes et 3(n — 1)a(n + 2)variables, ce que 'on vérifie facilement
en notant cque # fonctions de n — 1 variables indépendantes ont

(g5) ~(lemdmlaxnaen). (dmo$aztm -2

dérivées particlles du mi®™ ordre; donc on doit trouver jn(n?--1)
solutions indépendantes du systéme (93) pour m = 2.

En effet on a les n(n -- 1) solutions (94) et jn(n — 1)? solutions
de la forme -

(90) E,-j"‘ (jyk=1,2,0000n =),

Considérons la matrice

x, zy, Ty, oo Ly,
( Y .L'"g £2n, .L;,"‘ voe 'L.”u,
97)
Votpey LY "c:;n,.-, ot ‘l/”n,,._,
el soient
(o8) ny, My, eoey M,

les déterminants formés en supprimant chaque colonne successive-
ment; soient cncore

(99) XA = my (i=1,2,..0,0),
ol .
Eu Em s Ea,n-—;

(100) At = E,, E,, S Oy .

e e D] cosane

2 S a
4 ) 4
Ln—l,i Lll—i,‘.! s I‘n—l,n-l
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enfin les (a2 — 1) quantités

LOVETT.

\ . X - J*x
(ro1) l‘,;,a‘*;Xz.\id—““—w’t—% (x,B=1,2,..05n-—1),
1 ¥

sont des solutions du systéme

/ ’ D2 —
(102) P/ =o.

On voit (ue les invariants

(103) Eij”‘, Fag

sont indépendants en emplovant un artifice utilisé par M. Zorawshi
(loc. cit. ) dans le cas des qnantités fondamentales de Gauss de l'espace
ordinaire. On peul arranger ces ;n*(n — 1) fonctions de Jn*(n - -1)
variables en un tel ordre que le déterminant de leurs dérivées par-
tielles du second ordre devient

1 - P ( q
l,c,,,, s, o Ly, ) i} 0 19 .
1
oy, 2 e Ty, o 0 o 0 . v
: : e & (¢} 0 0 0 . .
' l"u 1 2”u ""u—l
CX, X, .. X, 0 0 0 o .
| I O . [0 1, 2, Zn,, o
1
V0 3] . ] Yy 2, Ly, o ces
e . RN . e . ‘e . Ve . )
*y g [ .
" v ot Y Yty -y 2, ‘l”"u ' )
| o 0o ... 0 X, X, X, o . .
0 0 .. . . . ) 0 &£y Ty
I 1",
0 0 .. . . . o o z,, _‘Ziu,
0 o .. . . ) o | %,
Lo o .. . . . 0 0 X, (,
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Mais on a

thtn—y.

)  Xof = multiple de A;

Uy -y i

(104) D= !"”l,,l, EMERRI RS

donc

D £ oy

¢'est-a-dire toutes les dérivées Zj,.. Sont ¢gales a zéro, ce qui est im-
. . (]
p()SSII)IQ.
Pour m =3, on a un systtme de }n(n — 1) équalions el

si(n—=1)(n*+4n + 0)

variabless done il y a fn(n — 1) (n+1) (n + 3) solutions indépen-
dantes. On a les ;n(n — 1) solutions (94) et les 3n?(n —1) solu-
tions (g6) et (vo1), un ensemble de j(# — 1)n(n + 1) solutions. 1l
est ais¢ de montrer que les $2(n —1)?(n + 2) cxpressions suivantes

Al

> p A . ,
(105) lsij”“”, Fy. (hfyhyym=1,2,...,0—1)

"

sont des solutions du systéme
(106) Py f ==o.
En notant que

(107) Ly

==, &
II,' g 1 "y i

+-.., F,-j”‘=X,:L'. +...,

gy iy

on peut trouver parmiles fn(n— 1)*(n + 2) solutions (105) un sys-

teme de gn®(n? — 1) solutions qui sont indépendantes, parce que le

déterminant des cocfficients des dérivées particlles ;- dans ces
ALY

in*(n* — 1) formes est un multiple du déterminant A.

Ainsi, on doit avoir 5n(n —1)(n — 2)(n + 3) relalions qui con-
liennent g (n— 1 )(n — 2) desquantités Fy; et f5n(n—1)*(n—2)
des formes I5;; .

Lt
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Dans le cas de I'espace ordinaire, ces relations sont d'autres formes,
données par M. Zorawski (loc. cit.), des trois équations différen-

ticlles bien connues entre les six quantités fondamentales E, F, G,
L., M, N de Gauss

LN —M? -

EG—F: — ™
oL i 1l n _ OM 12 {r2)

de 1) |2
(i""ﬂ”?L Ll T

{12) EEELTEN:
P I R |21 ()v+'I|gM~'—'fz‘h'

Si # = 4, nous avons les solutions indépendantes suivantes :

Thyy DTy 11y, V0yy Tlgy 12y, 124 124 13, 13y,
(IO()) ) 130, 1354 214, 224, 22, 22,, 22, 22y 225, 23,,
* ’2333 32y, 32, 324, 324, 33,, 33,2 33, 33, 33,

T, 11, 1T, 12, 12, 22, 22, 23, 33, 33,
¢l les équations suivantes pour les dérivées restantes :

s’ 2(121p) —1193— 22, =9y, 2(2353) — 2243, — 33,,== ¢y, 2(313,) =33 —115= 2

1213131, = 9y, 1295 — 1350= 93, 1233~ 13,3 == g4,
’ 1,—1y=4¢, 1y—31,=4,, 12, — 22, = ¢y, 12, — 23, =1,
12;— 31, =y, 22; — 23, = g, 233 — 33, == ¢, 331 —31,= 1y,
ol
(111) L= ly,-_,-”w, =l gy

ct les fonclions g, et ¢, sont fonctions des invariants du premier ct du
sccond ordre. On peut déterminer facilement les formes explicites de
ces ¢quations; elles sont les généralisations des équations (108) de
Gauss, Mainardi et Codazzi entre les quantités gaussiennes I, I, i,
L, M, N.

Pour n =15, il faut ajouter aux équations précédentes (110) les
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équalions suivanles ¢

C a0 ) = 1 =4 =9 2(242s) — 224 — 1420= 24, 2(345) — 33— 413 %us
129 — 1412= 9409 122, -~ 142277 94y 1350~ 1h3= 945 1350 — 145, 7= Y43
135 — Vs = 9439 130y — 1fsa= P13 Vg — 124, = Y16y 232, -~ 2953 = 2t
ey 130, — 125, = 9y 235, — 2433 = 99y 23— 234, G}
= 11,7= Yy, /I 12, = Y109 ths— 13,= Yy, 24— 21,52 Pigy
24— 22, = Y3 243 — 23, = Yy 32,— 23, =y, 34--31,= "%
34— 32, =5, 343 33, =, hhr— 42 ="}1s, 43— 43.= Y.

Ainsi de suite pour une valeur quelconque de 7.

Considérons maintenant les invariants différenticls du mi™ ordre.
Il est clair qu’on peut obtenir des invariants du m'™e ordre en dif-
férentiant les invariants du (m — 1) ordre par rapport aux u,,
Usy «+ vy U,y Parce que, par hypothése, ces quantités ne changent
pas sous les transformations considérées.

On a dans chaque cas 32(n — 1) ¢quations linéaires aux dérivées
partielles a intégrer; pour le cas des invariants différenticls du
mi“m¢ ordre, le nombre de variables est ¢gal &

2 (rn—n)yn® (/L+|)(n+'))...(n+/——~%)(n+/—))
1.2.../

1

¢t le nombre des solutions indépendantes est ¢gal &

m

Z,H(It—l)ll(lt-f-l) n+/_9) ,l(,,z_,).

1.2...f 2 ’
1
ona
m--1 s
2 nn—ntyn(n+1)...(n4j—2) + n(nt—1)
5.2... 2
3

invariants diff¢renticls du (12 — 1)#"¢ ordre; donc il suffit d’en trouver

n(n—1)n(n-+1)...(n—+m-—2)
1.2...m

du nat¥me grdre,
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On obtient des invariants du m™ grdre en différentiant les formes
E;; (m =) fois et les formes I;; (e~ ) fois; de cette différentiation
on déduit

=12 (n4+1) (2. An+m—5)(n+a2m—1%)
(.2, . (m=--1) ’

invariants. Donc il y a

\ = (m—2 n(n—=n(n+ 0 (n+m9)y.. (n+m~’;)(n-—'),)(n+9.m—-:$)
T 2.1.2.5..

L[4
relations entre ces quantités du nde ordre, Ces relations penvent
s'obtenir de ln manicre suivante. On a déja trouve, dums le cas m =3,

nln~-1y(n—ayln=43)
.

2.1.2
relations; en différentiant ces relations (m — 3) fois de

e don(n41) (/t-i-9)(/1+|)(n+;) . (/1+m—-,)(n+)m-~ 0 —2)
2.5, .m

maniéres on ohtient N relations, qui sont les linisons cherchées, D ail-
leurs, 'opération est toujours possible pour toutes les valeurs de m
ct n, parce que le nombre des opérations est tonjours moindre que

1 (It—l)ll(ll+l)(ll+’)) An4+m—13)
M --
1.2.3...(m—3)

— 1,

oi M est le nombre maximum des dérivées du (m — 3)me ordre
d’anc fonction it (n — 1) variables,

La Géométrie de Vespace ordinaire est unique; Pespace i trois di-
mensions cst le seul espace pour qui ces deox nombres M et N sont
¢gaux, si 'on ne considére pas les espaces & dimensions fractionnelles
ou négalives; la valeur commune pour I'espace ordinaire est m — 3 et
les nombres sont ¢gaux pour Loutes les valeurs de m.,

Nous avons prolongé le groupe de mouvements de Pespace 4 n+t di-
mensions par rapport aux dérivées particlles de ses coordonnées ponc-
tuclles parrapport 4 n paramétres indépendants, sous ’hypothése que
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les transformations laissent ces paramétres absolument invariants. De
la méme manicre, on peut se proposcr de prolonger le groupe par
rapport & ¢ paramétres indépendants, oi ¢ peut prendre les valeurs 1,
2, ..., n. De cetle facon, on construit les éléments d’'une Géométrie
des vari¢tés & un nombre quelconque de dimensions dans I'espace &
n + 1 dimensions, mais, il faul le dire, avec assez de difficulté, car
chaque valeur de ¢ demande une nouvelle extension du groupe et,
dans chaque cas particulicr, il faut étudier I'indépendance et faire
I'intégration des systémes complets. Cependant, il est simple de géné-
raliser la théorie de I'analyse intrinséque des courbes, ce que 'on don-
nera dans une Note prochaine. Ce cas correspond a la valeur 1 de ¢.
I.’extension correspondante du groupe de mouvements devient

(103) PoyPay ooy Puwry LiPj — £jPi +2‘k(l,“ o L""p"“)

[

(hhj=1y2y 0, n+1),
ol

ok, dEa h af
(114) x; = 4’ ;= Pk

et ¢ est une variable auxiliaire qui ne change pas sous les transforma-
tions du groupe de mouvements euclidiens.
Sil'on prend, en particulier,

n=3, m =3, l=s,

ou s est I’élément d’arc, on trouvera, entre les invariants absolus, les
fonctions suivantes des courbures de la courbe [voir le Mémoire de

M. Pirondini sur les courbes & triple courbure (Journal de Batta-
glini; 1890)]:

i (%) 3(2)
(115) ’ ' '

4 13 b ) .
[z \ . NN A O drx; Ba\?
Z'( ds? )2‘( ds® ) [2‘( ds? ) J ( ds'_ d.s'f)’
1 1 1 1

Journ. de Math. (5 série), tome VIL — Fasc. I, 1gor. 38
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on
, X;
X,

=
>
1
et X; estle mineur de x; dans le déterminant wronskien

’Iat’ LFJ?’ diz,
e T G G

IV. — B8ur les invariants de déformation de lespace 3 un nombre
quelconque de dimensions.

Dans un Mémoire sur les invariants de déformation (Acta Mathe-
matica, t. XVI), M. Zorawski a donné¢ une bhelle application de Ia
méthode de Lie a la détermination des invariants de déformation des
surfaces dans P'espace ordinaire euclidien. Il s’agit de quantités qui ne
changent pas lorsqu’on déforme une surface, telles que la courbure
totale de Gauss, les paramétres diflérenticls de Beltrami, ou la cour-
bure géodésique de Minding. De telles quantités ne doivent dépendre
de la forme de la surface que par les coefficients E, Iy G de I'¢lément
linéaire. De plus, elles ne doivent pas étre altérées par un changement
de coordonnées curvilignes. La surface ¢lant rapportée 4 des coor-
données curvilignes, effectuons, sur ces coordonnées, un changement
de variables quelconque. En calculant les nouvelles valeurs de E, F, G,
les transformations ainsi définies seront celles d’un certain groupe
infini qu’on peut appeler le groupe de Gauss. Si, en méme temps que
les coefficients E, F, G, on exprime, en fonction des nouvelles
variables, une ou plusieurs fonctions du point, on obtient des transfor-
mations dont I'ensemble sera un groupe de Beltrami, car c’est 4 de
pareilles transformations que se rapportent les paramétres différentiels
de cet auteur. Les transformations qui s’appliquent aux quantités
E, F, G et & I'équation d’une courhe tracée sur la surface forment un
troisitme groupe, le groupe de Minding. Enfin, en faisant entrer en
ligne de compte, 4 la fois, des coefficients de I'élément linéaire, des
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fonctions du point, et des ¢équalions de courbes, on a le groupe
général,

Les quantités cherchées sont les invariants différenticls de ces
groupes, et, pour les rechercher, on devra, d’aprés la méthode de Lie,
prolonger les groupes ct délerminer les invariants des groupes ainsi
prolongés. Une transformation infinitésimale quelconque étant effec-
wuée sur les coordonnées curvilignes, on caleule facilement les change-
ments infiniment pelits de E, I, G, ce qui donne la transformation
infinitésimale la plus générale du groupe de Gauss. Considérant
ensuite une fonction dont 'accroissement infinitésimal est connu, on
détermine les aceroissements de ses différentes dérivées. Ces résultats
permettent de former les transformations infinitésimales des groupes
de Gauss, de Beltrami, de Minding et du groupe général prolongés.

On peut, déslors, ¢erire les systémes complets auxquels doivent sa-
tisfaire les invariants différentiels des différents ordres. Pour caleuler
effectivernent les invariants demandds, il faut procéder 4 I'intégration
des systemes complets. Appliquant cette méthode & la recherche des
invariants les wnoins élevés, M. Zorawski retrouve comme invariant
gaussien la courbure totale, comme invariants de Beltrami les para-
métres différentiels connus, comme invariant de Minding la courbure
glodésique.

Les résultats précédents sont susceptibles d’une multiple généralisa-
tion. ['objet de cetle Note est de construire le mécanisme nécessaire
et suffisant pour déterminer les invariants de déformation de variétés
dans un espace ponctuel & un nombre quelconque de dimensions (dans
les cas ol une déformation est possible, on se rappelle le théoréme
de Beez), et, en particulier, on se propose de montrer que la théorie
de déformation des surfaces de 'espace ordinaire, tous ses invariants
et tous ses théorémes s'appliquent immédiatement aux surfaces d'un
espace quadratique quelconque, euclidien ou non euclidien, & trois
dimensions, c’est-a-dire qu'on retrouve la théorie des formes différen-
ticlles quadratiques. Ce résullat particulier est intéressant; il constitue
une contribution de la théorie des groupes continus infinis 4 la Géomé-
tric des variétés a trois dimensions, et en face du fait que la théorie
des groupes finis a une application limitée 4 la construction des Géo-
métries des variétés & trois dimensions, ce qu’on voit par les travaux
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récents de M. Bianchi (Memoric de la Société italienne des
Sciences, 3¢ série, t. XI) et de M. Cotton (Thése présentée a la
Faculié des Sciences de Paris), oi Fon trouve la détermination
compléte de toutes les variélés i trois dimensions dont I'élément
lin¢aire peut admettre un groupe continu de transformations.

On s’occupe ici naturellement & faire la m*»e prolongation d’une
transformation infinitésimale; ce probleme peut se proposer d'une
infinité de maniéres; il a un nombre infini de solutions. M. Zorawski a
donné la solution du cas od Fon prolonge la transformation infinité-
simale par rapport aux dérivées de ses fonctions (Rozprawy de I'Aca-
démie des Sciences de Cracovie, 2¢ série, 1. 1V), et M. Levi-Civita
(Atti de Y Académie de Venise, =€ série, 1. V) a prolongé la transfor-
mation par rapport aux éléments d'un systéme covariant ou contre-
variant quelconque.

Considérons un espace quadratique a n + 1 dimensions

n+1
. 2 AN » » 'y .
(l I()) d«S":thJAU(JL’,,J/z, . .',J/,,d)d‘la,'d.l,j (Aj"__ Aij)'
1]
L’¢lément linéaire d'une surface
(”7) '”i:*"fi(unan---,ll,,) (i=1,2,...,1),

ol Uy, Uy, ..., u, sont des paramétres ou coordonnées arbitraires, peul
prendre la forme

(] |8) ds? = 2:2} Eij (/uidllj (Ej,'= Eij)’

ot les quantités k;; sont des fonctions A, et «,, dont les formes sont
faciles a construire.

On effectue sur ces coordonnées u; un changement de variables
quelconque

(119) u}=Ui(“nUu~--,uu) (i=1,2y...41),

ot les symboles U, dénotent des fonctions arbitraires, ct I'on obtient
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la forme nouvelle de I'élément linéaire

n
P - ’ ’ .
(120) dst = i ¥ F dudu;
1

ici les Ef; sont fonctions de E;; et «
(121) E,=E(uyt,y.ou, B, Epy .o bu);
la construction des formes des fonctions I, n'offre pas de difficulté.
La famille de transformations (119) ¢t (121) conslitue un groupe
infini qui laisse invariant I'¢lément lin¢aire (118).
Les transformations infinitésimales de ce groupe se déterminent de

la manic¢re suivante : On suppose que les quantités u,, u,, ..., «,
prennent des accroissements arbitraires

(122) ou;=5; (U tyy.ocytt)ot (i=1,2,...,n),

ol les §; sont des fonctions arbitraires et 3¢ une quantité quelconque
infiniment petite. La condition de l'invariance de I'élément linéaire est
exprimée par I’¢équation

(123) 2 2 [du;du; 38, + E;j(du;d3u; + du;diu;)] = o;

cette équation doit étre vraie pour toutes les valeurs de du,, du,, .

‘e
du,; donc

" bR 0%k - .. .
(124) 321‘/: —2/' (Eikoul + Ej j'/'-) ot (hj=1,2,...,n);
1

et la transformation infinitésimale la plus générale du groupe est

9 0%\ 9
(125) Df 2"() —'2212 <‘llt()/ Ejk'(ﬁé)('ﬁ:%'
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En supposant maintenant que 'accroissement
(126) S (Uyy Ugy + v vy Uy)

d’une fonction arbitraire des variables u,, u,, ..., u, ést connu, il est
facile de trouver les variations des dérivées partielles de la fonction ¥.
En effet, on a

g _ 39
(127) dy _Z'Ef,du":o’
1

(128) Sy =d3y =2i(i—"‘t’>u5du,~8¢.

En vertu de (r22), la variation de (127) devient

n 8. n n n
(129) 2;(3_';)“_(114,. 8 — Mt dui— i Wik, duyét = o;
1 ' 1 1 1

cetle ¢quation doit étre vraie pour toutes les valeurs de du,, du,, ...,
du,; donc

(129 bis) -a‘%“ = (%)ui‘z%ﬁju;

De ces formules 11 est facile de calculer les accroissements des
dérivées partielles de la fonction ¢ d’un ordre quelconque au moyen
de substitulions successives; cependant, par induction, il est possible
d’obtenir une formule générale. Dans le cas d’une fonction de deux
variables, on a

t o i ok
0'1’11[’1;" St
ot

k
130 S (/[ k
( ) — 2] 1"‘({) (m) (4’!‘"2;—'*‘“5: m 21'2"51"":
s \

+ q’uf“'a;""‘*' al'ﬁuf u:.")f
1 4 1 1




N
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ot les indices [ et i ne peuvent pas étre égaux & zéro simultanément;
cette formule a la méme forme que la formule employée par M. Zo-
rawski dans le Mémoire déja cité. En remplacant ¢ par {,; dans
cette formule et en faisant une substitution semblable n —- 2 fois, on
obtient la formule cherchée

Sttt (3
\ 30 T

L]
, I A /

' - 2‘2' Ehmﬁi" (;:) (;Z) ot (l" )‘P 1',“, .. ,1/"' wu" u” “f."v
[ T )

[
ol
(132) M=l — Ji, Ji+Jat+o+ja >0,

On peut vérifier cette formule dans chaque cas successif au moyen
de I'équation ‘

. {4 (AN { )
()= ()=
mais (13 1) est vraie dans la forme (130), donc elle est toujours vraic.

Maintenant, on suppose la forme suivante de la variation de la fonc-
tion arbitraire ¢ :

(13/') a"l" =Zi29ij£t’u, at’
1

vit les p¥ sont des fonctions arbitraires des coordonnées u,, u,, ..., u
On peut écrire

(), =D () (4) (ot

12
(' 35) ‘ -+ Pa’;"l ':—m Ehu‘ W

"

-1
+ Puf. = Eaafrivge

22
-+ p“l-l “"‘Em umﬂ),
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et, par une induction aisée, on trouve

n
A 1’7
I O'{J Y . . . " .
(1‘56) (a’) e = Zijl 2“ ?u:"m:’,..4.11;1".11,“',t/:"".. "'Im“,a ..... 'y
1
)
ou

iy i+ i,

Z” ’2'“2“' Z'"( )(/z) ‘ (7/—;‘)(//[i ')(7/431)(:’/ s

| i

0 3, =
Si I'on suppose
@ ()= ()= ()=
pour toutes les valeurs
kiFo, 1, .8, kiFo,1,..0idy  kyF0,0,2, .00,
la formule précédente s’écrit

! iy iy
ath, Uy,

ol
n il it N X .
A VI AR l1-1 ( ) {141 ('n
= LYy ¥ . c)eeef .
Z;’ z,' l(/-)( ) (//—n) VESRVAVIY )
XZA AR ,u, ,,lq’ A

(139)

ou
n

n

N . { . .
zk/k<"v </{m>=l’ 81 lm::/fm=0°

]

Les résultats précédents admeltent une extension immeédiate au cas
d'une surface de I'espace dont 1'élément linéaire est défini par I'équa-
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tion
n N
. I
4o)  dst= z L A, idaides .. dar Zl Lj=9),
iyyleniensiy \
savoir
V=1 -1

. . '.’ "' . !
(W0 dF=3, B el (Xji= D!
FEX ETRRRYY DR ‘|

paree que I'équation
N
O(d.S') =0

donne des formes lintaires en %, pour les variations des coeffi-
m
cemts B, ;..
Maintenanl on suppose : 1°

(142) '.I/:--:liij;

des formules (124) et (139) on lire

= — V' f\ oen V' n il 1'2 \ s ' l"{. [".4.' . 1‘” )
o " <./'1> (/2) (./'/.-' '> (\.iA'-o 1) (/u,

0 0
2 9,
| Xz"' '/mu NUARNE "'uk'::‘, ,u:"'
+(‘.‘ )(‘?>...< ." )(‘M) ..(‘5‘)
J1/ \Jz2 Jo=V) N+ W

- 5 { . {
> E/rmu"‘ LTI TR o ' P ( :

AT PRI T PN TNAVA yr

4 DV Mgy M P DR TR TR 7,
x \l'lclul',ui',....uk‘”.u,‘_:',.,.,u‘" -+ Lk(u“,a,’,..,,u“ u,”I ld)”

-
e
.

x *mu".u” ,uli‘” (j. ‘f‘jg'f“- . .+jn> ()).

2° En posant { égale & , et considérant «, comme une fonction des
variables ,, u,, ..., u, restantes, les formules (139) révélent les va-
riations des dérivées particlles de «, par rapportaux u,, u,, ..., u,.

Journ. de Math. {5 séric), tome VIL, — Fasc, III, 1go1, 39
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0

(147)

(148) B

(149)
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3¢ Soit § une fonction des ¢ fonctions
(1449) ?I(unuu”'a”u) (i=1,2...,8),

assujelties aux conditions

(145)

2]
xos)!’h
-
<
-o

les variations des dérivées de ces fonctions sont donncées par les for-
mules (131)

iy iy
1

[

Ces trois formes de la mi¢e prolongation du groupe Df four-
nissenl les moyens de construire les groupes suivants :

m  m-i, me—ly—..—lp—y

G f= Z N ()u +ZI'ZI' ZII" 2 2‘ (OI‘U" 5 ‘JE_I_/_ /;Ql;}'

My sty o,

m m—ly m—ly=ei—l,

8/, A la ()
m) —_ (‘fm ~1) ! 1 ! Tiu g, _/
' ‘i " 8t do, bk !
’ Sl Ll

m m-lg m—ly—ei=lp-g /

r,u, not Jf
m, f— (Lm-1) / I\, _1’:-— _____‘_ ”1 vl M
M f G f—i— 2 | E s 2 1 T 1)“1“" 1 I,

vl

Ces trois groupes infinis sont des généralisations pour un espace
quadralique & 2 + 1 dimensions des groupes ¢tudiés par M, Zorawshi
dans 'espace ordinaire sous les noms respectifs de Gauss, Beltrami
et Minding. Des formules (139) on peut donner une généralisation
encore plus grande en conslruisant les transformations analogues pour
un espace quclconquc caraclérisé par la propriélé qu’une puissance de
son ¢lément linéaire est une fonction homogéne des différenticlles des
coordonnées ponctuclles.

Les formes (147), (148), (149) fournissent les syslcmcs complLls
des ¢quations aux dérivées particlles linéaires du premier ordre avux-

()Gt
/ In 3 ; b )n s
" ; (la Je J Pjulult ‘nu, AR
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quelles doivent satisfaire les invariants différentiels des différents
ordres ct classes; on les obtient en ¢galant a zéro les coefficients des
fonctions arbitraires 5;, &, j1 .

On a d’abord

qa A
du, t)a,

donc les invariants différentiels ne contiennent pas les variables «,,
Uyy . ..y U, Sous forme explicite; ainsi il faut considérer sculement les
équations qui ont écrit des coefficients des fonctions 5/, Jsy o0y Jm

II importe de savoir combicn d'équations sont indépendantes dans
un quelconque de ces systémes; cette question offre beaucoup de diffi-
culté. Un seul cas montre bien ce fait. On peut écrire les systémes cor-
respondants aux miéme et (m + 1)iwes prolongations du groupe de
(auss généralis¢ de la maniére suivante :

m m—iy,  m—i—

-lm;
E Jiedeeo '/nf"" ‘ZI'E zlu lhi:.--.,",‘: 01

Jr—1 je=1 jn—1t

m--1 m+1 ml

m 1) (o) . . : —_—
(Jiii:»[g,.- I f" - (,vlil Javenidn + Z‘l 2” 2’“ - Ai;i:,...,/" A=A iy g T R

j,—l 1 in =1

n \

Ziji>(), zfij=lll+l);
i

1 /

en ¢tudiant le systéme particulier correspondant aux indices

jnjzv ""jn-—-l) m+"“j|—j2"‘"-"jn—u

on voit que le maximum de la limite supérieure de la sommation

M=j i imfp -y n—1
N , (m) » . L
D dans Gy festm 4 — 1 — 3 jiy et que la limite infé

Jn—t 1
n—-1

rieare est m + 1 - -Ei Ji3 le signe de sommation dans ces limites dis-

parait avee G™) d'ms le cas n + 1 =3, ainsi la simplicit¢ compara-
’
live du probléme pour I'espace ordinaire cst apparente.
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Nous nous contentons ici de Yobservation qu'en formant Jes sys-
temes des ordres les moins élevés on trouve que la forme bien connue

K=S52" 7 fuar oos Sl

est un invariant de Gauss, ot
‘s , 2
80= [ (L4s Ty5 « 00y By )5 =1+ fi+fi+. .+

que la forme connue

est un invariant de Beltramni; et enfin (que la forme

1
? Mq,; du;

o \ 0
i M, —-
2 ! du
1
ot My, M,, M,, ..., M, sont les wincurs correspondants respective-
ment aux 1%, 2¢, ..., ni*™ colonnes de la matrice
] 9 b}

d9

A 5 .
o, | DA DRI D

est un invariant de Minding.

En construisant les sysiémes correspondants aux espaces biquadra-
liques, on obtient les paraméires différentiels introduits par M. Somi-
gliana dans scs travaux sur la transformation des équations aux déri-
vées particlles (Annali di Malematica, t. XVIII).

Enfin, si I'on particularise les groupes (147), (148), (149) pour un
espace quadralique quelconque & trois dimensions, on trouve que ces
groupes p')rticuliers sont de la méme forme qque les groupes de Gauss,
Beltrami et Minding de P'espace ordinairc; donc tous les invariants et
tous les théorémes dc dé¢formation de I'espace ordinaire

ds? = dz’ + dz} + del = Edu} + 2F du, du, -+ G du?



SUR LA GEOMETRIE A 72 DIMENSIONS, 303

penvent étre traduits immédiatement en invariants et théorémes cor-
respondants pour le cas d’un espace quadratique quelconque a trois
dimensions

3
ds? =Ei ZIA;j(:I,'.,::;,, ) deide;- - O dui 4- s ® dudu, + X du.
1

D'ailleurs, Pextension aux formes différenticlles quadratiques i
n variables est immédiate, mais, en face du théoréme de Beez, il
n'est pas permis de parler de déformation dans tous les cas.



