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PROPRIETES ARITHMETIQUES DES COURBES ALGEBRIQUES. 161

Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques;

Piax M. H. POINCARE.

1. — Introduction.

Les propriétés arithmétiques de certaines expressions et, en par-
ticulier, celles des formes quadratiques binaires, se rattachent de Ja
fagon lu plus étroite i la transformation de ces formes par des substi-
tutions linéaires & cocfficients entiers. Je n'ai pas 4 insister ici sur le
parti quia été tiré de I'étude de ces substitutions et qui est assez connu
de tous ceux (qui s'intéressent & I'Arithmétique.

On peut supposer que I'¢tude de groupes de transformations ana-
logues est appelée a rendre de grands services a I'Arithmétique. Clest
ce qui mn’engage  publier les considérations suivantes, bien qu'elles
constituent plutdt un programme d’étude qu’une véritable théorie.

Je me snis demandé si beaucoup de problémes d’Analyse indéter-
minée ne pourraient pas étre rattachés les uns aux autres par un lien
systématique, grice & une classification nouvelle des polynomes ho-
mogénes d'ordre supérieur de trois variables, analogue & certains
tgards i la classification des formes quadratiques.

Celte classification aurait pour base le groupe des transformations
birationnelles & coefficients rationnels que peut subir une courhe
algébrique,
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II. — Courbes unicursales.

Soit f(z, y, z) un polynome homogéne en x, y, 3, 4 coefficients
entiers. On pourra regarder I'équation

Sf(z,y,5)=0

comme représentant une courbe algébrique plane en coordonnées
homogénes. Deux courbes f=o ct f, = o seront alors regardées
comme équivalentes ou appartenant a la méme classe, si 'on peut
passer de I'une & Pautre par une transformation birationnelle, & coef-
Sicients entiers ou rationnels.

Jobserve d’abord que deux droites

ax+by +cs=0, ax+by+czs=o

(ot les cocfficients des premicrs membres sont, bien entendu, entiers
ou rationnels) sont toujours équivalentes, 11 suffit, en effet, de faire
correspondre au point M de la premiére droite le point M, de la se-
condc droite, de telle fagon que ladroite MM, aille passer par un point
donné fixe I @ coordonnées rationnelles. 11 n’y a donc qu’une seule
classe de droites.

Consid¢rons maintenant les coniques.

Soit donc /= o I'équation d’une conique. Si cette conique passe
par un point C & coordonnées rationnelles (c’est ce (ue j'appellerai
pour abréger un point rationnel), clle est équivalente 4 une droite.
Il suffit, en effet, de considérer une droite quelconque D i coefficients
rationnels (ce que jappellerai une droite rationnelle) et de faire cor-
respondre 4 un point M de la conique, un point M, de la droite D tel
(ue les trois points MM, C soient cn ligne droite.

Il résulte immddiatement de 1 que, si une conique admet un point
rationnel, clle en admet une infinité. On peul le voir aussi comme il
suit. Soit C un point rationnel de la conique, soit I’ un point rationnel
quelcongque du plan. Joignons PC, cette droite coupera la conique en
un second point M qui sera ¢videmment rationnel.
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Les coniques qui admettent un point rationnel forment donc une
seule classe, et cette classe comprend également toutes les droites.
Reconnaitre si une conique admet un point rationnel, c’est un pro-
bléme que Gauss nous a enseigné 4 résoudre, dans son Chapitre des
Disquisitiones, intitulé Representatio ciffre.

Les coniques qui n’ont pas de point rationnel se répartissent en plu-
sicurs classes et les conditions de cette répartition se déduisent immé-
diatement des principes de ce méme Chapitre de Gauss.

Considérons maintenant une cubique unicursale (4 cocfficients ra-
tionnels), cette cubique a un point double qui, étant unique, est for-
cément rationnel. Soit C ce point double, je dis que notre cubique est
iquivalente i une droite, En effet, soit D une droite rationnelle quel-
conque, nous pouvons faire corrcspondrc au point M de la cubique
un point M, de la droite DD, de telle facon que la droite MM, passe
en C.

Les mémes principes sont applicables 4 une courbe unicursale quel-

conque. Soit [=o0 une courbe unicursale rationnelle de degré /m;

(m— H(m
2

elle aura —— pomts doubles. Par ces

g

(lf—l)(m—z)

2

points doubles, je puis faire passer %" courbes de degré m — 2

(m—1)(m—
2

Comme nos pomts doubles sont les seuls points doubles

d’une courbe & cocfficients rationnels, toute fonction symétrique de
lenrs coordonnées sera rationnelle.

Dot il suit que je pourrai faire passer par ces points doubles et par
m — 2 points rationnels pris 4 volonté dans le plan une courbe de
degré m — 2, el une seule, et que celte courbe sera rationnelle (je
veux dire i coefficients rationnels).

L’équation générale des courbes de degré m — 2 passant par les
points doubles sera done de la forme suivante

0:,?, + ag?g’f— P + am -l?m—l-—- 07

I"s 2 élant des cocfficients arbitraires et les o % ¢tant des polynomes en-
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tiers homogénes d'ordre m — 2 en z, y, 3, i cocfficients rationnels.
Posons

(1) b b e

—r e s =

E{) @2 Fm—1

Si nous regardons les § comme les coordonnées homogénes d'un
point dans I'espace & m — 2 dimensions, les équations (1) définissent
une transformation qui change la courbe unicursale plane f =o en
une certaine courbe de cet espace 4 m — 2 dimensions; cette courbe,
jel'appelle K.

Jobserve d’abord que cette courbe est de degré m — 2. En cffet,
soit

@5+ %8+ .+ 2y fu =0

I’équation d’un plan quelconque de I'espace & m — 2 dimensions; pour
avoir les points d'intersection de ce plan avec K, je n’ai qu'a chercher
ceux de f = o avec la courbe

%Pyt %P+ .o+ 0y Yy = 0.

Cette courbe ¢tant de degré m — 2, le nombre total des points d’in-
tersection est m(m — 2), dont (m — 1)(m — 2) sont confondus avec
les points doubles et dont 2 — 2 seulement sont mobiles.

Le nombre des points d'intersection du plan et de K est donc m — 2.

C. Q. F. D.

Je remarque ensuite que la transformation (1) est birationnelle; en
cffet, d’abord I'on a directement les rapports des 5 en fonctions ration-
nelles de x, y, 5 & coefficients rationnels. Je cherche maintenant &
exprimer inversement les rapports des trois coordonnées z, y, 5 en
fonctions des 5.

> . X l . . ]
Pour avoir = par exemple, je prends deux quelconques des équa-
tions (1), par exemple,
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‘ : ' . YT U
et entre I'équation f = o et ces deux équations j'élimine =; il restera
deux équations

(2) F=o, F,=o,

dont les premiers membres seront homogénes en x, 5 d’une part, en
%,y 1y %, d’autre part. Entre ces deux équations, ¢liminons mainte-

nant = par la méthode du plus grand commun diviseur. Nos divisions

successives nous conduiront a_une série d’équations
I?2=O, F,:O, v ey szo,

dont les premiers membres seront des polynomes homogtnes en x, 3
d’unc part, en %, %,, 5, d"autre part, ct d coefficients rationnels. Mais
dans cette série, le degré des polynomes successifs en « et 5 ira en dé-
croissant. La derniére équation F,= o ne contiendra plus « ct 5; elle
exprimera la condition pour ue les deux équations (2) aient une ra-
cine commune.

Clest donc I'équation de la projection de la courbe K sur le plan &
2 dimensions

NAad

S
=3, =

4 e e = Sy =0,

"équati bod =0 es . i o
L’équation précédente F,_, = o est homogéne du premier degré
. x . .
enz et en 5. On en tirera donc le rapport = en fonction rationnelle
v . . . ) . ~ ]
de %, &5, &; & coefficicnts rationnels, & moins que F,_, = o ne se ré-

duise & une identité, soit par elle-méme, soit en vertu de F,= o. Mais

si cette derniére circonstance se présentait, cela voudrait dire que
les équations

\[g\‘

l

Fav

S=o,

SIS

QG
»

ont deux solutions communes toutes les fois qu’elles en ont une. Or
la théorie algébrigue des courbes unicursales, sur laquelle je n’ai pas
a revemr, nous apprend qu'il n’en est pas ainsi. Nous n’avons donc
Pas & nous occuper de cette exception qui ne se présentera pas.
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La conclusion est que la Lransformation (1) est unc transformation
birationnelle i cocfficients rationnels (je dirai pour abréger une trans-
formation purement rationnelle) et méme qu’il en est de méme de
la transformation

qui transforme la courbe plane /= o en la courbe plane FF,=o.

La courbe unicursale plane I, = o, étant la projection de K, est
de degré m — 2, d’oli cetle conséquence :

Une courbe unicursale rationnelle est toujours équivalente i une
autre courbe unicursale dont le degré est de deux unités plus petit.

De proche en proche, on arrive au résultat suivant :

Une courbe unicursale rationnelle est toujours équivalente a unc
droite ou & une conique.

Sur une droite ou sur une conique rationnelles, il y a une infinité
de couples de points, tels que toules fonctions symétriques de leurs
coordonnées soient rationnelles (c'est ce que jappellerai des couples
rationnels); ces couples rationnels s’oblicnnenl sur une conique en
coupant cetle conique par unc droite rationnelle quelconcue.

Donc, sur une courbe unicursale rationnelle quelconque, il y a
loujours une infinité de couples rationnels.

Sar une droite rationnelle, il y a toujours unc infinité¢ de points ra-
tionnels.

Done, sur une courbe unicursale rationnelle quelconque de degré
impair, il y a une infinité de points rationnels.

Ces résultats peuvent encore s’obtenir d’une autre maniére.

Jappellerai groupe rationnel un groupe de points lels que toute
fonction symétrique de lears coordonnées soit rationnelle.

Je dis d’abord que, sur la courbe f=o0, il y a unc infinité de groupes
rationnels de mm — 2 points. On les obtient de la facon suivante :

Considérons Ja courbe de degré m — 2 '

Oyt %9t oo H Ly Gy = 0y

¢t donnons aux coefficients arbitraires z des valeurs rationnelles.
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Cette courbe coupera f=o0 en m — 2 points, outrc les points
doubles, et ces m — 2 points formeront évidemment un groupe ra-
tionnel.

Je dis maintenant qu'il y a une infinité de couples rationnels.

En effet, par les points doubles, je puis faire passer «*~*) courhes
de degré m — 1. Prenons ensuite deux groupes rationnels de /2 — =
points; par les points doubles et par ces deux groupes, je pourrai
faire passer «* courbes de degré n: — 1 dont 'équation générale
pourra s’écrire

3) @, ¢y + 2Py + a3 P, = 0,

ol1 les « sont des cocfficients arbitraires ct les ¢ des polynomes homo-
gtnes de degré m — 1 en x, y, 3, @ coefficients rationnels.

Donnons aux arbitraires « des valeurs rationnelles quelconques;
la courbe (3) coupera la courhe f=o0:

1° Aux points doubles, ce qui compte pour (72 — 1) (m — 2) inter-
seclions;

2° Aux points des deux groupes rationnels, ce qui fait 2(m — 2) in-
tersections;

3° En deux autres points mobiles.

Ces deux points mobiles formeront évidemment un couple rationnel.

C. Q. F. D.
Considérons la transformation

on verrait, comme pour la transformation (1), qu’clle est purement
rationnelle; et clle transforme f=o cn une conique, puisque les
courbes (3) coupent /= o en deux points mobiles.

Toute courhe unicursale est donc équivalente & une conique.

Supposons enfin 7 impair, je dis qu'il y aura une infinité de points
rationnels.

Considérons, en cffet, =3

couples rationnels quelconques, par

ces couples et par les points doubles je puis faire passer un faisceau
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de courbes de degré m — « ayant pour équation générale
) a0, +2,0,=o0,

les « ¢tant arbitraires ct les § ayant leurs coefficients rationnels.
Donnons aux a des valeurs rationnelles quelconques. La courhe (1)
coupera f = o, non sculement aux points doubles et aux 1 — 3 points
de nos couples rationnels, mais cncore en un autre point qui, étant
unique, devra étre rationnel. C. Q. F. D.

II1. — Points rationnels des cubiques.

On voit avee quelle facilité se traite le cas des courbes unicursales.
Passons maintenant aux courbes de genre 1 et d’abord aux plus simples
d’entre elles, je veux dire aux cubiques.

Eiudions d'abord la distribution des poinls rationnels sur ces
courbes,

Jobserve que la connaissance de deux points rationnels sur unc cu-
bique rationnelle suffit pour en faire connaitre un troisiéme. En eflet,
la droite qui joint deux points rationnels donnés va couper la cubique
en un Lroisiéme point qui, étant unique, sera encore rationnel.

De méme, si nous connaissons un point rationnel, nous pouvons en
déduire un second. Pour cela, considérons la tangente it [a cubique en
un point rvationnel. Ce sera une droite rationnelle, et elle coupera la
cubique en un autre point (ui sera rationnel.

Voyons cquels sont les points rationnels «ue 'on peut déduire ainsi
de la connaissance de un, deux, trois, ctc., poinls rationnels donnés.

A chaque point d'unc courbe de genre 1 est altaché un argument
elliptique ct de Lelle facon que, sur une cubique, la somme des argu-
ments clliptiques de trois points en ligne droite soit constante & une
période prés. Nous définirons 'argument de telle facon que cette con-
stante soit nulle. Nous devons remarquer que Pargument n'est défini
de la sorte qu’d § de période pris. Car, si 'on ajoute & tous les argu-
ments } de période la somme des arguments de trois points en ligne
droite ne cessera pas d’étre égale & une période,
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Cela posé, soit My un point rationnel dont I'argument clliptique
soit .

La tangente en M, ira couper la cubique en un point rationnel M_,
dont Pargument clliptique sera — 2¢.. La tangente en M_, ira couper
la cubique en un point rationnel M, dont argument clliptique
sera 42.

La droite M, M, ira couper la cubique en un point rationnel M_,,
dont 'argument sera — 52; la droite M_,M_, ira couper la cubique
en un point rationnel M, d’argument 72.

La droite M,M, coupera la cubique en un point M_; d’argument
—8a ct la droite M_;M_, la coupera en un point M, d’argument 1o2.

La loi est manifeste ct il existera sur la cubique une série de points
rationnels M, (» ¢étant un indice entier variant de —-oc & +=) ct
I"argument elliptique de M, est (32 + 1)a.

Ces points sont tous distinels, 4 moins que « ne soit commensurable:
avec une période.

La droite qui joint deux de ces points M,, et M, passe par un troi-
sitme point rationnel dont I'argument clliptique est

[3(——p—1) +1]=,

et qui fait, par conséquent, encore partic de la séric des points M,.
Soient maintenant M, et N, deux points rationnels d’arguments «
et 5 les points M, et N, d’arguments

(Brn+1)a ct Bp+1)B

scront encore rationnels; le troisi¢me point d'intersection de la cubique
avec la droite M, N, aura pour argument

—@Bn+1ae—GBp+1)B
et sera rationnel. Les deux points
B et —Q@r+1)a—Bp+1)B
é¢tant rationnels, il en sera de méme de

(3n+ 1)+ 3pB.

Journ. de Math. (5 série), tome VIL — Fasc. II, 1go1. - 22
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Et, de méme, le point
3na+3p+1)b
devra étre rationnel.
En résumé, seront rationnels tous les points d’argument

ao+ 03,

ol @ et b sont des entiers satisfaisant & I'un des trois systémes de con-
gruences :

a:==:y, b:=o0
a==0, b=1 (mod3);
ai—1, bz—1

en d'autres termes, lous les points d’argument
o+ 3na+p(f—a),

n et p étant des entiers.

Observons que si I'on joint deux de ces points, la droite rationnelle
ainsi obtenue coupera la cubique en un troisiéme point dont I'argu-
ment sera encore de méme forme.

Cela montre que fous les points rationnels que I'on peut déduire
de M, et N, sont compris dans cette méme formule.

Plus généralement, si les points d’arguments elliptiques

Uy Gy Gy ey B

sont rationnels, il en sera de méme de tous les points dont les argu-
ments elliptiques sont compris dans la formule

() 24+3na+p(e,—a)+p,(2,—a)+...+ p,(a,— )

ol n et les p sont entiers.
Tous les points compris dans la formule (1) sont-ils distincts? Hs le
seront i moins qu’il n’y ait, entre les arguments

Uy Gy Uy ..., O

et une période, une relation linéaire i coefficients entiers.
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On peut se proposer de choisir les arguments

(2) Oy gy Oy ooy Oy

de telle facon que la formule (1) comprenne tous les points rationnels
de la cubique. Les ¢ + 1 points rationnels qui ont les arguments (2)
formeront alors ce que nous appellerons un systéme de points ration-
nels fondamentauz.

1l est clair que 'on peut choisir d’une infinit¢ de maniéres le systeme
des points rationnels fondamentaux. On devra tout d'abord dans ce
choix s’arranger de telle facon que lc nombre ¢ + 1 des points fonda-
mentaux soit aussi petit que possible. Cette valeur minima de ce
nombre ¢ + 1 sera ce que j'appellerai le rang de la cubique; c'est

¢videmment un ¢lément trés important de la classification des cubiques
ationnelles.

Il y en a d’autres.

On sait que les cubiques réelles se partagent en deux catégories : les
unes ont une seule hranche o tous les arguments elliptiues sont
réels; les autres ont deux branches; tous les points de la premiére
branche (branche impaire) ont leurs arguments réels, tous ceux de la
seconde branche (branche paire) ont leurs arguments ¢égaux & une
quantité réelle augmentée d'une demi-période imaginaire que j’appel-

. )

. W
lerai —.
2

]

Dans le premier cas, tous les points rationnels ont leur argument
réel, de sorte que les quanlités &, «,, . . ., %, sont toutes réelles.

Dans le second cas, il peut encore arriver que toutes ces quantités
soient réelles et il arrive alors que tous les points rationnels sont sur la
branche impaire et qu'il 0’y en a pas sur la branche paire.

Mais il peut arriver également que 'une des quantités o soit égale

' L v 4 ! .
4 unc quantité réelle augmentée de 39-, de sorte que 'un des points

rationnels fondamentaux soit sur la branche paire. Nous pouvons tou-
Jours supposer qu'il n'y en a qu’un. Si, en effet, nous avions sur cette
branche paire deux points fondamentaux d’arguments 8 et y, nous
pourrions les remplacer par les points dont les arguments sont § et
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—~ % —+ et le second de ces nouveaux points fondamentaux serait sur
la branche impaire.
Supposons done 2, 2,, . . ., 2,., réels et soit

'
0 (0]
9!,,—,5-}-;-’

3 #tant réel; alors les points rationnels de la branche impaire seront
donnés par la formule

%+ 31:2-*—1),(9:‘,— o)+ pa(2,—a)+...
+ Pyei ey — @) + 2P (B — 2).

A chacun des points rationnels de la branche impaire en corres-
pondra un sur la branche paire ot la différence des arguments de deux
points correspondants scra 3 — o + ‘1;—'

A ce point de vue, nous devons considérer trois calégories de cu-
bigques rationnelles (outre celles de rang zéro qui n’ont pas de point
rationnel) : 1° celles qui n’ont qu’une seule branche; 2° celles ui ont
deux branches, mais n'ont de points rationnels que sur la branche
impaire; 3° celles qui ont deux branches et des points rationnels sur
les deux branches,

Nous devons encore faire une autre distinetion; il peut se faire que,
parmi les quantités

(3) 2n%+p(a,—2)+ ...+ p,(2,—2)

(qqui représentent les différentes valeurs que peuvent prendre les dif-
ferences des arguments des points rationnels), il y en ait (ui soient des
parties alignotes d’une période réelle. Considérons loutes celles des
quantités (3) qui sont ainsi commensurables avee la période réelle,
période que j'appellerai w; leur plus grand commun diviseur fera en-
core partic des quantités (3) et comme toutes ces quantités ne sont
définies qu’a un multiple prés de o, le plus grand commun diviseur
de o et de celles des uantités (3) qui sont commensurables avec ©
pourra encore étre regardé comme faisant partic de ces quantités (3).
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P/ e . . (0]
Soit = ce plus grand commun diviscur; tous les multiples de - fe-

ront partic des quantités (3) et ce seront les seules quantités (3) qui
soient commensurables avee .

Nous pourrons supposer alors soit o == 3—-, $0il 2, =2 + E'

La connaissance du nombre m, s'il existe des quantités (3) com-
mensurables avee o, est évidemment aussi un des éléments les plus
importants de la classification des cubiques rationnelles.

Il nrrivcra quelquefois que le seul point rationnel fondamental

sera 5—; plus généralement, il pourra se faire que les points ration-

nels sonent tous donnés par I'une des formules :

([') l_(ﬂ, Ko w Ko 20

== L, 22
m m 3m m + 3m 3/»

ou bien que les points rationnels de la branche impaire étant donnés
par Pune des formules (4), ceux de la I)r'mclw pairc s'en déduisent en

I

ajoutant aux arguments clliptiques soit —-, $0il — + = >
2/

Dans ces divers cas il n’y aura qu'un nombre [mn de points ra-
tionnels ; dans tous les autres cas il y en aura unc infinité; j’ajouterai
qu’il y en aura une infinit¢ sur tout arc de la cubique si celle-ci w’a
qu'unc branche, sur tout arc de sa branche impaire si elle a deux
branches, ct enfin sur tout arc de I'une queleonque des deux hranches
s'il y a deux hranches et qu'il y ait des points rationnels sur chaque
branche.

Ainsi se pose naturellement le probléme suivant :

Quelles valeurs peut-on attribuer aw nombre entier que nous
avons appelé le rang d’une cubique rationnelle? Quelles sont,
par'mt les catégories que nous venons d’énumérer el qui sont jus-
quici logiquement possibles, celles qui existent réellement?
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IV. — Auires courbes de genre 1.

Les principes précédents sont applicables & des courbes quelconques
de genre 1.

Considérons, par exemple, une quartique gauche. Chaque point de
cette courhe posséde un argument elliptique; et la somme des argu-
ments des quatre intersections de la courbe et d'un plan est nulle.

Si donc les points «, 3, v sont rationnels, il en est de méme du
point

—a—f—.

Si le point a est rationnel, il en est donc de méme du point — 32,
puis des points
Sa=—|z+2(—32)),

—ra=—[52+2+12|
92 —=—[(—5a) + 2+ (—32)},
~tiza—=—[92 + 2+ 2|,

cl, en général, de tous les points (4n + 1)2.
Si ¥, & et o sont rationnels, il en sera de méme de

‘ _z_(j__q.:
et de
~(22+7)
et, par conséquent, de
l/ 4
v+b-a=—[224+(—2—3—7)|

Sidonc
By Oy Ky eevs %,

sont rationnels, il en sera de méme d¢
() (4 +1)a+p(2,—2) +py(2,—2)+ ...+ pl2,— 2),

quels que soient les entiers 7, py, puy. - . 5 pye
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(Cest 1a une formule analogue 4 la formule (1) du paragraphe pré-
cédent et qui se discuterait de la méme maniére.

Considérons plus généralement une courbe de genre 1 et de degré m
dans I'espace & /n — 1 dimensions. Un plan coupera cette courbe en
m points et la somme de leurs arguments elliptiques sera nulle.

L.e méme raisonnement pourra donc s’appliquer.

Sio, 2,y %, . . . 5 %, 800t rationnels, il en sera de méme de

— (@t e+ %)
el des divers points

~(m —1)a, —a,—(m—2)2%, —oa,—a,—(m—3)x,

— gy (y—a)=—}~—(m—2)2—|—a,—2,—~(m —3)z],
et plus généralement de
(nm +1)o+ p, (2, — ) +py(2,—2)+ ... + p(2,— 2),

formule analogue 4 la formule (1).
On arriverait aisément aux mémes résultats cn raisonnant directe-
ment sur les courbes planes. Soit C une courbe plane de degré m ot de

genre 1; elle aura
(m—1)(m—2)
2

1

points doubles. Par ces points doubles je peux faire passer -
courbes d’ordre /1 — 2 qui couperont la courbe en 7z points mobiles:
j'appelle ces courbes K. Si nous avons n: —1 points rationnels d’argu-

ments elliptiques
Oyy  ay  eeey Yy,

par ces points je pourrai faire passer une courbe K, cette courbe cou-
pera C en un mi*™ point qui aura pour argument

—(ay+ ty e+ L)

¢t qui sera évidemment rationnel.
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Le reste du raisonnement se poursuit comme plus haut.

Cherchons maintenant dans quels cas une quartique ou une courhe
de degré plus grand peut étre équivalente & une cubique.

Soit d’abord une quartique plane rationnelle quelconque de genre 1.
Supposons qu'elle poss¢de un point rationnel P. Par ce point I’ et par
les deux points doubles, je puis faire passer %2? coniques, qui cou-
peront la quartique en trois points mobiles, L’équation générale de
ces coniques pourrait s’éerire

Oy %aPat 0y Gy = 0,

les 2 ¢tant des arbitraires et les ¢ des polynomes du second degré &
coefficients rationnels.
Considérons alors Ja transformation

l.n-v

|.cv¢
-4

=

3 ' ave

-G
-G
N
o
-

oil les § sont considérés comme les coordonnées homogénes d’un point
dans un plan. Elle transforme notre quarlique en une cubique, ct I'on
verrait, comme pour la transformation (1) du §II, que c’est une trans-
formation purement rationnelle,

La quartique est donc ¢équivalente & une cubique.

Reéciproquement, considérons une quartique ct supposons qu’elle
soil équivalente & une cubique, je dis qu'elle admettra un point ra-
tionnel.

En effet, soit « 'argument clliplique d’un point de la quartique;
Pargument elliptique du point correspondant dela cubique sera u + £,
k ¢tant une constanle. Si trois points de la cubique sont sur une droite
rationnelle, les trois points correspondants de la quartique, qui auront
pour arguments elliptiques e, 8, ¥, formeront un groupe rationnel, et
Pon aura

2+ +vy=-3k

Par ces Lrois points et les deux points doubles je puis faire passer
une conique qui sera rationnelle et qui coupera la quartique en un
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autre point (qui, élant unique, devra étre rationnel. Ce point rationnel
aura pour argument — o — B — v, c'est-ir-dire 3£,

La cubique devra avoir aussi un point rationnel, En effet, par les
points doubles de la quartique je fais passer une conique rationnelle
(qui coupe la quartique en quatre points simples. Les quatre points
correspondants sur la cubique formeront un groupe rationnel. Par les
(uatre points de ce groupe je puis faire passer une infinité de coniques
rationnelles, qui couperont la cubique en deux autres points. Ces deux
points formeront un couple rationnel. Iin joignant les deux points
d"un de ces couples rationnels on obtiendra une droite rationnelle gui
coupera Ja cubique en un troisi¢me point qui sera rationnel.

C. Q. F. D

Réciproquement, si une cubique a un point rationnel P, elle est
dcquivalente i une (uartique. En effety je considére dans Uespace un
point vationnel quelconque S; et je considére ce point comme le som-
met d'un edme C du troisieme degré ayant pour dircetrice la cubique.

Yar le point I je puis faire passer une droite rationnelle quelconque
(qni coupe la cubique en deux points M et M, formant un couple ra-
tionnel. Par les droites SM et SM, je puis faire passer une surface du
second degré rationnelle. 1intersection compléte de cette surface et du
cone étant du sixieme degré se décompose en deux droites SM et SM,
el une quartique gauche rationnelle. La projection de cette quartique
ganche sur un plan rationnel quelconque est une quarticque plane va-
liosmelle.

En résumé :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une quartique ra-
tionnelle soit équivalente & une cubique, c'est qu'elle ait un point
rationnel,

La condition nécessaire ct suffisante pour qu'une cubique ra-
tionnelle soit équivalente & une quartique, c’est qu’elle ait un point
rationnel, _

Soit /= o une courbe plane de genre 1 et de degré ne. Quelle est
la condition pour qu’elle soit équivalente & une courbe de degré p,
dont I'équation sera f, = 0?

Il faut d’abord qu’il y ait sur /=0 un groupe rationnel de p points.

Si, en effet, nous coupons la transformée f, = o par une droite ra-

Journ, de Math. (5 sévie), tome VI — Ifasc. 11, 1401, 23
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tionnelle quelconque, celte droite la coupera en p points formant un
groupe rationnel. Les points correspondants sur [==o formeront
aussi un groupe rationnel.

de dis maintenant que cette condition est suffisante. En effet, §'il
existe un groupe rationnel de p points, par ce groupe ct par les
points doubles je pourrai faire passer une infinité de courbes de
degré m — 3 + k, dont Péquation générale sera

49+ Lyt ...+ a,5,+0 /=0,

olt g =hkne — p, o les a sont des arbitraires, les % des polynomes
dordre m — 3 + & a coefficients rationnels et 9 un polynome arbi-
traire de degré & — 3 (le terme 0 f disparait si & < 3).

Ces courbes couperont f== o0 c¢n km — p points mobiles. Si I'on
donne aux 2 des valeurs rationuelles, ces km — p points formeront un
groupe rationnel.

Considérons maintenant un de ces groupes rationnels de km — p
points, par ce groupe ct les points doubles nous pourrons faire passer
unc infinité de courbes de degre m — 3 + k, dont 'équation générale

sera

() 9‘;44.-4‘0(2'.[42—&...+'a,,'.[a/,+'qf== 0,

ot les 2 sont des arbilraires, les ¢ des polynomes d’ordre me — 3 + &
i coefficients rationnels et ) un polynome arbitraire d’ordre & — 3.

Ces courbes couperont /= o en p points mobiles. Sialors on con-
sidére la transformation

-C‘l:"
-

I
;c_l.:w
=

Il

1V

(ot les £ sont les coordonnées homogénes d’un point dans un plan),
elle sera purement rationnelle, toujours en vertu du raisonnement,
et elle transformera f=o0 en une courbe de degré p [parce que les
courbes () coupent f = o en p points mobiles].

Cette démonstration suppose :

1* Que km > p, on peut toujours prendre & assez grand pour cela;



PROPRIETES ARITHMETIQUES DES COURBES ALGEBRIQUES., 170

20 Que p2 3. Si p =1 ou 2, il est clair que le théorime est en dé-
faul, puisqu’il n'y a pas de courbe de genre 1 ct de degré 1 ou 2.

Si p =1, cest-i-dire s'il y a un point rationnel, il existe aussi un
avoupe rationnel de trois points (&4 savoir le groupe qui comprendrait
trois points confondus entre cux ct avee ce point rationnel); la courbe
est done ¢quivalente & une cubique. Lt I'on démontrerait de méme
iju’elle est équivalente i une courbe de degré quelconque.

Si p = 2, c’est-a-dire sl y a un couple rationnel, il existe aussi un
sroupe rationnel de quatre points (4 savoir le groupe qui compren-
drait quatre points confondus deux a deux et avec les deux points du
couple); la courbe est donc équivalente i une quartique. Et Pon dé-
montrerait de méme qu'clle est ¢quivalente & une courbe d'an degré
pair quelconque.

Si m esl impair eLqu'il y ait un couple rationnel, il y a aussi un point
rationnel. Car, par les points doubles el par un groupe rationnel de
m—1 ., m-—i

—
et avee les deux points du couple, on peut faire passer une courbe de
degré m — = et une seule. Cetle courbe esi rationnelle et clle coupe
/=0 cn un autre point (ni est unicque ct rationnel.

lin résumé :

Pour qu'une courbe rationnelle de genre 1 et de degré m soit équi-
valente i une courbe de degré p > 3, il faul et il suffit qu’clle posséde
un groupe rationnel de p points.

Pour aller plus loin, supposons que notre courbe, de degré m, ad-
melte un certain nomhre de groupes rationnels. Supposons-en trois
pour fixer les idées.

m -~ 1 poinls qui comprendrait 2 — 1 points confondus

Soient G, G, (i, ces groupes qui seront formés respectivement de
P1y P2 el p, points. Soit & le plus grand commun diviseur des quatre
nombres

my  poy Pa Pa

Je dis qu'il existe un groupe rationnel de ¢ points.
En cffet, on peut trouver quatre nombres entiers positifs

K’ hy, ,':n /‘:n
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tels que

Km—hyp,—hyp,—lyp,=2.
Nous pourrons alors mener une infinit¢ de courhes de degré
m—3+K,

passant par les points doubles et ayant avee = o un contact d’ordre
hy— 1 aux points du groupe G,, d’ordre /i, — 1 aux points du
groupe G,, d’ordre /h, —1 aux points du groupe G,. Parmi ces
courbes, il y en aura une infinilé qui seront rationnelles.

Elles couperont f == o, aux points doubles, en 2, p, points confondus
avee le groupe Gy, en Ay p, points confondus avec le groupe Gy, en
I, py points confondus avee le groupe Gy, ct en

Km—Ip—lyp,— hyp,=2

autres points. Ces ¢ points formeront un groupe rationnel.
C. Q. F. D.

Soit alors ¢ le plus petit nombre tel qu'il existe sur /= o un groupe
rationnel de ¢ points. D'aprés ce qui précéde :

1 Le degré m est un multiple de ce nombre caractéristique ¢

»° 11 en est de méme du degré de toutes les courbes ¢quivalentes
il '/' =03

3¢ Il en est encore de méme du nombre des points d’un groupe ra-
tionnel quelconque de f=o.

Ce nombre caractéristique ¢ est donc un des ¢léments les plus im-
portants de la classification des courbes rationnelles de genre 1.

Il mc reste & parler d’un point de détail.

Considérons unc (uarlique gauche ¢quivalenle a une cubique plane.
Par exemple, la cubique sera la perspective de celle quartique, en
prenant pour pomt de vue un point S de la quartique.

D’apres ce qui précede, ce pomt S doit étre rationnel. Soit « son
argument clliptique sur la quartique et

o — o+ k
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son argument sur la cubique. Soient, d’antre part,
Oyy Ogy veey %y

Jes arguments des autres points rationnels fondamentaux sur la quar-
lique ct )
o, =a;+ k (i=1,2,...,0)

leurs arguments sur la cubique.
Nous avons vu que les arguments des points rationnels sur la (quar-
tique sont donnés par la formule :

b=a+ qnu+Zpi(a,—2),
et sur la cubique par la formule
=o'+ 3na +Ep;(z—a').

11 faut démontrer que ces deux formules concordent, c¢’est-i-dire
que I'on a
{ﬁ' = l’ﬁ + k.

Or c’est ce «qui est évident, si I'on observe que

3 =ua, o — o= o, — %, 3a' = 4.

V. — Etude de quelques transformations.

Soil 2 I'argument d’un point rationnel queleonque sur une cubigue;
la transformation qui change le point d’argument w, dans le point
d"argument — « — u, sera ¢videmment (les trois points z, u, — 2 — «
¢tant en ligne droite) une transformation purement rationnelle qui
changera la cubique en clle-méme.

Si o et § sont les arguments de deux points rationnels, les transfor-
mations

(u’ - u)’

(u, —B—u)
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seront purement rationnelles; il en sera de méme de leur résultante
(4, p — o+ u).

D ailleurs, si 2 est rationnel, il en est de méme de — 22, de sorte que
la transformation (1, 3o + 1) est purement rationnelle.

Etudions de plus prés ces transformations (u, b — 2 + u).

Si #, y. 3 soul les coordonnées du point d’argument u, et &, 7, ¢
celles du point transformé d’argument 8 — a + u, les équations de la
transformation devront étre de la forme

, 5 %
(n XTy =7

X, Y, Z éant des polynomes entiers en .z, y, 5 a cocfficients va-
tionnels,

Comment former ces polynomes?

La droite 2 = o coupera la cubique en trois points M,, M,, M, d’ar-
guments ¥, v., v,. Considérons les transformeés de ces trois points
par la transformation inverse de (1), qqui auront pour arguments

/ [/ 7B
7'_55'*'7«7 “_15'*"‘"2' 7-_?""4'39

et que jappellerai M, M, M’,.
On aura

(2) Vvt Yet+ V=0,

Considcrons d’abord trois points I, P, P, d’arguments ¢, ¢,, ¢,
assujellis & la condition unique

(3) g +e,+e,=308—3a

On pourra choisir ces Lrois points de facon qu’ils forment un groupe
-ationnel.

Les six points M|, M, M, I, P,, D, seront, & cause des rela-
tions (2) el (3), sur une méme conique, ct cetie conique sera ration-
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nelle. Soit
X,=o

I'équation de cetle conique; je puis supposer qu'elle est écrite de telle
facon que les coefficients de X, soient entiers et premiers entre cux.

D’autre part, la droite y = o coupe la cubique en trois points N,
\,, N; ayant pour transformés N, N}, N}, Les six points N, N}, N||
P,, P, P, sont sur une méme conique rationnelle dont Péquation peut
s'éerire

,
Y, =o,

les coefficients de Y élant entiers el premiers entree cux.,

De méme, la droite 5 = o coupe la cubique en trois points Q,, (),
(), ayant pour transformés Q,, Q,, Q,. Les six points (), Q, Q:, P,
P,, P, sont sur une méme conique rationnelle dont P'équation peut

§’Gerire
Z,=o,

les cocfficients de Z élant entiers el premiers entre cux.
Considérons alors la fonction

~,’
ce sera unc fonction doublement peériodique de Pargument elliptique
du point z, y, 53 cette fonction ne pourra devenir infinie, car le déno-
minateur ne peut s"annuler sans ue le numérateur sannule, Elle se
réduira donc & une constante; pour la méme raison

74.\|

est yne conslanle. NOUS [)OUI‘I‘OHS dOl]C pOSL‘I'
X=aX,, Y=0bY, Z=cl,

@, b, ¢ élant Lrois entiers premiers enlre cux.
Ainsi la transformation (1) peut s'éerire de telle facon que X, Y, Z
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soient des polynomes du second ordre, Cela est méme possible d’une
infinité de maniéres, car les trois points P, 5, P, ne sont assujettis
qu'a une seule égalité,

Soient N, Y, 77 trois polynomes du second degré formés comme N,
Y, Z, mais en remplacant les trois points P, 1,, P, par trois autres
points I, 17, P, assujettis comne cux a la condition (3). La trans-
formation

gAY
~

(vhisy

.
- -
|
t
N

devea ftre o méme que la transformation (1); je veux dire par la
qu'un point de la cubique £ = o a méme transformé, qu’on lui applique
"une ou Fanire des denx transformations, Les deux transformations (1)
el (1 bis) pourraient étre appliquées 4 un point quelcongue du plan;
mais alors les deux transformés ne seraient pas les mémes,

I résulte de La que les teois poly nomes du quatriéme degre

YZ - ZY, Z\N' = N7, XY'—YX’
sont divisibles par /.
[Limporte de remarquer que la transformation (1) est une transfor-
. . . o . . . L
mation Cremona; ¢ est-a=dire qu'on pent en tiver les rapports —» % en

fonctions rationnelles de %, «, 7, alors méme que le point ., y, = n'est
pas assujelli & rester sur la cubique ; e, e effet, deux des conicues

aN=3Y +vlh=0, IX+FY+vZ=o

ne se coupent qu'en un seul point mobile, en dehors des trois points
tvpe P ) )
fixes ), I, P,.

Ces trois points fixes sont les points-bases de la transformation.

Si 'on résoul les équations (1), on trouve

g L

-

T =T ," v = g
b WE NS Y30, %) Lu(%,1,%)

Xos Yo, 7y étant des polynomes du second degré, Fa transforma-
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tion (4) est ainsi la transformation inverse de (1). Quels sont les
points-bases de cette transformation inverse?

Je rappelle que, dans une transformation (uadratique Cremona,
toute droite passant par un point-base se transforme cn une droite pas-
sant par un point-hase de la transformation inverse.

Suit donc une droite I passant par P,; elle coupera la cubique en
deus autres points I, et I,; la somme des arguments de ces deux
points sera constante et égale & —e,. Soient | et IT, les transformés
de H, 2t H, 5 la somme de leurs arguments sera constante et égale i

2(—a) —¢,.

La droite H;, 1L, transformée de 1, coupera la cubique en un troi-
sieme point R, dont 'argument sera

g, —2(3 —2).

Celte quantité étant constante, ce point R, restera fixe quand la
droite D) tourncra autour de P,. Donc R, est un des points-hases
de (7). Les deux autres, R, et R;, auront pour arguments

- [/
g, —u(p —2),
g — 2(B —2).

Ainsi les trois points-hases de (4) sont encore sur la cubique, et la
somme de leurs arguments est

Ja—33.
i donc nous considérons les trois points Ry, R,, R,, leurs transfor-
més, que j'appellerai Q,, Q,, Q,, seront en ligne droite, et les trans-

formés de leurs transformeés sont les trois points P,, I’, et P,.
Considérons maintenant I'expression

SX,Y,Z);

L) Y ]
c'estfun polynome du sixiéme degré cn z, y, 55 comme la transfor-

Journ. d= Math. (5* strie), tome VI, — Fasc. 1I, 1gos. 24
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mation n'altére pas la cubique /= o, on aura identiquement
(5) S Y, 2y = [, yy3)0( e, y,35),

7, ¢lant un polynome du troisi¢ine degré.
Comme les trois points-hases P, P,, I’; doivent étre des points
triples pour la sextique

S, Y, Z)y=0
et que ce sont des points simples pour fa cubique

,/(""9 Y, :) =0,

ce seront des points doubles pour la cubique 1, = o de sorte que cette
cubique v = 0 s¢ décomposera en trois droites qui seront les edtés du
triangle P, P, P,
Dautre part, les transformations (1) et (4) ¢tant inverses 'une de
Fautre, on aura
No(N Y, %) Yo, N, 2y LN Y L)

A y s ll’
S NN Y, Z) =0y,
(6) Y, (N, Y, 2)= )/,
, L,(N, Y, L)y=537.

ou

Les premiers membres ¢tant des polynomes du quatrieme degré,
sera un polynome du troisicime degré; les trois points-hases étant des
points doubles pour les quartiques

No(X, Y, Z2) =0, Y, =o, Z,=o,

seront aussi des points doubles pour la cubique %' = o. Cette cubique
se décompose ainsi encore en trois droiles qui sont les trois colés du
triangle P, P,P,.

Ainsi les deux polynomes 4 el %' ne peuvent différer que par un
facteur conslant,
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Le polynome 7, est décomposable aw point de vue algébrique en
trois facteurs linéaires; mais il n’arrivera pas toujours que cetle décom-
position soit possible au point de vue arithmétique. Cela arrivera si
les trois points Py, I, et I, sont rationnels. Il est clair qu'il est Loujours
possible de choisir ces Lrois points ((ui sont assujetlis seulement i la
condition 3) de telle facon (u’ils soient rationnels; et cela d'une infinite
de maniéres en prenant

g=q%—2)+2+3px  (i=1,2,3),
avee la condition
Yo+ a4 §s= 73, PrA-patpy=—1.
(Cest la supposition que nous adopterons désormais, sauf avis conltraire,
Supposons que x, ¥, 3 soient Lrois enliers premiers entre eux; \,
Y, 7 sont également trois entiers; il importe de savoir quel est lenr

plus grand commun diviseur S.
Observons que

Ne(N, Y, 20 Yo(N, Y, 2, Zy(N, Y, 2)
sont divisibles par 82, 1 en résulte que 4" est divisible par 5%, (Cest
déjiv une considération qui pourra nous aider & déterminer S,
Considérons de nouveau les neuf points
, e ”
Py Qn I (r=1,2,9).
Nous avons vu qu'ils ont pour arguments
gy, &—(9—2), &¢g-—2(8—u
i Ei— (P L)y & I L),

avee la condition
g+ e+, =3(3 — ).

De it vésulte immédiatement que ces neuf points se trouvent Lrois i
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trois sur sept droites, qui sont les droites

Q‘ QzQu l) Q2R31 l)SQRRl’ QlRﬁpr
l l‘ (4] QGPQRS’ RlpﬂQl‘

De plus, la somme des arguments des neuf points (de méme que celle
des arguments des six points P, et R,) étant nulle, on conclut que les
six points P, el R, sont sur une méme conique C, et que les neuf points
sont sur une infinité de cubiques.

On voit alors que les six points P; et R, sont les sommets d'un hexa-
gone de Pascal inscrit dans une conique C, et que les points (),,
., Q, en ligne droite sont les intersections des trois paires de colés
opposés de cet hexagone.

Considérons les cubiques qui passent par les neuf points; elles
forment un faisceau. L'une d’clles est la cubique proposée f=o. Une
se décompose en une conique qui estla conique C circonscrile a I'hexa-
gone de Pascal, et en une droite qui est Q,Q, Q. Deux des cubicques
se décomposent en trois droiles ui sont pour 'une d’elles

(7) R,Q.P; R,QiP R,Q,P,
el poﬁr I'autre
(8) RiQ,ly RQiP; R,QP

La transformation change la cubique f en elle-méme; elle change la
conique C dans la droite QQ, Q,Q, et inversement; elle change les trois
droiles (7) les unes dans les autres, de méme que les trois droites (8).
Il y a donc quatre cubiques du faisceau pour lesquelles on voit imm¢-
diatement qu’elles ne sont pas altérées par la transformation. Il suffi-
rait de le savoir de deux d’entre clles pour conclure que cela est vrai
pour toutes les cubiques du faisceau.

Toutes les cubiques du faisceau sont donc inaltérées par la transtor

mation (1). Si
S (% y,3)=0o, ¢(x,y,5)=0
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sont les équations de deux de ces cubiques, on aura ¢videmment
f(X Y, L) = f(, 5y 5)ny
X, Y, 2) = 5(=,y,5)an,
« ¢lanl une constante, et de méme
FOGY,2)+29(X, Y, Z) = [f(2, 0 5) + hge, y, 5] b,

b ¢lant une autre constante. Or cela n’est possible que si a =b =1;
d'ou il suit que le coefficient v qui figure dans I'é¢quation (3) est le
méme pour toutes les cubiques du faisceau.
Soil maintenant
D=aw+@y+~‘r:=o

I'¢quation de la droite Q,Q,Q;; soit
S(z,y,3)=0

celle de la conique Cj; je supposerai que les coefficients du polynome D,
deméme que ceux du polynome S sont premiers entre eux. L’équation
de C pourra également se mettre sous I'une des deux formes

eX+BY+vyZ=0, aX,+BY,+vZ,=o0,
de sorte que nous aurons identiquement

«X +BY +yZ =08,
aXo+BY,+vZ,=10,S,

0 et O, étant des entiers.
Nous trouverons ensuite

()0S(X’Y’Z) =eXo(X,Y,Z) +BY(X,Y,Z) +vZ,(X,Y,Z) = D1y
et, d’autre part,

3(X,Y,2) («X +BY +yZ) = %S(x, y, 3)D;
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d'oii
7, SD = 0%'SD
et enfin
Dyr, =07

VI. - Subdivision des classes en sous-classes.
Soient C et € deux cubiques équivalentes; on pourra passer de (.

a C par une transformation purement rationnelle T qui, comme nous
allons le voir, sera généralement une transformation quadratique. Soit

2 AR

cette transformation ot N, Y, Z scront des polynomes entiers &
coefficients rationnels. La droite « =0 coupera la cubique (2 en trois
points My, M, M, d'arguments v, v,,v,. Soient M, M, M, les trans-
formés de ces trois points par la transformation T=* inverse de T
cos trois poinls seront sur la cubique G et auront pour arguments

A'll —_— /‘-, 72 — /.-, q‘/:’ — /‘ -\(' + -‘/2_*_ «{3: 0)'

Yar ces trois points qui formeront sur C un groupe rationnel et par
deux points rationnels quelconques du plan, je puis faire passer une
conique rationnelle qui coupera C en trois autres points que jappelle-
rai Py, Py, Py, qui formeront un groupe rationnel ct dont les argu-
ments &, &y, & seront liés par la relation

g+ &+ &= 3.

Soit X, = o, I'¢quation de cclte conique.

D'autre part Ja droite y = o coupera (7' en trois points N,, N,, N,
dont les transformés par T-' ¢que jappelle N\, N, N; auront des
avguments dout la somme sera — 34 (pour la méme raison ue la
somme des arguments des trois points M), M, M.).

Il résulte de li qque les six points N}, N, N, P, I, P, sont sur une



PROPRIETES ARITUMETIQUES DES COURBES ALGEBRIQUES, 191

méme conique qui est rationnelle puisque ces six points forment deux
groupes rationnels. Soil Y, = o I'¢quation de cetle conique.

Enfin la droite 3 = o coupera (X en rois points dont les transformds
par T+ seront avec Py, Py et Py sur une méme conique rationnelle
dont I'équation seraZy = o.

Les polynomes Ny, Yy, 7, sont du deuxiéme degré et i cocefficients
rationnels.

On verrait comme dans le paragraphe précédent que les fonctions
doublement périodiques

\Y, N/,
VX, 7N, .

se reduisent & des constantes rationnelles que nous pouvons supposer
éales &1 sans resteeindre la géncéralité. On peut done prendre

N=X,, Y=Y, Z=1,.

Ainsi I'on peut Loujours supy.oser que les polynomes X, Y et Z somt
du deuxicme degre et sont les premiers membres de Péquation de trois
coniques ayant trois points communs. 1l en vésulte que la transforma-
tion T est une transformation quadratique Cremmona, ayant pour points-
hases Py, P, P,. Si nous résolvons les équations (1) nous trouvons

(2 € Yy s
2 N Ty, — = 7 rat]
) -‘\u(iy"nt) ‘u(i:"aa:) /‘U(E’"A’ )

Ny Yoy 2y Glant trois polynomes du deuxi¢me degré o coefficients
ralionnels,

Les équations (2) définiront la transformation T-' inverse de 'I'.

Quelssont les points-hases de cette transformation?

Soil 1) une droite quelconque passant par 15 elle coupera C en
deus autres points I, et I, donl les arguments « cl v devront satis-
faire & la relation

U=+~ =0.

Les transformés 11, et IT, de ees deux points seront sur C' et auront
pourarguments « + k et v + k. La transformée de D esl une conique



192 H. POINCARZ,

«qui doit se décomposer en deux droites dont 1'une est la droite R, IR,
ot l'autre est la droite I, I, qui doit passer par R,.

Or la droite H, H, coupe C’ en un troisiéme point dont I'argument
doit étre : ¢, — 2/, Il reste donc fixe quand la droite I tourne autour
du point P,. Ce ne peat donc étre que le point R,.

En résumé les trois points-hases de (2) sontsar C’ et ont pour argu-
ments

¢, — 2k, &¢g,—2k, ¢, — ak.

Remarquons que notre transformation Cremona (1) transforme
toute cubique passant par les trois points Py, P,, P, en une cubique
passant par les trois points Ry, R,, R,.

Quelle est 1a condition pour que parmi ces cubiques il y en ait ui,
tout en étant de genre 1, soicnt leur propre transformée? D’aprés ce
que nous avons vu dans le paragraphe précédent, il faut d’abord que les
six points-bases soient sur une méme conique. Si cette condition est
remplie cette conique se transformera en une droite, de sorte que les
trois points R, R,, R; aaront pour transformés trois points Q,, Q,,

» en ligne droite.

Il faut ensuile que ces trois points (Q soient les points d’intersection
des cdés opposés de I'hexagone des points I et R. Si cette condition
est remplie nous avons vu que les cubiques qui passent par les neuf
points P, Q, R ne sont pas altérées par la transformation.

Il résulte d’abord de la que si la cubique C est équivalente 4 la
cubique C’ et de telle fagon que les arguments des points correspon-
dants diffrent de £, il y aura sur C unc infinité de groupes rationnels
de trois points dont la somme des arguments sera — 3k. Ce sont les
points dont les transformés sont sur une droite rationnelle. Il v aura
aussi sur C une infinité de groupes rationnels de trois points (je dirai
de triplets rationnels ou simplement de triplets) dont la somme des
arguments soit — 3 &, comme par exemple le triplet I, P, P,

Réciproquement s'il existe un triplet P,, I’,, I, dont la somme des
arguments soit — 3k, la cubique C scra équivalente i une cubique €
de telle fagon que les arguments des points correspondants différent
de /& & un tiers de période prés. En effet ces trois points formant un
groupe rationnel, on pourra faire passer par ces Lrois points trois
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coniques rationnelles
X’:.-: 0, Y == 0, Z—_-_-‘)‘

[La transformation Cremona

-~

v
i}

P o
,
N, uve

changera alors C en une autre cubique C’ satisfaisant a la condition
proposée.

Si maintenant il existe un triplet dont la somme soit 3/, il en exis-
tera unc infinité dont la somine sera — 3k car par ce triplet on pourra
faire passer unc infinité de coniques rationnelles; chacune d’clles cou-
pera la cubique en trois autres points formant un groupe rationnel de
somme — 3%. On en conclut immédiatement que s'il existe un triplet
de somme 3%, il y en a une infinité.

Je dis maintenant que s'il existe sur C un triplet de somme 3k, il y

en a une infinité de somme 3nk, 1 étant un entier quelconque positif
ou négatif. Pour cela, d’aprés ce qui précéde, il me suffira d’établir
que s'il y a un triplet de somme 37’k et un triplet de somme 3n"k, il
y en aura aussi un de somme — 3k (n’'+ n”) et par conséquent un de
somme 3k (n'+ n”). Considérons en effet six points formant deux tri-
plets desommes 3n'k et 3n”k.
. Par ces six points et par trois points rationnels quelconques du plan,
Je pourrai faire passer une cubique qui sera rationnelle. Cette cubique
coupera C en trois autres points formant un groupe rationnel et la
somme des arguments sera — 3k(n’ + n"). C. 0. F. D,

De la vésulte la conséquence suivante :

Si C est équivalente 4 une cubique C,, de telle fagon que les argu-
ments des points correspondants sur C et C, différent de #, clle sera
aussi équivalente 4 une infinité d’autres cubiques C,, C,, ..., Gy, ...
(4—"9 C.,,C.,,...; ct cela de telle facon que les arguments des
points correspondants sur C et C, différent de nk.

Unlc question se pose ensuite, D’aprés nos définitions deux cubiques
sont cquivalentes ou appartiennent 4 la méme classe si I'on peut pas-

Journ. de Math. (5 série), tome VII. — Fasc. 1I, 1901, 25
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ser de I'une a I'autre par une transformation birationnelle i cocffi-
cients rationnels. Je dirai qu’clles appartiennent 4 la méme sous-classe
si 'on peuat passer de 'unc 4 'autre par une transformation linéaire i
cocfflicients rationnels (je ne dis pas entiers).

On peut alors se demander si toutes les cubiques C, que je viens de
définir apparticnnent & des sous-classes différentes. Bien que 'on
puisse passer de C & C, par une transformation quadratique, de telle
fagon que les arguments des points correspondants different de nk,
ce n'est pas une raison pour qu’on ne puisse pas également passer de C
a C, par une transformation linéaire, ct par exemple de telle facon
que les arguments despoints correspondants soient égaux.

Il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que C soit transformable
en elle-méme par une transformation quadratique, la différence des
arguments des poinls correspondants étant sk,

Or je dis que C n'est pas altérée par une transformation quadra-
tique rationnelle qui change le point d’argument « dans le point d’ar-
gument « + 3k, En d'autres termes, je dis que les coordonnées du
point u~+ 3k sont des fonctions rationnclles des coordonnées dn
point u, ou, sil'on aime micux, les coordonnées de u + 3 & seront ration-
nelles, aprés adjonction des coordonnées du point u au domaine de
rationalité.

Soient, en effet, ¢, &,, &, les arguments des points de C qui forment
un triplet dont la somme est — 3 k. Par le point « et par un point ra-
tionnel quelconque du plan, je fais passer une droite qui coupe C en
deux autres points ayanl pour arguments ¢ et &; on aura

U+ ¢4 =0.

Les deux points ¢ el w formeront un couple rationnel aprés adjonc-
tion des coordonnées du point u.

Par les cinq poinls ¢, &,, ¢, u ct w je puis faire passer une conique
qui sera rationnelle aprés adjonction des coordonnées de u; cette co-
nique coupera C en un sixi¢me point qui scra rationnel aprés adjonc-
tion des coordonnées de u.

Ce point ne sera autre que le point u + 3.

Clest ce qu'il fallait démontrer.
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Ainsi les cubiques C et C, ou, plus généralement, les cubiques C, ct
C,.; apparticnnent i une méme sous-classe. Donc les cubiques C, se
répartissent en trois sous-classes au plus.

Pour aller plus loin, deux cas sont i distinguer : le premier est celui
ot la cubique C admet un point rationnel. Sialors « est 'argument de
ce point rationnel, et si la cubique C n'est pas altérée par une transfor-
mation purement rationnelle telle que les arguments des points cor-
respondants différent de 3k, le point d’argument 2 + 3k sera aussi
rationnel.

Je dis que C admnettra un triplet dont la somme des arguments sera
-- 3k, de telle facon qu’elle sera équivalente a une cubique C,, la diffé-
rence des arguments des points correspondants étant k. En effet, par
le point « je fais passer une droite rationnelle quelconque; elle coupera
(Zendeux points d’arguments 3 et ¥ formant un couple rationnel. On
aura

2+ p+y=o.
‘

Par les deux points 5 et v, par le point rationnel « + 3 & et par deux
points rationnels quelconques du plan je fais passer une conique qui
est rationnelle; elle coupe C en trois autres points qui forment un tri-
plet rationnel et dont Ja somme des arguments sera

_:5—:'—(14-3/{):—3/{. C. Q. F. b.

31 maintenant la cubique C a un point rationnel, tous ses points ra-
tonnels seront compris dans la formule

r+2nz+p(2,—2)+ pA2,—2) +...5 p(2,—2),

la cubique étant supposée de rang g +1.
Je suppose de plus qu'aucune des quantités

2. : .
Sns+py(oy — @)+ p,(2y— %) +...4 pi(2,—2)
i 501 une partie aliquote d’une période, mais que

hoy =%y Opag— %y <oy Ly— 2
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soient des partics aliquotes d’une période, de telle facon que pour s<< ¢
m(a,--a)

s0it une période (/m, étant un entier).

Quel sera le nombre des sous-classes de la classe dont fait partie C?

Quelle est la condition povr qu'il existe une cubique C, équivalente
4 C, de telle maniére que la différence des arguments soit k?

La condition nécessaire et suffisante c'est qu'il existe une transfor-
mation de C ¢n elle-méme, la différence des arguments étant 3k; c'est-
a-dire que

(3) 3k=3na+p,(2,--2)+ ps(2,— ) +...+ p,(2,— ).

Maintenant, deux valeurs &’ et k” de k conduiront & deux cubiques
Cy et Cy appartenant 4 la méme sous-classe si

(43) K—lk'=3na+p,(2,—a)+p,(a,—2)+...+p,(a,-- ) (*).

L’équation (3) nous donnera les valeurs de &; on voit qu’a chaque
valeur du second membre correspondent neuf valeurs distinctes de £,
différant entre clles de ; de période. Mais il importe de remarquer que
ces neuf valeurs ne nous conduiront pas & des cubiques C, appartenant
a des sous-classes différentes. En effet, I'argument d’un point de C, est
défini par cette condition que la somme des arguments de trois points
en ligne droite soit ¢gale 4 zéro (ou plutdt 4 une période). Mais cetle
condition ne définit évidemment 'argument qu'a 3 de période prés.

A chaque systéme de valeur des entiers

Ry PiyPay co0y Py

correspond donc une cubique C,. Mais si deux pareils systémes d’en-

(") Cest dailleurs le seul cas oit 'on puisse passer de Cy- & C;~ par une trans-
formation linéaire de telle fagcon que la différence des arguments des points
correspondants soit une constante; mais il peut arriver aussi que 'on puisse
passer d’une cubique a Pautre par des transformations linéaires d'une autre na-
ture que nous appellerons impropres. Nous y reviendrons plus loin.
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tiers ne différent que par des multiples de 3, les cubiques correspon-
dantes sont de la méme sous-classe. Sile second membre de (3) ou
de (4) ne pouvait jamais devenir égal 4 une partie aliquote d’une pé-
riode, le nombre des sous-classes serait alors 39+* au plus.

Mais si, par exemple, m, (2, — ) était une période, et que le nombre
entier m, ne fat pas divisible par 3, on pourrait prendre deux systémes
d’enticrs

7y Py Pas ooy Py

L4 ” ”
7'y Pyy Pas ++0s Py

k]

de telle sorte que chaque nombre du premier systéme soit égal au
nombre correspondant de second systéme, & 'exception des nombres p;,
etp,.

Si alors &’ et &” sont les valcurs de & correspondantes, on aurait

’ ”
K-k =Pl (a,— a),

On peut alors prendre

et poser

Py— Py =3t 4 myy

(w et v ¢tant des entiers), d’ol
’ N ) b 1 A
kK — k= m T T =(&, — 2) + 3 de période.

De telle fagon que les deux cubiques Cy et Cy» seront encore de la
méme sous-classe.

Done, pour que deux cubiques soient de la méme sous-classe, il suffit
que les deux systémes d'entiers correspondants ne différent que par des
multiples de 3, & 'exception de ccux des nombres de ces deux systémes
qui correspondent & des différences a, — a, qui sont des fractions nz,
d’une période, I'entier m, n’étant pas divisible par 3.

Sidonc il y a ¢’ nombres m, non divisibles par 3, notre clusse s
composera de 37+~¢ sous-classes au plus.
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Considérons, par exemple, la cubique
'+ y '+ 3t =o.

En vertu du théoréme de Fermat, elie n’a que trois points rationnels
(qui sont les trois points d'inflexion en ligne droite,

LY 4520, arg o,

: w

y=&+3s5=0, arg F?
2

S=x+y=o, arg —--

Il y aura donc, au plus, trois sous-classes distincles qui corres-
pondent aux valeurs de k,

(0 2
/l'=0, ,i':b" ,f:-—'

Si nous faisons la transformation

14
: 1, ¥

Hm ATy T 2y T )

dont les points-hases sont les trois points d'inflexion non en ligne

droite
L=y +35=0, y=ua?—= 38+ 2*=o0;

ct dont la transformation inverse cst

a . Y 2
7:(2t-—"t +E)

TS e PrR—O
notre cubique se transforme en la suivante :
7+ P+ =2+ 2f) + B (n+ ) =0,

qui appartient & la seconde sous-classe; elle admet trois points ra-
tionnels -

'I).-_,"'

4, r r LY
=0, (=%—n=o, t=n+{=0

of
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correspondant & ceux de la cubique proposée. Il est ais¢ de vérifier que
chacun d’cux sc trouve sur la tangente menée 4 la courbe en I'un des
deux autres; ils ont respectivement pour arguments

Si I'on voulait maintenant construire une cubique ¢équivalente & la
cubique proposée et de telle facon qu’au point d’argument u corres-

pondit le point d’argument z + 2—;, il suffirait d’intervertir dans nos

transformations le role des lettres y et . 11 est clair qu'on retomberait
de la sorte sur la méme transformee.

Nous n’avons donc en toul que deux sous-classes, ct le nombre des
sous-classes n’alteint pas le maximum prévu par I'analyse précédente,
qui serait 3. Cela tient & ce que Cest transformable en clle-méme par
une de ces transformations linéaires impropres dont j’ai dit un mot
plus haut et sur lesquelles je vais revenir.

Supposons qu'une cubique C soit transformable en une autre cu-
biqque C’ par unc transformation birationnelle dont je ne suppose pas
les coefficients rationnels.

Soit u I'argument d’'un point M de C, et «’ celui du point correspon-
dant M’ de (. Nous pourrons loujours supposer que ces arguments
ont ¢1é définis de telle sorte que les périodes soient les mémes pour
les deux cubiques.

Cela pos¢, il est clair que et &' devront étre liés par une relation
lin¢aire

u =su+h,

¢L que celle relation devra étre telle que " augmente d’une période
(quand « angmente d’unc période ct réciproquement.

Cela peut arriver de trois maniéres :

1° Si s =1, les périodes étant d’aillcurs quelconques. Je dirai alors
que la transformation est propre.

2° 8i s =1, les périodes étant d’ailleurs quelconques. Je dirai
alors que c'est une transformation impropre générale.
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3¢ Si s ct les périodes ont des valeurs convenables. Je dirai alors
(ue c’est unc lransformation impropre spéciale.
Il'y en a de trois sortes :

1° s==£1{, lerapport des périodes = ¢ (transf. quaternaires);
UT

_ LT . .
2° s=¢ ', lerapport des périodes = s (transf. ternaires);
i

3 s= e:T, le rapport des périodes = s (transf, sénaires).
Pour que la transformation soit linéaire, il faut et il suffit que trois
points en ligne droite avant la transformation restent en ligne droite
apres la transformation; c’est-a-dire que si

u. + UQ -+ u,, == 0,
on devra avoir
U, + U, ~+ Uy = o0,

u,=su,+k, u, = su,+ k, uy = su, + k,

ce qui veut dire que & doit étre un tiers de période.

Les plus intéressantes de ces transformations sont celles qui trans-
forment C en clle-méme. Quelles sont les conditions pour que ces
transformations soient purement rationnclles, c'esl-a-dire aient leurs
cocfficients rationnels?

Je ne reviendrai pas sur les transformations propres. Commencons
par les transformations impropres générales. La condition nécessaire
¢t suffisante pour que la transformation (u, — u + k) soit rationnelle,
c’est-d-dire pour que les coordonnées du point — u + k soient des
fonctions rationnclles de celles du point u, c’est évidemment que le
point d'argument — % soit rationnel, puisque les trois points u,
— u + k et — k sont en ligne droite.

Soit maintenant s= ¢ et supposons d’abord la transformation
linéaire ; nous pourrons supposer k = o. Quelle est la condition pour
que la transformation (, i) soit rationnelle?

Les points doubles de cette transformation seront donnés par
I'équation '

uU=1iu-+mo-+now,

w cl o’ étant les périodes; mais le rapport de ces périodes ¢tant égal
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i {, on peut éerire
u=it~+w(m -+ ni) (m et n entiers),

qui admet deux solutions distinctes

(0] o
u=o0, u=-_(1+1).

(Ces deux points doivent done former un couple rationnel si la trans-
formation est rationnelle. Mais le premier étant un point dinflexion,
tandis qu'il n'en est pas de méme de Fautre, les deux points devront
ctre 'un et Pautre rationnels. Si dailleurs le second de ces points est
rationnel, le premier Pest néeessairement, puisque la tangente au
second va passer par le premier.

Soientalors A le pointu=o, B le pOiIll(-';(I +£), Cet D les points
2ot i 2 (de telle facon que les trois points B, C, 1D soient en ligne
a 9

droite). Soit M un point quelconque « et M’ son transformé iu, Le
rapport anharmonique des quatre droites BA, BC, BM, BV, qui est
constant, devrail étee rationnel si la transformation élait rationnelle,
Or il est égal & 5 done la transformation ne peut &tre rationnelle,

b 0’y a donc pas de Lransformation quaternairve rationnelle ol
lindaire d'une cubique en elle-méme. Passons aux transformations ter-
Tt res,

Soil (¢, s1) une transformation ternaire lindaire; les périodes étant
® ¢l sw, les points doubles de la transformation seront donnés par
I"équation

=su+ o(m+ ns),

qui admet trois solutions distinctes
(D] (D]
"=nuo, u=-3-(2+s), u=§(|+2s).

Ces trois points doubles sont en ligne droite el sont des points d'in.
fexion. Hs doivent former un groupe rationnel si la transformation est
rationnelle, de sorte que la droite qui les joint est rationnelle. Soit 1)
cette droite,

Journ. de Math. (5 séric), tome VII — Fasc. 11, 1gos, 20)
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Soient M un point ¢ queleonque, M’ et M” ses deux transformeés suc-
cossifs sn el s*u, Ces Lrois points sonl en ligne droite, el toutes lex
droites MM'M” vont concourir en un méme point A (pole de la
droite 1) par rapport i la cubique) qui doit &tee rationnel si fa trans-
formation est vationnelle,

Cela posé, 1o vapport anharmonique du point A, des points M, M’
el de Tintepsection de MM avee D, rapport qui est constant,
devrait étee rationnel si la transformation était rationnelle. Or il est
cal d s,

Il ne peut done y avoir de transformations ternaires lincaives et
rationnelles A’unce cubique en elle-méme (ni par conséquent de trans-
formations sénaires).

En résumé, wne cubique ne peat admettre une transformation en
elle-méme qui soit, & la fois, impropre spéciale, linéaire ot ration-
nelle,

A vrai direy T démonsteation qui précede est encore mcmnplvlc
pmsqn ‘elle ne s"applique quan cas de k = o el que, pour qu’une trans-
formation soit linéaive, il suffit que & soit un tiers de période. Mais
nous allons étendre le résultal au cas de & quelconque, ¢’est-a-dire non
sculement aux (ransformations linéaires ol & est un tiers de période
sans étee nuly mais encore aux lransformations birationnelles quel-
conques.

Soit (n, iw 4 Iy vne transformation quaternaire de C en elle-méme.
Les points doubles seront

5 . I ) .
(141, -+-—2 =),

et formeront un couple rationnel, ol il résulle que le point
(D) ..
— (/l -+ 7;) (I “+1),
(qui est en ligne droite avee les deux premiers, sera lui-méme rationnel.

Jappelle ces trois points A, A" et B.
La transformation proposée doublée est la transformation impropre



PROPRIETES ARITHMETIQUES DES COURBES ALGEBRIQUES. 203
générale (u, — u + k + ki), cl, si clle est rationnelle, le point

— k(1 +10),

que jappelle G, sera lui méme rationnel.

Soit M un point quelconque « et M’ son transformé iu + k. La
droite MB coupera la cubique en un troisieme point M, et la droite
M' 3 coupera la cubique en un troisi¢me point M qui sera le trans-
formé de M,.

Les droites MB et M3 formeront donc un faisccau homographique
dont les droites doubles seront la droite AA’B, qui est rationnelle, et
la droite BD, qui joint le point I3 aux deux points

k . o I . i

,—)‘(l-i-l)-’r-—z’ ;(l-i—l)—!——a-r
qui sont transformdés 'un de autre et forment un couple rationnel.
Cette droite devrait également étre rationnelle.

Le rapport anharmonique constant des quatre droites BA, BD, BM,
BM’ devrait étee rationnel si la transformation élait vationnelle. Or,
il est égal & ¢; done notre transformation ne saurait étre rationnelle.

Considérons maintenant une transformation ternaire (i, s+ k)
les trois points doubles de cetle transformation auront pour arguments

I3 k o .
T Tt —g(a + 5),

’
11— 1~

,‘.‘/_“, + %(2.9 -+ 1).
Lasomme de leurs arguments sera, & une période pres, k(2 + s), etils
lormeront un wriplet rationnel. Soient A, A’; A” ces Lrois poinls.

Lar ce wriplet ratiounel, je pourrai faire passer une conique ration-
nelle que jappelle K et (ui coupera la cubique suivant un autre triplet
tationnel que jappelle T'5 1a somme des arguments de ce triplet sera
— k(2 +5).

Soient ensuite M le point 1, M’ et M ses deux transformés suceessif
dont les arguments sont

su~+k, sfu—+hk(1+s).
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L somme de ces trois arguments élant k(2 + s), les trois points M,
W', M7 et le teiplet T seront sur une méme conique qque jrappelle 11

Soit D I'intersection de H el de K.

On voit tout de suile que par un point de lu cubique passe une seale
des conicues 11, d’ot I'on conclut que ces coniques passent par quatre
points fixes; trois de ces points forment le triplet T'; le quateiéme, que
j'appelle K, est en dehors de la cubique. Etant unique, il est rationnel.

LLe rapport anharmonique des quatre points 15, D, M, M’ sur la
conique 11 est constant. Si la transformation élait rationmelle, il
devrait étre rationnel. Or il est égal & s,

Il ne peut done y avoir de transformations rationnelles ternaires, ni
par conséquent sénaires.

En vésumé, une transformation d’une cubique en elle-méme ne
peul pas étre & la fois impropre spéciale et rationnelle.

Si une transformation birationnelle T transforme une cubique € en
nne autre cubique C", nous appellerons « I'argument clllpuquv d’un
point M de C et &’ Pargument de son transformé M’ sur €. Nous
pourrons toujours supposer

du' = du,

-ar st du sl une dil'fércnlicllc abélienne de premidre espice pour €,
¢’en sera une aussi pour . Donc «’ ct « ne différeront que par une
constante &, ct 'on aura

w=u+h.

Nous supposerons Loujonrs ' délini de telle facon que la somme des
arguments de trois points en ligne droite soit nulle, ce qui définit &
iy de peériode pres,

Supposons que T ail ses cocllicients rationnels, et qu'une seconde
transformation T, & coeflicients rationnels change C en une autre cu-
hiqm- C,. Soil M, le transformé de M sur ) et &, son argument ellip-

lique sm‘ le
wy=u+k,.

Les deux cubiques (7 et () appartiennent & la méme classe; dans
quels cas appartiendront-ils & la méme sous-classe, c’est-i-dire dans
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juels cas pourra-l-on passer de € 4 C' par une transformation li-
ni-aire L i coefficients rationnels?

Soit N le transformé de M, par L5 N sera sur (7, soit ¢ Pargument
de N sur C'. Je ne puis plus, cette fois, afficmer que dv = du, = du,
parce que les arguments elliptiques des points de Cont déjir éué dé-
finis et que jai, par conséquent, déja disposé des arbitraives que com-
porte cette définition.

La wansformation

™'7T,L

est purement rationnelle; elle change 7 en elle-méme et M" en \:
d'apres ce que nous venons de voir, elle ne peut étre inpropre spi-
ciale. Elle sera done propre ou impropre générale, ¢’est-d-dire gu’on
aura

v 4 on V= + g,

z élant une constante,
Quelles sont les valeurs que peut prendre ¢?
1" Pour les transformations propres, ces valears sont

e=Sna+p(a,—2)+ p(2,—2)+... 4+ p(2,—2).
2" Pour les transformations impropres générales, clles sont
t=—Gn+1)a+p (2, —2)+p,(2—2)+. ..+ plr,—2)—k

(car le point — & doit étre rationnel sur € et, par conséquent, le point
— & — hsur (),

Considérons trois points sur Cj soit S la somme de leurs argu-
ments; considérons leurs transformés par T sur C” dont la somme des
arguments sera X', leurs transformées par T, sur C| dont la somme
des arguments sera Xu); ct enfin les tansformés de ce dernier triplel
par L3 ces transformes formeroul un triplet sur €, et la somme des
arguments sera Xe.

La transformation L étant linéaire, si I'un de ces deux derniers tri-
blets esten ligne droite, il doit en dtre de méme de Pautre; Cest-a-dire
(que les deux sommes Eu), et Tv doivent s'unnuler en méme temps.
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Orona
du,=2u'+3k, — 1k
et, de plus,
si L est propre, ct
o=—-Xu'+ 3¢
si L est impropre,
On aura donce, dans le premier cas,

Ye—Su, =33k + 3k
et, dans le sccond cas,
Ye+Xu, =+ 3+ 3k -3k
Donc on devea avoir, dans le premier cas,
(1) k—=hk=3n2+p(xi—2)+p,(a.—2)+ ...+ pz,~ %)
el, dans le second,

(4 bis) }I ky— 2k =+ @n+1)a+pz,-~2)
' I

+pa(a—)+ ..+ p(2,— 2),

le tout a § de période pres.

La premicre de ees relations n'est autre que la relation (§) déja
discutée.

L ¢quation (3) nous apprend que £ et &y doivent ére tous deux de
L forme

=309 +p(2,--a)+ p,(2,-~2)+ ... +p (2, %),
I

I

o+ pi(ay— )+ p(a, - 2)+ ... + P, — %),

chacun des nombres 2/, #7, p/, p” ¢lantle | d’un entier. Nous avons vu
déja que la relation (4) a lieu si les diflérences

W=y pi—=py ooy Pa=1py,



PROPRIETES ARITHMETIQUES DES COURBES ALGEBRIQUES. 207

<ont des nombres entiers, sauf pour les différences p, — p, qui corres-
pondent i un entier n1, non divisible par 3.
Dans quel eas maintenant la relation ( § bis) aura-t-elle liew? 11 fant

ique les différences
” Y 4 1 ” . ! ” . 7 v “ ’
W= =z po=2p,y pP,=2P,;e .oy pP,—2p,

<otent des nombres entiers,

Remarquons que nous pouvons L0njours supposer Z = 03 i nons
prenons, en effet,

/..

I

T :
—a "= ——s p,=0),
9 /

eLalors au point o de C correspondra le point 2 + k= o de €. Fn
dautres termes, siune cubigue a un point rationnel, il ¥ aura une cu-
bitque équivalente qui aura un point d'inflexion rationnel.

Supposons done 2= o, ce qui nous dispense de considérer les
valeurs des nombres o' et n”. Le nombre p, peut aloss prendse deux
valears distinetes o et § 5 les valenrs 1 et o par exemple ne sont pas dis-
linctes, parce que leur dilférence est un entier; les valewrs ) et 5 e
sont pas distinctes non plus, parce que la différence

| pr=ap=2=2()
estum eptier.

1l résulte de la que si o est nul et qi’il y ait  entiers m, non di-
cisibles par 3, la classe comprendra 29~ sous-classes.

I mous reste & examiner le cas ot la cubique C w'admet pas de point
rationnel,

La cubique C n'aura pas alors de transformation rationnelle im-
propre en elle-méme, mais elle pourra admettre des transformations
rationnelles propres en elle-méme.

Ces transformations (u, u + k) seront comprises dans une formule
() k=p B+ paat -+ Py

X e @ B . . .
o les 3 sout des constantes données et les p des entiers arbitraires.
Si € est équivalente 4 une autre cubique €, de telle maniére que be
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point « ait pour transform¢ sar €' le point u + &', ’est qu’il existe
sur C une infinit¢ de triplets rationnels dont la somme des arguments
est — 3, Soit T un de ces triplets.

Coupons ensuite C par unc droite rationnelle quelcondue; les trois
points d'intersection u,, u,, u, formeront un triplet rationnel.

Par'T, par u, ct par un point rationnel queleconque A du plan, je
fais passer une comque K5 soit de méme K, la conique Tu, A el K,
fa conique T, A. Chacune des coniques K, K,y K, ne sera pas ra-
tionnelle, mais leur ensemble seva rationnel, de telle facon que le
produit des premiers membres de feurs équations sera un polynome i
cocflicients rationnels.

K, coupera C en deux autres points ¢, et ¢, K, et K, conperont €
endeux autres couples de points ¢, et ¢, ¢, el v, Ces six points ¢ el ¢
formeront un groupe rationnel, ct Uensemble des trois droites ¢, ¢,
va(,, ¢3¢, formera une cubique rationnelle, bien que chacune de ces
trois droites, prise séparément, ne soit pas rationnelle,

La droite ¢, ¢, coupe C en un troisi¢me point «, — 35, La droite
vui, coupe C au point «,— 3175 la droite ¢ conpe G au point
tt;— 31'. Ces Lrois points forment un triplet rationnel.

Si nous joignons les trois points d'un triplet rationnel anx trois
points d'un autre triplet rationnel, on obtient neuf droites qui ('oupvul
(. en neuf points formant un groupe rationnel. Si nous opérons ainsi
sur les deux triplets rationnels

(uyy Uy uy)y, (uy— 3K, uy— 31, uy— 3K),

six de ces neuf points sc confondent denx a deux, de sorte que notre
groupe de neuf points se décompose en un triplet simple rationnel et
1 triplct double rationnel (u, 4+ 31, wy+ 3K, wy+ 3K). (All(-ndu
(qu’un pob nome & cocfficients rationnels du neuviéme degré, qui a
irois racines doubles ct Lrois racines sunplcs, est le produit d'un poly-
nome & coefficients rationnels du troisiéme degré et du carré d'un
autre polynome & cocefficients rationnels du troisicme degré.)

Cela pos¢, on peut, comme au §V, construire une transformation
(remona rationnelle, dont les points-bases seront u, + 347, u,+ 34,
w,+ 3k, ceux de la transformation inverse étant «, — 3/, u, — 3k,
uy — 3K, qui transforme C cn clle-néme.
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On devra donc avoir, d’aprés la formule (5),
3k=pBi+ ...+ pB,

Les nombres entiers p,, ..., p, peuvent-ils prendre des valcurs
(quelconques ? Cela n’est pas certain. Tout ce que je puis affirmer, c'est
(que, si ces nombres peuvent prendre les valeurs p; ct les valeurs p}, ils
pourront prendre également les valeurs pj + p}, puisque I'existence
de deux triplets dont la somme des arguments est — 3k et — 34"
entraine celle d’un autre triplet dont la somme des arguments est
— 3k -3k

On pourra donc donner aux nombres p toutes les valeurs com-
patibles avec un certain nombre de relations linéaires a coefficients
cntiers.

I est clair qu’on peut remplacer les 3 par des combinaisons linc¢aires
des B & coefficients entiers, le déterminant de ces coefficients ¢tant
¢gal & 1. On pourra alors choisir ces combinaisons linéaires de telle
facon que quelques-uns des nombres p pourront prendre des valcurs
(uelconques, tandis queles autres devront étre nuls. Si I'une des quan-
lités B, est égale & une période divisée par m;, sans que entier m, soit
divisible par 3, on pourra donner & p, une valeur quelconque, les
autres p ¢tant nuls. La condition nécessaire ct suffisante pour que
deux cubiques ¢quivalentes (correspondant a deux systemes pj et p
des entiers p) appartiennent & une méme sous-classe, c’cst que

PLE=py (mod 3),

sauf pour les entiers p, qui correspondent 4 des quantités B, égales &
unc période divisée par m,, I'entier m, n’étant pas divisible par 3.
Le nombre des sous-classes est alors une puissance de 3.

Si une cubique a des points rationnels compris dans la formule

(6) o+ 3no+Ip,(o— a,),

nous venons de voir que, pour les triplets rationnels, la somme des

Journ, de Math. (5¢ sévie), tome VII, — Fasc. 11, 19ot. 27
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arguments est donnée par la formule
(7) 3na+Zp,(a—a,).

J'ajoute que pour les couples rationnels la somme des arguments sera
donnée par la formule

(8) 20+ 3na +Xp,(a —a,),

car la droite qui joint les deux points d'un couple rationnel doit cou-
per la cubique en un troisieme point qui est rationnel, et, réciproque-
ment, toute droite rationnelle passant par un pointrationnel va passer
par un couple rationnel.

Je dis plus généralement que la somme des arguments d'un groupe
rationnel de K points est donnée par la formule (6), (7) ou (8) sui-
vant que K est congru & 1, o ou 2 suivant le module 3.

En effet, si par exemple K = 3j + 2, je puis, d’unc infinit¢ de ma-
ni¢res, trouver j triplets rationnels satisfaisant a la formule (7) et un
couple rationnel satisfaisant 4 la formule (8); I’ensemble de ces points
formera un groupe rationnel de K points satisfaisant 4 la formule (8).

Réciproquement, sil'on a un groupe rationnel de

K=3j+¢ (e=1, 20u0),
je dis que la somme des arguments sera donnée par la formule
e+ 3na + Ep;(a — o).

En effet par ces K points je puis faire passer une courbe rationnelle
d’ordre j +-1; elle coupera en outre la cubique suivant 1 — ¢ points,
qui formeront un groupe rationnel dont la somme des arguments
devra étre de Ja forme

—~en-—3no+Ep(a— o).

Or la somme des arguments des 3j +1== K + (1 — ¢) points d'in-
tersection doit étre nulle.
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VII. — Extension du domaine de rationalité.

On peut évidemment répéter les mémes raisonnements en considé-
rant comme rationnelles, non seulement les quantités rationnelles
proprement dites, mais toutes les quantités rationnelles d'un corps
algebrique déterminé; ou en d'autres termes en adjoignant au domaine
de rationalit¢ les nombres algébriques qui forment la base de ce corps
algéhrique.

Rien ne sera changé a nos résultats, sauf ce qui suppose la réalité
des nombres rationnels. C’est ainsi qu’on ne pourra plus appliquer c¢
qque j’ai ditau paragraphe 11T sur les deux branches que peut avoir une
cubique, sur la distribution des points rationnels sur ces deux branches
et les conséquences qui en résultent pour la classification des cubiques.

D’autre pért, nous ne pourrons plus toujours affirmer qu’une
cubique ne peut admettre de transformation rationnelle impropre
spéciale en elle-méme. Mais ce ne sont la que des points de détail, et
les résultats essentiels vont subsister.

L'importance de ces résultats se trouve accrue. Par exemple, nos

théorémes, sous leur forme primitive, n'avaient pas d’application & la
cubique

£+ y '+ st =o,

puisqu’elle n’a que trois points rationnels que I'on apercoit immédia-
tement. Aprés 'adjonction d’un certain corps algébrique au domaine
de rationalité, il n'en sera plus de méme, puisque cette cubique pourra
avoir une infinit¢ de points ralionnels appartenant i ce corps.

Remarquons que deux cubiques, non ¢quivalentes avant I'adjone-
lion d'un ou plusicurs nombres algébriques, pourront devenir équiva-
lentes aprés cette adjonction. En revanche, si elles sont équivalentes
avant I'adjonction, elles le scront @ fortiori aprés I'adjonction.

. Drautre part, il peut se faire que deux cubiques équivalentes n’appar-
liennent pas 4 la méme sous-classe avant I'adjonction et soient de la
inéme sous-classe aprés cette adjonction.

Dans tous les cas, ces considérations pourront servir de base a de
houveaux critéres relatifs 4 la classification des cubiques.
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Soit par exemple & une constante quelconque, et considérons la
wansformation («, u + k) de la cubique cn clle-méme. Cette trans-
formation ne sera pas en général rationnelle, mais clle le deviendra
aprés adjonction d’un corps algébrique convenablement choisi. Ce
corps dépendra de la cubique choisie ¢t de la quantité k. Mais il sera
le mé¢me pour une méme quantité k et pour toutes les cubiques d'une
méme classe.

(Cest done un nouvel ¢élément de la classification des cubiques.

VIII. — Cubiques dérivées.

Supposons d’abord qu’une cubique ait trois points d'inflexion en
ligne droite rationnels.
Son équation pourra se mettre sous la forme

('I) ‘ A= XYZ

A, X, Y el Z ¢tant des polynomes du premier degré cn z, y, 3 4 coel-
ficients entiers. Supposons que la cubique admette un point rationnel
outre ses Lrois points d'inflexion, el soient A, X,, Yo, Z, les résultats
des substitutions dans X, Y, Z des coordonnéces z,, y,, 3, de ce point.
Nous pourrons toujours supposcr que ces coordonnées sont des
nombres entiers, premiers entre cux; de sorte que Ay, X,, Y,; Z,
seront aussi des entiers,

Soit p un nombre qui divise 4 la fois X, et Y,; il devra diviser
aussi A,. Comme les nombres «x,, y,, 3, sont premicrs entre cux, le
nombre p devra diviser le déterminant A” des trois fonctions linéaires
A, X, Y; car il divise évidemment A"z, A" y,, ct A”z,.

Donc X, ct Y, ne pourront avoir d’autres facteurs communs cue
ceux qui divisent A”. De méme Y, ct Z, ne pourront avoir d'autres
facteurs communs que ccux qui divisent A, déterminant de A,Y,Z;
tandis que X, ct Z, nc pourront avoir d'autres facteurs communs que
ceux qui divisent 4’, déterminant de A, X, Z.

. - ; . Y
Soit ¢ le plus grand commun diviseur de X,, Yy, Z,; « celui de 5
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Tu g s 1 Xo T, X, Y, -
= B celui de Sty celui de 5’ et %5 o, B et y seront premiers

k) 3 L] - r
entre cux deux & deux. X, sera divisible par By, Y, pac aye, 7,
par 232, Soit

Xy= (L‘g“'a, Y,= bﬁ“{’:, L,= nf'/,‘(ja,

On voit que ba est premier avee aB, cf avee by, ay avec ca; et
par conséquent les nombres a, b, ¢ sont premiers deux 4 deux; a pre-
micr avec o, b avec f, ¢ avec . ,

11 vient alors
A} = abe(afy)? 2.

Soient ., le plus grand commun diviseur de act afy; ., celui de b
et afy; u? celui de ¢ et afy. Comme a, b, ¢ sont premiers entre ecux

. . a b ¢
deux 4 deux, il en sera de méme de @, (15, p, d'une part; de—, —, —

B ey
d’autre part. Ilen résulte d’abord que afBy est divisible par @, w, p,, de

sorte qu’on peut écrire

n 23v \*a b ¢
A;’:—o”(u.,u.gu:,)”(—*{— s e
IR Py lhalhy /) Ay P2 1y

Le produit
( aly )’ a b ¢

R R VAR o W R

est donc un cuhe parfait, et, comme les facteurs de ce produit son
premicers deux & deux, chacun des facteurs

a3y a b ¢
— =, =

b
g k2 thy * k2 M3

devea étee un cube parfait.
Soient

£

:‘ 3 l-’
W, w0 710’

0
ces (quatre cubes; il viendra

Xo= 2_:‘: had 678’ Y,= Ny oy “Ya’ 1y="0Cm, “?’8’

U

A= 8}*1 Moo oy U)Eo nucoa
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¢e que je puis écrire
¢ L3 w? l ¥ Lo Y
Xo=A8, Y,=h,n), Lo= G}, A=k 0,8,

les cocfficients & et & étant des entiers. Remarquons que ces entiers
sont limités.

In effet «, B, v doivent diviser respectivement A, A’y A”, qui sont des
entiers donnés; ¢ doit diviser ces trois déterminants; &, (h,, 1, doivent
diviser afy.

Donc tous ces entiers sont limités ainsi que les entiers

o, hy hy hyy k. C. Q. K. b,

On ne peut donc faire au sujet de ces coefficients qu'un nombre fini
d’hypothéses.
Posons alors

X=n2 Y=hy, L=, A=

el éliminons z, ¥, 5 entre ces (uatre équations; nous aurons entre 5°,
v*, (3, En§ unc relation linéaire et homogéne a cocfficients entiers.
C’est I'¢quation d'une cubique rationnelle € sur laquelle doit se trou-
ver le point §, 4, {. Je dirai que C’ est une cubique dérivée de C.

D’aprés ce qui précede, C n’aura qu'un nombre fini de dérivées
puisqu'on ne peut faire sur les entiers /4 ct k qu'un nombre fini d'hy-
pothéses.

Le point &,, v,, §, sera un point rationnel de C'.

On voit ainsi qu'a chaque point rationnel de C correspond un point
rationnel d'une de ses dérivées. Si donc C a unc infinité de points
rationnels, il en sera de méme d'une au moins de ses dérivées.

Voyons quelle relation il y a entre les deux cubiques Cet C.

A chaque point de C’ correspond un seul point de C; & chaque point

de (C correspondront trois valcurs des rapports -g, g et par conséquent

trois points de C’. Ces trois points auront pour coordonnées

5’ yt (; “E’ “27]7 Z; “QE’ o, Z’



PROPRIETES ARITHMETIQUES DES COURBES ALGEBRIQUES. 215

« étant une racine cubique de I'unité. Soient M,, M,, M, ces trois
points; &y Us, U, leurs arguments.

Considérons en particulier les trois points d'inflexion de C qui sont
donnés par les équations

X=A=o, Y=A=o, L=A=o0

(qui ont pour arguments o, ;3, %, et que j'appelle J,, J,, J;.

A ces trois points correspondront sur C' les neuf points d'inflexion
situés sur les trois droites 5 =0, =0, {=o0 et qui auront pour

ﬂl’gulﬂcn s
mo,+ now,

3 I

oit », et o, sont les périodes relatives a C', m et n des entiers.

La courhe C’ n’est pas altérée quand on change %, v, { en o, a9, .
Ce ne saurait étre Ja une transformation impropre; car une transfor-
mation impropre a des points doubles sur la cubique elle-méme et
les trois points doubles de cette transformation sont 5= =o,
t={=0,n={=o0 ctnesont pas sur la cubique. C'est donc une
transformation de la forme (u, u + k), et comme, aprés trois transfor-
mations, on revient au point primitif, il faut que k soit £ de pé-
riode.

Si u est Pargument d'un point de C’ et ¢ I'argument du point cor-
respondant de C, ¢ sera une fonction uniforme de u, car, si u décrit un
petit contour dans son plan, ¢ revient & sa valeur primitive. De méme,
si ¢ décrit un petil contour dans son plan, les trois valeurs de §, v, ¢
e, par conséquent, les trois valeurs de # ne peuvent s'échanger,
puiscque les points doubles § =9 =0, § ={ = 0, 1 ={ = o (pour les-
quels deux des trois systémes de valeurs de &, 1, { se confondraient)
n'apparticnnent pas & la cubique C'. Donc u est fonction uniformc
de ¢ et, comme ¢ est fini quand u est fini ct réciproquement, il doit y
avorr entre  ct ¢ une relation linéaire.

Quand z augmente de k ou d’une période, ¢ doit augmenter d’une
période et, réciproquement, quand ¢ augmente d'une période, « doit
augmenter de k ou d'une période.
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. . 20 y . - . .
Soient o, ‘-;’ ’ -5—" les arguments des trois points d'inflexion £ = o;

¢ w4 0, o+ 20, . . . . 2¢
3 =54 252t ceux des trois points d'inflexion 4==0; 22,

200+ 0, 20+ 20,
3 7 3
de suite que

ceux des trois points d'inflexion = o. Je vois tout

car les trois points = o se transforment les uns dans les autres par la
transformation («, u + k). Soit

¢c=aqau+b.

. . aov, .
D’aprés ce que nous venons de voir aw, et —5'-‘ doivent étre des

combinaisons linéaires i coefficients entiers de w et ’, et réciproque-
ment, de sorte qu’on aura

aw, = me + ne',
, )
o'y . . ’
a"'3— — Ill,(!) -T Il‘(ﬂ) )
my n, m, n, é¢tant des entiers tels que mn, — nm,=1.

Nous pouvons toujours supposer ¢ = 1, car les périodes de C (ou
de C') ne sont définies qu'a un facteur constant prés. '

P . [2h 20)', d . '
our u = o, -3- » ‘-3—a nous devons avoir

¢=o0,  aunepériode prés.

U
0, o+ w04+ 20

Pour u = .’ T3 g —» nous devons avoir

o . sriod .
v = 37 4 une periode pres.

’ ’
20y Wy, 205+ 20
Pour ¢y = 1, 21, 21 !

Z T 3 » nous devons avoir

(0] . , 0 .
V=7 a une période prés.
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Nous en concluons d'abord que b doit étre égal i ane période et,
par conséquent, que nous pouvons supposer celle conslante nulle sans

’ 1, [ . 0. , « Wy o g v .
restreindre la généralité, ensuite que §, est égal 4> d une période de (©

. . (0] . ) . R
prés, ou, ce qui revient au méme, que 3 est le tiers d’une périodede ',

Celte période, nous pouvons toujours I'appeler @, de sorte que nous
aurons ® = 0,.

Enfin k = % doit ¢tre unc période de C formant un systéme pri-

mitif avec w3 je 'appelle ’; on a donc [inalement

v =u, 0 =0, w’=‘—‘,;,’-

De sorte que les fonctions cllipticues relatives & C’ se déduisent de
celles qui sont relatives a C par une transformation du troisi¢me
ordre.

Tous ces résultals ne s’appliquent qu’au cas ot trois points d'in-
flexion de C sont rationnels. Cherchons a les généraliser.

Nous n’avons pour cela qu’a adjoindre au domaine de rationalité
les coordonnées de trois points d’inflexion en ligne droite. .’équation
de la cubique prendra la forme

(1 bis) XYZ = A3,

oa X, Y, Z, A sont des polynomes du premier degré dont les cocfli-
cients sont des entiers du corps algébrique constitué par celte ad-
jonetion.

Considérons un point rationncl de notre cubique (soit rationnel
proprement dit, soit devenu rationnel par’adjonction). Soient «,, y,,
%y les coordonnées de ce point; nous pourrons supposer que ce sont
des entiers du corps algébrique.

Mais ici une premiére difficulté se présente : avons-nous le droit de
supposer que ces enliers algéhriques sont premiers entre cux? Il va
sans dire que tous ces mols d’entiers algébriques premiers entre cur,
fl;:'divisibilite', etc., doivent s’entendre dans le sens de la théorie des
idéaux.

Journ. de Math. (5 série), tome VI, — Fase. 11, 1got. 28
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Si alors les nombres x,, ¥4, 5, ont pour diviseur commun un nombre
algébrique existant, c'est-i-dire un idéal principal, on pourra faire
disparaitre ce facteur commun sans altérer les rapports de ces trois
quantités. Mais si z,, y,, 5, ont pour diviseur commun un idéal non
principal, on ne pourra pas faire la division, parce que les quotients ne
seraicnt plus des nombres algébriques existants.

Soient alors J le plus grand commun diviscur de ,, y,, z, ct J' un
idéal de la méme classe. Il existe toujours deux entiers algéhriques
existants 2 et 12’ tels (ue

I =LJ.

Alors xz,E, y,E, 5,E auront pour plus grand commun diviscur
Et = EI JI ct

zE »E 35E

®EE

seront trois entiers algébriques existants dont le plus grand commun
diviseur sera J'.

On peut donc toujours remplacer les trois entiers algébriques dont
le plus grand commun diviseur était J par trois autres dont le plus
grand commun diviseur sera J'.

Comme il n’y a qu'un nombre fini de classes d'idéaux, on peut
choisic un nombre fini d'idéaux J' que jappellerai idéaws types, de
facon u'il y en ait un, et un seul, dans chacque classe.

On nc peut pas toujours supposer (ue iz, y,, 5, Sonl premiers entye
eux, mais on peut supposer que leur plus grand commun diviscur est
un idéal type.

J'ajoule que, sixy, ¥,, 5, sont des entiers rationnels ordinaires, on
peut supposer qu'ils sont premiers entre cux, car le plus grand com-
mun diviscur de deux ou plusieurs entiers rationnels ordinaires est un
entier rationnel ordinaire.

Soient A, X,, Y,, Z, le résultat de la substitution de z,, y,, 3, dans
AXYZ

Si j'appelle encore A, A, A” les trois déterminants des quatre fonc-
tions linéaires A, X, Y, Z, le plus grand commun diviseur de X, et Y,
divisera A”J, J ¢tantle plus grand commun diviseur de x,, y,, 5,3 4’0l
il suit encore cue nous ne pouvons faire, au sujet de ce plus grand
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~ commun diviseur, qu’un nombre fini d’hypothéses; il en sera de méme
pour le plus grand comman diviseur de X, et Z, oude Y, et Z,.
Nous ne pourrons donc faire qu’un nombre fini d’hypothéses sur les

plus grands communs diviseurs de X,, Y,, Z, (que j’appelle 2), dc =

ot '—:. dc < dc ‘et -3 (que jappelle &, B, v). Ces diviseurs =,

By v 8 sonl des 1deaux du corps algébrique considéré.
J'aurai encore

Xoe=abys, Y,=bays, 7Z,=cafc,

a, by c élant des idéaux du corps. Les idéaux a, b, ¢ sont premiers
entre cux deux & deux; @ premier avec o, b avec 3, c avecy, et I'on a

Al = abe(28y)* 2.

I suit de cette égalité que, sil'on définit w,, w.,, ».; comme plus haut,
les expressions
ady a b

c
% l"zl’-z’ {+q l*z’ *3

seront des cubes parfaits; mais je ne veux pas dire par 1a que ce sont

les cubes d’entiers algébriques existants, mais les cubes d’idéaux du
corps.
Soient alors ,, %,, A, les idéaux types appartenant aux mémes

classes (que
) \3/7 \:777 \1/'5
-, — -3
1] {*2 43

comme le nombre des classes est fini, on ne peut faire, au sujet des
idéaux %, qu’un nombre fini d’hypothéses.
Nous pourrons alors poser

Veirie E=tn, i=nt.

et %5, 4, {, scront des nombres rationnels (qui ne seront peut-étre
Pas entiers) du corps algébrique considéré.
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{1 vient alors

_ 73 M 3 7 70 —ht .Y
‘\'0“'/‘1"34" ‘o—l’2n||7 Lo_/lil‘!:ﬂ Ao—'/tw’]o-.w
ol
- b Y - e
hy= 1w, by, oy = 1w, 2y2, hy=2;u,232,

ko= 2u, #4
(= o . 'S
DAL VANTHTN

ol les / et i seront des entiers du corps sur lescuels on ne pourra faire
qu'un nombre fini d’hypothéses, puisqu’'on n'en peut faire qu'un
nombre fini sur les idéaux ¢, 2, 8, v, u, A

Si le point #,, ¥, 5, estsur la cubique C, le point %, 7, {, sera sur
une cubique C’ que j'appellerai encore dérivée de C.

Nos théorémes subsistent évidemment.

Une cubique C n’a qu'un nombre fini de dérivées, puisqu’on ne
peut faire qqu’un nombre fini d’hypothéses sur les cocfficients / ct k.

A tout point rationnel de C correspond sur 'une de ses dérivées un
point rationnel, de sorte que si C a une infinit¢ de points rationnels, il
doit en étre de méme pour une au moins de ses dérivées.

Les fonctions elliptiques relatives & la dérivée se déduisent de celles
de la cubique C par unc transformation de troisicme ordre.

On peut quelquefois tirer de li des résultats dans I'énoncé desquels
n'interviennent que des entiers ordinaires. Clesl ce qui arrive, par
exemple, si I'an des trois points d'inflexion st rationnel ordinaire.

Si le point X = A = o, que j"appelle M, est rationnel ordinaire, par
ce point M passeront (uatre droites qqui contiendront chacune deux
antres points d'inflexion. Soient

A=o, A,=o, A, =o, A,=o

ces quatre droites. Si nous adjoignons au domaine de rationalité les
coclficients de A, nous définirons un certain corps algébrique K.
Soient maintenant Y, =0, Z, = o les dcux tangentes d'inflexion
aux points de rencontre de la cubique avec A, = o.
Adjoignons au domaine de rationalilé les coordonnées des deux
points d'inflexion correspondants; nous définirons un nouveau corps
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algébrique K| qui contiendra K,, et nous pourrons supposer que
I'équation de la cubique s’écrit

XY, Z, = A},

les cocfficients de X élant des entiers ordinaires, cecux de Y, et de Z,
des entiers du corps K|, ccux de A, des entiers du corps K.

Si x4, ¥oy 3, €St un point rationnel ordinaire de la cubique C ct que
2,y Yoy 5o Soicnt des entiers premiers entre cux ; si X,, Y, 47, Al sont
les résultats de la subslitution de x4, ¥,, 5,3 on aura d’aprés ce qui
precede

N, =/1,%, Y\ =l 2y =h0,G, AV=Kk%0,%03

les quantités qui figurent dans les seconds membres de ces équations
sont des quantités rationnelles du corps K. Mais nous devons observer
(que, si 'on échange les deux points d'inflexion Y, = o, Z, = o, toulc
(quantil¢ rationnelle du corps K se transformera ¢n une autre (quantité
rationnelle du méme corps que Y'on appellera sa conjuguée; toute
fonclion symétrique ct rationnelle de deux quantités conjuguées sera
une quantité rationnelle du corps K ,.

Nous concluons que 7, £, ct k sont des quantilés rationnelles du
corps K, tandis que 2, ct %y, 1, ct ¢, sont conjugués.

Cela posé, si 'on permute les quatre droites A,, A,, A,, A,, le
corps K, se changera dans P'un des trois corps conjugués K, K,, K.

Soient /b, 4, 1,4, I, les quantités qui se déduisent de A, quand on
remplace le corps K, par I'un des corps conjugués K,, K,, K,. Ce
seront des enliers algébriques de ces trois corps, de méme que £, était
un enticr algébrique du corps K.

Soient de méme %, ,, %,.,, £,., les quantités qui se déduisent de %, par
le méme procédé. Ce seront des quantités rationnelles des trois corps
K2, K, K,, de méme que %, étail une quantité rationnelle du corps K ,.

Sur les enticrs algébriques 2,y 5y Ay, &y, on ne pourra faire qu’un
nombre fini ’hypothéses.

X, ¢tant un entier ordinaire, on aura

\ — /, 3 v -z ¢ v 7
}xo-—/n:,,, Xo= .5, Xo=1,.,5 ., Xo=nh, 2.,
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les trois derniéres égalités se déduisant de la premiére en passant du
corps K, & I'un des corps conjuguds. Si done on pose

boyley sy by =11, 3

il viendra ’
X,=HU?
ou
X,=H ( ”)

H est’un entier ordinaire, puisque Jeyy hy oy by yy ko, sODL cOnjugués,
De méme, U esL une fonction rationnelle ordinaire.

Comme on ne peut faire sur U'entier I1 qu’un nombre fini d'hypo-
théses, nous devons conclure que X, est égal & un cube parfait mul-
tipli¢ par un entier limité.

Cel énoncé suppose que les entiers x,, y,, 3, sont premicrs entre
cux. Silon s’aflranchit de cetle restriction, il faudra dire que X, est
¢gal & un cube parfait multipli¢ par le plus grand commun diviscur
de aq, ¥ €t 54 el par un enticr limité. On appréciera micux la géneé-
alité de cet énoncé sil'on se rappelle qu'une cubique qui a un point
rationnel est toujours ¢quivalente & une cubique qui a un point d’in-
flexion rationnel.

Pour géncraliser nos résultats, nous pouvons cncore chercher
mettre I'équation de la cubique sous la forme

(1 ter) X, X,...X,=Y",

X X4 ..y X, Y étant des polynomes entiers & coefficients entiers.
Je m'impose d’abord la condition que deux quelconques des courbes

x"=0, X/‘:O

n’aient aucun point commun sur la cubique.

Soient alors

) ) (g
w'y w', ...,

les arguments des points d’intersection de la cubique aveec X, = o}
q i 9

4

Cog Fgy aeey Oy
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les arguments des points d'interscction de la cubique avec Y = o.
On aura, & des périodes prés,

2(1,-: 0, Ze=o.

I.’ensemble des points « devra reproduire 7 fois 'ensemble des points .
Chacun des poinls ¢ devra figurer » fois dans 'ensemble des points «,
et, comme I'ensemble des points #; ne doil avoir ancun point commun
avec 'ensemble des points uy, chaque point v devra ligurer 2 fois dans
un des ensembles ;. Il suit de li que les points #«; doivent étre con-
fondus n & n, et Pordre de multiplicité de I'un quelconque d’entre enx
doit étee un multiple de 7.
Considérons alors un ensemble d’arguments

o i2) $) -1
Wiy WP L W (.9-;;);

(ui scront les mémes que les arguments «; avee cette différence que
leurs ordres de multiplicité seront # fois plus petits. Alors Zew, est la
ni*me partic d'une période. D'ailleurs I'ensemble de tous les points o
est identique & 'ensemble des points o.

Le probléme revient donc & chercher p groupes rationnels; la somme
des arguments de chaque groupe ¢tant la 2 partic d’une période, la
somme des arguments de tous les groupes ¢lant une période. J'ajoute
que le nombre des points de tous les groupes doit étre divisible par 3
el qu'il en est dec méme du nombre des points de chaque groupe, i
moins que 2 ne soit divisible par 3.

Réciproquement, si ces conditions sont remplics, on pourra meltre
I'équation sous la forme (1 ¢er). On pourra trouver en cffet un poly-
nome X; qui ait un zéro d’ordre n en chacun des points w; et un poly-
nome Y qui ait un zéro simple en chacun des points ¢;. Considérons
alors le rapport

Y*?
(¢ sera unc fonction doublement périodique de 'argument elliptique
d'un point de la cubique, ct cette fonction ne deviendra jamais infinic;
ce sera donc une constante que nous pourrons supposer égale i 1.
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Soit x4, ¥4y 3, un point rationnel de C. Pour plus de simplicité,
j'entendrai de nouveau le mot rationnel dans le sens ordinaire;; il serait
d'ailleurs facile de généraliser pour un corps algébrique quelconque.
Je pourrai donc supposer que g, ¥, 5, sont des enliers premiers entre
cux, ct j'appellerai X! et Y, le résultat de la substitution de ces entiers

dans X; et Y. On aura alors
X X(l‘ ) 'X(l YII

Le plus grand commun diviseur de X{ et X; (qui sont des cnlicrs)
devra diviser Y, et par hypothise les trois courbes X, =0, X; =0,
Y = o n’onl aucun point commun,
11 en résulte ¢videmment qu’en appelant A le résultant de X, X, Y,
il existe ncuf polynomes 1> & coefficients entiers, tels que 'on ait
identiquement
P.X,+P,X,+P,Y =4Au7,

PN, + PN, + PLY = Ay,
DX, -+ PIN, + Y = As,

g ¢tant un exposant enlier convenable. Dot il suit que le plus grand
commun diviseur de X}, X}, Y, doit diviser & la fois A%, Ay?, Az et
par conséquent A,

On ne peut donc faire sur les diviseurs communs des X; et de Y,
qu'un nombre lini d’hypothéses.

Par un raisonnement tout & fait parcil & celui qui préctde, on en
déduirait

Xo=h (B, NXi=hy (Y,

X;:::/t[,( E;',) ) Y‘,=/.'E"’§f_,'.,.gp,
les /i et & étant des entiers sur lesquels on ne peut faire qu'an nombre
fini d’hypothéses, ctles &} ¢tant des entiers.
Nous sommes ainsi amcncs 4 nous poscr la question suivante :
Si I'on posc |

(2) N,=h}E, Y=AK%}%
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(quel sera le licu du point §,, &,, ,.., &, dans l'espace & p dimensions
qquand le point z, y, z décrira la cubique C?

Les points rationnels de ce licu correspondront aux points rationnels
de C, de sorte que ce licu jouera un role analogue & celui de la cubique
dérivie C.

Soient # 'argument elliptique sur C, w et o' les périodes; soit0(« )
une fonction 0 définie de telle sorte que

H(0) = o, (e + )= 9(u),

0(u+<»’)::e”“*"0(u), a =25

w

Soient A; le degré de X, ct
Oi(u) = O(U - ‘v;‘il)o(”’ o= W},))- . .()(u - ‘V}J;) (.S' peied EZ!) .

n

Soient oy oy, o, les arguments des points dintersection de la cubique
avec = 0. Soit

= 0(u-—2,)0(u— 2,)0(1 - 2,).

X, ('v )--"-.» Y (;1‘)"1
afEANE L (E
o} \ 8,6,...9, \ 1

0 z)- [ -~ . P
(uu ¢ = ="est le degré de A) sont des fonctions doublement pério-

Les expressions

diques de seconde espéce (sc reproduisant & un facteur constant prés
par 'addition d'une période) qui ne devicnnent jamais infinics. Elles
s¢ réduisent donc i des exponenticlles, de sorte que 'équation de la
enbique pourra s’éerire

X;= p0" (ﬂ’?’:)"'enm", Y=1,.00,...0, (%)l e,
les 1 et les p étant des constantes, ou bien encore
o
&= Vz@i(i—f)n ehit,
les v étant des constantes.

Journ. de Math. (5¢scrie), tome VIL. — Fase, II, 1go1. 29
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Si les 2, sont tous égaux, c’est la 'équation en coordonnées homo-
génes d’une courbe de genre 1 dans I'espace & p — 1 dimensions. Quel
est le degré de cetle courbe et quelles sont les périodes correspon-
dantes?

Ona

0 (u+0)=0,(u); O(u+w)=c""""*0,(u),
Gj(u + ,l«(l)l) — ”,n"nt» b’-n/t):w,'el( u)’
h{h .

g

3 ' 3). ’ /
d=-a, V=="b; a=hd, V=W+do

Quand u augmente de o, les quantités X;, 7, ©; et z ne changent
pas. Donc ¢ ne change pas. Quand z augmente de o', les quan-
tités X;, z ne changent pas; 0; et 7 sont multipli¢s par

P b—alw, LU a6
2 y .

Donc ¢"* est multiplié par

,,mt-u 0

Donc ng;w est un multiple de 2i%, ng;w est ¢gal 4 naZw, i un
multiple prés de 2i%. Nous avons dit que Zw; est le p*™ d’une pé-
riode. On a donc

nEw;= %0+ 5w,

B, ct B; ¢tant des enticrs. Il vient alors

. 2imh
Pi= T,
On a d'ailleurs
p=2p:

Quand « augmente de w ou de o', le logarithme de ©,+%" augmente
de

2im 2inio 2im;
LI/ du+b—aZw;+ ~—"’--a’a+1/—— -——/—l—"i-

nw'

1 suit de 14 que les rapports des %, sont des fonctions doublement
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peériodiques de u, dont les périodes dizpendent des entiers 3, et By ou
plutot des restes de ces entiers & n. Ces fonctions admettront la pé-
riode

a i ar (y
Vo + ',

pourvu que tous les y3; + v 3; donnent le méme reste 4 n.

Il est aisé ainsi de déterminer ces périodes et ’on en déduit aisément
le degré de notre courbe de genre 1, (que nous pourrons appeler encore
une courbe dérivée de C,

Ou voit qque le nombre des courbes dérivées est encore fini, qu’a
tout point rationnel de C correspond un point rationnel de I'une des
dérivées el que les fonctions clliptiques relatives & une dérivée se de-
duisent de celles relatives 4 C par une transformation.

Toute courbe dérivée admettant un point rationnel étant équiva-
lente i une cubique, comme on Pavu au paragraphe IV, sila cubique C
admel une infinité de points rationnels, on aura ainsi le moyen de
définir un certain nombre d’autres cubiques (dont les fonctions ellip-
tigues se déduisent de celles de C par une transformation ) et sur I'une
aumoins desquelles il y aura une infinité de points rationnels.

Ne supposons plus que Lous les 4; soicnt égaux.

Nous pourrons trouver p? enticrs 3,4 et v;, dont le déterminant soit
¢gal i s ct tels que

ZBuh;= o, Zyhi= ¢,

Ny o . -
o ¢tant le plus grand commun diviseur des A,
Alors les produits

L= &M = T1(v,;0,ch)ba

seront des fonctions doublement périodiques de « dont les périodes se
détermineraient comme nous venons de le faire. Alors les p— 1 quan-
lités Zy seront les coordonnées non homogénes d’un point décrivant
une courhe de genre 1 dans I'espace & p — 1 dimensions. Celte courbe
pourra s'appeler encore une courbe dérivée de C, ct ces courbes dé-

rivées de C jouiront encore des mémes propriéiés que dans les cas
examinés juscu'ici.



228 H. POINCARE.

On peut poser, par exemple,

M
7= 5(I5) ¥,
et Z, sera encore doublement périodique. (Inutile d’ajouter que ces
résultats deviennent illusoires pour p = 2.)
Il 0’y aurait rien 4 changer 4 ce qui précéde si, au lieu de I'équa-
tion (1 Ler), on partait d’une ¢quation analogue

(1d) X7 Xt . X =Y,

ol les ¢ seraient des entiers quelconques. Ici encore on ne peut faire
(u’un nombre fini d’hypothéses sur les diviseurs communs de X! et X
(quand z,, y,, 5, sont premicrs entre cux. Il en résulte que X (si ¢,
est premier avec 22) sera une puissance #i“™ parfaite 4 un facteur con-
stant prés sur lequel on ne peut faire qu’un nombre fini d’hypothéses.

Voyons maintenant dans quels cas on pourra avoir une équation de
la forme (1 ter).

Supposons que 39% soit un multiple de 3 plus¢; (¢;= 0, 1, 2). Alors

le groupe des points w; ¢tant rationnel, on devra avoir, d'apris ce que
nous avons vu 4 la fin du paragraphe VI,

(3) Zw; =0+ 3no+ Zp(a-— 2).

Cetle cxpression devra étre la i partie d'une période, c'est-a-dire
(que I'argument d’un des points rationnels (4 savoir le point Xw;, si
¢, =1, etle point 2Zw;, si ¢;= 2) ou la difl¢rence des arguments de
deux points rationnels (& savoir Zw;, si¢;= o), devra étre la ni™™me
partie d’une période. Cette condition est d’ailleurs évidemment sufli-
sante.

En effet, si par exemple

nous pourrons trouver trois groupes rationnels Zw,, Zw,, Zw,, tels
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jue
Iw,=¢q,2, Iw,=q,2, Iw,=¢,2,

tels que ¢, + 7.+ ¢,==0 (modx) et que = —-;~ q: (mod 3).

Si nn'est pas divisible par 3, ¢, devra étre divisible par 3; nous
pourrons alors supposer 7., ==, =7, Si n est divigible par 3, nous
pourrons encore prendre

Go=:4s g, (mod 3),
puisqu’on aura
Y+ +q,=0  (mod3).

Si nous avions

w
591 =~y
n

nous prendrions encore

Zw,=¢q,z, Iw,=q,2, Tw,=q,u:
qo+ G+ g0 (mod3n), g oiqiigz=o (mod3).

Yoo = hy=hy, g;:'f. =0 (mod3).

Je distinguerai deus <5

1” Ou bien la différ- ce des arguments de deux points rationnels
estle pieme d'une périod: . Dans ce cas, la considération des courbes
déricies nous apprend - éellement quelque chose de nouveau.

Si cette condition st remplie par une cubique, elle le sera par
toutes les cubiques ¢quivalentes; mais, en général, clle ne le sera pas
par C, ni, par conséquent, par aucune des cubiques équivalentes, @
moins qu'on 1étende par woie d'adjonction lv domaine de ra-
tionalité,

2° Ou bien la différence des arguments de deux points rationnels
ne sera jamais le 7™ d’une période (4 moins d’étre d’une période).

S’il en est ainsi, il faudra, d’aprés ce que nous venons de voir, que
Fargument d’un des points rationnels soit le #i"¢ d'une période, soit

w

n
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Alors

sera la différence des arguments de deux points rationnels ct cn méme
temps le ni“me d'une période; il faudrait donc (ue cc fiit une période,
ce qui ne peul arriver que de deux manicres : si w = o, si 2 est divi-
sible par 3.

Le second cas se raméne ais¢ment au premicr, car si z est divisible

30 . , . . ) . .

par 3 et que == soit une période, « sera le tiers d'une période. Mais
comme les arguments ne sont définis qua 3 de période prés, nous
pouvons supposer ¢ = o, d’oit » = o.

Si « est nul, on aura

Zw; == — Z[)s %y

¢l le second membre ne pourra étre la ¢ partie d'une période (ue
si tous les p, sont nuls; car Pexpression Xp,a, élant la différence des
arguments de deux points rationnels ne peut étre la 2" partie d’une
période.
On a donc
Xw;=o0.

’ X
» . %, e o0 9 2L o
Dans ce cas que nous apprend I'analyse précédente? Que Xi cst
la ni®me puissance d’un nombre rationnel. Soit alors

32,2
n

z=m—e¢  (mod3).

Nous pourrons alors trouver deux courbes rationnelles Z, = o et
, C A e - . .
Z,= o, de degré == + 3, passant toules deux ¢ fois par le point ra-
tionnel, dont I'argument a=o0; la premi¢re Z, = o passant A, fois

3)\ . 3
par chacun des 7‘—‘ points w, ; la seconde Z,= o passant A, fois par

chacun des 322 points w,.
n
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X _ (LY
Xy T \L)’

ce «qui suffit d¢ja pour prouver que le premier membre est une puis-
sance ni“"e parfaite.

Le résultat en question est donc illusoire, puisqu'on aurait pu
I'obtenir par voie purement algéhrique, sans faire intervenir le raison-
nement arithmétique fondé sur P'impossibilité de décomposer un entier
de plusieurs maniéres en facleurs premiers.

L considération des cubiques dérivées serait donc sans intérét dans
ce cas.

Nous voyons toutefois que X, doit étre une puissance ziee parfaite,
multipliée par un entier sur lequel on ne peut faire qu'un nombre fini
d'hypotheses, si Pon connall le plus grand commun diviseur de x,,
Yoy 50- Cette restriction diminue un peu la portée du résultat, qui est
dailleurs indépendant de la considération des cubiques dérivées.

Le cas on la considération des cubiques dérivées peut étre utile
est donc celui ol les fonctions elliptiques relatives 4 ces cubiques
dérivées se déduisent de celles qui correspondent 4 C par une trans-
formation qui r’est pas du premier ordre.

On aura alors

IX. —- Courbes de genre supérieur.

Je ne dirai que quelques mots des courbes de genre supérieur. I
n’est plus vrai que de la connaissance d’un point rationnel on puisse
déduire celle d’unc infinité d’autres points rationnels. Mais de la con-
naissance d’un groupe rationnel (et par conséquent de celle d*un point
rationnel) on peut déduire celle d’une infinité d’autres groupes ration-
nels,

.Soit en cffet C une courbe rationnelle de genre p et de degré m, et
soit un groupe rationnel de p points sur cette courbe. Le nombre des
points doubles scra

] = (m — l_)__(ﬂ_': 2)

5 el - [).
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Si nous coupons par unc courbe adjointe C’ de degré ¢Zm — 2, le
nombre des points d'intersection différents des points doubles sera

mq —od

et sur ce nombre, mg — 2d — p pourront étre choisis arbitrairement.
Soient u,, u,, ..., u, les pintégrales ahéliennes de premiére espéce.
Un groupe de p points sera défini quand on se donnera les p sommes

Yu,=oa,, Tu,=a,, eey Su,=u,

pour ses p points, sommes que jappellerai ses arguments. Yappellerai
alors le groupc ainsi défini le groupe (2,, a,, ..., @,) ou simplement le
groupe a.. On pourra choisir les constantes d’intégration de telle facon
que la somme des arguments soit nulle pour les points d’intersection
d’une courbe adjoinle quelconque, les points doubles élant laissés de
coteé.

Si les groupes de p points a, 8 et ¥ sont rationncls, je dis qu’il en est
de méme du groupe B + y — . En effet, par les groupes 3 ety je puis
faire passer une courbe adjointe rationnelle de degré ¢ > 2d ;;i/i ;
clle coupera C en mg — 2d — 2p autres points formant un groupe
rationnel G dont la somme des arguments sera — (% + ). Par G et
par le groupe « je puis faire passer une courbe rationnelle adjointe de
degré ¢ qui coupe C en p aulres points formant un groupe rationnel
d’argumenis § + v — «.

Supposons mainlenant que le groupe de p points a soit rationnel. Je
méne d’abord une courbe adjointe rationnelle quelconque de de-
gré gZm — 2; clle coupera C suivant un groupe rationnel G
de mg — 2d points; la somme des arguments sera zéro.

Soit ¢ le plus grand commun diviseur de  ctde 2d; nous pourrons
trouver deux nombres entiers positifs ¢'2m — 2 ct § tels que

m(q'—q) — B(mqg — 2d) = ch,
h étant un cnticer positif quelconque. Je veux maintenant que

¢h=(K+1)p.
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Soit alors ¢' le plus grand commun diviseur de m, 2d el p;
soit p = %%, ¢ -= ¢'; il nous suffira de prendre 2 =%, K +1=c¢.
Cela posé, je fais passer une courbe adjointe rationnelle de degré ¢,
B + 1 fois par le groupe G et K fois par le groupe «; cetle courbe est
ainsi enticrement déterminée, ct elle coupe encore Cen p autres points,
car oin a
myg =(K+0)p+(B8+1)(myg—2d)y+ ad.

(ies p autres points formeront un groupe rationnel et la somme des
argumentls sera — Ko ou o — ez,

[l vésulte de tout cela que les groupes rationnels de p points situés
sur Csont donnés par une formule

a+enu+Xp(%—2z,)

tout & fait de méme forme que les formules analognes relatives aux
cubiques.

f.c nombre & (qui pour les cubiques est égal i 3) est le plus grand
commun diviseur de m et 2d divis¢ par le plus grand commun divi-
seur de m, 2d et p.

On congoit la possibilité de construire de cette maniére une théorie
analogue i celle des cubiques. '
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