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PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DES COURBES ALGÉBRIQUES. l6l 

Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques ; 

PAB 91. II. POINCARÉ. 

I. — Introduction. 

Les propriétés arithmétiques de certaines expressions et, en par-
ticulier, celles des formes quadratiques binaires, se rattachent de la 
façon la plus étroite à la transformation de ces formes par des substi-
tutions linéaires à coefficients entiers. Je n'ai pas à insister ici sur le 
parti quia été tiré de l'étude de ces substitutions et qui est assez connu 
de tous ceux qui s'intéressent à l'Arithmétique. 

On peut supposer que l'étude de groupes de transformations ana-
logues est appelée à rendre de grands services à l'Arithmétique. C'est 
ce qui m'engage à publier les considérations suivantes, bien qu'elles 
constituent plutôt un programme d'étude qu'une véritable théorie. 

Je me suis demandé si beaucoup de problèmes d'Analyse indéter-
minée ne pourraient pas être rattachés les uns aux autres par un lien 
systématique, grace à une classification nouvelle des polynômes ho-
mogènes d'ordre supérieur de trois variables, analogue à certains 
égards à la classification des formes quadratiques. 

Cette classification aurait pour base le groupe des transformations 
birationnellcs à coefficients rationnels que peut subir une courbe 
algébrique. 

Journ. de Math. (5* «érie), tome VII. — Fa sc. II, ICJOI. 21 
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II. — Courbes unicurssles. 

Soit /(oc, y, s) un polynomc homogène en z,y, ζ, à coefficients 
entiers. On pourra regarder l'équation 

f(x,y, ;) = o 

comme représentant une courbe algébrique plane en coordonnées 
homogènes. Deux courbes /= ο et /1 = 0 seront alors regardées 
comme équivalentes ou appartenant à la même classe, si l'on peut 
passer de l'une à l'autre par une transformation birationnellc, à coef-
ficients entiers ou rationnels. 

•l'observe d'abord que deux droites 

ax 4- by -h cz = o, arv -h b,y 4- c,z = ο 

(où les coefficients des premiers membres sont, bien entendu, entiers 
ou rationnels) sont toujours équivalentes. Il suffit, en effet, de faire 
correspondre au point M de la première droite le point M, de la se-
conde droite, de telle façon que la droite MM, aille passer par un point 
donné fixe F à coordonnées rationnelles. 11 n'y a donc qu'une seule 
classe de droites. 

Considérons maintenant les coniques. 
Soit donc/=o l'équation d'une conique. Si cette conique passe 

par un point C à coordonnées rationnelles (c'est ce que j'appellerai 
pour abréger un point rationnel), elle est équivalente à une droite. 
Il suffit, en effet, de considérer une droite quelconque D à coefficients 
rationnels (ce que j'appellerai une droite rationnelle) et de faire cor-
respondre à un point M de la conique, un point M, de la droite D tel 
que les trois points MM, C soient en ligne droite. 

Il résulte immédiatement de là que, si une conique admet un point 
rationnel, elle en admet une infinité. On peut le voir aussi comme il 
suit. Soit C un point rationnel de la conique, soit Ρ un point rationnel 
quelconque du plan. Joignons PC, cette droite coupera la conique en 
un second point M qui sera évidemment rationnel. 
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Les coniques qui admettent un point rationnel forment donc une 
seule classe, et cette classe comprend également toutes les droites, 
lleconnattre si une conique admet un point rationnel, c'est un pro-
blème que Gauss nous a enseigné à résoudre, dans son Chapitre des 
Disquisiliones, intitulé Represenlalio cijfrœ. 

Les coniques qui n'ont pas de point rationnel se répartissent en plu-
sieurs classes et les conditions de cette répartition se déduisent immé-
dia leinent des principes de ce même Chapitre de Gauss. 

Considérons maintenant une cubique unicursalc (à coefficients ra-
tionnels), celte cubique a un point double qui, étant unique, est for-
cément rationnel. Soit C ce point double, je dis que notre cubique est 
équivalente â une droite. Kn ciïct, soit D une droite rationnelle quel-
conque, nous pouvons faire correspondre au point M de la cubique 
un point M, de la droite D, de telle façon que la droite MM, passe 
en C. 

Les mêmes principes sont applicables à une courbe unicursalc quel-
conque. Soit / —-o une courbe unicursale rationnelle de degré /// : 
elle aura ———— points doubles. Par ces 

( m — ι ) ( ni — 2 ) 

points doubles, je puis faire passer oo'w 2 courbes de degré m — 2. 
Comme nos points doubles sont les seuls points doubles 
d'une courbe à coefficients rationnels, toute fonction symétrique de 
leurs coordonnées sera rationnelle. 

D'où il suit que je pourrai faire passer par ces points doubles et par 
ru — 2 points rationnels pris à volonté dans le plan une courbe de 
degré m — 2, et une seule, et que celle courbe sera rationnelle (je 
veux dire à coefficients rationnels). 

L'équation générale des courbes de degré m — 2 passant par les 
points doubles sera donc de la forme suivante 

&! % H- OC2^2 V'm *I 

I *s a étant des coefficients arbitraires et les 0 étant des polynômes en-
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tiers homogènes d'ordre ηι — 2 en ar, y, ζ, a coefficients rationnels. 

Posons 

(i) k-k
 =

 ,..
=

ΊϋζL. 

Si nous regardons les ξ comme les coordonnées homogènes d'un 
point dans l'espace à m —■ a dimensions, les équations (i) définissent 
une transformation qui change la courbe unicursale plane / = ο en 
une certaine courbe de cet espace h m — 2 dimensions; celte courbe, 
je l'appelle K. 

J'observe d'abord que cette courbe est de degré m — 2. En effet, 
soit 

ai ·+" a2 -l· «/»_! = 0 

l'équation d'un plan quelconque de l'espace à m — 2 dimensions; pour 
avoir les points d'intersection de ce plan avec K, je n'ai qu'à chercher 
ceux de / = ο avec la courbe 

a» "+■ · · · ·+■ «Λ*-ι î«-.| = O. 

Cette courbe étant de degré /?* — 2, le nombre total des points d'in-
tersection est m {m — 2), dont (m — 1 )(m — 2) sont confondus avec 
les points doubles et dont m — 2 seulement sont mobiles. 

Le nombre des points d'intersection du plan et de K est donc ni —2. 
c. Q. F. D. 

Je remarque ensuite que la transformation (1) est birationnelle ; en 
effet, d'abord l'on a directement les rapports des ξ en fonctions ration-
nelles de x, y, ζ à coefficients rationnels. Je cherche maintenant à 
exprimer inversement les rapports des trois coordonnées ar, y1 ζ en 
fonctions des ξ. 

Pour avoir - par exemple, je prends deux quelconques des équa-
tions (1), par exemple, 

sj sj sé 
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et entre l'équation /= ο et ces deux équations j'élimine j; il restera 

deux équations 

(2) F = o, F, = o, 

dont les premiers membres seront homogènes en JP, ζ d'une part, en 
ξ,, ξ

2
, ξ, d'autre part. Entre ces deux équations, éliminons mainte-

nant 7 parla méthode du plus grand commun diviseur. Nos divisions 

successives nous conduiront à'une série d'équations : 

F 2 F;, = O, . . . , Fy, = O, 

dont les premiers membres seront des polvnomcs homogènes en ζ 
d'une part, en ξ,, ξ

2
, ξ, d'autre part, et à coefficients rationnels. Mais 

dans cette série, le degré des polynômes successifs en χ et ζ ira en dé-
croissant. La dernière équation ¥p = o ne contiendra plus χ et z\ elle 
exprimera la condition pour que les deux équations (2) aient une ra-
cine commune. 

C'est donc l'équation de la projection de la courbe Κ sur le plan à 
2 dimensions 

•»4 — "»3 — · · * — tm-t — "· 

L'équation précédente Fy^, = o est homogène du premier degré 
en χ et en z. On en tirera donc le rapport % en fonction rationnelle 
de ξ

η
 ξ

2
, ξ

3
 à coefficients rationnels, à moins que Fy,_, = o ne se ré-

duise à une identité, soit par elle-même, soit en vertu de Fy,= o. Mais 
si cette dernière circonstance se présentait, cela voudrait dire que 
les équations 

/=0, Si-= 5« =2. 

ont deux solutions communes toutes les fois qu'elles en ont une. Or 
la théorie algébrique des courbes unicursales, sur laquelle je n'ai pas 

à revenir, nous apprend qu'il n'en est pas ainsi. Nous n'avons donc 
pas à nous occuper de cette exception qui ne se présentera pas. 
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La conclusion eel que la transformation (1) est une transformation 
biralionnclle à coefficients rationnels (je dirai pour abréger une trans-
formation purement rationnelle) et méinc qu'il en est de même de 
la transformation 

.ΐι ~~ ?» ~~ <?»' 

qui transforme la courbe plane f = ο en la courbe plane F^= o. 
La courbe unicursalc plane Vp=n, étant la projection de K, est 

de degré m — 2, d'où cette conséquence : 
Une courbe unicursalc rationnelle est toujours équivalente à une 

autre courbe unicursale dont le degré est de deux unités plus petit. 
De proche en proche, on arrive au résultat suivant : 

Une courbe unicursale rationnelle est toujours équivalente à une 
droite ou à une conique. 

Sur une droite ou sur une conique rationnelles, il y a une infinité 
de couples de points, tels que toutes fonctions symétriques de leurs 
coordonnées soient rationnelles f c'est ce que j'appellerai des couples 
rationnels); ces couples rationnels s'obtiennent sur une conique en 
coupant cette conique par une droite rationnelle quelconque. 

Donc, sur une courbe unicursale rationnelle quelconque, il y a 
toujours une infinité de couples rationnels. 

Sur une droite rationnelle, il y a toujours une infinité de points ra-
tionnels. 

Donc,.v«/· une courbe unicursale rationnelle quelconque de degré 
impair, il y a une infinité de points rationnels. 

Les résultats peuvent encore s'obtenir d'une autre manière. 
.l'appellerai groupe rationnel un groupe de points tels que toute 

fonction symétrique de leurs coordonnées soit rationnelle. 
Je dis d'abord que, sur la courbe f—o, il y a une infinité de groupes 

rationnels de m — 1 points. On les obtient de la façon suivante : 
Considérons la courbe de degré m — 2 

α, γ, ■+- a8o2 -h ... -+- 9,,,., = o, 

et donnons aux coefficients arbitraires y. des valeurs rationnelles. 
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Cette courbe coupera / = o en m — 2 points, outre les points 
doubles, et ces m — 2 points formeront évidemment un groupe ra-
tionnel. 

Je dis maintenant qu'il y a une infinité de couples rationnels. 
En effet, par les points doubles, je puis faire passer ac2^-" courbes 

de degré m — 1. Prenons ensuite deux groupes rationnels de m — 2 
points; par les points doubles et par ces deux groupes, je pourrai 
faire passer o©2 courbes de degré m — 1 dont l'équation générale 
pourra s'écrire 

(3) «ιψι-Η«ίψ2 + «»Ψ> = 0, 

où les α sont des coefficients arbitraires et les ψ des polynômes homo-
gènes de degré m — 1 en a?, y, ζ, à coefficients rationnels. 

Donnons aux arbitraires α des valeurs rationnelles quelconques; 
la courbe (3) coupera la courbe / = ο : 

i° Aux points doubles, ce qui compte pour {m — i)(m — 2) inter-
sections; 

20 Aux points des deux groupes rationnels, ce qui fait 2(m — 2) in-
tersections; 

3° En deux autres points mobiles. 
Ces deux points mobiles formeront évidemment un couple rationnel. 

c. Q. F. D. 

Considérons la transformation 

k-ûi-Λ 

on verrait, comme pour la transformation (1), qu'elle est purement 
rationnelle; et clic transforme f=o en une conique, puisque les 
courbes (3) coupent/ = ο en deux points mobiles. 

Toute courbe unicursale est donc équivalente à une conique. 
Supposons enfin m impair, je dis qu'il y aura une infinité de points 

rationnels. 

Considérons, en effet, 3 couples rationnels quelconques, par 
ces couples et par les points doubles je puis faire passer un faisceau 
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de courbes de degré m — ι ayant pour équation générale 

(4) «Λ + aA = o> 

les α étant arbitraires et les 0 ayant leurs cocflicients rationnels. 
Donnons aux α des valeurs rationnelles quelconques. La courbe (\) 

coupera /= o, non seulement aux points doubles et aux m — 1 points 
de nos couples rationnels, mais encore en un autre point qui, étant 
unique, devra être rationnel. c. Q. r. D. 

III. — Points rationnels des cubiques. 

On voit avec quelle facilité se traite le cas des courbes unicursales. 
Passons maintenant aux courbes de genre ι et d'abord aux plus simples 
d'entre elles, je veux dire aux cubiques. 

Kludions d'abord la distribution des points rationnels sur ces 
courbes. 

J'observe que la connaissance de deux points rationnels sur une cu-
bique rationnelle suffit pour en faire connaître un troisième. KM effet, 
la droite qui joint deux points rationnels donnés va couper la cubique 
en un troisième point qui, étant unique, sera encore rationnel. 

De même, si nous connaissons un point rationnel, nous pouvons en 
déduire un second. Pour cela, considérons la tangente à la cubique en 
un point rationnel. Ce sera une droite rationnelle, et elle coupera la 
cubique en un autre point qui sera rationnel. 

Voyons quels sont les points rationnels que l'on peut déduire ainsi 
de la connaissance de un, deux, trois, etc., points rationnels donnés. 

Λ chaque point d'une courbe de genre ι est attaché un argument 
elliptique et de telle façon que, sur une cubique, la somme des argu-
ments elliptiques de trois points en ligne droite soit constante à une 
période près. Nous définirons l'argument de telle façon que cette con-
stante soit nulle. Nous devons remarquer que l'argument n'est défini 
de la sorte qu'à \ de période près. Car, si l'on ajoute à tous les argu-
ments J de période la somme des arguments de trois points en ligue 
droite ne cessera pas d'être égale à une période. 
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Cela pose, soil M
0
 un point rationnel dont l'argument elliptique 

soit a. 
La tangente en M

0
 ira couper la cubique en un point rationnel M_, 

dont l'argument elliptique sera — sa. La tangente en M_, ira couper 
la cubique en un point rationnel M, dont l'argument elliptique 
sera 4«. 

La droite M,M„ ira couper la cubique en un point rationnel >L
3

, 
dont l'argument sera — :> α ; la droite ira couper la cubique 
en un point rationnel M

a
 d'argument 7«. 

La droite M
2
M

0
 coupera la cubique en un point M_

a
 d'argument 

— 8a et la droite M_
3
\l_, la coupera en un point M, d'argument ι oa. 

La loi est manifeste et il existera sur la cubique une série de points 
rationnels (n étant un indice entier variant de —oc à +x) et 
l'argument elliptique de M„ est (3// -M)a. 

Ces points sont tous distincts, à moins que α ne soit commensurable 
avec une période. 

La droite qui joint deux de ces points M„ et M,, passe par un troi-
sième point rationnel dont l'argument elliptique est 

[3(— n—p — 1) 

et qui fait, par conséquent, encore partie de la série des points M,,. 
Soient maintenant M

0
 et ÏN

0
 deux points rationnels d'arguments α 

et β; les points M„ et d'arguments 

(3// -m)α et (3/; + ι)β 

seront encore rationnels ; le troisième point d'intersection de la cubique 
avec la droite Μ,,Ν,, aura pour argument 

— (3n -+- ι)α — (3 ρ -h ι)β 

et sera rationnel. Les deux points 

β et — (3n ■+■ 1)« — (3/; -+- ι)β 

étant rationnels, il en sera de même de 

(3n h- ι)α ■+■ 3p$. 
Journ. de Math. (5· «cric), tome VII. — Fuse. II, 1901. 22 
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Kl, de même, le point 
3nv. -h (3ρ ■+■ ι)β 

devra être rationnel. 
Kn résumé, seront rationnels tous les points d'argument 

av. -h bfy, 

oil a et b sont des entiers satisfaisant à l'un des trois systèmes de con-
gruences : 

(mod 3); 
a ̂  1, υ~Ξ ο 
a == o, b ι 

a : — 1, h-z:JL— \ 

en d'autres termes, tous les points d'argument 

α h- 3//a -h/;(β — «), 

// et /7 étant des entiers. 
Observons que si l'on joint deux de ces points, la droite rationnelle 

ainsi obtenue coupera la cubique en un troisième point dont l'argu-
ment sera encore de même forme. 

Cela montre que tous les points rationnels que l'on peut déduire 
de M„ et N0 sont compris dans cette même formule. 

Plus généralement, si les points d'arguments elliptiques 

oc, oc,, aa, a,; 

sont rationnels, il en sera de même de tous les points dont les argu-
ments elliptiques sont compris dans la formule 

(1) *-t- 3/ια -H/»,(a, — a) H-/7a(aa - a) -h .. . ■+■ />?(*,/— a) 

où η et les ρ sont entiers. 
Tous les points compris dans la formule (1) sont-ils distincts? ils le 

seront à moins qu'il n'y ait, entre les arguments 

OC, OC,, 0C
A

, . . . , OCY 

et une période, une relation linéaire à coefficients entiers. 
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On peut se proposer de choisir les arguments 

(a) «, a
(
, a

2
, ..., a,, 

de telle façon que la formule (i) comprenne tous les points rationnels 
de la cubique. Les q ·+■ ι points rationnels qui ont les arguments (2) 
formeront alors ce que nous appellerons un système de points ration-
nels fondamentaux. 

11 est clair que Ton peut choisir d'une infinité de manières le système 
des points rationnels fondamentaux. On devra tout d'abord dans ce 
choix s'arranger de telle façon que le nombre q -+-1 des points fonda-
mentaux soit aussi petit que possible. Cette valeur minima de ce 
nombre q -hi sera ce que j'appellerai le rang de la cubique; c'est 
évidemment un élément très important de la classification des cubiques 
rationnelles. 

Il y en a d'autres. 
On sait que les cubiques réelles se partagent en deux catégories : les 

unes ont une seule branche où tous les arguments elliptiques sont 
réels; les autres ont deux branches; tous les points de la première 
branche (branche impaire) ont leurs arguments réels, tous ceux de la 
seconde branche (branche paire) ont leurs arguments égaux à une 
quantité réelle augmentée d'une demi-période imaginaire que j'appel-

lerai — · 

Dans le premier cas, tous les points rationnels ont leur argument 
réel, de sorte que les quantités α, a,, . .., a9 sont toutes réelles. 

Dans le second cas, il peut encore arriver que toutes ces quantités 
soient réelles et il arrive alors que tous les points rationnels sont sur la 
branche impaire et qu'il n'y en a pas sur la branche paire. 

Mais il peut arriver également que l'une des quantités α soit égale 

à une quantité réelle augmentée de de sorte que l'un des points 
rationnels fondamentaux soit sur la branche paire. Nous pouvons tou-
jours supposer qu'il n'y en a qu'un. Si, en effet, nous avions sur cette 
branche paire deux points fondamentaux d'arguments β et γ, nous 
pourrions les remplacer par les points dont les arguments sont β et 
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— β — γ cl le second de ces nouveaux points fondamentaux serait sur 
la branche impaire. 

Supposons donc α, a,, ..., réels et soit 

*»=ί + 7> 

J} étant réel; alors les points rationnels de la branche impaire seront 
donnes par la formule 

α -t- 3/ta +/>,(X| — a) -hp2(a2 — a) -t-... 
•4-/V-, (v_, — a) -H 3 - a). 

A chacun des points rationnels de la branche impaire en corres-
pondra un sur la branche paire et la différence des arguments de deux 
points correspondants sera β — α + 

A ce point de vue, nous devons considérer trois catégories de cu-
biques rationnelles (outre celles de rang zéro qui n'ont pas de point 
rationnel) : i° celles qui n'ont qu'une seule branche; 20 celles qui ont 
deux branches, mais n'ont de points rationnels que sur la branche 
impaire; 3° celles qui ont deux branches et des points rationnels sur 
les deux branches. 

Nous devons encore faire une autre distinction; il peut se faire que, 
parmi les quantités 

Γ3) 2ny.+p,(y.
t
 - a) h- ... a) 

(qui représentent les différentes valeurs que peuvenL prendre les dif-
férences des arguments des points rationnels), il y en ait qui soient des 
parties aliquotes d'une période réelle. Considérons toutes celles des 
quantités (3j qui sont ainsi cornmensurabics avec la période réelle, 
période que j'appellerai ω; leur plus grand commun diviseur fera en-
core partie des quantités (3) et comme toutes ces quantités ne sont 
délinies qu'à un multiple près de ω, le plus grand commun diviseur 
de ω et de celles des quantités (3) qui sont commensurables avec ω 
pourra encore être regardé comme faisant partie de ces quantités (3). 
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Soii ~ cc plus grand commun diviseur; tous les multiples de — fe-

ront partie des quantités (3) et cc seront les seules quantités (3) qui 
soient commcnsurablcs avec ω. 

Nous pourrons supposer alors soit α ~ soit 2, = α -f- £· 

La connaissance du nombre m, s'il existe des quantités (3) com-
mcnsurablcs avec ω, est évidemment aussi un des éléments les plus 
importants de la classification des cubiques rationnelles» 

11 arrivera quelquefois que le seul point rationnel fondamental 

sera plus généralement, il pourra se faire que les points ration-

nels soient tous donnés par Tune des formules : 

( l\) 1 h ζ— t h «— î 

ou bien que les points rationnels de la brandie impaire étant donnés 
par l'une des formules (/j), ceux de la branche paire s'en déduisent en 

ajoutant aux arguments elliptiques soit —» soit ~ 4- — » 
Dans ces divers cas il n'y aura qu'un nombre fini de points ra-

tionnels; dans tous les autres cas il y en aura une infinité; j'ajouterai 
qu'il y en aura une infinité sur tout arc de la cubique si celle-ci n'a 
qu'une branche, sur tout arc de sa branche impaire si elle a deux 
branches, et enfin sur tout arc de l'une quelconque des deux branches 
s'il y a deux branches et qu'il y ait des points rationnels sur chaque 
branche. 

Ainsi se pose naturellement le problème suivant : 

Quelles valeurs peut-on attribuer au nombre entier que nous 
avons appelé le rang d'une cubique rationnelle ? Quelles sont, 

parmi les catégories que nous venons d'énumérer et qui sont jus-
qu'ici logiquement possibles, celles qui existent réellement? 
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IV. — Antres courbes de genre 1. 

Les principes précédents sont applicables à des courbes quelconques 
de genre ι. 

Considérons, par exemple, une quartique gauche. Chaque point de 
cette courbe possède un argument elliptique; et la somme des argu-
ments des quatre intersections de la courbe et d'un plan est nulle. 

Si donc les points α, β, γ sont rationnels, il en est de même du 
point 

a 3 *' 

Si le point α est rationnel, il en est donc de même du point — 'ia, 
puis des points 

>« = — |a-h a(— 

— 77. = — [5α 4- α 4- «|, 

9« =--1(-7*)-·-* + (-3*)l· 
— lia — — [9a 4- a 4- a |, 

et, en général, de tous les points (\η + ι)α. 
Si γ, β et α sont rationnels, il en sera de même de 

_ α - β - 7 
et de 

-(2α 4-γ) 
et, par conséquent, de 

ν 4- y- « = _ [ 27. 4- (- α - β - γ>|. 
Si donc 

α, α,, α2, ..., α,, 

sont rationnels, il en sera de même de 

( 1 ) (!\n 4-1 )a 4- p
s
 (α, - a) 4- - *) 4-... 4- p

v
(*

9
 - a), 

quels que soient les entiers u, p„ p
2
,. .., p,

r 
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C'est là une formule analogue à la formule (i) du paragraphe pré-
cédent et qui se discuterait de la même manière. 

Considérons plus généralement une courbe de genre r et de degré m 
dans l'espace km — ι dimensions. Un plan coupera cette courbe en 
m points et la somme de leurs arguments elliptiques sera nulle. 

Le même raisonnement pourra donc s'appliquer. 
Si α, α,, α3, ..., ft7 sont rationnels, il en sera de même de 

— (an *+■ · · · + aw-i) 
pl des divers points 

— (m — ι)«, — ft2 — (m — 2)ft, — α2 — α, — (/// — 3)y., 
— α

2
 -f- (*, — α) = — j — (/;* — 2)ft — | — «2 — ft, — (m — 3) «]:, 

et plus généralement de 

(nm -h ι)α -+- /*, (α, - ft) 4-pjoi, — y.) -h ... -+- — ftj, 

formule analogue a la formule (i). 
On arriverait aisément aux mêmes résultais en raisonnant directe-

ment sur les courbes planes. SoitC une courbe plane de degré m et de 
genre ι ; elle aura 

(m — ι ) ( m — ·>.) 

points doubles. Par ces points doubles je peux faire passer oc"*-' 
courbes d'ordre ηι — a qui couperont la courbe en m points mobiles; 
j'appelle ces courbes K. Si nous avons m — ι points rationnels d'argu-
ments elliptiques 

ft,, ft2, . . . , ft//,—,, 

par ces points je pourrai faire passer une courbe K, celte courbe cou-
pera C en un mUtn,e point qui aura pour argument 

— («, H- ft
2
 -f- . . . +- ft,„_,) 

et qui sera évidemment rationnel. 



\η(> η, poincaré. 

Le reste du raisonnement se poursuit comme plus haut. 
Cherchons maintenant dans quels cas une quartique ou une courbe 

de degré plus grand peut être équivalente à une cubique. 
Soit d'abord une quartique plane rationnelle quelconque de genre ι. 

Supposons qu'elle possède un point rationnel P. Par ce point Ρ et par-
les deux points doubles, je puis faire passer ao2 coniques, qui cou-
peront la quartique en trois points mobiles. L'équation générale de 
ces coniques pourrait s'écrire 

*1? I+ *3?:!+«*?» = °, 

les α étant des arbitraires cl les ο des polynômes du second degré à 
coefficients rationnels. 

Considérons alors la transformation 

?i 'fi 'τ» 

où les ξ sont considérés comme les coordonnées homogènes d'un point 
dans un plan. Elle transforme notre quartique en une cubique, et l'on 
verrait, comme pour la transformation (i) du §11, que c'est une trans-
formation purement rationnelle. 

La quartique est donc équivalente à une cubique. 

Réciproquement, considérons une quartique et supposons qu'elle* 
soit équivalente à une cubique, je dis qu'elle admettra un point ra-
lionnel. 

En effet, soit u l'argument elliptique d'un point de la quartique; 
l'argument elliptique du point correspondant de la cubique sera u + k, 
h étant une constante. Si trois points de la cubique sont sur une droite 
rationnelle, les trois points correspondants de la quartique, qui auront 
pour arguments elliptiques α, β, γ, formeront un groupe rationnel, et 
l'on aura 

α -h β ■+· γ = — 3/c. 

Par ces trois points et les deux points doubles je puis faire passer 
une conique qui sera rationnelle et qui coupera la quartique en un 
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aiilrc point qui, étant unique, devra Aire rationnel. Ce point rationnel 

aura pour argument - a - β - γ, c'est-à-dire 3/Î. 

La cubique devra avoir aussi un point rationnel. Kn effet, par les 
points doubles de la quarliquc je fais passer une conique rationnelle 
qui coupe la quarliquc en quatre points simples. Les quatre points 
correspondants sur la cubique formeront un groupe rationnel. Par les 
quatre points de ce groupe je puis faire passer une infinité de coniques 
rationnelles, qui couperont la cubique en deux autres points. Ces deux 
points formeront un couple rationnel. Kn joignant les deux points 
d'un de ces couples rationnels on obtiendra une droite rationnelle qui 
coupera la cubique en un troisième point qui sera rationnel. 

c. Q. I·. I). 
Iléciproquemeril, si une cubique a un point rationnel P, elle est 

équivalente à une quarliquc. K11 effet, je considère dans l'espace un 
point rationnel quelconque S; et je considère ce point comme le som-
met d'un cone C du troisième degré ayant pour directrice la cubique. 
Par le point Ρ je puis faire passer une droite rationnelle quelconque 
qui coupe la cubique en deux points M et M, formant un couple ra-
tionnel. Par les droites SVl el SM, je [mis faire passer une surface du 
second degré rationnelle. L'intersection complète de celte surface et du 
roue étant du sixième degré se décompose en deux droites SM et SM, 
et une quarliquc gauche rationnelle. La projection de celle quarliquc 
gauche sur un plan rationnel quelconque est une quartique plane ra-
tionnelle. 

Lu résumé : 
La condition nécessaire et suffisante pour qu'une quarliquc ra-

tionnelle soit équivalente à une cubique, c'est qu'elle ait un point 
rationnel. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une cubique ra-
tionnelle soit équivalente à une quarliquc, c'est qu'elle ail un point 
rationnel. 

Soit /= ο une courbe plane de genre ι cl de degré ni. Quelle est 
la condition pour qu'elle soit équivalente à une courbe de degré p, 
dont l'équation sera /, = o? 
Il faut d'abord qu'il y ait sur /=o 1111 groupe rationnel de ρ points. 

Si, en effet, nous coupons la transformée /, — ο par une droite ra-
Jour/i, de Math. (5· st*ric), tonic VII. — l'asc. II, xyoï. —3 
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lionnelle quelconque, cette droite la coupera en ρ points formant un 
groupe rationnel. Les points correspondants sur /—ο formeront 
aussi un groupe rationnel. 

•le dis maintenant que celle condition est suflisante. En effet, s'il 
existe un groupe rationnel de ρ points, par ce groupe et par les 
points doubles je pourrai faire passer une inliiiilé de courbes do 
degré /// — 3 h- A*, dont l'équation générale sera 

a,.cp,. -+• 0/ 

où η = Am — ρ, où les α sont des arbitraires, les ο des polynômes 
d'ordre m — 3 h- A* à coefficients rationnels et 0 un polynôme arbi-
traire de degré h — 3 (le terme 0/ disparaît si h < 3). 

Ces courbes couperont /--ο en km — ρ points mobiles. Si l'on 
donne aux α des valeurs rationnelles, ces km — ρ points formeront un 
groupe rationnel. 

Considérons maintenant un de ces groupes rationnels de km — ρ 
points, par ce groupe cl les points doubles nous pourrons faire passer 
une infinité de courbes de degré m — 3 -h k, dont l'équation général·; 
sera 

('*) «.ψ. + α,ψ,-μ ...·+· α,,ψ,,-h η/= ο, 

où les a sont des arbitraires, les ψ des polynômes d'ordre m — 3 -+- A 
à coefficients rationnels et η un polynome arbitraire d'ordre k — 3. 

Ces courbes couperont / = ο en ρ points mobiles. Si alors on con-
sidère la transformation 

Ψΐ "" Ψΐ Ψ.Ί 

(où les ζ sont les coordonnées liornogènes d'un point dans un plan), 
elle sera purement rationnelle, toujours en vertu du raisonnement, 
et elle transformera /= ο en une courbe de degré ρ [parce que les 
courbes (;>.) coupent f — ο en ρ points mobiles]. 

Celte démonstration suppose : 
j" Que km >y;, on peut toujours prendre k assez grand pour cela ; 
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2° Que />>3. Si j) ι ou 2, il est clair que le théorème est en dé-
faut, puisqu'il n'y a pas de courbe de genre ι et de degré ι ou 2. 

Si ρ = 1, c'est-à-dire s'il y a un point rationnel, il existe aussi un 
groupe rationnel de trois points (à savoir le groupe qui comprendrait 
trois points confondus entre eux et avec ce point rationnel); la courbe 
est donc équivalente à une cubique. Kt Ton démontrerait de même 
qu'elle est équivalente à une courbe de degré quelconque. 

Si ρ = 2, c'est-à-dire s'il y a un couple rationnel, il existe aussi un 
groupe rationnel de quatre points (à savoir le groupe qui compren-
drait quatre points confondus deux à deux et avec les deux points du 
couple); la courbe est donc équivalente à une quarlique. Kt l'on dé-
montrerait de même qu'elle est équivalente à une courbe d'un degré 
pair quelconque. 

Si m est impair ctqu'il y ail un couple rationnel, il y a aussi un point 
rationnel. Car, par les points doubles et par un groupe rationnel de 

m — 1 points qui comprendrait ni — 1 points confondus à 

el avec les deux points du couple, on peut faire passer une courbe de 
degré ni — 2 et une seule. Cette courbe est rationnelle et elle coupe 
/ = ο en un auLre point qni est unique et rationnel. 

Kn résumé : 
Pour qu'une courbe rationnelle de genre 1 et de degré m soit équi-

valente à une courbe de degré ρ > 3, il faut et il suffit qu'elle possède 
un groupe rationnel de ρ points. 

Pour aller plus loin, supposons que notre courbe, de degré ni, ad-
mette un certain nombre de groupes rationnels. Supposons-en trois 
pour fixer les idées. 

Soient (J,, G3, G;1
 ces groupes qui seront formés respectivement de 

Ρw p-i et points. Soit £ le plus grand commun diviseur des quatre 
nombres 

m, ρ {, ρ,, p,. 

Je dis qu'il existe un groupe rationnel de 0 points. 
Kn effet, on peut trouver quatre nombres entiers positifs 

K., lln /lo, /<:), 
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lois quo 
Κ/// — h9p.x — hap9 — o. 

Nous pourrons alors mener une infinité do courbes de degré 

/;/ — 3 + Κ, 

passant par les points doubles et ayant avec/ — ο un contact d'ordre 
//, — ι aux points du groupe (j,, d'ordre ht — ι aux points du 
groupe G

a
, d'ordre h.

A
—ι aux points du groupe G.,. Parmi ces 

courbes, il y en aura une infinité qui seront rationnelles. 
Elles couperont /=. o, aux points doubles, en h

t
p

{
 points confondus 

avec le groupe G,, cil h2p9
 points confondus avec le groupe G

a
, eu 

points confondus avec le groupe G3, et en 

K/« — //, ρ, — h
a
 p., — // „ ρ.

Λ
 = ο 

autres points. Ces δ points formeront un groupe rationnel. 
c. Q. F. D. 

Soit alors o le plus petit nombre tel qu'il existe sur/ = o un groupe 
rationnel de c points. D'après ce qui précède : 

i" Le degré m est un multiple de ce nombre caractéristique δ; 
•λ" 11 en est de morne du degré de toutes les courbes équivalentes 

à/ = o; 
3° Il en est encore de môme du nombre des points d'un groupe ra-

tionnel quelconque de /= o. 
Ce nombre caractéristique δ est donc un des éléments les plus im-

portants de la classification des courbes rationnelles de genre ι. 
Il me reste à parler d'un point de détail. 
Considérons une quartique gauche équivalente à une cubique plane. 

Par exemple, la cubique sera la perspective de cette quartique, en 
prenant pour point de vue un point S de la quartique. 

D'après ce qui précède, ce point S doit être rationnel. Soit α son 
argument elliptique sur la quartique et 

«' — α 4- /i 
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son argument sur la cubique. Soient, d'autre part, 

α,, a„ ..., a„ 

les arguments des autres points rationnels fondamentaux sur la quar-
liriue et 

α)=α/4-Α· (ι — 1,2, ...,q) 

leurs arguments sur la cubique. 
Nous avons vu que les arguments des points rationnels sur la quar-

lique sont donnés par la formule : 

β = α H- \n% -4- lpi(oLj— et.), 

et sur la cubique parla formule 

β' = α' -+- 3/ία' -+- ^Pi{v'i — 9.'). 

11 faut démontrer que ces deux formules concordent, c'est-à-dire 
que l'on a 

?=?+*·· 

Or c'est ce qui est évident, si l'on observe que 

3/î = a, «/ — a = a) — a', 3 a' = /j a. 

V. — Étude de quelques transformations. 

Soit α l'argument d'un point rationnel quelconque sur une cubique; 
la transformation qui change le point d'argument //, dans le point 
d'argument — α — w, sera évidemment (les trois points α, //, - a — // 
«•tant en ligne droite) une transformation purmnrml raliomwih: qui 
changera la cubique en elle-même. 

Si α et β sont les arguments de deux points rationnels, les transfor-
mations 

(«, — a — a), 

(m, - β - «) 
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seront purement rationnelles; il en sera de même de leur résultante 

(//, β — α -f- u). 

D'ailleurs, si α est rationnel, il en est de même de — 2a, de sorte que 
la transformation (//, 3a -H u) est purement rationnelle. 

Kludions de plus près ces transformations («, β — α -+- n). 
Si y. ζ sont les coordonnées du point d'argument //, et ξ, rt, ζ 

relies du point transformé d'argument {!-« + «, les équations de la 
transformation devront être de la forme 

(I) x = ç = ?.· 

Χ, Y, Ζ étant des polynômes entiers en ./·, y, ζ à coefficients ra-
tionnels. 

Comment former ces polynômes? 
La droite œ = ο coupera la cubique en trois points M,, M2, M:

, d'ar-
guments γ,, γ

3
, γ,. Considérons les transformés de ces trois points 

par la transformation inverse do(i), qui auront pour arguments 

J. -t- ι | , * -1- j 2 » ·/· "T- j ;| , 

et que j'appellerai M',, M
a

, M',. 
On aura 

(2) γ, + γ2-+-γ
:(
 = ο. 

Considérons d'abord trois points Ρ,, P
a

, IV, d'ai'gumcnls ε,, ε3, ε
:ι

, 
assujettis à la condition unique 

( 3) ε, -f- ε„ -+- ε
;
, = .1 β — 3sc. 

On ])Oiirra cboisirces trois points de façon qu'ils forment un groupe 
rationnel. 

Les six points M'
(

, Ma, M'
3

, P,, P
a

, P., seront, à cause des rela-
tions (2) et (3), sur une rncinc conique, et cette conique sera ration-
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nolle. Soit 
X, = o 

l'équation de celle conique; je puis supposer qu'elle csl écrite de telle 
façon que les coefficients de X, soient entiers et premiers entre eux. 

D'autre part, la droite y — ο coupe la cubique en trois points λ,, 
Y,, X, ayant pour transformés V,, Y, Y,. Les six points N'

(
, Y,, Y,, 

I'm I'm l'a sont sur unc même conique rationnelle dont l'équation peut 
s'écrire 

Y, = o, 

les coefficients de Y étant entiers et premiers entre eux. 
De même, la droite ζ = ο coupe la cubique en trois points Q

n
 (

x
)
2

, 
Q

;
, ayant pour transformés Q'

(
, Q!

2
, Q;,. Les six points Q,, Γ)],, Q' P

|; 

P,, P
;
, sont sur une même conique rationnelle dont l'équation peut 

s'écrire 
Z, = «, 

les coefficients de Ζ étant entiers cl premiers entre eux. 
Considérons alors la fonction 

XY, 

ce sera une fonction doublement périodique de l'argument elliptique 
du point y, z; cette fonction ne pourra devenir infinie, car le déno-
minateur ne peut s'annuler sans que le numérateur s'annule. Kl le se 
réduira donc à unc constante; pour la même raison 

z\, 

est une constante. Nous pourrons donc poser 

X = «X,, Y = /JY„ Z = eZM 

ai !>, c étant trois entiers premiers entre eux. 
Ainsi la transformation (i) peut s'écrire de telle façon que Χ, Y, Ζ 
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soient des poU norues du second ordre, Cela est même possible d'une» 
inimité de manières, car les trois points P,, 1%, P, ne sont assujettis 
qu'à une seule égalité. 

Soient Y, Y', Z' trois polvnomes du second degré formés comme X, 
V, Ζ, mais en remplaçant les trois points Ρ,, P

2
, P

3
 par trois autres 

points P,, IV P'
3
 assujettis comme eux k la condition (.Y). La trans-

formation 

x» = è - * 

devra être la iiiénie que la transformation (Ί); je veux dire par la 
qu'un point de la cubique/ = ο a même transformé, qu'on lui applique 
l'une ou l'an Ire des deux transformations. Les deux transformations ( ι ) 
et (ι bis) pourraient être appliquées à lin point quelconque du plan: 
mais alors les deux transformés ne seraient pas les mêmes. 

Il résulte de là que les trois polvnorries du quatrième degré 

YZ - 7Λ , ZV- \Z , XV— Y Y 

sont divisibles par/. 
il importe de remarquer que la transformation ( 1) est une trams/or· 

mation Cremona; c'est-à-dire qu'on peut en tirer les rapports '-■> 7 en ν ν 
fonctions rationnelles de ς, rr ζ, alors même que le point./;, y, ζ n'est 
pas assujetti à rester sur la cubique ; et, eu effet, deux des coniques 

α X -f- ji Y -h γ Ζ — ο, α' Χ -h β'Υ -η γ'Ζ = ο 

ne se coupent qu'en un seul point mobile, en dehors des trois points 
fixes P„ IL, I\. 

Ces trois points fixes sont les [miilx-bancH de la transformation. 
Si l'on résout les équations ( 1), on trouve 

X.i V»($, („ ζ; Ζ„(ξ, ·/,, ζ;' 

Χ,„ Υ
υ

, Ζ
(ι
 étant des polynômes du second degré. La transforma-
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lion (/|) est ainsi la transformation inverse de (i). Quels sont les 
jn/inls-bases de celte transformation inverse? 

Je rappelle que, dans une transformation quadratique Cremona, 
toute droite passant par un point-base se transforme en une droite pas-
sant par un point-base de la transformation inverse. 

Soit donc une droite D passant par P,; elle coupera la cubique en 
deux autres points il, et II

2
; la somme des arguments de ces deux 

points sera constante et égale à — i,. Soient II'
(
 et ΙΓ

2
 les transformes 

de II, et IIa ; la somme de leurs arguments sera constante et égale à 

2(β-α) -1,. 

La droite II^, II!,♦ transformée de 1), coupera la cubique en un troi-
sième point II, dont l'argument sera 

£, -2(β-α). 

Olte quantité étant constante, ce point R, restera lixc quand la 
droite I) tournera autour de P4. Donc R, est un des points-bases 
de f'|). Les deux autres, R2 et I{

3
, auront pour arguments 

*3- *(? - *)» 
ε, - ·ι($ — α). 

Ainsi les trois points-bases de (4) sont encore sur la cubique, et la 
somme de leurs arguments est 

3*-33. 

Si donc nous considérons les trois points Rn R2, R$, leurs transfor-
més, que j'appellerai Q4, Qa, Q„ seront en ligne droite, et les trans-
formés de leurs transformés sont les trois points P,, P

a
 et P,. 

Considérons maintenant l'expression 

/(Χ,Υ,Ζ); 

c'cstjun polynome du sixième degré en x, y, ζ ; comme la transfor-
Journ. dι Math. (5* série), tome VII. — Fasc. II, içyoï. 
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inalion n'altère pas la cubique / = o, on aura iclenliqucm^nt 

(*) —/(.xr,y, s)rtUt
y, ζ ), 

r
t
 riant un polynôme du troisième degré. 

(domine les trois points-bases l®,, P
a

, 1®, doivent être des points 
triples pour la sexliquc 

/(X, Y, Ζ) = o 

et que ce sont des points simples pour la cubique 

/(·'·*» 7>-) = °> 

ce seront des points doubles pour la cubique η = ο; de sorte que celle 
cubique */j — c> se décomposera en trois droites qui seront les côtés du 
triangle 1®, l®al®a. 

D'autre part, les transformations (i) el (f\) étant inverses l'une de 
l'aulre, on aura 

X,(X,Y,'A) _ Y»(X,Y,Z) _ Z.,iX, Y, Z) , 
ou 

(6 

χ. (X» ^ ) — ,/*'ό ι 
Υ

β
(Χ, Y,Z) = yy

(
', 

Z
u éX., ^ , Z) — . 

Les premiers membres étant des polynômes du quatrième degré, r/ 
sera un polvnonicdu troisième degré; les trois points-bases étant des 
points douilles pour les quurliqucs 

Y0—o, Z0—o, 

seront aussi des points doubles pour la cubique η'= o. Celle cubique 
se décompose ainsi encore en trois droites qui sont les trois côtés du 
triangle 1®, Ρ21®..,. 

Ainsi les deux polynômes yj cl ne peuvent différer que par un 
facteur constant. 
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Le polynôme η est decomposable au point de vue algébrique, en 
trois facteurs linéaires; mais il n'arrivera pas toujours que celle decom-
position soit possible au point de vue arithmétique. Cela arrivera si 
les trois points P

n
 et 1% sont rationnels. Il est clair qu'il est toujours 

possible de choisir ces trois points (qui sont assujettis seulement à la 
condition 3) de telle façon qu'ils soient rationnels; cl cela d'une inimité 
<le manières en prenant 

*/ = ?/( 3- a) -+- a -h 3/;,a (/= r, 3), 

avec la condition 

/i *+• (¡Í ■+■ (h “ PI p¿ Pa 

( Test la supposition que nous adopterons désormais, sauf avis contraire. 
Supposons (pie x*, y, ζ soient trois entiers premiers entre eux; \, 

V, Ζ sont également trois entiers; il importe de savoir quel est leur 
plus grand commun diviseur S. 

Observons que 

Χ.(Χ,Υ,Ζ), Υ.(Χ,ν,Ζ), Ζ,(Χ,Υ,Ζ) 

sont divisibles par S2. Il en résulte que η' est divisible' par S", ( "est 
déjà une considération qui pourra nous aider à déterminer S. 

Considérons de nouveau les neuf points 

I'/, Q/, K/ (' = i,2,3j. 

Nous avons vu qu'ils ont pour arguments 

«/ι */-(?-*)> £/— 

avec la condition 
ε, -f- ε

2
 -H ε

3
 = 3( ^ — se). 

Ile là résulte imuiédiatement que ces neuf points se trouvent trois à 
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trois sur sept droites, qui sont les droites 

Q,Q,Qa, P.QaR,, 1\Q,R„ Q,R
3
p„ 

P«R.Qt Q,P
a

Ra, R.PaQa. 

De plus, la somme des arguments des neuf points (de même que celle 
des arguments des six points P/ et H/) étant nulle, on conclut que les 
six points P/ et R/ sont sur une même conique C, et que les neuf points 
sont sur une infinité de cubiques. 

On voit alors que les six points P,· et R/ sont les sommets d'un hexa-
gone de Pascal inscrit dans une conique C, et que les points Q

n 

Qa? Qa c» lig'nc droite sont les intersections des trois paires de cotés 
opposés de cet hexagone. 

Considérons les cubiques qui passent par les neuf points; elles 
forment un faisceau. L'une d'elles est la cubique proposée /= o. Une 
se décompose en une conique qui est la conique C circonscrite à l'hexa-
gone de Pascal, et en une droite qui est Q, QaQa· Deux des cubiques 
se décomposent en trois droites qui sont pour l'une d'elles 

(7) H,Q,P„ R,Q,P, 

et pour l'autre 

<«> R.Q.P., lLQ.Pa, RaQalV 

La transformation change la cubique / en elle-même; elle change la 
conique C dans la droite Q, Q2Q3

 et inversement; elle change les trois 
droites (7) les unes dans les autres, de même que les trois droites (8). 
il y a donc quatre cubiques du faisceau pour lesquelles on voit immé-
diatement qu'elles ne sont pas altérées par la transformation. Il suffi-
rait de le savoir de deux d'entre elles pour conclure que cela est vrai 
pour toutes les cubiques du faisceau. 

Toutes les cubiques du faisceau sont donc inaltérées par la transfor-
mation (1). Si 

f(sc,y,i) = o, f(x,y,s) = o 
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sont les équations de deux de ces cubiques, on aura évidemment 

ΛΧ»Υ.2)=Λ*./.*)η. 
?(X, Y,Z) = 9(x,/,3)a-(j, 

a étant une constante, et de môme 

/(Χ, Υ,Ζ) + λ?(Χ, Y, Z) = [/(*,**) + X'i(x,y,z)\bTl, 

b étant une autre constante. Or cela n'est possible que si a = b = ι ; 
d'où il suit que le coefficient η qui figure dans l'équation (;>) est le 
même pour toutes les cubiques du faisceau. 

Soit maintenant 
D = ccx h- py + y ζ = ο 

l'équation de la droite QIQ2Q
3

; soit 

S(a?, y,s) = o 

celle de la conique C ; je supposerai que les coefficients du polynome D, 
de môme que ceux du polynome S sont premiers entre eux. L'équation 
de C pourra également se mettre sous l'une des deux formes 

«X -h β Y + γΖ = ο, αΧ0 η- βY
0
 4- γΖ0 = ο, 

de sorte que nous aurons identiquement 

aX + β Y +γΖ = OS, 

aX0 h- β Y0 -+- γΖ
0
 = O.S, 

0 et 0
o étant des entiers. 

Nous trouverons ensuite 

O.S(X, Υ,Ζ) = «X,(X, Υ,Ζ) + β Υ,(Χ, Υ,Ζ) + γΖ,(Χ, Υ,Ζ) = Dr) 

cl, (l'autre part, 

S(X, Y, Z)(«X + βΥ + γΖ) = >)S(x,y, s)D5 
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(Γοίι 
0

#
y(SD = Or/SD 

cl enfin 
0

β
η = 0ϊ;'. 

VI. — Subdivision des classes en sous-classes. 

Soient C el C deux cubiques équivalentes; on pourra passer do C 
à C par une transformation purement rationnelle Τ qui, comme nous 
allons le voir, sera généralement une transformation quadratique. Soit 

(ι) 1 = ν'=ζ 

celle transformation ou V, Ζ seront des polynômes entiers à 
coefficients rationnels. La «Imite χ —ο coupera la cubique C en trois 
points M,, M.,, M

;
, d'arguments γ,, ·γ

;ι
. Soient M',, M!,, M!, les trans-

formés de ces trois points par la transforma lion T~' inverse de T; 
ces trois points seront sur la cubique C et auront pour arguments 

γ.-/»', γ
2

-/»*, γ.·.-/» (γ.-Ηγ
2

-+-γ
3
 = "). 

Par ces trois points qui formeront sur C un groupe rationnel et par 
deux points rationnels quelconques du plan, je puis faire passer une 
conique rationnelle qui coupera C en trois autres points que j'appelle-
rai P,,P

3
,P

3
, qui formeront un groupe rationnel et dont les argu-

ments ε,, ε
3

, ε
3
 seront liés par la relation 

ε | -h £.j -j- ε3 = ·Ι Iï. 

Soil X, = o, l'équation de celte conique. 
D'autre part la droite y — ο coupera C en trois points N,, X

a
, N., 

dont les transformés par T*' que j'appelle Ν',,Ν^,Ν', auront des 
arguments dont la somme sera — 3A· (pour la même raison que la 
somme des arguments des trois points M',, M'

a
, M!

t
). 

Il résulte de là que les six points N',, Na, X
3

, Ρ,, P2, P3
 sont sur une 
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ιιιΛιηο conique qui est rationnelle puisque ces six points forment deux 
«groupes rationnels. Soit Y, = ο l'équation de cette conique. 

Lnlin la droite ζ = ο coupera C en trois points dont les transformés 
par Τ 1 seront avec P<,Pa et sur une metric conique rationnelle 

dont l'équation seraZ, = o. 
Les polynômes V,, ^ ,, Z, sont du deuxième degré et à coefficients 

ralionnels. 
On verrait comme dans le paragraphe précédent que les fonctions 

doublement périodiques 

XY, xz, 

se réduisent à des constantes rationnelles que nous pouvons supposer 
égales à ι sans restreindre la généralité. On peut donc prendre 

\ = x„ Y = Y„ Z=Z„ 

Ainsi l'on peut toujours supposer (pie les polynômes X, Y et Ζ sont 
du deuxième degré et sont les premiers membres de l'équation de trois 
coniques ayant trois points communs. Il en résulte que la transforma-
lion Τ est une transformation quadratique Cremona, ayant pour points-
hases Ρ,, IL, P

:l
. Si nous résolvons les équations (i) nous Iron vous 

( Xul$>rM ζ) ~~ ζ) ~~ Z
u
(;,ï

M 

Χ,,,^,Ζρ étant trois polynômes du deuxième degré à coefficients 
rationnels. 

Les équations (2) définiront la transformation T~' inverse de T. 
Quels sont les points-bases de cette transformation? 
Soil J.) une droite quelconque passant par Ρ, ; elle coupera C en 

<leux autres points II, et lla dont les arguments a et r devront salis-
laire à lu relation 

« -h r -H ε, = ο. 

Les transformés 11', et IIa de ces deux points seront sur C et auront 
pour arguments a h- k et e H- k. La transformée de D est une conique 
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qui doit se décomposer en deux droites dont l'une est la droite R
3
R

3 

et l'autre est la droite If, 11, qui doit passer par R,. 
Or la droite H't i\'t coupe C cri un troisième point dont l'argument 

doit être : 1, — 2k. 11 reste donc fixe quand la droite D tourne autour 
du point l\. (la ne peut donc être que le point R,. 

En résumé les trois points-bases de (2) sont sur C et ont pour argu-
ments 

ι, — 2/1', ιΛ — ί k , ι
α
 — o.k. 

Remarquons que notre transformation Cremona (1) transforme 
toute cubique passant par les trois points P|,P

a
,P

3
 en une cubique 

passant par les trois points R,, ll
a

, R3. 
Quelle est la condition pour que parmi ces cubiques il y en ait qui, 

lout en étant de genre 1, soient leur propre transformée? D'après ce 
que nous avons vu dans le paragraphe précédent, il faut d'abord que les 
six points-bases soient sur une même conique. Si cette condition est 
remplie celte conique se transformera en une droite, de sorte que les 
trois points II,, R

a
, R, auront pour transformés trois points Q,, Q

a
, 

Qa cn ligue droite. 
Il faut ensuite que ces trois points Q soient les points d'intersection 

des côtés opposés de l'hexagone des points Ρ et R. Si celle condition 
est remplie nous avons vu que les cubiques qui passent par les neuf 
points P, Q, II ne sont pas altérées par la transformation. 

11 résulte d'abord de là que si la cubique C est équivalente à la 
cubique C et de telle façon que les arguments des points correspon-
dants diilercnt de k, il y aura sur C une infinité de groupes rationnels 
de trois points dont la somme des arguments sera — 3k. Ce sont les 
points dont les transformés sont sur une droite rationnelle. 11 y aura 
aussi sur C une inimité de groupes rationnels de trois points (je dirai 
de triplais rationnels ou simplement de triplets) dont la somme des 
arguments soit — 3/r, comme par exemple le triplet Ρ,, P

f
, Ρ,. 

Réciproquement s'il existe un triplet Ρ,, P
a

, P
3
 dont la somme des 

arguments soit — 3/r, la cubique C sera équivalente à une cubique C 
de telle façon que les arguments des points correspondants diffèrent 
de k à un tiers de période près. En effet ces trois points formant un 
groupe rationnel, on pourra faire passer par ces trois points trois 
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coniques rationnelles 

X-o, Y--o, Z = o. 

La transformation Cremona 

% ft _ ζ 

cliangera alors C en une autre cubique C satisfaisant à la condition 
proposée. 

Si maintenant il existe un triplet dont la somme soit 3/r, il en exis-
tera une infinité dont la somme sera — 3 k\ car par ce triplet on pourra 
faire passer une infinité de coniques rationnelles; chacune d'elles cou-
pera la cubique en trois autres points formant un groupe rationnel de 
somme — 3 k. On en conclut immédiatement que s'il existe un triplet 
de somme 3k, il y en a une infinité. 

Je dis maintenant que s'il existe sur C un triplet de somme 3/r, il y-
en a une infinité de somme 3rtk, n étant un entier quelconque positif 
ou négatif. Pour cela, d'après ce qui précède, il me suffira d'établir 
que s'il y a un triplet de somme 3rik et un triplet de somme 3n"k, il 
y en aura aussi un de somme — 3k(n'-\- n") et par conséquent un de 
somme 3k(n'-h n"). Considérons en effet six points formant deux tri-
plets de sommes 3 n'k et 3n"k. 

Par ces six points et par trois points rationnels quelconques du plan, 
je pourrai faire passer une cubique qui sera rationnelle. Cette cubique 
coupera C en trois autres points formant un groupe rationnel et la 
somme des arguments sera — 3 k(n' -h n"). c. Q. F. D. 

De là résulte la conséquence suivante : 
Si C est équivalente à une cubique C,, de telle façon que les argu-

ments des points correspondants sur C et C, différent de /r, elle sera 
aussi équivalente à une infinité d'autres cubiques C2, C,,..., C,„ .... 
C_,, C_

2
, C_3,... ; et cela de telle façon que les arguments des 

points correspondants sur C et Cn diffèrent de nk. 
Une question se pose ensuite. D'après nos définitions deux cubiques 

sont équivalentes ou appartiennent â la même classe si l'on peut pas-
Journ. de Math. (5· série), tome VII. - Fasc. II, igoi. 25 
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scr de l'une à l'autre par une transformation biralionnelle à coeffi-
cients rationnels. Je dirai qu'elles appartiennent à la mêmc sous-classe 
si l'on peut passer de l'une à l'autre par une transformation linéaire à 
coefficients rationnels ( je 11e dis pas entiers). 

On peut alors se demander si toutes les cubiques Ca que je viens de 
définir appartiennent à des sous-classes différentes. 13icn que l'on 
puisse passer de G à C„ par une transformation quadratique, de telle 
façon que les arguments des points correspondants diffèrent de //A*, 
ce n'est pas une raison pour qu'on ne puisse pas également passer de C 
à C„ par une transformation linéaire, et par exemple de telle façon 
que les arguments despoints correspondants soient égaux. 

11 faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que C soit transformable 
en elle-même par une transformation quadratique, la différence des 
arguments des points correspondants étant uk. 

Or je dis que C n'est pas altérée par une transformation quadra-
tique rationnelle qui change le point d'argument u dans le point d'ar-
gument u -+■ 3/i. En d'autres termes, je dis que les coordonnées du 
point m-i-3/î sont des fonctions rationnelles des coordonnées du 
point u, ou, si l'on aime mieux, les coordonnées de u ■+■ 3 A* seront ration-
nelles, après adjonction des coordonnées du point u au domaine de 
rationalité. 

Soient, en effet, ε,, ε*, ε
;
, les arguments des points de C qui forment 

un triplet dont la somme est — 3 A'. Par le point u et par un point ra-
tionnel quelconque du plan, je fais passer une droite qui coupe C en 
deux autres points ayant pour arguments ν et cv; on aura 

u -4- c -j- w = o. 

Les deux points ν et w formeront un couple rationnel après adjonc-
tion des coordonnées du point u. 

Par les cinq points ε,, ε2, ε, u et w je puis faire passer une conique 
qui sera rationnelle après adjonction des coordonnées de w; cette co-
nique coupera C en un sixième point qui sera rationnel après adjonc-
tion des coordonnées de u. 

Ce point ne sera autre que le point u + 6k. 
C'est ce qu'il fallait démontrer. 
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Ainsi les cubiques C etC, ou, plus généralement, les cubiques C
rt

et 
C^

9
 appartiennent à une même sous-classe. Donc Ivx cubiques (l

n
 se 

répartissent en trois sous-classes au plus. 
Pour aller plus loin, deux cas sont à distinguer : le premier est celui 

où la cubique C admet un point rationnel. Si alors α est l'argument de 
ce point rationnel, et si la cubique C n'est pas altérée par une transfor-
mation purement rationnelle telle que les arguments des points cor-
respondants dillêrent de 3Ar, le point d'argument α -f- 3/r sera aussi 
rationnel. 

Je dis que C admettra un triplet dont la somme des arguments sera 
— J/(, de telle façon qu'elle sera équivalente à une cubique C,, la diffé-
rence des arguments des points correspondants étant k. En effet, par 
le point α je fais passer une droite rationnelle quelconque; elle coupera 
C en deux points d'arguments β et γ formant un couple rationnel. On 
aura 

« h- β -h γ = ο. 
ι 

Par les deux points $ et γ, par le point rationnel α -+- 3 k et par deux 
points rationnels quelconques du plan je fais passer une conique qui 
est rationnelle ; elle coupe C en trois autres points qui forment un tri-
plet rationnel et dont la somme des arguments sera 

— — γ — (λ ■+■ 3/Ι) = — 3Ar. c. Q. F. D. 

Si maintenant la cubique C a un point rationnel, tous ses points ra-
tionnels seront compris dans la formule 

α -h 2uλ +ρ,(α, — y.) -+- p.,<y... - a) -h...4- /V. V"
a

X 

ta cubique étant supposée de rang q ■+-1. 
Je suppose de plus qu'aucune des quantités 

3λ« H-/?,(«! — «) -hps(x.j — «) -h.. .-i- p/,(y./t — y.) 

ne soit une partie aliquole d'une période, mais que 

«Λ,,-α, αΑ+2 — — y-



IÇJFI II. POIKCAHK. 

soient des parlies aliquolcs d'une période, de telle façon que pour $< q 

m,(z
f
 - a) 

soit une période (m, étant un entier). 
Quel sera le nombre des sous-classes de la classe dont fait partie C? 
Quelle est la condition pour qu'il existe une cubique C* équivalente 

à C, de telle manière que la différence des arguments soit /r? 
La condition nécessaire et suffisante c'est qu'il existe une transfor-

mation de C en elle-même, la différence des arguments étant 3A; c'est-
à-dire que 

(3) 3à = 3/*a4-/>,(*., — α)-4-p2(«2- a)-h... + pq(a.q — a). 

Maintenant, deux valeurs k' et k" de k conduiront à deux cubiques 
CA- et Q/< appartenant à la même sous-classe si 

(4) k'--li"=z'$nV.+p
t
(7.

i
 — OL)+p.,(0L.

i
-~0L) + ...-\-p

<)
(cr.

i(
~OL) ('). 

L'équation (3) nous donnera les valeurs de A*; on voit qu'à chaque 
valeur du second membre correspondent neuf valeurs distinctes de A, 
différant entre elles de { de période. Mais il importe de remarquer que 
ces neuf valeurs ne nous conduiront pas à des cubiques C* appartenant 
à des sous-classes différentes. Kn effet, l'argument d'un point de CA est 
défini parcelle condition que la somme des arguments de trois points 
en ligne droite soit égale à zéro (ou plutôt à une période). Mais cette 
condition ne définit évidemment l'argument qu'à | de période prés. 

Λ chaque système de valeur des entiers 

n,p„p21 ...,pq 

correspond donc une cubique CA. Mais si deux pareils systèmes d'en-

(') C'est d'ailleurs le seul cas où l'on puisse passer de Ca- à Ca- par une trans-
formation linéaire de telle façon que la différence des arguments des points 
correspondants soit une constante; mais il peut arriver aussi que l'on puisse 
passer d'une cubique à l'autre par des transformations linéaires d'une autre na-
ture que nous appellerons impropres. Nous y reviendrons plus loin. 
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tiers ne diffèrent que par des multiples de 3, les cubiques correspon-
dantes sont de la même sous-classe. Si le second membre de (3) ou 
de (4) ne pouvait jamais devenir égal à une partie aliquotc d'une pé-
riode, le nombre des sous-classes serait alors 3?+< au plus. 

Mais si, par exemple, mq{aq — a) était une période, ctquelc nombre 
entier mq ne fût pas divisible par 3, on pourrait prendre deux systèmes 
d'entiers 

η > Pu Pu ·· ♦> Pql 
n 1 Ptl Ρί·> Pql 

de telle sorte que chaque nombre du premier système soit égal au 
nombre correspondant de second système, à l'exception des nombresp'q 

ol/V 
Si alors k' et k" sont les valeurs de k correspondantes, on aurait 

k1-*,-«). 

On peut alors prendre 
cta — α = — > 

et poser 
P,, — />", = 3 !* + "V 

( p. et ν étant des entiers), d'où 

k' — k" = ~ -h — =(ûl
7
 — α)-ι-^ de période. 

De telle façon que les deux cubiques CA- et CV seront encore de la 
même sous-classe. 

Donc, pour que deux cubiques soient de la même sous-classe, il suflit 
que les deux systèmes d'entiers correspondants ne diffèrent que par des 
multiples de 3, à l'exception de ceux des nombres de ces deux systèmes 
qui correspondent à des différences α,— a, qui sont des fractions m* 
d'une période, l'entier ms n'étant pas divisible par 3. 

Si donc il y a q' nombres ms non divisibles par 3, notre classe se 
composera de 3i+,~9' sous-classes au plus. 
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Considérons, par exemple, la cubique 

x* -+-y*+- z* = o. 

En vertu du théorème de Fermât, elle n'a que trois points rationnels 
qui sont les trois points d'inflexion en ligne droite, 

x—y+s— o, arg o, 

y *=;,; +ζ - o, arg 

z=x+y = u, argT-

Il y aura donc, au plus, trois sous-classes distinctes qui corres-
pondent aux valeurs de k, 

/l=0, /f — -, Κ = 

Si nous faisons la transformation 

x*~ zx + zt—yi ~~ xy ~ y(y + 3)' 

dont les points-bases sont les trois points d'inflexion non en ligue 
droite 

χ = J4 : = o, y = 2 — ζ χ -+- :/;2 = o ; 

et dont la transformation inverse est 

χ y ζ 

notre cubique se transforme en la suivante : 

η» _j_ ζ» ξ(ζ2 — 2ï)a -h 2ηξ) H- ξ
2
(η 4- ζ) = ο, 

qui appartient à la seconde sous-classe; elle admet trois points ra-
tionnels 

η = ζ = ο, ζ = ξ — η = ο, ξ = η + ζ = ο 
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correspondant à ceux de la cubique proposée. Il est aisé de vérifier que 
chacun d'eux se trouve sur la tangente menée à la courbe en l'un des 
deux autres; ils ont respectivement pour arguments 

(0 ^ω 7 ^ 

Si l'on voulait maintenant construire une cubique équivalente à la 
cubique proposée et de telle façon qu'au point d'argument u corres-

pondit le point d'argument u-\- il suffirait d'intervertir dans nos 

transformations le role des lettres^et ζ. 11 est clair qu'on retomberait 
de la sorte sur la même transformée. 

Nous n'avons donc en tout que deux sous-classes, et le nombre des 
sous-classes n'atteint pas le maximum prévu par l'analyse précédente, 
qui serait 3. Gela tient à ce que G est transformable en elle-même par 
une de ces transformations linéaires impropres dont j'ai dit un mot 
plus haut et sur lesquelles je vais revenir. 

Supposons qu'une cubique G soit transformable en une autre cu-
bique G' par une transformation birationnelle dont je ne suppose pas 
les coefficients rationnels. 

Soit u l'argument d'un point M de C, et u' celui du point correspon-
dant M' de G'. Nous pourrons toujours supposer que ces arguments 
ont éLé définis de telle sorte que les périodes soient les mêmes pour 
les deux cubiques. 

Gela posé, il est clair que u et u' devront être liés par une relation 
linéaire 

u' = su h- /r, 

et que celte relation devra être telle que u' augmenLe d'une période 
quand u augmente d'une période et réciproquement. 

Gela peut arriver de trois manières : 
i° Si s = i, les périodes étant d'ailleurs quelconques. Je dirai alors 

que la transformation est propre. 
2° Si s= — i, les périodes étant d'ailleurs quelconques. Je dirai 
alors que c'est une transformation impropre générale. 
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3° Si s cl les périodes ont des valeurs convenables. Je dirai alors 
que c'est une transformation impropre spéciale. 

il y en a de trois sortes : 
i° s = =fc /, le rapport des périodes = i (transf. quaternaires); 

2° s = e 3 , le rapport des périodes = s ( transf. ternaires); 

3° s = e 3, le rapport des périodes = s ( transf. sénaires). 
Pour que la transformation soit linéaire, il faut et il suffit que trois 
points en ligne droite avant la transformation restent en ligne droite 
après la transformation; c'est-à-dire que si 

+ U, ■+- U3 — o, 
on devra avoir 

u\ -+- u
2
 -+- w'3 = o, 

u\ = sut -h k, u'2 — su.
2
 -h /f, u9 — su3 ·+■ k, 

ce qui veut dire que k doit être un tiers de période. 
Les plus intéressantes de ces transformations sont celles qui trans-

forment C en elle-même. Quelles sont les conditions pour que ces 
transformations soient purement rationnelles, c'est-à-dire aient leurs 
coefficients rationnels? 

Je ne reviendrai pas sur les transformations propres. Commençons 
par les transformations impropres générales. La condition nécessaire 
et suffisante pour que la transformation (m, — u ·+· k) soit rationnelle, 
c'est-à-dire pour que les coordonnées du point — u -f- k soient des 
fonctions rationnelles de celles du point M, c'est évidemment que le 
point d'argument — k soit rationnel, puisque les trois points u, 
— u ■+■ k et — k sont en ligne droite. 

Soit maintenant s = i et supposons d'abord la transformation 
linéaire; nous pourrons supposer k = o. Quelle est la condition pour 
que la transformation (u, iu) soit rationnelle? 

Les points doubles de cette transformation seront donnés par 
l'équation 

u = iu -+- ηιω 4- «ω', 

ω cl ω' étant les périodes; mais le rapport de ces périodes étant égal 
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à /, ou peut écrire 
u —- iu 4- ù)(m 4- ni) (m et // entiers), 

<|iii admet deux solutions distinctes 

u = o, //= ï|(i 4-i). 

Os deux points doivent donc former un couple rationnel si la trans-
formation est rationnelle. Mais le premier étant un point d'inflexion, 
lundis qu'il n'en est pas de même de l'autre, les deux points devront 
élre l'un et l'autre rationnels. Si d'ailleurs le second de ces points est 
rnliomiol, le premier l'est nécessairement, puisque la tangente au 
second va passer par le premier. 

Soient alors A le point u = ο, Β le point ^(i -t- î), C el 1) les points 

-rl /7; (de telle !'a<;on que les trois points lî, C, \) soient en ligne 

droite). Soil M un point quelconque u cl M/ sou transformé iu. Le 
rapport anlinrmoniqiic des quatre droites HA, HC, HM, HVl·, (jui est 
constant, devrait être rationnel si la transformation était rationnelle. 
Or il est égal à /; donc la transformation ne peut être rationnelle. 

Il n'y a donc pas de transformation quaternaire rationnelle rl 
linéaire d'une cubique en elle-même. Passons aux transformations ter-
naires. 

Soil (//, su) une transformation ternaire linéaire; les périodes étant 
ω el .νω, les [joints doubles de la transformation seronl donnés par 
l'équation 

u. = su 4- ω(//ι 4- /i.v), 

qui admet trois solutions distinctes 

// = o, H = ^('2+i), U — "^ ( I 4- 2.9 ). 

Les trois points doubles sont en ligne droite et sont des points d'in. 
flexion. Ils doivent former 1111 groupe rationnel si la transformation est 
rationnelle, de sorte que la droite qui les joint est rationnelle. Soit D 
eel to droite. 

Journ. de Math, (j" série), tome VII — l''asc, II, ijjoi. 2() 
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Soient VI nil point u quelconque, M' cl M" ses deux transformés suc-
cessifs su el #a«, Ces trois points sont en litfiic droite, et toutes les 
droites MM'.Yl" vont concourir en un memo point Λ (pole de In 
droite ]) par rapport à la cubique) qui doit être raLionncl si la trans-
formation est rationnelle. 

Cela posé, le rapport anbarinonique du point Λ, des points M, M' 
cl de rinlei.sect ion de YIM' avec I), rapport qui est constant, 
devrait être rationnel si la transformation était rationnelle. Or il est 
ég;al à .v. 

Il ne peut donc y avoir de transformations ternaires linéaires et 
rationnelles d'une cubique en elle-même (ni par conséquent de trans-
formations sénaires). 

Ln résumé, une cubique ne peut admettre une transformation en 
elle-même qui soit, à la fois, impropre spéciale, linéaire et ration-
nelle. 

Λ vrai dire, la démonstration qui précède est encore incomplète, 
puisqu'elle ne s'applique qu'an cas de k = ο et que, pour qu'une trans-
formation soit linéaire, il suffit que /.· soit un tiers de période. Mais 
nous allons étendre le résultat au cas de k quelconque, c'est-à-dire non 
seulement aux transformations linéaires où k est un tiers de période 
sans être nul, mais encore aux transformations birationnellcs quel-
conques. 

Soil (//, iu -t- k) une transformation quaternaire deC en elle-même. 
I .es points doubles seront 

/>' / ·\ t\ "4~ w / ·. 

et formeront un couple rationnel, d'où il résulte que le point 

/>' / ·\ t\ "4~ w / ·. 

qui est en ligue droite avec les deux premiers, sera lui-même rationnel, 

.l'a [> pel le ces trois points Λ, A' et 13. 
La transformation proposée doublée est la transformation impropre 
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générale («, — w + /r 4- At), et, si elle est rationnelle, le point 

— /1(1 4- <), 

<|itc j'appelle C, sera lui même rationnel. 
Soit M un point quelconque u et M' son transformé iu + k. La 

droite Mil coupera la cubique en un troisième point M,, et la droite 
M'11 coupera la cubique eu un troisième point M', qui sera le trans-
formé de M,. 

Les droites M13 et M'13 formeront donc un faisceau homograpliique 
dont les droites doubles seront la droite ΛΑ/13, qui est rationnelle, et 
la droite 13D, qui joint le point 13 aux deux points 

~~ \ I 4- ')*+"—> — ( I H— / ) H— — y 

(jui sont transformés l'un de l'autre et forment un couple rationnel. 
Celle di'oite devrait également être rationnelle. 

Le rapport enharmonique constant des quatre droites Ι3Λ, 131), I3M, 
I3M/ devrait èlre rationnel si la transformation était rationnelle. Or, 
il est égal à /; donc notre transformation ne saurait être rationnelle. 

Considérons maintenant une transformation ternaire (//, su 4- A) ·, 
les trois points doubles de celte transformation auront pour arguments 

» h-.7(2 4-.9), hjiai + i). 

La somme de leurs arguments sera, à une période près, /1(2 4- .v), et ils 
formeront 1111 triplet rationnel. Soient A, A', A" ces trois points. 

Par ce triplet rationnel, je pourrai faire passer une conique ration-
nelle que j'appelle Κ et qui coupera la cubique suivant un autre triplet 
rationnel que j'appelle T; la somme des arguments de ce triplet sera 
— (Ά 4-s). 

Soient ensuite M le point u, M' et M"ses deux transformés successifs 
dont les arguments sont 

su 4-/1, S" κ + /t'(l 4" ·ν)« 
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La somme de ces trois arguments étant /1(2-1-5), les trois points M, 
M', M" cl le triplet Τ seront sur une même conique que j'appelle II. 

Soil D rinlerscclion de 11 eL de K. 
On voit tout de suite que par un point de la cubique passe une seule 

des coniques II, d'où l'on conclut que ces coniques passent par quatre 
points fixes; trois de ces points forment le triplet Τ; le quatrième, que 
j'appelle K, est en dehors de la cubique. Ktant unique, il est rationnel. 

Le rapport anharmonique des quatre points K, D, M, M' sur la 
conique II esL constant. Si la transforma lion était rationnelle, il 
déviait être rationnel. Or il est égal à s. 

Il ne peut donc y avoir de transformations rationnelles ternaires, ni 
par conséquent sénaires. 

lin résumé, une transformation d'une cubique en elle-même ne 
peut pas être à la fois impropre spéciale et rationnelle. 

Si une transformation biralionnclle Τ transforme une cubique Ο en 
1111e autre cubique C,, nous appellerons u l'argument elliptique d'un 
point M de C et u' l'argument de son transformé M' suri . Nous 
pourrons toujours supposer 

du' = du, 

car si du est une différentielle abélienne de première espèce pour C, 
e'en sera une aussi pour C. Donc u' et u 11e différeront que par une 
constante h, cl l'on aura 

u' — U 4- li. 

Nous supposerons toujours ///défini de telle façon que la somme des 
-arguments de trois points en ligne droite soit nulle, ce qui définit /· 
à de période près. 

Supposons que Τ ail ses coefficients rationnels, et qu'une seconde 
transformation T, à coefficients rationnels change C en une autre cu-
bique (/,. Soit M', le transformé de M sur C, el u\ son argument ellip-
tique sur (/'. Soit 

n\ = u -h k,. 

Les deux cubiques C cl C\ appartiennent à la même classe; dans 
quels cas appartiendront-ils à la même sous-classe, c'est-à-dire dans 
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quels cas pourra-l-on passer de C't h C par une transforma lion li-
néaire Jj à coefficients rationnels'? 

Soit Λ" le transforme de M'
t
 par L; Ν sera sur C, soil e l'argument 

de Ν sur C. Je ne puis plus, cette fois, affirmer que dv = du\ = du, · 
parce que les arguments elliptiques des points de C onl déjà été dé-
finis cl que j'ai, par conséquent, déjà disposé des arbitraires que com-
porte celte définition. 

La transformation 
T-'T.L 

est purement rationnelle; elle change C en elle-même et \Γ en \: 
d'après ee qua nous vattous de voir, elle ne peut èlre impropre spé-
ciale, ICI le sera donc propre ou impropre générale, c'est-à-dire qu'on 
aura 

r a -+- ζ ou ν — — a' 4- ε, 

• étant une constante. 
(bielles sont les valeurs que peut prendre ε? 
1" Pour les transformations propres, ces valeurs sont 

z= >n% 4-ρ,(a, — «) 4- p2(v.., — %) 4-... 4- /;y(%q — α ). 

v." Pour les transformations impropres générales, elles sont 

ε = — f'jη + ι)α 4-/;,(«, — a) 4-pt(at— α) 4-.. .·+-/ν(
α

»~~ α.) — 

fear le puiiiL — ε doit être rationnel sur C et, par conséquent, le point 
— ε — À sur C). 

Considérons trois points sur C; soit Ση la somme de leurs argu-
ments; considérons leurs transformés par Τ sur C dont la somme des 
arguments sera Σιι', leurs transformées par T, sur C\ dont la somme 
des arguments seralw,; et enfin les transformés de ce dernier triplet 
parL; ces transformés formeront un triplet sur C, et la somme des 
arguments sera Eu. 

Pa transform a lion L étant linéaire, si l'un de ces deux derniers tri-
plets est en ligne droite, il doit en être de même de l'autre; c'est-à-dire 
que les deux sommes Zu\ et Se doivent s'annuler en même temps. 
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Or oil a 
lu\ — Σλ'-Ι- 3 Λ*, — 'M\ 

et, de plus, 
Σν = Σ«'4-3ε 

si L esl propre, et 
Σγ = -Σ//'4- '3 ε 

si L esl impropre. 
On aura donc, dans le premier cas, 

Σγ — Σΐί\ = '3 ε — 3 Λ, -h 3 

et, dans le second cas, 

ΣΓ4-Σ//; = 4-3ε4-3λ·,-3/,·. 

Donc on devra avoir, dans le premier cas, 

Cl) A·, — k = 3/ια 4- />,(?., — α) -4-/>
2
(α

3
 — a) -+- ... -hp,

{
(y,, — « ) 

et, dans le second, 

( 1 bû) 
k

t
 — >>M = -4 (3/i -1- ι)α 4-/>,{α, -- a) 

+ p.,(y..,-ce)-h ... p
t)
(y.,t — y)-, 

le tout à J de période près. 
La première de ces relations n'est autre que la relation ( \) déjà 

disculée. 
L'équation (3) nous apprend que k et k, doivent être tous deux de 

la forme 

/,· = 3//' α -4//,(α, — a) -+- p.,(a,. - - a) 4- ... -h ρ~~ «/, 
/,·, = 3//"a -4//;(a, — a) 4- (a2 - a) 4- ... 4-/^(a,, — a), 

chacun des nombres ///, //", //, //étantle J d'un entier. Nous avons vu 
déjà que la relation (4') a lieu si les dillérences 

ιι-η'\ p\-p\, p[f — p,, 
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sont des nom lires entiers, sauf pour les différences p'
(
 — p'

t
 qui corrcs-

pondenl à un entier m, non divisible par 3. 
Dans quel cas maintenant la relation ( \ bis) aura-t-cllc lieu? 11 faut 

que les différences 

p\--Ap\, p\-*p\. ..., Ρ\~·*Ρ, 

soient des nombres entiers. 
Remarquons que nous pouvons toujours supposer a = o; si IIOIJS 

prenons, en effet, 

/« = - « (τ/ — p
t
 = ο ), 

el alors au point α de C correspondra le point α -+-/» = ο de C. Κιι 
d'au 1res tenues, si une cubique a un point rationnel, il y aura line cu-
bique équivalente qui aura un point d'inflexion rationnel. 

Supposons donc α — ο, ce qui nous dispense de considérer les 
valeurs des nombres //' et //". Le nombre ph peut alors prendre deux 
valeurs distinctes ο et ; les valeurs ι el ο par exemple ne sont pas dis-
tinctes, parce que leur différence est un entier; les valeurs \ el f ne 
sonl pas distinctes non plus, parce que la différence 

/' -yp=-,~ A-,) 
est IIII entier. 

il résulte de là que si a est nul cl qu'il y ait q' entiers ///, non di-
visibles par 3, la classe comprendra sous-classes. 

11 nous reste à examiner le cas ou la cubique C n'admet pas de point 
rationnel. 

La cubique C n'aura pas alors de transformation rationnelle im-
propre en elle-même, mais elle pourra admettre des transforma lions 
rationnelles propres en elle-même. 

Les transformations (u, u -h /r) seront comprises dans une formule 

(*) k—PiY>i-+-p2fpi+'--+'Pq%i 

°u les β sont des constantes données et les ρ des entiers arbitraires. 
Si (j est équivalente à une autre cubique C, de telle manière que le 
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points ail pour transformé sur C le point w-h/c', c'est qu'il existe 
sur C une infinité de triplets rationnels dont la somme des arguments 
esl — 3/c'. Soit Τ un de ces triplets. 

Coupons ensuite Cpar une droite rationnelle quelconque; les trois 
points d'intersection c/

2
, u% forineronl un triplet rationnel. 

I'arT, par u
t
 et par un point rationnel quelconque Λ du plan, je 

fais passer une conique K,; soit de même K
2
 la conique T//aA et K

3 

la conique T//.,À. Chacune des coniques Κ,, K
2
, K, ne sera pas ra-

tionnelle, mais leur ensembh; sera rationnel, de telle façon que le 
produit des premiers membres de leurs équations sera 1111 polynôme a 
coefficients rationnels. 

K., coupera C en deux autres points c, cl c',, K2 et K
3
 couperont C 

en deux autres couples de points r
2
 et Ç, c

3
 et C,. Ces six points c et c 

formeront un groupe rationnel, et reusenihlc des trois droites c,c',» 
e

2
<(,, r

3
p'

s
 formera une cuhiqnc rationnelle, bien que chacune de ces 

trois droites, prise séparément, ne soit pas rationnelle. 
La droite c, c, coupe C en un troisième point tti — 3/c'. La droite 

k\a\, coupe C au point //2 —3/.'; la droite r
;(

c'3 eoupe C au point 
et.j — 3/c'. Ces trois points forment un triplet rationnel. 

Si nous joignons les trois points d'un triplet rationnel aux trois 
points d'un autre triplet rationnel, on oblienl neuf droites qui coupent 
C en neuf points formant un groupe rationnel. Si nous opérons ainsi 
.sur les deux triplets rationnels 

(«,, w
2

, «,), (//, — 3//, u., - 3/c', u
3
 - M< ), 

six de ces neuf points se confondent deux à deux, de sorte que notre 
groupe de neuf points se décompose en un triplet simple rationnel et 
mi triplet double rationnel {u

{
 -+■ 3/c', u2-\- 3/c', //,-i- 3/.'). (Attendu 

qu'un polynome à coefficients rationnels du neuviènie degré, qui a 
trois racines doubles et trois racines simples, est le produit d'un poly-
uoinc à coefficients rationnels du troisième degré et du carré d'un 
autre polynome à coefficients rationnels du troisième degré.) 

Cela posé, on peut, comme au §Y, construire une transformation 
( Iroiriona rationnelle, dont les points-bases seront ut -4- 3//, u2 4- 3/c', 

3/c', ceux de la transformation inverse étant u, — 3/r', u2 — Μι , 
u

3
 — 3/c', qui transforme C en elle-même. 
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On devra donc avoir, d'après la formule (5), 

3k' — />, β, -+- . .. β?· 

Les nombres entiers ..., p
q
 peuvent-ils prendre des valeurs 

quelconques? Cela n'est pas certain. Tout ce que je puis affirmer, c'est 
que, si ces nombres peuvent prendre les valeurs p'

A
 et les valeursp"

A1
 ils 

pourront prendre également les valeurs pA-hp"A, puisque l'existence 
de deux triplets dont la somme des arguments est — 3k' et — 3h" 
entraîne celle d'un autre triplet dont la somme des arguments est 
-3k'-3k". 

On pourra donc donner aux nombres ρ toutes les valeurs com-
patibles avec un certain nombre de relations linéaires à coefficients 
entiers. 

Il est clair qu'on peut remplacer les β par des combinaisons linéaires 
des β à coefficients entiers, le déterminant de ces coefficients étant 
égala i. On pourra alors choisir ces combinaisons linéaires de telle 
façon que quelques-uns des nombres ρ pourront prendre des valeurs 
quelconques, tandis que les autres devront être nuls. Si l'une des quan-
tités β, est égale à une période divisée par m„ sans que l'entier m

s
 soit 

divisible par 3, on pourra donner à p
s
 une valeur quelconque, les 

autres ρ étant nuls. La condition nécessaire et suffisante pour que 
deux cubiques équivalentes (correspondant à deux systèmes pA et pA 
des entiers ρ) appartiennent à une même sous-classe, c'est que 

ÎK^ V'h (mod 3), 

sauf pour les entiers ps qui correspondent à des quantités β, égales à 
une période divisée par ms1 l'entier ms n'étant pas divisible par 3. 

Le nombre des sous-classes est alors une puissance de 3. 

Si une cubique a des points rationnels compris dans la formule 

α H- 3nv. -h Σρί(τ. — af), 

nous venons de voir que, pour les triplets rationnels, la somme des 
Joum. de Math. (5e série), tome VII. — Uasc. II, 1901. 27 
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arguments est donnée par la formule 

(η) 3/ία 4- Σρ,(α — α,). 

J'ajoute que pour les couples rationnels la somme des arguments sera 
donnée par la formule 

(8) 2*-h 3/ια 4-Σ/,(α — a#). 

car la droite qui joint les deux points d'un couple rationnel doit cou-
per la cubique en un troisième point qui est rationnel, et, réciproque-
ment, toute droite rationnelle passant par un point rationnel va passer 
par un couple rationnel. 

Je dis plus généralement que la somme des arguments d'un groupe 
rationnel de Κ points est donnée par la formule (6), (7) ou (8) sui-
vant que Κ est congru à 1, ο ou 2 suivant le module 3. 

En effet, si par exemple Κ = 3j 4- 2, je puis, d'une infinité de ma-
nières, trouver j triplets rationnels satisfaisant à la formule (7) et un 
couple rationnel satisfaisant à la formule (8); l'ensemble de ces points 
formera un groupe rationnel de Κ points satisfaisant à la formule (8). 

Réciproquement, si l'on a un groupe rationnel de 

Κ = 3j 4- ε (ε — ι, 2 ou ο), 

je dis que la somme des arguments sera donnée par la formule 

εα 4- 3«α 4- Σ/^(α — α, ). 

En effet par ces Κ points je puis faire passer une courbe rationnelle 
d'ordre j 4-1; elle coupera en outre la cubique suivant 1 — ε points, 
qui formeront un groupe rationnel dont la somme des arguments 
devra être de la forme 

— εα — 3/ία 4- lp
s
{α — α

#
). 

Or la somme des arguments des '6j 4-1 == Κ 4-(i — ε) points d?in-
tersection doit être nulle. 
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VII. — Extension du domaine de rationalité. 

On peut évidemment répéter les mêmes raisonnements en considé-
rant comme rationnelles, non seulement les quantités rationnelles 
proprement dites, mais toutes les quantités rationnelles d'un corps 
algébrique déterminé; ou en d'autres termes en adjoignant au domaine 
de rationalité les nombres algébriques qui forment la base de ce corps 
algébrique. 

Kien ne sera changé à nos résultats, sauf ce qui suppose la réalite 
des nombres rationnels. C'est ainsi qu'on ne pourra plus appliquer ce 
•jue j'ai dit au paragraphe 111 sur les deux branches que peut avoir une 
cubique, sur la distribution des points rationnels sur ces deux branches 
et les conséquences qui en résultent pour la classification des cubiques. 

D'autre part, nous ne pourrons plus toujours affirmer qu'une 
cubique ne peut admettre de transforma lion rationnelle impropre 
spéciale en elle-même. Mais ce ne sont là que des points de détail, cl 
les résultats essentiels vont subsister. 

L'importance de ces résultats se trouve accrue. Par exemple, nos 
théorèmes, sous leur forme primitive, n'avaient pas d'application à la 
cubique 

χ3 -+- y3 -j-5® — 0, 

puisqu'elle n'a que trois points rationnels que l'on aperçoit immédia-
tement. Après l'adjonction d'un certain corps algébrique au domaine 
de rationalité, il n'en sera plus de même, puisque cette cubique pourra 
avoir une infinité de points rationnels appartenant à ce corps. 

Hciriarquons que deux cubiques, non équivalentes avant l'adjonc-
I1011 d'un ou plusieurs nombres algébriques, pourront devenir équiva-
lentes après cette adjonction. En revanche, si elles sont équivalentes 
avant l'adjonction, elles le seront a fortiori après l'adjonction. 

D'autre part, il peut se faire que deux cubiques équivalentes n'appar-
tiennent pas à la même sous-classe avant l'adjonction et soient de la 
même sous-classe après cette adjonction. 

Dans tous les cas, ces considérations pourront servir de base à de 
nouveaux critères relatifs à la classification des cubiques. 
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Soit par exemple k une constante quelconque, et considérons la 
transformation (u, u + k) de la cubique en elle-même. Cette trans-
formation ne sera pas en général rationnelle, mais elle le deviendra 
après adjonction d'un corps algébrique convenablement choisi. Ce 
corps dépendra de la cubique choisie et de la quantité k. Mais il sera 
le même pour une même quantité A* et pour toutes les cubiques d'une 
même classe. 

C'est donc un nouvel élément de la classification des cubiques. 

VIII. — Cubiques dérivées. 

Supposons d'abord qu'une cubique ait trois points d'inllexion en 
ligne droite rationnels. 

Son équation pourra se mettre sous la forme 

()) A:l = XYZ 

Λ, X, Y el Ζ étant des polynômes du premier degré en χ, χ, ζ à coef-
ficients entiers. Supposons que la cubique admette un point rationnel 
outre ses trois points d'inllexion, et soient Λ0, X0, Y0, Z0 les résultats 
des substitutions dans Χ, Y, Ζ des coordonnées xQ, z„ de ce point. 
Nous pourrons toujours supposer que ces coordonnées sont des 
nombres entiers, premiers entre eux; de sorte que A0, X0, Y„; Z0 

seront aussi des entiers. 
Soit ρ un nombre qui divise à la fois X0 et Y0; il devra diviser 

aussi A
0

. Comme les nombres ic09y9iz0 sont premiers entre eux, le 
nombre ρ devra diviser le déterminant Δ" des trois fonctions linéaires 
A, X, Y; car il divise évidemment A"x

0
, Δ"/0, et A"z

0
. 

Donc X
0
 et Y

0
 ne pourront avoir d'autres facteurs communs que 

ceux qui divisent A". De même Y
0
 et Z„ ne pourront avoir d'autres 

facteurs communs que ceux qui divisent Δ, déterminant de A, Y,Z; 
tandis que X

0
 et Z

0
 ne pourront avoir d'autres facteurs communs que 

ceux qui divisent Δ', déterminant de A, X, Z. 
Y Soit S le plus grand commun diviseur de X

0
, Y

0
> Z

0
; α celui dc-^ 
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pt y ; β celui de y et y; γ celui de -
?
- et y; α, β et γ seront premiers 

entre eux deux à deux. X
0
 sera divisible par βγο, Y

0
 par αγο, Z

0 

par αβδ. Soit 

x. = «βγ^ι Y ο = = ^αβο. 

On voit que bec est premier avec αβ, οβ avec £>γ, αγ avec ca; el 
par conséquent les nombres a, ft, c sont premiers deux à deux; a pre-
mier avec a, h avec β, c avec γ. 

Il vient alors 
A;' = «&6'(αβγ)2δ3. 

Soient (Ai le plus grand commun diviseur de act αβγ; μ
2 celui de b 

et αβγ; p.3 celui de c et αβγ. Comme a, b, c sont premiers entre eux 

deux à deux, il en sera de même de p.,, p.2, p.
3
 d'une part; de—, — > — 

d'autre part. lien résulte d'abord que αβγ est divisible par p., μ2μ3, de 
sorte qu'on peut écrire 

Λ; = -- -· 

Le produit 

/ αβγ γ a h c 

est donc un cube parfait, et, comme les facteurs de ce produit sonl 
premiers deux à deux, chacun des facteurs 

μ^μ»' μι' μ.' μ·., 

devra être un cube parfait. 
Soient 

ω·1 r3 Ρ 

ces quatre cubes; il viendra 

X.=ïîhiM> ν.=ηίί*.«γ3> /„=ζ;μ,«βί, 
Æo — ou»! [x2 [X;, co^0y¡u 'C01 
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ce que je puis écrire 

X0 — ^1^0« Yo — *0o ' ^ λ C ο ♦ Αβ — 

les cocfiicicnts Λ et Λ* étant des entiers. Remarquons que ces entiers 
sont limités. 

En effet α, β, γ doivent diviser respectivement A, A', A'', qui sont des 
entiers donnés; ο doit diviser ces trois déterminants; tx4, [A

a
, p., doivent 

diviser αβγ. 
Donc tous ces entiers sont limités ainsi que les entiers 

ω, hn h21 hu h. c. Q. v. n. 

On ne peut donc faire au sujet de ces coefficients qu'un nombre fini 
d'hypothèses. 

Posons alors 

X = /»,*», Y = /«„»)', Ζ = Λ, ζ", A = /. ξηζ 

el éliminons χ, γ, 5 entre ces quatre équations; nous aurons entre 
yjs, ζΐ,ξηζ une relation linéaire et homogène à coefficients entiers. 
C'est l'équation d'une cubique rationnelle C sur laquelle doit se trou-
ver le point ξ, η, ζ. Je dirai que C' est une cubique dérivée de C. 

D'après ce qui précède, C n'aura qu'un nombre fini de dérivées 
puisqu'on ne peut faire sur les entiers h et k qu'un nombre fini d'hy-
pothèses. 

Le point ξ
0
, η

0
, ξ

0
 sera un point rationnel de C. 

On voit ainsi qu'à chaque point rationnel de C correspond un point 
rationnel d'une de ses dérivées. Si donc C a une infinité de points 
rationnels, il en sera de même d'une au moins de ses dérivées. 

Voyons quelle relation il y a entre les deux cubiques C et C'. 
Λ chaque point de C' correspond un seul point de C; à chaque point 

de C correspondront trois valeurs des rapports y ^ et par conséquent 

trois points de C'. Ces trois points auront pour coordonnées 

ξ, η, ζ; αξ, α'η, ζ; α'ξ, αη,ζ, 
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α étant une racine cubique de l'unité. Soient M,, M
2

, M
a
 ces trois 

points; M,, u
2

, u
a
 leurs arguments. 

Considérons en particulier les trois points d'inflexion de C qui sont 
donnés par les équations 

X = A = o, Y == A = o, Z = A = o 

qui ont pour arguments o, et que j'appelle J,, J
2

, J
a

. 

A ces trois points correspondront sur C les neuf points d'inflexion 
situés sur les trois droites ξ = ο, η = ο, ζ = o et qui auront pour 
arguments 

fit 0) j + tl 0J| 

où to, et ω'
(
 sont les périodes relatives à C, main des entiers. 

La courbe C n'est pas altérée quand on change η, ζ en αξ, α3η, ζ. 
Ce ne saurait être là une transformation impropre; car une transfor-
mation impropre a des points doubles sur la cubique elle-même et 
les trois points doubles de cette transformation sont ξ = η = ο, 
; =s ζ = ο, η = ζ = ο et ne sont pas sur la cubique. C'est donc une 
transformation de la forme {u, u + k), et comme, après trois transfor-
mations, on revient au point primitif, il faut que h soit y de pé-
riode. 

Si u est l'argument d'un point de C et ρ l'argument du point cor-
respondant de C, ρ sera une fonction uniforme de w, car, si u décrit un 
petit contour dans son plan, ρ revient à sa valeur primitive. De même, 
si ν décrit un petit contour dans son plan, les trois valeurs de ξ, η, ζ 
et, par conséquent, les trois valeurs de u ne peuvent s'échanger, 
puisque les points doubles ξ = η = ο, ξ = ζ = ο, η = ζ = o (pour les-
quels deux des trois systèmes de valeurs de ξ, η, ζ se confondraient) 
n appartiennent pas à la cubique C'. Donc u est fonction uniforme 
de p, et, comme Ρ est fini quand u est fini et réciproquement, il doit y 
avoir entre u et ρ une relation linéaire. 

Quand u augmente de k ou d'une période, Ρ doit augmenter d'une 
période et, réciproquement, quand ρ augmente d'une période, u doit 
augmenter de k ou d'une période. 
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Soient o, les arguments des trois points d'inflexion ξ = ο; 

y» ceux des trois points d'inflexion η — ο ; —, 

i^L±-î!îi, 9ωι + 9'ωί
 ccux

 (jgg
 tro

j
g
 p

0
i
n

^g d'inflexion ζ = ο. Je vois tout 

de suite que 
/- "Jl 

car les trois points ξ = ο se transforment les uns dans les autres par la 
transformation («,« + £). Soit 

v = au + b. 

D'après ce que nous venons de voir ato, et -γ doivent être des 

combinaisons linéaires à coefficients entiers de ω et ω', et réciproque-
ment, de sorte qu'on aura 

αω, = utiû -+- //ω', 

Λ— = ///,(0 -f- Λ,ω , 

m, n, mt, n, étant des entiers tels que mnt — nmt = i. 
Nous pouvons toujours supposer a = i, car les périodes de C ( ou 

de C) ne sont définies qu'à un facteur constant près. 

Pour u — o, j, nous devons avoir 

ν = o, à une période près. 

Pour u = 2 » —^-2—^—L, nous devons avoir 

ν = °~, à une période prés. 

Pour u = 1, nous devons avoir 

ν = à une période près. 
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Nous en concluons d'abord que b doit être égal à une période cl, 
par conséquent, que nous pouvons supposer celte constante nulle sans 

restreindre la généralité, ensuite que ~ est égal à^> à une période de < i 

prés, ou, ce qui revient au même, que j est le tiers d'une période de C. 

Cette période, nous pouvons toujours l'appeler ω,, de sorte que nous 
aurons ο) = o>,. 

f 
Enfin k = — doit être une période de C formant un système pri-

mitif avec ω; je l'appelle ω'; on a donc finalement 

ν = //, to = ω,, to = · 

De sorte que les fonctions elliptiques relatives à C' se déduisent de 
celles qui sont relatives à C par une transformation du troisième 
ordre. 

Tous ces résultats ne s'appliquent qu'au cas où trois points d'in-
flexion de C sont rationnels. Cherchons à les généraliser. 

Nous n'avons pour cela qu'à adjoindre au domaine de rationalité 
les coordonnées de trois points d'inflexion en ligne droite. L'équation 
de la cubique prendra la forme 

(i bis) XYZ = A3, 

où Χ, Y, Ζ, A sont des polynômes du premier degré dont les coeffi-
cients sont des entiers du corps algébrique constitué par celle ad-
jonction. 

Considérons un point rationnel de notre cubique (soit rationnel 
proprement dit, soit devenu rationnel par l'adjonction). Soient ylt1 

les coordonnées de ce point; nous pourrons supposer que ce sont 
des entiers du corps algébrique. 

Mais ici une première difficulté se présente : avons-nous le droit de 
supposer que ces entiers algébriques sont premiers entre eux? Il va 
sans dire que tous ces mots à'entiers algébriques premiers entre eux, 
de divisibilité, etc., doivent s'entendre dans le sens de la théorie des 
idéaux. 

Joum. de Math. (5* série), tome VII. — Faso. Il, igoi. 28 
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Si alors les nombres x0,yê1
 z, ont pour diviseur commun un nombre 

algébrique existant, c'est-à-dire un idéal principal, on pourra faire 
disparaître ce facteur commun sans altérer les rapports de ces trois 
quantités. Mais si xniy0, z0

 ont pour diviseur commun un idéal non 
principal, on ne pourra pas faire la division, parce que les quotients ne 
seraient plus des nombres algébriques existants. 

Soient alors J le plus grand commun diviseur de xn.y», zu
 et .Γ un 

idéal de la même classe. Il existe toujours deux entiers algébriques 
existants Ε et E' tels que 

EJ = Ε.Γ. 

Alors #
0
E, y

0
E, s

0
E auront pour plus grand commun diviseur 

EJ = E'J' et 
~E' ' ΊΓ' ~W 

seront trois entiers algébriques existants dont le plus grand commun 
diviseur sera J'. 

On peut donc toujours remplacer les trois entiers algébriques dont 
le plus grand commun diviseur était J par trois autres dont le plus 
grand commun diviseur sera J'. 

Comme il n'y a qu'un nombre fini de classes d'idéaux, on peut 
choisir un nombre fini d'idéaux J' que j'appellerai idéaux types, de 
façon qu'il y en ait un, et un seul, dans chaque classe. 

On ne peut pas toujours supposer que x„,y„, z„ sont premiers entre 
eux, mais on peut supposer que leur plus grand commun diviseur est 
un idéal type. 

J'ajoute que, si &·„, y
0
, z„ sont des entiers rationnels ordinaires, ou 

peut supposer qu'ils sont premiers entre eux, car le plus grand com-
mun diviseur de deux ou plusieurs entiers rationnels ordinaires est un 
entier rationnel ordinaire. 

Soient A
0

, X
0
, Y

0
, Z

e
lc résultat de la substitution de x0,y0, z0

 dans 
Α,Χ,Υ,Ζ. 

Si j'appelle encore Δ, Δ', Δ" les trois déterminants des quatre fonc-
tions linéaires A, X, Y, Z, le plus grand commun diviseur de X

0
 et Y

n 

divisera Δ" J, J étant le plus grand commun diviseur de y0, s
0

; d'où 
il suit encore que nous ne pouvons faire, au sujet de ce plus grand 
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commun diviseur, qu'un nombre fini d'hypothèses ; il en sera de même 
|K)iir le plus grand commun diviseur de X

0
 et Z

0
 ou de Y

0
 et Z

#
. 

Nous ne pourrons donc faire qu'un nombre fini d'hypothèses sur les 
plus grands communs diviseurs de X

0
, Υ

β
, Z

e
 (que j'appelle o), de y 

et ht de y et y> de y et y (que j'appelle α, β, γ). Ces diviseurs a, 

β, γ, ο sont des idéaux du corps algébrique considéré. 
J'aurai encore 

X
e
 = a βγ$, Y, = £αγο, Z„ = οαβο, 

a, A, c étant des idéaux du corps. Les idéaux a, b, c sont premiers 
cnlro eux deux à deux; a premier avec a, b avec β, c avec γ, et l'on a 

AJ= abc(vfr[)2o3. 

Il suit de celte égalité que, si l'on définit a,, uu, μι, comme plus haut, 
les expressions 

V-i V-tV-t' H lAi' !A» 

seront des eu lies parfaits; mais je ne veux pas dire par là que ce sont 
les cubes d'entiers algébriques existants, mais les cubes d'idéaux du 
corps. 

Soient alors λ,, λ3
, λ, les idéaux types appartenant aux mêmes 

classes que 

V H-I* V H V lA»' 

comme le nombre des classes est fini, on ne peut faire, au sujet des 
idéaux λ, qu'un nombre fini d'hypothèses. 

Nous pourrons alors poser 

I >/T vr "^2riol i/l-M 

01 £o> *)#, ζ
0
 seront des nombres rationnels (qui ne seront peut-être 

pas entiers) du corps algébrique considéré. 



220 II. POISCARÉ. 

Il vient alors 

ve=/#a^, ζ „=/(;,ζ;;, Λο=Λξοη0ζ„, 

OU 

h, = λ; α, βγο, h
2
 — λ:| ;χ, «γο, Ιι, = λ;| α., αβο, 

Α* = ou,, u
a
 α, ι / ——, 

où les h cl h seront des entiers du corps sur lesquels on ne pourra faire 
qu'un nombre fini d'hypothèses, puisqu'on n'en peut faire qu'un 
nombre fini sur les idéaux ο, α, β, γ, p., λ. 

Si le point x
0
, y

0
, z

0
 est sur la cubique C, le point ξ

0
, η

0
, ζ

0
 sera sur 

une cubique C que j'appellerai encore dérivée de C. 
\os théorèmes subsistent évidemment. 
Une cubique C n'a qu'un nombre fini de dérivées, puisqu'on ne 

peut faire qu'un nombre fini d'hypothèses sur les coefficients // et /». 
Λ tout point rationnel de C correspond sur l'une de ses dérivées un 

point rationnel, de sorte que si C a une infinité de points rationnels, il 
doit en être de même pour une au moins de ses dérivées. 

Les fondions elliptiques relatives à la dérivée se déduisent de celles 
de la cubique C par une transformation de troisième ordre. 

On peut quelquefois tirer de là des résultats dans l'énoncé desquels 
n'interviennent que des entiers ordinaires. C'est ce qui arrive, par 
exemple, si l'un des trois points d'infiexion est rationnel ordinaire. 

Si le point X = Λ = ο, que j'appelle M, est rationnel ordinaire, par 
ce point M passeront quatre droites qui contiendront chacune deux 
autres points d'infiexion. Soient 

A, = ο, A 2 = o, A
:)
 = o, A, = o 

ces quatre droites. Si nous adjoignons au domaine de rationalité les 
coefficients de A,, nous définirons un certain corps algébrique Κ,. 

Soient maintenant Y, = o, Ζ, = o les deux tangentes d'inflexion 
aux points de rencontre de la cubique avec A, = o. 

Adjoignons au domaine de rationalité les coordonnées des deux 
points d'inflexion correspondants; nous définirons un nouveau corps 
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algébrique K', qui contiendra K,, et nous pourrons supposer que 
l'équation de la cubique s'écrit 

XY,Z, = A:;, 

les coefficients de X étant des entiers ordinaires, ceux de Y, et de Z, 
des entiers du corps K',, ceux de A, des entiers du corps K,. 

Si y ο·, est un point rationnel ordinaire de la cubique C et que 
x^iYoi -o soient des entiers premiers entre eux ; si X

0
, YJ, ZJ, A" sont 

les résultats de la substitution de Λ
0

, y
01
 z

0
; on aura d'après ce qui 

ρ récède 

X. = /i, & Y; = h.,r*
0

i z; = h& λ: = Α-ξ.η,ζ. ; 

les quantités qui figurent dans les seconds membres de ces équations 
sont des quantités rationnelles du corps K'4. Mais nous devons observer 
que, si l'on échange les deux points d'inflexion Y, = ο, Z, = o, toute 
quantité rationnelle du corps K', se transformera en une autre quantité 
rationnelle du même corps que l'on appellera sa conjuguée; toute 
fonction symétrique et rationnelle de deux quantités conjuguées sera 
une quantité rationnelle du corps K,. 

Nous concluons que hn ξ
0
 et k sont des quantités rationnelles du 

corps Kn tandis que ha et ha, η0 et ζ0 sont conjugués. 
Cela posé, si l'on permute les quatre droites A,, A2, A

S
, A,, le 

corps K, se changera dans l'un des trois corps conjugués K2, Ka, K,. 
Soient Λ

ι>2
, /4,

 4
 les quantités qui se déduisent de h

{ quand on 
remplace le corps K, par l'un des corps conjugués K;,, K

;t
, K,. Ce 

seront des entiers algébriques de ces trois corps, de même que Λ, était 
un entier algébrique du corps K,. 

Soient de même ξ
0>2

, ξ0.
;η

 ξ
ϋ<4 les quantités qui se déduisent de ξ„ par 

Soient de même ξ0>2, ξ0.;η ξϋ<4 les quantités qui se déduisent de ξ„ par 
K

2
, K

3
, K4, de même que ξ0 était une quantité rationnelle du corps K,. 

Sur les entiers algébriques Λ,.2, Λ,., on ne pourra faire qu'un 
nombre fini d'hypothèses. 

X0 étant un entier ordinaire, on aura 

χ,=/<,$:, χ,=/.,.,ξΐΛ) X„=A,,«:,, 
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Ιο» trois dernières égalités se déduisant de la première en passant du 
corps K, à l'un des corps conjugués. Si donc on pose 

'"i "»o *»ο·2 ^o.t— a-m 
d viendra 

X:=HU· 
ou 

x.=ii(i-)· 

Il est un entier ordinaire, puisque Λ,, h
[ma

, Λ
ι>3

, Λ,sont conjugués. 
l)e même, U est une fonction rationnelle ordinaire. 

Comme on ne peut faire sur l'entier II qu'un nombre fini d'hypo-
thèses, nous devons conclure que X

0
 est égal à un cube parlait mul-

tiplié par un entier limilé. 
Cet énonce suppose que les entiers χ0, y

tn
 z0

 sont premiers entre 
eux. Si l'on s'affranchit de cette restriction, il faudra dire que X

0
 est 

égal à un cube parfait multiplié par le plus grand commun diviseur 
de .r„, yb et zb et par un entier limité. On appréciera mieux la géné-
ralité de cet énoncé si l'on se rappelle qu'une cubique qui a un point 
rationnel est toujours équivalente à une cubique qui a un point d'in-
flexion rationnel. 

Pour généraliser nos résultats, nous pouvons encore chercher à 
mettre l'équation de la cubique sous la forme 

(' ι trr) X, X
2
.. ,XP = Y", 

Yn X
af
 ..., Xy,, Y étant des polynômes entiers à coefficients entiers. 

Je m'impose d'abord la condition que deux quelconques des courbes 

X/—Χα— 

n'aient aucun point commun sur la cubique. 
Soient alors 

U{ , Uj , ..., 

les arguments des points d'intersection de la cubique avec X,= o; 

• • • Mi <1 
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les arguments des points d'intersection de 1A cubique avec Y = o. 
On aura, à des périodes près, 

Σι//=ο, £e = o. 

L'ensemble des points u devra reproduire n fois l'ensemble des points u. 
Chacun des points ν devra figurer n fois dans l'ensemble des points 
et, comme l'ensemble des points u

t
 ne doit avoir aucun point commun 

avec l'ensemble des points «*, chaque point ν devra figurer η fois dans 
un des ensembles «,·. Il suit de là que les points «,· doivent être con-
fondus η à n, cl l'ordre de multiplicité de l'un quelconque d'entre eu.x 
doit être un multiple de n. 

Considérons alors un ensemble d'arguments 

< (*=2), 

qui seront les mêmes que les arguments /// avec celte différence que 
leurs ordres de multiplicité seront n fois plus petits. Alors esl la 
nii-we partic d'une période. D'ailleurs l'ensemble de tous les points n 
est identique à l'ensemble des points v. 

Le problème revient donc à chercher ρ groupes rationnels; la somme 
des arguments de chaque groupe étant la /ii,l,,e partie d'une période, la 
somme des arguments de tous les groupes étant une période, .l'ajoute 
que le nombre des points de tous les groupes doit être divisible par 3 
et qu'il en est de même du nombre des points de chaque groupe, à 
moins que n ne soit divisible par 3. 

Réciproquement, si ces conditions sont remplies, on pourra mettre 
l'équation sous la forme (i ter). On pourra trouver en effet un poly-
nôme qui ait un zéro d'ordre n en chacun des points i^;· et un poly-
nôme Y qui ait un zéro simple en chacun des points Considérons 
alors le rapport 

X, \2. . . Χ μ 

Ce sera une fonction doublement périodique de l'argument elliptique 
d'un point de la cubique, et cette fonction ne deviendra jamais infinie; 
ce sera donc une constante que nous pourrons supposer égale à ι. 
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Soit .χ·,,, y„, z
0
 un point rationnel de C. Pour plus de simplicité, 

j'entendrai de nouveau le mot rationnel dans le sens ordinaire; il serait 
d'ailleurs facile de généraliser pour un corps «algébrique quelconque. 
Je pourrai donc supposer que x

01
y

ln
 z

0
 sont des entiers premiers entre 

eux, et j'appellerai XJ et Y
0
 le résultat de la substitution de ces entiers 

dans X/ et Y. On aura alors 

X o \r<| γ <1 V" 

Le plus grand commun diviseur de X" et XJ (qui sont des entiers) 
devra diviser Y

(M
 et par hypothèse les trois courbes X, = ο, X

2
 = o, 

Y — ο n'ont aucun point commun. 
11 en résulte évidemment qu'en appelant Δ le résultant de X,, X

a
, Y, 

il existe neuf polynômes Ρ à coefficients entiers, tels que l'on ait 
identiquement 

Ρ, X, -+- P
2
 X

3
 4- P., Y = Δ /Λ 

PI Χ, P
2
 X

S
 -T- PJ Y = ΔΓΝ, 

P;X
(
-+-P;X

S
+P;Y = A^, 

q étant un exposant entier convenable. D'où il suit que le plus grand 
commun diviseur de X", XJ, Y

0
 doit diviser à la fois Δ-rJ, Δ/J, Δ-J et 

p«ar conséquent Δ. 
On ne peut donc faire sur les diviseurs communs des X" et de Y„ 

qu'un nombre fini d'hypothèses. 
Par un raisonnement tout à fait pareil à celui qui précède, on en 

déduiraiL 
x; = /',(5!)% χ; = /,,(*;)", 
.................... 
γ» _/. /5« \» γ —/.W* £» 

les // et k étant des entiers sur lesquels on ne peut faire qu'un nombre 
fini d'hypothèses, et les ξ" étant des entiers. 

Nous sommes ainsi amenés à nous poser la question suivante : 
Si l'on pose 

(·>) X — H·*" Y = /»·5 5 ? 
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4 jucl sera le lieu du point ξ,, ξ
2
, ,%

ρ
 dans l'espace à ρ dimensions 

quand le point x, y, ζ décrira la cubique C? 
Les points rationnels de ce lieu correspondront aux points rationnels 

de C, de sorte que ce lieu jouera un role analogue à celui de la cubique 
dérivée C'. 

Soient u l'argument elliptique sur C, ω et ω' les périodes; soit 0(a) 
une fonction 0 définie de telle sorte que 

0(o) — ο, 0(« + ω)=0(«), 

0(α -+- ω') — a — 

Soient λ, le degré de X
t
 et 

&i(u) = 0(α - w'I )()(u - w,·11). . J)(u - «/:'') -

Soient «,, α
2

, a, les arguments des points d'intersection de la cubique 
avec χ = o. Soit 

r
t
 = 0(α — α,)0(α - α„)0(Μ -- α,). 

Les expressions 

W ' β,ον.τ.β;v^/ 

^où q est le degré de sont des fonctions doublement pério-

diques de seconde espèce (se reproduisant à un facteur constant près 
par l'addition d'une période) qui ne deviennent jamais infinies. Elles 
se réduisent donc à des exponentielles, de sorte que l'équation de la 
cubique pourra s'écrire 

X' = Y = IVH 0,0* · · · 0,, (~y <*", 

les μ et les ρ étant des constantes, ou bien encore 

Îi=n Q 'v, ni 

les ν étant des constantes. 
Journ. de Math. (5* série), tome VII. — Fuse. Il, I<JOJ. 2() 
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Si les λ/ sont tous égaux, c'est là l'équation en coordonnées homo-
gènes d'une courbe de genre ι dans l'espace à ρ — ι dimensions. Quel 
est le degré de cette courbe et quelles sont les périodes correspon-
dantes? 

On a 

0,·(« + ω) = θ,·(u)\ 0,(« -h ω ) = ci1'"+ 

<di(u 4- W) = 

e'=—' a, t/=-'b; a"=ha', A-=/<//■+-a V A(A 

Quand m augmente de ω, les quantités X/, η, 0/ et a? ne changent 
pas. Donc e"fce ne change pas. Quand u augmente de ω', les quan-
tités X

(
, χ ne changent pas ; 0, et η sont multipliés par 

-+ //—rt—tv, ^3//K 4- 36 

Donc e"?·" est multiplié par 

Ynn'ï. w, * s 

Donc wp
y

<o est un multiple de 2/*s, /zp/co'cst égal à naZa>i à un 
multiple près de ·ιίτ.. Nous avons dit que ZWf est le Λ"'""8 d'une pé-
riode. On a donc 

//,2iV/= ρ,ω -t- ρ ω', 

fj/ et β) étant des entiers. Il vient alors 

9i——n ' 

On a d'ailleurs 
? = 2p,· 

Quand u augmente de ω ou de ω', le logarithme de augmenLe 
de 

*Wt+ilu + v_ aZ + = a'u -t- h' — V-S?·. 

Il suit de là que les rapports des ξ, sont des fonctions doublement 
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périodiques de u, dont les périodes dépendent des entiers fa et fa, ou 

plutôt des restes de ces entiers h n. Ces fonctions admettront la pé-
riode 

γω -h γ'ω', 

pourvu que tous les *fa -+- *{rfa donnent le même reste à n. 
Il est aisé ainsi de déterminer ces périodes et l'on en déduit aisément 

le degré de notre courbe de genre ι, que nous pourrons appeler encore 
une courbe dérivée de C. 

Οιι voit que le nombre des courbes dérivées est encore fini, qu'a 
lout point rationnel de C correspond un point rationnel de Tune des 
dérivées cl que les fonctions elliptiques relatives à une dérivée se dé-
duisent de celles relatives à C par une transformation. 

Toute courbe dérivée admettant un point rationnel étant équiva-
lente à une cubique, comme on l'a vu au paragraphe IV, si la cubique C 
admet une infinité de points rationnels, on aura ainsi le moyen de 
définir uri certain nombre d'autres cubiques (dont les fonctions ellip-
tiques se déduisent de celles de C par une transformation) et sur l'une 
au moins desquelles il y aura une infinité de points rationnels. 

Ne supposons plus que tous les soient égaux. 
Nous pourrons trouver ρ2 entiers fak et γ,·, dont le déterminant soit 

égal à ι et tels que 
Σβ,Α=ο, Σγ,λ/=δ, 

o étant le plus grand commun diviseur des Λ,·. 
Alors les produits 

7zA=ng'‘ = n(v<-0<^«)^ 

seront des fonctions doublement périodiques de u dont les périodes se 
détermineraient comme nous venons de le faire. Alors les/? — ι quan-
tités 7j

k seront les coordonnées non homogènes d'un point décrivant 
une courbe de genre ι dans l'espace à ρ — ι dimensions. Cette courbe 
pourra s'appeler encore une courbe dérivée de C, et ces courbes dé-
rivées de C jouiront encore des mêmes propriétés que dans les cas 
examinés jusqu'ici. 
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On peut poser, par exemple, 

ζ;=ξΑ(π$ι·)"% 

et Ζ* sera encore doublement périodique. (Inutile d'ajouter que ces 
résultats deviennent illusoires pour p = 2.) 

Il n'y aurait rien k changer à ce qui précède si, au lieu de l'équa-
tion (1 1er), on partait d'une équation analogue 

(id) Xf xy ...XJ- = Y·, 

ou les q seraient des entiers quelconques. Ici encore on ne peut faire 
qu'un nombre fini d'hypothèses sur les diviseurs communs de XJ cl XJ 
quand a;

()
, χ

01 z0 sont premiers entre eux. Il en résulte que XJ (si qk 
est premier avec n) sera une puissance n}vme parfaite à un facteur con-
stant près sur lequel on ne peut faire qu'un nombre fini d'hypothèses. 

Voyons maintenant dans quels cas on pourra avoir une équation de 
la forme (11er). 

Supposons que ~ soit un multiple de 3 plus ε,· (ε,· = ο, ι, 2). Alors 

le groupe des points cv, étant rationnel, on devra avoir, d'après ce que 
nous avons vu à la fin du paragraphe VI, 

(3) Σ«>,·= ε,·α 3Λ, α -t- Σ/?,(« — α,). 

Cette expression devra être la /iii,uc partie d'une période, c'est-à-dire 
que l'argument d'un des points rationnels (à savoir le point Σ<ν,·, si 
ε,· = ι, et le point 2Zw

t
-, si ε,· = 2) ou la différence des arguments de 

deux points rationnels (à savoir ΣΗ^·, sW
t
=o), devra être la nwmt 

partie d'une période. Cette condition est d'ailleurs évidemment suffi-
sante. 

En effet, si par exemple 

α = -» 

nous pourrons trouver trois groupes rationnels Sw>
2

, Σ«>
3

, tels 
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(IUC 
— — Zw%~qt%, 

tels que q
t
 + q

t
+- q

%
 Ei ο (modη) et que ~ Γ„ΤΞ q

t
 (inod 3). 

Si // n'est pas divisible par 3, q
t
 devra être divisible par 3 ; nous 

pourrons alors supposer λ, = λ
2
 — A

2
. Si η est divisible par 3, nous 

pourrons encore prendre 

q^'h------q% (mod 3), 
puisqu'on aura 

q* + q*+q%=<> (mod 3). 
5i nous avions 

ία = -» 

nous prendrions encore 

Zw
t
~q^ Zw

a
=q

t
z, Si*>, = 7,2: 

q,-h q
3

-*~ q
9
- ο (mod3Λ), q

{
. iq.^ iq^—o (mod 3). 

λ, =· λ2 — λ2, :./= ο ( mod 3). 

Je distinguerai deux < is : 
1" Ou bien la differ-:.ce des arguments de deux points rationnels 

est le Aîi,n,e d'une péri or· Dans ce cas, la considération des courbes 
dérivées nous apprend éeUemenl quelque chose de nouveau. 

Si celte condition est remplie par une cubique, elle le sera par 
toutes les cubiques équivalentes; mais, en général, elle ne le sera pas 
par C, ni, par conséquent, par aucune des cubiques équivalentes, à 
moins qu'on n'étende par voie d'adjonction le domaine de ra-
tionalité. 

2° Ou bien la difference des arguments de deux points rationnels 
ne sera jamais le nitme d'une période (à moins d'être d'une période). 

S'il en est ainsi, il faudra, d'après ce que nous venons de voir, que 
l'argument d'un des points rationnels soit le tiwm d'une période, soit 

x= w 



23ο II. POINCAnÉ. 

Alors 

3α = — 

sera la différence des arguments de deux points rationnels et en mime 
temps le iiwm* d'une période; il faudrait donc que ce fût une période, 
ce qui ne peut arriver que de deux manières : si ω = ο, si η est divi-
sible par 3. 

Le second cas se ramène aisément au premier, car si η csL divisible 

par 3 et que ~ soit une période, α sera le tiers d'une période. Mais 

comme les arguments ne sont définis qu'à J de période près, nous 
pouvons sùpposcr α = ο, d'où ω =. υ. 

Si α est nul, on aura 
Σpscr.s, 

et le second membre ne pourra être la n"'"19 partie d'une période que 
si tous les p

s
 sont nuls; car l'expression Lp

s
<x

s
 étant la différence des 

arguments de deux points rationnels ne peut être la ri"'"19 partie d'une 
période. 

On a donc 
2tV/= o. 

Dans ce cas que nous apprend l'analyse précédente? Que rrf- est 

la niè"'c puissance d'un nombre rationnel. Soit alors 

(mod 3). 

Nous pourrons alors trouver deux courbes rationnelles Ζ, = ο et 

Z
2
 = o, de degré 4- passant toutes deux ε fois par le point ra-

tionnel, dont l'argument a = o; la première Ζ, = 0 passant λ
2
 fois 

par chacun des points w
{
 ; la seconde Z.,= o passant A, fois par 

chacun des ̂  points w
2

. 
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On aura alors 

X* ~ UJ ' 

cc qui suffit déjà pour prouver que le premier membre est une puis-
sance ntvmt parfaite. 

Le résultat en question est donc illusoire, puisqu'on aurait pu 
l'obtenir par voie purement algébrique, sans faire intervenir le raison-
nement arithmétique fondé sur Γ impossibilité de décomposer un entier 
de plusieurs manières en facteurs premiers. 

La considération des cubiques dérivées serait donc sans intérêt dans 
cc cas. 

•Nous voyons toutefois que X, doit être une puissance niv,ue parfaite, 
multipliée par un entier sur lequel on ne peut faire qu'un nombre fini 
d'hypothèses, si l'on connaît le plus grand commun diviseur de a?

0
, 

y
0

, z
0

. Celte restriction diminue un peu la portée du résultat, qui est 
d'ailleurs indépendant de la considération des cubiques dérivées. 

Le cas où la considération des cubiques dérivées peut être utile 
est donc celui où les fonctions elliptiques relatives à ces cubiques 
dérivées se déduisent de celles qui correspondent à C par une trans-
formation qui n'est pas du premier ordre. 

IX. — Courbes de genre supérieur. 

Je ne dirai que quelques mots des courbes de genre supérieur. Il 
n'est plus vrai que de la connaissance d'un point rationnel on puisse 
déduire celle d'une infinité d'autres points rationnels. Mais de la con-
naissance d'un groupe rationnel (et par conséquent de celle d'un point 
rationnel) on peut déduire celle d'une infinité d'autres groupes ration-
nels. 

Soit en effet C une courbe rationnelle de genre ρ et de degré w, et 
soit un groupe rationnel de ρ points sur cette courbe. Le nombre des 
points doubles sera 

d= _
p

. 
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Si nous coupons par une courbe adjointe C' de degré q>.m — 2, le 
nombre des points d'intersection différents des points doubles sera 

mq — >.d 

et sur ce nombre, mq — id — ρ pourront être choisis arbitrairement. 
Soient w

2
,..up les ρ intégrales abéliennes de première espèce. 

Un groupe de ρ points sera défini quand on se donnera les ρ sommes 

Σα, = α
η
 Σ«8 = α,, ..., Συρ — y.p 

pour ses ρ points, sommes que j'appellerai ses arguments. J'appellerai 
alors le groupe ainsi défini le groupe (α,, α2,..., ap) ou simplement le 
groupe a. On pourra choisir les constantes d'intégration de telle façon 
que la somme des arguments soit nulle pour les points d'intersection 
d'une courbe adjointe quelconque, les points doubles étant laissés de 
côté. 

Si les groupes de ρ points α, β et γ sont rationnels, je dis qu'il en est 
de même du groupe β -h γ — α. En effet, par les groupes β cty je puis 

faire passer une courbe adjointe rationnelle de degré <y> 

elle coupera C en mq — 2d — 2ρ autres points formant un groupe 
rationnel G dont la somme des arguments sera — (β -+-γ). Par G cl 
parle groupe α je puis faire passer une courbe rationnelle adjointe de 
degré q qui coupe C en ρ autres points formant un groupe rationnel 
d'arguments β H- γ — α. 

Supposons maintenant que le groupe de ρ points α soit rationnel. Je 
mène d'abord une courbe adjointe rationnelle quelconque de de-
gré q>m — 2; elle coupera C suivant un groupe rationnel G 
de mq — 2d points; la somme des arguments sera zéro. 

Soit 0 le plus grand commun diviseur de m et de 2d; nous pourrons 
trouver deux nombres entiers positifs q'>m — 2 et β tels que 

m(q' — q) — §(mq — 2 d) = oh, 

h étant un entier positif quelconque. Je veux maintenant que 

oh = (Κ H- 1 )p. 
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Soit alors c' le plus grand commun diviseur de m, -id el 
soit ρ = £δ', ο - εδ' ; il nous suffira de prendre h = ξ, R + ι = e, 

Cela posé, je fais passer une courbe adjointe rationnelle de degré q', 
(3 1 fois par le groupe G et Κ fois par le groupe «; cette courbe est 
ainsi entièrement déterminée, et elle coupe encore C en ρ autres points, 
car on a 

mq = ( k -h ι )p -+- ( [i -f- ι ) ( mq — 2(1)-h 2(1. 

(les ρ autres points formeront un groupe rationnel et la somme des 
arguments sera — Ινα ou α — εκ. 

Il résulte de tout cela que les groupes rationnels de ρ points situés 
sur C sont donnés par une formule 

α -l· ε η α Σ p> (α — α
Λ
. ) 

tout à fait de niètne forme que les formules analogues relatives aux 
cubiques. 

Le nombre ε (qui pour les cubiques est égal à 3) est le plus grand 
commun diviseur de m et 2d divisé par le plus grand commun divi-
seur do m, 2 del p. 

On conçoit la possibilité de construire de cette manière une théorie 
analogue à celle des cubiques. 

Journ. de Math. (S' série),, tome VII. — Fuse. II, igoi. 3o 


