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GROUPES DE SUBSTITUTIONS ET GROUPES DE TRANSFORMATIONS, 13

Sur de nowvelles analogies entre la théorie des groupes de substi-
tutions et celle des groupes finis continus de transformations

de Lic;

Par M. Eowoso MAILLET,

ingénieur des Ponts et Chaussées,
Répétiteur & PEcole Polytechnique.

Introduction.

De nombreuses analogies ont déjia ¢Lé constatées entre la théorie
des groupes de substitutions ct celle des groupes linis, continus, de
transformations de Lie, soil au point de vue de la théorie pure, soit au
point de vue des applications.

Dans beaucoup de cas, on est arrivé i pouvoir. donner aux théo-
rémes un énoncé identique, ou qu'on pourrait rendre tel. Sans nous
appesantir la-dessus, il nous suffira de renvoyer au Traité des substi-
tutions de MM. Jordan ct Netto, i la Theorie der Transformations-
grappen de Lie (4 T et ), et au Traité d’Analyse (1. 1) de
M. Picard. De pareilles analogics sont évidemment trés importantes :
elles facilitent I'étude et le perfectionnement simultandés des deux
théories et peuvent faire penser qu'il y a d’autres points de ressem-
blance entre elles. Enfin, comme elles se présentent parfois également
avee la théorie des groupes discontinus, clles font espérer (quon
excuse celle hypothése peut-étre un peu prématurée et bien hardic)
qu’on pourra établiv un jour, & la hase de ces diverses parties des Ma-
thématiques, assez d’idées communes pour qu'un exposé général com-
mun en soit possible (').

(") Compares Dracu, Thése de Doctorat, Gauthier-Villars, 1898,
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Clest & ce point de vue que nous nous sommes place dans la rédac-
tion du Mémoire qui sait, composé de trois Notes, et ¢'est, eroyons-
nous, une des principales raisons qui peuvent le rendre intéressant
(peut-étre méme important),

Dans une premicre Note, Sur des suiles remarquables de sous-
groupes d’un groupe de substitutions, wous élablissons, en nous
busant sur des propriétés des groupes échangeables et des sous-gronpes
fucteurs d'un groupe, établics par nous antéricurement, el nous inspi-
ant d'idées de M. Jordan (1), des proprietés de suites de groupes qui
sont une extension des suites de composition de Galois et de M. Jor-
dan. Nous établissons en particulier que, dans I'étude de certains
groupes, peuvent se présenter des suites de nombres remarquables qui
présentent une propriété diinvariance. Ces propriéiés s'élendent de
suite aux groupes de transformations de Lie,

Dans une deusiéme Note, Swr la décomposition des groupes finis
conlinus de transformations de Lie, nous étudions les groupes de
transformations échangeables. Nous établissons des eritériums peemet-
tant de reconnaitre si deux groupes sont ¢changeables, Nous montrons,
ce que nous n'avons pu élablir pour les groupes de substitutions, et ce
(uine serait peal-élre pas viai pour Lous ces groupes, que les groupes
de Lie doplus d'un paramétie sont toujours décomposables en un produit
de deux sous-groupes. (Vest, croyous-nous, le résullal le plus
important (*).

Enfin, nous nous occupons des sous-groupes échangeables dun
groupe Lransilif en montrant le lien de ces recherches avee la Géomd-
trie et la théorie des ¢quations aux dérivées partielles,

Dans une troisi¢me Nole, nous revenons sur des définitions de Lie
relatives a la teansitivité des groupes en les précisant ou les complétant,
de fagon & pouveir introduire de nouveaus énoneds semblables a ceux
de la théorie des substitutions pour les groupes plusicurs fois tran-
sitifs, et nous nous occupons de la classe des groupes transitifs,
Nous montrons, par exemple, que le groupe dévive d'un groupe

(') Traité des substitutions, p. 34,
(?) Nous!l'avons annoncé dans notre Note du full, de la Soc, math,, t. XXVII;
1900,
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regulier (einfach transitiv) simple et de son conjoint (reciprokie)
est primitif et de classe 1, cl nous sommes conduit i des rigles
semblables i celles de la théorie des substitutions (') pour la déter-
mination de ce que nous appelons provisoirement sa classe giéomd-
trique ¢, qui correspond & la classe des groupes de substitutions et
peut remplacer la notion de classe Cde Lie, car ¢ = (), tout en cor-
respondant i une idée plus precise, Clest la encore, croyons-nous, un
résultat tees intéressant.,

Nous montrons enfin que la notion de classe (ou ordre) d'une trans-
formation a une interprétation geométrique dans la théorie dn contar
des courbes (2).

PREMIERE NOTE,

SUR DES SUITES REMARQUABLES DE SOUS-GROUPES D'UN GROVPE DE SUBSTITUTIONS,

I

Lewse L — Soient U et T dewr groupes échangeables aws:
groupes S, 3., X, ...2 U étant maximum parmiles sous-groupes v
g 42] ’ . \J \J ’

'« l‘ct L:Lhangml)/o.- a ces groupes, el X, 8,, ... élanl ronlenns
dans 85 U, le groupe commun ¢S ot 1 y Ve groupe commun i S
et Uy contenu dans Uy u, t, s, u,, v, les ordres respectifs de U1
Q) T 7, . 5 r °

S UGN B=SxUestdgal ¢ A =S T ouest un SOUS-gI01N
macimum de X surcant que ¢ <y, d’oit

t "y
. - —=
u v
o
v=u,.

(") !ou notre Theése de Doctorat, p. 31, et notre Mémoire du t. NN\ dex
Mémoires des Savants étrangers a I’ Académie des Sciences,

2 [} X | H N . .
( ) Nous n'oserions affirmer (ue ce résultatl soit nouveau, hien que nous e
croyions, -
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En effet, soient @ et b les ordres de A et B,

sl su a lv
= —3 II.—--—-’ T = ——
U, ¢ b ",
1" Soit A=DB:ona
[/ u
—_—== ~ ¢ B
. 7’ < U,

2° Soit A > B; B contient U et U,, tous deux contenus dans T,
mais ne contient pas T; (U, U,), dérivé de U et de U, contient L,
est contenu dans T, et est échangeable aux groupes S, Z,, 2, ...,
car, U, ¢tant le groupe commun aux groupes échangeables S oL T est
échangeable 4 S, X, Z,, ... puisque S contient X, X, ... auxquels
1" est échangeable (*). Donc (U, U,) < T, par suite (U, U))=1;
", est contenu dans U et

U,=V, u,=v, %:%-

Admettons que BB ne soit pas maximum dans A, et soit B C <A,
C contenant B et étant contenu dans A, Le groupe commun i Cet'l
est W3 W contient U qui est contenu dans B8, C et T3 €W ne contient
pas T, sans quoi 'on aurait C= A, Done W contient U et est contena
dans T. De plus, il est échangeable a8, X, X,, ..., car € et T sont
dchangeables (%), puisque CxXT=A3 S, X,, X,,-... sonl contenus
dans C et échangeables 4 T, par suile au groupe commun W i €
et (*). Dés lors, dapres les hypothéses faites, W = 17, et

i1 st sl

\ g ct [
LX[:A, ---=—=a=—l—=-",
I

-
=
~
-~
~

contrairement a hypothése. Done B est maxinum dans A,

(Y) Voir notre Note du Bull. de la Soc. math., .. XXV, p, 6, prop. 5, 1900,
ou notre Mémoire. plus loin, p. 46, prop. 5.

(%) En effet, (G, T)== A, et toute substitution de A est le produit d'une suh-
stitution de T par une de § ou, a fortiori, de (..

(*) Loc. cit. (Bull. de la Soc. math , 1900).
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Lewwe 1. — Soient
(1) s, RS, T, U, o XY,
une suite de groupes tels que chacun soit compris dans le précédent,

(1 bis) S, X, X, ...
une suite de sous-groupes de V. dont chacun est contenu dans le
précédent. Supposons, ce qui est toujours possible, la suite (v) déter-
minée de manicre que chacun de ses groupes soit maximum dans
le précédent parmi les sous-groupes de ce précédent échangeables a
S X4y 2y ... On peut diterminer aw moins une suite

E, R, S, .., X, Y, 1,

analogue @ (1), contenant S,, dont chaque groupe est contenw dans
le précédent, échangeable @ X, £,, ..., échangeable & tous les
groupes (1), el maximum parmi les sous-groupes du précédent
échangeables a tous les groupes (1) et @ £,, 3,. .... Par suite (1)
Jouil aussi, par rapport 4 (2), de celle derniére propriéié,

Si

3) SR D S P R P
/ . . ,
(l> T P ) Yie 1

sont les ordres respectifs des groupes (1) et (2), les nombres
- ¢ ! &
(.,) T _‘,

sont les inémes a lordre proes que les nombres

(6) eon,os,

ry 8 4

Journ. de Math. (3 séric), tome VI1. — Fasc, L, 1401, 3
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En effet, supposons que le dernier groupe de (1) (qui contienne S,
soit R, et que le premier que S, contienne soit V. Soient T, le groupe
commun i S, et S, U, le groupe commun a S, et T, V, le groupe
communi S, et U. U, est contenudans T, S, 8, et, par suite, dans T ,;
donc dans le groupe U, commun i T et T, ; réciproquement, U], est
contenu dans T, S,, T, par suite dans U, et U, =1, : L, est le
groupe commun a T et T,. De méme V, est contenu dans U, T, S,
U, et toute substitution commune 4 U et U, est contenue dans U
etS,, c'est-a-dive dans V, : 'V, est donc le groupe commun a U et U,.
T,y Uy, V, conticnnent V qui est contenu a la fois dans S,, S, T, U.
SiV, >V, U contient V, qui est échangeable (') aux groupes (1 bis)
et V, == U, d’aprés les hypothéses faites, ce qui est impossible, puisque
U n’est pas contenu dans S,. Donc V,=V,

Ceci posé, S, est échangeable & S, T, U. D'apris une propriété
connue (%), S, et S éant échangeables, tout sous-groupe de I'un
échangeable i Iautre est échangeable au groupe commun T, 4 8, et §;
donc T et L, contenus dans S, sont échangeables a T,; 5, Z,, ...,
contenus dans Sy, et échangeables & S, sont échangeables 4 T,. De
méme, S, et T étant échangeables, et U, étant leur groupe commun,
U sous-groupe de T échangeable a S, est échangeable a4 Uy, et X,
X,. ..., sous-groupes de S, échangeables a T, sont échangeables a U,.
Les groupes

(7) R=58x5, 5xT, 5, xU, §=5%«xV,T,0,V

sont dés lors tons échangeables & chacun des groupes (1) et 4 2,
L, ... Leur nombreest 7 (engénéral 20 + 1) : leurs ordres respectifs
sonl

4y s, 1"s, ,
(8) T"“"e . =y Ty s Ly ug, v

(*) En eflet, U et S sont échangeables; U est échangeable a 2, %,, ... con-
tenus dans S, 5 done (Bull. Soc. Math.. loe. cit., prop. 5) Vy, groupe commun
alUet,, estéchangeabled £, 3, . ...

(%) Bull. Soc. Math,. loc. cit.
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Ona

(ro L tm s
‘I" Ty by Lty
. r s v (24
(‘)) /J:—L-——— Z= -
B I's uy us, uu,
‘ I'y u $ r L oro x, a ry 1
— T~ —_— = - — e T - — i TTZ e ®
L) o’ 4 5 ug r ) v r, u

Or T et T, étant ¢échangeables a tous les groupes (1) et (1 bis) et
contenus dans S, on a

TxT,=SouT;
UxU,=Toull.

de méme

SiTxT,=T,T,estcommuniaTetS, et T, =U,;;siT.~T, =85,

tf—' et T,>U,.SiUxU,=0, U, est commun a U et S, et

L’,::V;s1U:< U="T,t= ""' et U, >V. Onadonc

u

1* Ou t, = u,, ou s =
Uy

u

2* Ou Uy =¢, ou { = —1:

e S Uy ¢ u
unc des quantités = -5 = est =135 de méme une des quanllws — ey
t t. l 1y 8
est = 1. Il en résultec que, parmi les six quotients (en général 20),
r.r u s .
==y =25 -y = de chaque nombre (8) par le précédent, le premier ou le
r ,', v
cinquiéme est égal & 1, le deuxiéme ou le sixieme est égal a 1 [plus

généralement le &% ou le (0 + 1+ )™, avee i=1,2,..., 1 —1].

. P ey r s t u
Les quotients £ 1 sont précisément les nombses —, -, ~» = dans un
certain ordre.

Considérant deés lors la suite

(o) E, R, S, T, U, V. ..., X, Y, 1,

1 ‘ e . I3 .
R, S, T|, U, V désignant ccux des groupes (7) qui sont distincts,
clle jouira de toutes les propriétés que nous voulons établir pour I
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suite (2) & condition que chacun de ses groupes soit maximum parmi
les sous-groupes du précédent, échangeables i tous ceux de (1) et
de (1 big). Démontrons cetle derniére propricté,

D’apris le temme 1, R, S, < T, S, < U, 8, =S8, x V sont maxima
parmi les sous-groupes du preécident, échangeables 4 Xy, X,, ..., ou
coincident avee ce pricédent. Nous allons établiv que chacun des
groupes S, Ty, U,y V qui w'est pas égal au précédent est maximum
parmi les sous-groupes du précédent qui sont échangeables a tous
ceux des suites (1) et (1 bis).

S,, Ty, U,, V sont échangeables i tous les groupes (1) et (1 bis).

Soit par exemple T, > U, : soit A, un sous-groupe de T, et S, tel
quepar exemple T,>> A, >U,, A, ¢lant échangeable aux groupes (1)
et (1 big) et contenant U,. Le groupe commun B, 4 T et A, est com-
pris dans le groupe commun U, & T et T,. D’autre part T et A, con-
tienment U, ; done Ui, = B,. Enfin T, n’est pas contenu dans T, sans
quoi on aurait T, == U,. On ¢n conclut

) T xT2A,XT>U,xT=T,
puisqu

ordrede A, < T = '—:{’—f >

d'antre part T,><T >T, puisque T, n’est pas contenu dans T,
et T, .~ T=S8. On en conclut

T<AxT:==8S.
car A, 22T est échangeable aux groupes (1 bis) ct contenu dans S.
Done

g= LoDl g =1,

contrairement 4 I'hypothése. Le groupe A, ne peut donc exister,
et U, est maximum dans T,. De méme pour T, et si V=£ U, pour V.

La suite (r0) jouil ainsi de toutes les propriétés indiquées dans
I'énoncé du lemme H pour la suite (2) (*).

(') Remarquons que le lemme 11 reste vrai quand on- suppose les suites (1)
et (2) arrétées au groupe V; de méme pour le lemme IV el les théorémes L et II.
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Tukonime 1. — Soient
(11) E, R, S, T, U, VvV, ..., X, Y, 1,
(2) K I, 8, T, U, vV, .., X, Y, 1,
deur suites de groupes dont le premier est le méme et lels que
dans chaque suite chacun soit compris dans le précédent. Supposons
que ces deu suiles soient lelles que chacun de leurs groupes soit

marimum duns le précédent parmi les sous-groupes de ce précédent
échangeables & lous ceux de Uautre suite. Les nombres

(13) At A

(14) = e

Nous établirons ce théoréme par 'application répétée du lemme 11,
Soit ' le premicer des groupes (12) non contenu dans (11). Prenons
pour les groupes X,, Z,, ... du lemme II les groupes

(15) T, U, .... 1.
Nous pourrons former une suite

(16) E, R, § T, U, V,, .., 1
contenant 8’y dont chaque groupe est contenu dans le précédent,
¢changeable & Lous les groupes (11) et (15) et maximum parmi les
sous-groupes du précédent échangeables 4 tous les groupes (11) et(15).
Tous les groupes (11) et (12) jouissent alors par rapport i Pautre
suile eL it (16) d’une propriété analogue. Les nombres (13) et

¢ rs t 7]
[ Z, ! B e |
(17) A A

sont les mémes 4 Pordre pres.
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Nous opérerons sur (16) et (12) comme nous I'avons fait sur (11)
et (12) en considérant le premier, U’ par exemple, des groupes de (12)
non contenus dans (16), et en prenant pour £,, Z,, ..., les groupes

(18) vV, ...,
de (12).

Nous pourrons former une suite
(19) E, R, 8§ T,=T, U, V.. ..., 1,

contenant U, dont chaque groupe cst contenu dans le précédent,
¢changeable a tous les groupes de (16) et (18), et maximum parmi
les sous-groupes du précédent échangeables i tous les groupes de (16)
ct (18). Les nombres (13), (17) et

(20) sy .;7; =3

sont alors les mémes & U'ordre prés.

En continuant de la sorte, nous obtenons des suites (16), (19), cte.,
dont chacune a ses 2 + £ premiers groupes (£21) communs avee la
suite (12)si la précédente a ses 2 premiers groupes communs avec (12).
On finira donc par obtenir parmi elles la suite (12); pour loules ces
suites les nombres (17), (20), elc., sont les mémes (ue les nombres (13)
a Pordre pres. Donc les nombres (13) sont les mémes a Pordre pris
que les nombres (1 4). G. Q. F. D,

1L

Il existe d’autres suites analogues a (11) et (12) jouissant de pro-
pri¢tés similaires. Nous allons en signaler de particuli¢rement remar-
(quables.

Soit la suite

(21) B, Ry, §, ... X, Y

dont chaque groupe est contenu dans le précédent ; supposons que ces
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groupes soicnt tous facteurs de 1. On a
E'=R'%XRj=8x8/=...=Y" < Y]

R!, S, ..., Y| étant des sous-groupes de K< F". Considérons, par
exemple,

F/r — U/r./ Ull

4 — s .

D’aprés unc propriété connue (*), U” étant contenu dans R”, on a
R”-'-: U/r./,} D”,

D, étant le groupe commun & R” et Uj. Donc U” est facteur de R”,
c'est-i-dire que la suite (21) est telle que chacun de ses grotpes est
facteur des précédents.

Di's lors, étant donné un groupe E” décomposable, on pourra tou-
jours déterminer une suite de facteurs de E” jonissant d’une ou plu-
sicurs propri¢tés communes, dont chacun ¢st maximum parmi les fac-
feurs du précédent qui jounissent de la propriété ou des propriéiés en
«uestion, Cette remarcque nous permet d’établir le lemme suivant :

Lewse 1. — Soient U etV dewr groupes (. /'aclﬂm's de E) échan-
geables aux groupes (facteurs de BYS, 5, %, ..., U élant >1,
maximum parmi les facteurs de T (facteurs dr,' E) <T et
échangeables d ces groupes, et £,,%,, ... étant des facteurs deS;
U, le groupe commun a S et T, V le groupe commun & S et U, con-
tenu dans U,, u, t,s, u,, ¢ les ordres respectifs de U, T, S, U,, V :
B=8SxUestégala A =8 xT ouest un facteur maximum de A

parmi les facteurs de A (qui sont facteurs de V), suivant que
: "' sou ¢ = u, (*
i uy (%)

La démonstration est identique i celle du lemme I; il suffira
d’ajouter aux raisonnements déja faits les remarques suivantes :

On doitsupposer U > 15 (U, U,), contenu dans T, est facteur de T,

(") Bull. Soc. Math., loc. ¢cit., p. 5, prop. 2°.
(*) On peut, si I'on veut, supprimer les conditions entre parenthéses.
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puisque U I'est; C devra étre supposé facteur de A. €W est facteur
de T, puisqu’il contient U facteur de T. Enfin B3 est facteur de A,
carT=Ux e A=BxU.

Leume IV, — Soient
(22) E, RS, T, U, V, ... X, Y, 1

une suile de groupes lels que chacun soit factenr de ¥, el du précé-
dent (), Siy 4y 2y, ...y une suite de facteurs de Vi’ appartenant pas
a (22), contenant tous Y, et dont chacun est facteur du précé-
dent (*). Supposons, ce qui est toujours possible, la suite (22) dé-
termince de maniére que chacun de ses groupes soil maximum
dans le précédent parmi les facteurs de K et de ce précédent échan-
geables aS,, X,,Z,, ... On peut déterminer aw moins une suile

(23) E, R, S. ..., X,, Y, 1

analogue & (22), contenant S, dont chaque groupe est facteur
de B et du précédent, échangeable a tous les groupes (22) el @ X,,
2., ..oy el maximum parmi les [acteurs de K et du précédent échan-
geables a tous les groupes (22) et a X, X, .. .. Par suile (22) jouit
aussi par rapport a (23) de cetle derniére propriété.

Si

(24) I O N A Z B

.
(20) ey Sy Ly ey Y,

sont les ordres respectifs des groupes (22) et (23), les nombres

(20) 55

(*) 1l suffit pour cela que chacun soit conlenu dans le précédent et facteur
de E, d'aprés ce qui précéde.
(?) 1l suffit pour cela que chacun soit sous-groupe du précédent.
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sont les mémes, & Uordre prés, que les nombres

(27) '," :s;’-’ :Z," e

La démonstration est identique & celle du lemme If; il suffira d'ajou-
ter aux raisonnements déja faits les remarques suivantes :

SiV,> V,V, contenu dans U est facteur de U, d'ott V, = U.

Parmi les groupes (7), chacun est facteur des précédents : cn
effet, ici V> 1, puisque V contient Y3 'V est facteur de E, par suite
les groupes () sonl facteurs de E, et chacun cst alors facteur du pre-
cédent (1),

De méme T, est facteur de S, ainsi que U,.

Snfin d’aprés le lemme HI, dans la suite analogue & (10), R, S, < T,
S, U, 8, =35, < Vsont maxima parmi les facteurs de F et du pré-
cédent échangeables & £y, Z,, ..., quand ils ne coincident pas avee ce
precédent,

Il en est de méme pour S, T,,U,, V. A, doit étre suppost lacteur
de T, et de E (méme démonstration).

Tutorime II. — Soient

(28) E, R, S, T, U, V, .., X, Y, 1,
(29) E, R, S, T, U, V, ... X, Y, 1,

dewr suiles de groupes tels que dans chagque suite chacun soit com-
pris dans le précédent, le premier et le dernier groupe > de
chaque suile coincidant. Supposons que ces dewz suites soient lelles
que chacun de leurs groupes soit maximum dans le précédent

parmi les facteurs de Eet de ce précédent échangeables i lous ceus
de Uautre suite.

Les nombres
( 3()) ” I Ry

(") Bull. Soc. Math. (loc. cit., prop. 2).

Journ. de Math. (3¢ séric), tome VII. — Fasc. I, lgt;)l. /l
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sont les mémes, a Pordre prés, que les nombres

¢ r 3
("}I) =y e T

La démonstration est identigue i celle dn théoréme 1, it condition de
remplacer quand il y alieu le mot sous-groupe parle mot facteur, et
de sappayer sor les lemmes TH et TV,

Il nous paralt utile et intéressant de donner des exemples de suites
analogues 4 celles des théorémes T et H,

" Cas du théoréme [, — Considérons le groupe cing fois transi-
uf R, de degré 12 de Mathicu. On pourra former la snite

(32) Ay A Ay Ay, Ay A, By

des groupes symétriques de degré 12, 171, 10,9, 8,7 et du groupe al-
terné de degré 5 2 R, est échangeable i chacun de ces groupes. A, est
le dernier des groupes (32) qui contienne Ry, et 1le premier qui y
soit eontenu. Prenons les groupes communs C,, G, C,, Gy, C;, D,
AR, et A AL AL A AL By lasoite

(33) Aws Rc Pt Bn Rla (:cn Clm Cen st C‘l:'

est telle que chacun de ses groupes est contenu dans le précédent et
maximum parmi les sous-groupes du précédent échangeables i tous
les groupes (32). Les suites (13) et (14) deviennenl ici, puisque
Pordre de R, est 12.11.10.9.8 ¢

12! 1 11! ' 10! o
—_— =92 —_— s —_—
TR ! 1o} ! ! !

1 | - !
9 !
8‘:9’ _—_R. _./_.::9’ i,
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] [
= 020) e,
o 12.95.50.9.8 -7

12.10.10.9.8
g zz R, 10, 10, G, 8,
11.10.9.8 1 115 1959

1y unse: maniére plus générale, tout groupe an moins deux fois transi-
tif R, de degré . donnera lieu @ la formation de deux suites analogues.
Supposons, par exemple, que R, soit contenu dans le groupe alterné BB,
el ne soil pas trois fois transitif (*). Soient S,, T, les sous-groupes
des substitutions de R, qui laissent une ou deux mésmes Jettres immo-
biles, de degré 12 — 1 et n — 2 2 on formera la suite

. g
( 5‘) Am "\u«u "\u -29 B,, 29 l X

Prenons les groupes communs

Ay, Ay Nuezy B 225 Ja suite
(3;) Aln BI« s "‘ P I;u—-:’ “H SH ,rl

correspondra i ( 34) par application du lemme 11 si T, estmaximum ()
dans B,,_, parmiles sous-groupes de B, _, échangeables i I3, et alors R,
sera maximum dans B3,

De méme supposons R, masimum dans B, et partons de la
suite (33). Prenous les groupes commun’

, . e
l’/tvn Ny ll

(') On sait que P'on a Wujours des groupes de ce genre quand re:.2p 41
(p premier).

(?) SiVon a un groupe R’ deux fois transitif de degré 1 ne contenant pas le
groupe alterné, et si 'on ne peut trouver dans A, un groupe Ky deux fois tran-
sitif tel que Ty remplisse ces conditions, R’ est contenu dans un sous-groupe trois
fois transitif de B, sur lequel on pourra opérer de méme. Vexistence connue

d’une limite de transitivité montre donc qu'on poursa toujours former des suites
analogues 4 (34) et (35).
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A A, et B, RS, T,; on pourra faire correspondre a (35) par
application du lesmme I la suite

(36) Am A/I--H ”a--u SH Tl'
29 Cus du théoréme 1. — Considérons la suite

(‘57) Ay, Py Py Py,

oit A, est le groupe symétrique de onze lettres, P, un groupe deux fois
tansitif de degré 11 et de classe 10, d’ordre 11. 10, P, le groupe tran-
atif d’ordre 11. 5 formé des substiluti aires de P,, P, le sous-
sitif d’ordre 11. 5 formé des substilutions paires de P,, P le sous
groupe de P, et P, dordre et de degré 11, En partant du sous-groupe
alterné B,, de Ay, on forme d’apres le lemme IV la suite

(:)8) Ane BIH l)z’ P:n L.

Remarque 1. — Les théorémes précédents ont une application im-
médiate dans I'élude de abaissement du degré des équations au point
de vue dudegré des diverses réduites d’une équation donnée (*).

Un groupe décomposable donnera toujours naissance a deux suites
au moins anslogues & celles du lemme I et du théoréme L. En effet,
soit 228 < S, un pareil groupe dont § ct S, sont des facteurs. On
pourra toujours former une suite analogue a (1)

£, ..., 9 .. 1
dont 1ous les groupes sont échangeables a8, dés lors une suite

E, ..., S, ..., 1
analogue a (2).

Remarque 11, — On peut considérer les propriétés suivantes, qui
ont sans doute des analogues, comme une extension des suiles de com-
position de M. Jordan. On oblient, par exemple, une propriété de ces
suites en ajoutant dans I'énoncé du lenmell et sa démonstration cette

(1) Voir par exemple Jonvas, 7raité des Subst., ct Voer, Legons sur la réso-
tivn algébrique des équalions, p. 182, th, 111,
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condition supplémentaire que les sous-groupes sont invariants dans le
groupe I ct maxima parmi ceux qui jouissent de cette propriété. Nous
n'insistons pas : des conditions supplémentaires convenables donne-
raient sans doute encore d’autres suiles.

Remarque 1. — Ce qui précéde ne fait pas intervenir, sauf pour
les exemples particuliers que nous venons de donner, la notion de
degré. Les lemmes et théorémes précédents sont donc applicables aussi
bien aux groupes de substitutions qu’aux groupes d’opérations consi-
dirés par divers auteurs, par exemple MM. W. Dyck et Frobenius,
en particulier aux groupes finis considérés par exemple par M. Jordan,
el qui interviennent dans la théoric des équations différentielles li-
néaires dont les intégrales sont algébriques.

Nous allons voir qu'ils s’appliquent aussi aux groupes finis continus
de transformations de Lie, avec des démonstrations identiques, sous la
scule condition de remplacer (') les quotients ;-’{ s+ par des diffé-

renees rr—s,8 — 1, ...,

DEUXIEME NOTE.

SUR LA DECOMPOSITION DES GROLPES FINIS CONTINUS DE TRANSFORMATIONS (’) PE LIE.

Nous nous proposons ici d'étendre aux groupes finis continus de
transformations de Lie, non sculement les propriétés précédentes,
inais encore la plupart des propriétés établies par nous pour les groupes
desubstitutions dans notre Note intitulée (*): Sur les groupes échan-
geables et les groupes décomposables. Nous arriverons, d’ailleurs, a
des résultats plus complets, et nous établirons en particulier ces théo-

(') Comparer Picarn, 7raits d’Analyse, t, 111, p. 508.

(*) Lae, Theorie der Transformationsgruppen, t. 1. 11 et 1.

(") Association frangaise pour lavancement des Sciences, Congrés de
Boulogne, 1899, ev Bull. Soc. Math., 1. XXVIII, p. 1 et suiv.; 1900. Le théo-
réme ci-dessous est déja énoncé dans cetle derniére Note.
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rémes : 1° Tout groupe fini continu de transformations de Lie d
plus d’un paramétre est décomposable en un produit de dews: sous -
groupes, »° Tout groupe, dont les sous-groupes sont 2 & 2 échan-
geables, est intégrable.

Soit

(1)

‘ wy= o (L, Ayt
<
f’

Vw, =0 (x....0,a,...,a,),

un groupe D de transformations & 7 pavamétres essentiels (wesentlich),
qu’on peut définiv également par ses r transformations infinitésimales

‘ —\k/ = zigki(‘l;!? sy ) Pis '
(2) ! ! V(b= ).
( df
Pi= 95

Nous divons que D est décomposable si Pon peut y trouver deux
sous-groupes A ct B, d’ordre > 1 (P'ordre est égal an nombre des pa-
amdtres essentiels), tous deux <D, et tels que toute transformation
de D soit le produit d’une transformation @ de A par une b de B; on
indique celte propri¢ié en éerivant

D=AxB=AB.
D seva ditle produit de A par B A et B sont des facteurs de D.

De méme, si deux groupes A el B soul tels que le groupe dérive D
soit == AB, on dit que A et B sont échangeables (V).

11.

Tusorine 1. — La condition nécessaire et suffisante, pour que
les groupes A et B entre x, ..., x, contenant la transformnation

(') Comparer KiLuie, Math, Ann., t. XXXIV, p. 57, et Carran, Theése de
Doct., p. 52 : leur définition de Ja décomposabilité est diflérente.
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identique (') soient échangreables, est que le groupe D ~( {\, B),
déricé de A et B, n'ait d’autres transformalions infinitésimales
que celles de la forme E- -1, siEetl l::’ sont les formes les plus
générales des transf ormations infinitésimales de A el B.

Je dis que la condition est nécessaire. o

En effet, si ) == A > B, D contient la transformation E + E', qui
est le produit de E par 1. D ne contient pas d'autre lransfornmt!on
infinitesimale; car, st ab est 'une d'elles, @ élant une transformation
finie de A par une b de B également finie, il existe une transformali«;n 2
de B infiniment peu différente de b ct telle que @z = 1; « appartient
a B, ainsi que b qui est de la forme K.

Je dis que la condition est suffisante.

En effet, la transformation infinitésimale Ia plus générale de I est
I£ + E'. Considérons un isomorphe holoédrique régulier (*) Y (ein-
fach transitic) de D : au sous-groupe B de D correspond dans Y un
sous-groupe Y,: it Y, correspond une division de 'espace

¢, == consl., eeee ¢y == const.

(g, 1)y ryordres de D, A, B, (== ¢ —r,) que Y laisse invariable et
telle que Y, soit formé de ensemble des transformations de Y laissant
invariable une multiplicité générale M de cette division (*). Au sous-

(') Nous ne considérerons dans tout ce qui suit que des groupes contenant la
transformation identique.

(%) Lie, Theorie der Trfyrup.. p. fo4 par exemple et p. 378 et suiv.

(*) I ne nous parait pas inutile de donner une émonstration directe de cette
propriété, sans renvoyer 4 'Ouvrage de Lie,

Y est régulier; soicent
(%) ,I'I'.::.;"'_J,-(.x',......7'9;/;,.”,,/){1) (E:0y2,...,p),
les équations de Y. On peut toujours choisir les paramitres de facon que Y, soit
df’:liﬂi enattribuanta by, ..., by, oit {=7--r,, des valeurs déterminées c. ..., cs.
Y élant régulier, () peut étre résolu par rapport & by, ..., by, ce qui donne

(3) T s wy= by, .., = b

Les T premiéres ¢quations définissent une multiplicité Ma ¢ - %= r, degrés
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groupe A d’ordre 7, de 1) correspond dans Y un sous-groupe Y, ayant
en commun avee Y, exactement 7, + 7, — ¢ transformations infinité-
simales indépendantes, puisque les transformations infinitésimales in-

de liberté, quand on donne aux z; les valeurs des coordonnées d’un point quel-
conque i, déterminé de position générale et a by, ..., by les valeurs ¢, ..., c1.
M contient Iy, car la transformation identique est contenue dans Y, el corres-
pond 4 des valeurs des Uy, telles que by=c¢,, ..., br=:cy, broy="g4r, .
by==y et les coordonnées de M, satisfont aux érquations de M

.

(7) ¢, 0y, e ¢y o Cr

Quand on donne aux a7 les valeurs des coordonnées de 1l et a by, ..., by les
valeurs ¢y, ..., ¢, ($) devient

(¢) ¢ =y ceey 7 2z e, ey by, vy = by

(%) représente, si 'on donne & by, ..., b, toutes les valeurs possibles, I'en~
semble des points auxquels T, est substitu¢ par Y,, ou, puisque Y, forme un
groupe, ’ensemble des points que Y, substitue a 11, Ces points, pour la méme
raison, sont permutés exclusivement entre eux par Y,, c’est-a-dire que (¢) est
invariant par Y,. Mais les ensembles de points (4) et (%) coincident; toute
transformation de Y, remplace alors (%) par un systéme équivalent qui donne
encore, entre les .z;, § relations ne contenant aucune constante arbitraire : donc
(7) est invariant par Y,.

Toute transformation de Y non comprise dans Y, ne peut laisser () et () in-
variants, car elle remplace I, par un point que Y, ne substitue pas i lj, c’est-
a-dire non compris dans () et pour lequel w,, ..., wy prennent un systéme de
valeurs Ze¢y, ..., c1

Opérons sur () une transformation (z); on obtient

wi@y. L by b)) (h =1y2,...,8)

Si ces ¢quations dépendent de 4, paramétres arbitraires, indépendants, elles peu-
vent s'écrire
Vil o oz, %) 0
ou
2= Vy, . .= Vi,

Le sous-groupe des transformations de Y laissant 1 multiplicité générale in~
variable est d'ovdre p — v, == r, et v, == 4.

L'ensemble des multiplicités V. (Lag, Theorie der Trfgrup., 1. 1, p. 488, par
exemple) est invariant par Y et forme une division de ’espace zy, ..., z, inva-
riante par Y; deax multiplicilés de cette division n’ont aucun point de position
générale commun, On le vérifierait {acilement.
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dépendantes de D, en nombre ¢, sont toutes de la 'formc l£'+ E.
L’ordre du sous-groupe des transformations de Y:, laissant M immo-
bile est r, + ry — g, €LY, Opére entre les multiplif:l'tés ¢, == const., ...,
¢ == const. les transformations d’un groupe trfmsmf.

Ceci post, soient S, et S, deux transformations de Y remplacal?t M,
par M, M et M, étant deux multiplicités généxzales ¢ .(allge{nem ou
allgemeiner Lage) : 1a transformation S;'S, laisse M immobile et est
de la forme y,, y. ¢lant une transformation de Y., 3 donc

S,: Szy,.

On peut toujours choisir pour S, une transformation de Y, qui est
transitif entre les ¢ : dés lors toute transformation de Y est le produit
d’une teansformation de Y, par une de Y,. Y étant holoédriquement
isomorphc a D et les groupes correspondant aux sous-groupes Y, et
Y, de Y dans D étant A ct B, toute transformation de D est de la
forme ab, « ¢lant une transformation de A, / une de B.

Remarque. ~ On verrait de la méme maniére que la méme condi-
lion est nécessaire et suffisante pour que D = BA. Donc, si D: - AB,
on a en méme temps D == BA, et réciproquement.

On voit en méme temps quel'ordre gde D est 7, =+ 7, — m, m ctant
l'ordre 7, + r, — p du groupe commun & A et B.

Réciproquement, supposons (ue le groupe D dérivé de A et B soit
d’ordre 7+ ry — m, m étant Pordre du groupe commun & A et B:
toutes les transformations infinitésimales de D sont de la forme I + I,
car on pourra loujours sapposer (ue parmi les transformations de
base de I on ait pris m transformations infinitésimales indépendantes
du groupe commun, etl'on a r{+ 7, — m transformations infinitési-
males indépendantes de la forme 1541 Donc A et B sont échan-
geables; d’od :

Tukonime 11. - La condition nécessaire el suffisante, pour que
les deux groupes A et B a r, et v, parameétres solent échangeables,
est que le groupe D dérivéde A et B soit ¢ r\+ ry — m paramétres,
m élant Uordre du sous-groupe C des transformations communes
aAetB.

Journ. de Math. (3¢ sévie), tome VH.  Fasc. L. 1goy,

e



34 ED. MAILLET.

II1.

Décomposabilité (') des groupes de transformation.

1* Groupes primitifs composcs.

Nous nous appuierons sur le lemme suivant

Lemme. -- Tput sous-groupe incariant K d’un groupe primitif G
est transitif (*).

in effet, soient X,, .... X, les transformations infinitésimales indé-
pendantes de G, X,, ..., X,, les transformations infinitésimales
indépendantes de K.
Si K n’est pas transitif, il a des invariants (*) Q,(x,, ..., 2, )\ ...,
4 X 4 ] J s
Q(«,y...,x,) qui sont les solutions du systéme d’équations différen-
(] 1 ’ ) l
tielles

(3) X,=0, ... Xp=o.

Admettons que €, .... £, soit un sysitme de solutions indépen-
dantes de (3), c’est-i-dire que toute autre solution de (3) est fonction
de Q, ..., £, Les transformations de (¢ étant permutables (*) & K
le transforment en lui-méme ct transforment Q,, .. .. Q, en des solu-
tions de (3), c’est-i-dire en des fonctions de Q, ..., Q,, puisqu’elles
transforment X,, ..., X,, en des fonctions linéaires & coefficients con-
stants de X, . ., X,,. Donc le systéme d’équations

Q, == consl., ey Q, == const.
forme une division de l'espace x,, . ... «x, invariable par le groupe G,

ui n'est pas primitif (*).
q pas |

(') La signification de ce mot ne nous parait pas avoir besoin d’étre expliquce.

(%) Comparer Jorvan, Traité des subst., p. 41.

i3y Law, Theorie der Trfgrup., t. 1, p. 215.

i*) Cest-i-dire que &' kg = k,, & ¢lant une transformation de G, & et &, des
transformations de K, quels que soient g et £, '

(%) Lag, Theorie der Trfgrup., (. 1, p. 220.



GROUPES DE SUBSTITUTIONS ET GHROUPES DE TRANSFORMATIONS, 35

(e lemme établi, supposons que le groupe primitif G contienne un
sous-groupe invariant K «_ G. Soit H le sous-groupe des transforma-
tions de G laissant un point P, de position générale (Punkt von allge-
meiner Lage) (') invariable; (G posséde exactement (*) n transforma-
lions infinitésimales indépendantes d’ordre o, dont aucune fonction
lindaire & cocflicients constants ne laisse P, immobile, et 7-——n
d’ordre > 0, engendrant H ct laissant I, immobile. De méme, K, qui
est transitif, d’aprés le lemme précédent, posséde exactement n trans-
formations infinitésimales indépendantes d’ordre o dontaucune fonction
linéaire ne laisse P, immobile, et m -~ # d’ordre > o laissant P, immo-
bile, si m est Uordre de K. D’aprés le théoréme I, on a

G:=H Pt K.

Done :

Tutonkne. — Tout groupe primitif composé est décomposable.

2 Groupes composés quelconques.

Soient G un pareil groupe, 11 un sous-groupe invariant maximum
de G :
o - .
2. Stl'on peut trouver un sous-groupe invariant I’ de G non con-
tenu dans H, on a

G=HH,

car si N;(F= 1,4, ..., m) sontm transformations infinitésimales inde-
pendantes de 11 supposé dordre m, X, (k- =1, 2, .. .y m’) m' transfor-
mations infinitésimales de ' supposé¢ d'ordre (X: X)), (X;X;).
(X:X}) sontdes fonctions linéaires des X et des X', et toute transforma-
‘l.“)"l lnlllrmlestl/nu!e du i;;r(’)upe dérivé de H et d‘c Il’, qui est G, est de la
orme K 4-17, I et E ¢tant des transformations infinitésimales de I
e e Bl ’ \ R

et 11; en sorte que G = 1 > TI' (théoréme I).

B. Sill st la fois maximum dans G et invariable par les transfor-

(") La, Theorie der Trfgrup., 1. |, p. 203 et 4g8.
() 1hid., p. 203.
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mations de G, on a encore
G=HsH.

H étant un sous-groupe queleondgue de G non contenu dans G, sous-
groupe qui existe ici toujonrs. Ainsi, quand le groupe dérivé de (.
c'est-a-dire le sous-groupe de G formé des crochets (X;Xy) de G,
X,. .... \, étant r teansformations infinitésimales indépendantes de G,
d'ordre r, est d’ordre < 7, on sait (*) que G contient un sous-groupe
invariant d’ordre ' —- 1 qu’on peut prendre pour 3 on prendra pour
le second facteur H' e groupe engendré par une transformation infini-
téstmale de (G non contenue dans L.

Nous avons oblenu ainst des modes de décomposition de cerlains
groupes. Ce nc sont 14 que des cas particuliers : nous allons voir que
tout groupe fini continu de transformations de Lie & plus d'un para-
métre est décomposable,

3" Groupes f/uelcunques.

1. Guovees siveLes, — 1l nous suffica d’¢ludier les diverses caté-
gories de groupes simples connus (* ), en remarquant que, si un groupe
est décomposable, Lous ses isomorphes holoédriques le sont. Nous
conservons ici les notations de M. Cartau.

2. Type A (%), - Le groupe général de ce type a {({ + 2) para-
meétres ¢ il est isomorphe holoédriquement au groupe linéaire homo.
géne spécial de Pespace i £+ 1 dimensions, ou encore (*) au groupe
projectif géncral G de Pespace a £ dimensions. Ce dernier contient (*)
un sous-groupe H i /(4 + 1) paramétres engendré par les transforma-

(') Voir, par exemple, Canras, Thése de Doctorat, p. 1g; Nony et Gie, 1894
ou Lig, Theoric der Trfgrup., 1. 1, p. 261,

(*)y Canras, loc, cit., p. 9.

(2) Ihid., p. 82.

(*) L, Theorie der Trfgrap.. v. 1, p. 538,

(*) Nous adoptons les notations de Lie, ébid., p. 553.



GROUPES DE SUBSTITUTIONS ET GROUPES DE TRANSFORMATIONS. 37

tions infinitésimales
/

~ . \
l’;:wizl-w,,p,, (ik=1,2,....0),
1

g
l,‘/r L .’I,'i/),;-.,

et un sous-groupe " engendré par les transformations infinitésimales
Pi- D'apres le théoréme 11, on a

G=—=H Il

b Type B ('). - - Le groupe général de ce type a (21 -~ 1) para-
métres et est isomorphe holoédriquement au groupe linéaire et homo-
géne G de Uespace & 2/ +- 1 dimensions engendré par les transforma-
lions infinitésimales

(4) Nik= LgpP-i— Lip k= Tlr,~-i_ Ti,—/c

(i#k, ik=o,%1,....%).

On sait que (?)
(Tme) = Ekp,T [ ev'l‘ip.k
. (=0 si s#10 et =181 g ).
d ol

(NaXop) == (T i T 4y Tyl = T, )
=Ty Ty ) = (T Ty = (T Toe) + (i T
= T — ey Ty, —( tcin Thep = et Tooi)
ey Uiy = e Ty + (e, T T
= e (They = Ty i) + e (T — Ty-i) + e pu(Toi =T, y)
+e v,i('l‘u.-ﬁ - rl‘lr,-y.;)’

puiscue, parexemple, .

(1) CarrAN, loc, cit., p. 82-83,
(*) Lae, Theorie der Trfgrup., (. 1, p. 555,
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On en conclut
() ) ( \”, .\.,[_,,) Eey .\.,,g gy X,“' ok \,'., + &, k‘“.

Donnant, dans cette formule, 4 7, k, w, v les valeurs o, v, .. . .

“Ayeoe —= (L 1), on voit que les crochets des transformations Xg.
X.y. s'expriment en fonction linéaire de ces transformations ct for-
ment (*yun groupe H, a2/ -1~ (20— 1)l - 1)y= (2] - - 1) para-
mnélres,

De méme, si nous donnons a i, k, w,vlesvaleurs o, v, .... /-1,
=1, ...y — L, nous oblenons un groupe H, & /(2/ — 1) paramitres.

Adjoignons i I, la transformation X, ,: dans la formule (5) po-
sons ==l k= ~lu,v /. [iona

(Nges \vy.) =y Nt =2 \W eyt Xo~ 5»:.1-\—/.1;.-
avee
. &y -= 0y ot Oy
dod ‘
(-\1,~ 1-\-4;) = 51-,X|u+ E-p.-—l‘\l-:'

On voit que le groupe 1, est invariant par la transformation X,_,
et forme avee H, un groupe {14 [(2{ -- 1) + 1 paramétres.

Ceci posé, considérons les deux groupes 1 ¢t 11, et une des trans-
formations ( 1), X,,. Celle-ci sera contenue dans H si Pon n’a pas p ou
q (gald — 1, ou si I'on a en méme temps pou g égal & —let g oup
égal & [; elle sera contenue dans 1, si Uon w’a pas p ou g égal & [; elle
sera donc toujours contenue dans P'un de ces deux groupes. Alors toute
transformation infinitésimale de (i est la somme d’une transformation
infinitésimale de H et d’une de I, : d’apres le théoréme I, on a

=M1,

v. TypeC(*). — Le groupe général G de ce type a /(2L -~ 1) para-
meétres el est holoédriquement isomorphe au groupe linéaire et homo-

(1) Lae, Theorie der Trfgrup., L. 1, p. 138,
(?) CaRTAN, loc. cit., p. 85. Pour simplificr les raisonncments, nous modifions
un peu les notations de M. Cartan,
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gine de Vespace a 20 dimensions engendré par les transformations
infinitesimales

- X,',z ELliP s Gy ; (l‘, fe =% 1....,% l:’.
= Nz agp (i:4-k),
avee g;== 1 ou — 1 suivant que £ est positif ou négatif,

Co groupe: prisente une tris grande analogie avee celui du type B:
on a

. ar , e g ’ ’
{ '\llr\va! g rl.‘ sauly e, r'z,-y."" M ru. =)

-

. rge g g
gie T, 4T, ) +eae T, [

Y

Al g

g g 4
- f’—iiu( Fis l,,, ) + ey Lo~ !

=g, (24,1 - 3-p,iT'/,-ﬁ )-aueley,T b Sy T-/.-i,'
. P (’ (l. - ll‘

Tyl e gy i i by )

+ ezl 10Ty e, Ty p)

g o ’
3 /,'.,(Z,‘E., ll,-]L” © E4 zl,,T,,v "1) -+ Z..p’[(i/,i“’r/" -y — &8, f.,,-/.)
rge 14

- £ "'.,(i/, g, l;,‘.,vl &gy r’,"_.‘)

-z ".k(iii,/"r," P 3;, Z«,'r.,'. 1,"

O on a

Epyzz0 Sy :/" -, et =1 $1 h=—y:
dans ce dernicr cas,
Done

(NaNy) =24 8,(e,T i-pr e Ty ) +e wits(eTy ., + e, T, )
) ) + it (el +6,Ty )
o - E-lelt(zi'ri«-v‘*‘ &, T, 1)
=~ (408, Xy ey ity Xay+ 22, Xag -+ ey X, ).

Cette égalité a dailleurs liea méme si Fon 2

b= ou v =,
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Ceci posé, donnons dans (6) & i, i, 1, v les valeurs 1, ..., [,
— 1y ... = (L—=1):les crochets des transformations X;, X, s’expri-
mcnl en fonction linéaire de ces transformations et forment un groupe

H,al(sl—1) p'xramclres.

De méme, si nous donnons & £, ky ., v les valeurs Oy Iy ooy l—1,
— 1, .... -1, nous obtenons un groupe H, i I(2{ — r) paramétres.

Adjoignons 4 H, la transformation X, _, : dans la formule (6), po-
sonsi= Ul k= —1lpvt~—I;ona

(\1,_1 X.,i,,) = — (&nt, le,-i" z_,,',a‘,x_,'., + &€ 148y X'lvl‘_*_ Sy, ;epxly),

avee
Z ] == 0, E_[‘., = 0,
d’oi
(,Xl.—l '\vp,’ === (51‘I8-1X1p+ € ou 28 xlv)'

On voit que le groupe 11, est invariant par X, _; et forme avee H,
un groupe H 4 {(2/ — 1) -+ 1 paramétres.
On en conclut encore comme pour le type B que

G=Hx I{g,
en vertn du théoréeme 11,

Type D (*). — Le groupe géncral G de ce type a ll(j),{» 1) pa-
ramétres ct est holoédriquement isomorphe au groupe linéaire cl ho-
mogéne de I'espace 4 2/ dimensions engendré par les transformations
infinil¢simales

Nog= LpPi~ Tipp== Tji— T
itk hk==x1,...,%£1).
Ona
(XauXop)=(Toi—T; 4, Tyes = Ty )

d’oil, comme pour le type B [formule (5)],

(7) ( x/lr va.) = z-iy. “\vli -+ a.—;.t,/. X1‘-/ + gy X(J.l' + 5—v,ixlqu

(') Cauras, loc. cit., p. 85,
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On voit encore que, si I'on donnc & iy ky oy v les valeurs 1, ..., [,
—1, ..., —(l-—1),lcs transformations X X,y forment un groupe H,
i (I —1)(2]—1) parametres.

’ %e m)ér(ne, si l)’g)n donne & i, k, , v les valeurs 1, ..., ({— 1)',
—1,..., — I, les transformations Xy, Xy, forment un groupe H, &
(I — 1) (20 — 1) parameétres.

Adjoignons 4 H, la transformationX,_; : dans la formule (7), po-

sons i=10, k=—1l,u,vE—1l;ona

(Xl.-lx‘lp-) =t 1, X0+ €-p.-lev -+ 5zvxw+' E—vt Xty
avec
= o, € 41= 0,
d’oti

(Xl,—lxvp) = s_“,_,xl., ~+ 8[§x‘u.

H, est donc invariant par X,,_,, qui forme avec H, un groupe H. On
a encore, d'aprés le théoréme II,

G=H><H,.

¢. Type E. — Un groupe G de cc type a r = 78, 133 ou 248 para-
meétres; examinons ces trois cas successivement.

Soit 7 = 78. La structure est-donnéc par les formules (37), p. 9o,
de la These (') de M. Cartan, les crochets non écrits étant tous nuls.
On remarquera que les transformations infinitésimales X;;, Xy, X,
X,,, sont telles que leurs crochets 2 4 2 sont des fonctions linéaires de
ces transformations. Elles engendrent done un groupe H qui a 57 pa-
ramétres. De méme, les transformations X;, X4, X} 4, X4, cngendrent
un'groupe H' & 57 paramétres. Toute transformation infinitésimale de
G ¢tant la somme d’une transformation 'de H et d'une de H’, on a,
d’aprés le théoréme 11,

G=HxH.

Soit 7=133. La structure est donnée par les formules (40), page 91,

de la Thése de M. Cartan. On voit encore que les transformations X,

(*) Voir aussi p. 142 et suiv, pour les trois valeurs de r, »
Journ. de Math. (5¢ série), tome VII. — Fasc. I, igor. M "6
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Xins Xijuy X,,,; engendrent un groupe H 4 g1 paramétres; de méme, les
transformations X, Xy, X4y X, engendrent un groupe H' & g1 pa-
ramétres, et

G=HxH.

Soil 7 = 248. La structure st donncée par les formules (41), page 92,
de la Thése de M. Cartan. Les transformations X, Xy avee £ # o,
Xijnavee i, j, k= o, Xy,; (p, 0 ou 7= o) engendrent un groupe H i
156 paramétres. De méme, les transformations X, X, avee k = o,
X.jx avec I, J, k 5= 0, Xpo: (py 0 0u s = 0) engendrent un groupe H’
4 156 paramctres. On a

G=HxH.

¢. Type F. — Un groupe G de ce type a 52 paramétres. La struc-
ture est donnée par les formules (42), page 92, de la Thése de M. Car-
tan, Les transformations Y,(i =1, 2,3, 4), X;(i £ 4), Xu(i, k5 4),
Xoeys(e, B, %, ¢ 5% 4) engendrent un groupe II & 37 paramétres. De
méme, les transformations Y, (i =1, 2,3, 4), X;(i# — 4),
Xu(iyk # = 4), Xasya(a, B, v, 2 5% — 4) engendrent un groupe H' a
37 paramétres. Toute transformation infinitésimale de GdelaformeX;,
Xt Xagys qui contient l'indice + 4 ou I'indice — 4 est contenue dans
'un de ces deux groupes, car + 4 et — 4 ne peuvent étre i la fois in-
dices d'une méme transformation. On cn conclut, en vertu du théo-
reme 11,

G=HxMW.

n. Type G. — Un groupe G de ce type a 14 paramétres. La struc-
ture est donnée par les formules (43), page 93, de la These de M. Car-
tan. Les transformations X, Xo;y Xioy Xajy Xy Xijs Xiy X (4, Jy K
différents et =1, 2, 3 respectivement dans un ordre quelconque) engen-
drent un groupe H & 8 paramétres. De méme, les transformations X,
Xjos Xows Xjry Xiry Xjiy Xy Xy engendrent un groupe I’ 4 8 para-
métres. On a

G=HxH.

On en conclut :

Tutorime. — Tout groupe simple fini continu de transformations
de Lic qui a plus d’un paramétre est décomposable.
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9. GroupEs COMPOSES QUELCONQUES. — Soit G un groupe composé
quelconque qu'on peut toujours supposer ici régulier, H un sous-
groupe invariant maximum de G. Siu,, ..., u, forment un systétme
d’invariants de H indépendants, G opére entre les multiplicités

u, = const., ceey uU,, = const.

les transformations d'un groupe G, transitif 4 m variables (') iso-
morphe & G. H ¢tant invariant dans G laisse invariable chacune de ces
multiplicités, et G, a m paramétres essentiels, le sous-groupe de G, qui
correspond & II se réduisant 4 la transformalion identique. A tout
sous-groupe K de G & 7 — m + k paramétres contenant H correspond
dans G, un sous-groupe K, 4 & paramétres, ct, réciproquement, 4 tout
sous-groupe K, de G, & & paramétres on peut faire correspondre dans
G un sous-groupe & 77 — m + k paramétres.

G, est simple; en cffet, sinon il contiendrait un sous-groupe L, in-
variant & { paramétres auquel correspondrait dans G un sous-groupe L
ar—m+ I paramétres contenant H. L ne serait pas invariant dans G,
d’apris 'hypothése faite sur H, et serait transformé par G en un autre
groupe L' L, auquel correspondrait dans G, le méme groupe L, :
au groupe (L, L") dérivé de L et de L, et qui a plus de 7» — m +  pa-
ramétres, correspondrait dans G, le groupe L, & { paramétres, ce qni
est impossible.

G, ¢tant simple est décomposable, et I'on peut y trouver deux sous-
groupes I, et @, tels que

Gq = Fg x (I)|.
On en conclut
G=Fx0o,

F et @ étant les sous-groupes de G contenant H et correspondant a I,
et @, respectivement; car, si IV, a J paramétres, ®, ¢ paramétres, on a
m=f+ ¢ — ¢, ¢ ¢tant 'ordre du groupe commun 4 F, et @,. Fel @
ont 7'—m+ f el r — m +-¢ paramétres, ct un groupe d’ordre 7' — m + 8

(') Lig, Theorie der Trfgrup., t. 1, p. 481.
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commun, conlenant H. On a

r—m+f4+r—m+go—(r—m+8)=r;
le groupe dérivé de I et @ coincide avec G ct
G=Fx®,

d’aprés le théoréme 1. Donc :

Tutoneme. — Tout groupe fini continu de transformations de
Lie composé est décomposable, quand il a au moins deux para-
métres.

Finalement, nous en concluons :

Tueoning III. — Tout groupe fini continu de transformations de
Lie, simple ou non, est décomposable ('), quand il a au moins deux
paramétres.

Ce théoréme conduit & étudier les divers modes de décomposition
d’un groupe donné (*). On peut dire & ce sujet :

TutoriMe IV. — Le probléme de la recherche des sous-groupes
transitifs des isomorphes holoédriques et transitifs d’un groupe
donné est compris dans celui de la recherche des décompositions de
ce groupe en un produit de deux sous-groupes, et lui est équivalent
quand ce groupe est simple.

En effet, soient G unisomorphe holoédriquc et transitif d’un groupe
donn¢ Ty K un sous-groupe transitif de G. D’aprés le théoréme II,

(*) Il en résulte notamment la possibilité de former de proche en proche Lous
les groupes de transformations en adjoignant aux groupes déja formés des groupes
qui leur sont échangeables,

(*) Nous n'y insistons pas : ce sujet appelle bien des recherches; une pareille
étude, faite pour tout ou partie des groupes connus, peut faire un sujet de
thése. . : A .
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a G=KxH, I éant le sous-g'roupc dcs' transformations de G
laissant un point de position gc’:rrérale lmrpolnle.

Supposons, en particulier, T f&lmplc + 8oit r = F.>< ®. On peut tou-
jours trouver, en passant par l’mlcrmcdu‘u}'c d’un isomorphe régulier
de T, un isomorphe holoédrique et transitif G'dc T, tcl‘ que l? sous-
groupe des transformations de G laissant un point de position géncrale
immobile soit le sous-groupe de G corrcspondant & @ dansT. Il en
résulle sans peine que le sous-groupe de G correspondant 4 I est tran-
sitif (voir démonstration du théoréme I).

Ainsi, 4 unc décomposition du groupe simple I‘cox:r(‘:spond un sous-
groupe transitif d'un isomorphe holoé¢drique et transitif de T, et réci-
proquement.

IV,

Quelques propriétés des facteurs d'un groupe .

D'abord tous les énoncés donnés dans notre premi¢re Note sap-
pliquent identiquement aux groupes finis continus de transformations
de Lie.

Nous mentionnerons encore les propriéiés suivantes :

1° Si A =B x B ctsi D contient B et est contenu dans A, on a
A=DxD.

B ct B’ sont des facteurs complémentaires de A.

2° SiA=Bx B'=Cx C’, Cétant contenu dansB,onaB=Cx D,
D étant le groupe commun i Bet C'.

3° Réciproquement, si A=BXx C et B=CxD, D éant le
groupe communa Bet C,ona A=CxC.

(*) Nous groupons ici un certain nombre de propriétés dont les énoncés et la
démonstration sont absolument identiques soit dans la théorie des groupes finis
continus de transformations de Lie, soit dans celle des groupes de substitutions,,
4 condition de remplacer pour la premiére les produits et les quotients de
nombres par des sommes et des diflérences respectivement. Ces propriétés ont
¢1é établies par nous pour la deusi¢me théorie soit dans une Note précitée du
Bulletin de la Société Mathématique, soit dans la premiére Note de nolre

Mémoire. Nous ne donnerons donc ici que les énoncés de la Note du Bulletin
de la Société Mathématiyue,
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4° Si A et B sont ¢changeables 4 C, (A, B) est échangeable 4 C.

50 Si A ct B sont échangeables et si C, contenu dans B, est éehan-
geable 4 A, soit D le groupe commun & A et B: D est échangeable
aC.

6° Si A =C x B etsi B contient C et est contenu dans A, on a
B = C x D, D ¢tant le groupe commun 4 Bet B'.

7¢ Réciproquement, si A = B < B, si D est le groupe commun & B
etB,etsiB=CxD,onaA=CxD.

Nous ferons encore ohserver, d’aprés la remarque I de la note I ct
le théoréme I1I ci-dessus, que tout groupe fini continu de transforma-
tions de Lie donnera naissance a deux suites au moins analogues i celles
du lemme II et du théoréme I de Ja note 1.

V.

Autre maniére de présenter certaines des idées précédentes.

Soient G un groupe transitif & n variables x,, ..., z,, et g para-
métres, Hy le groupe des transformations de G qui laissent le
point Iy (x}, ..., «;) de position générale immobile, d’ordre /55 on a

g=n+h,(").

Considérons deux divisions de U'espace «,, ..., Z,, & p et ¢ degrés
de liberté, invariables par G,

(8) P, Q(z)=a, ceny Q. p(&) = o, p,

‘ Q, 0,(z)=a,, ‘ee O,-y(#) = @y,
I’ensemble S des deux systémes d’équations P ct Q forme une

division de I'espace invariable par G, division que nous appellerons la

plus grande division commune (*) 4 P et Q. En d'autres termes,

toute transformation de G remplace I'intersection d'une quelconque P,

(1) Lig, Theorie der Trfgrup., ¢. 1, p. 203 et 217.
(?) Toute division invariable par G et dont les équations ont pour conséquence
les équations P et Q est dite commune a P et Q.
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des surfaces P et d’une quelconque Q, des surfaces Q par l’interseqf-
tion de deux surfaces analogues P, et Q, respectivement. Nous de§1-
gnerons par s le nombre de degrés de liberté de chaque multiplicité

de S.
Ceci posé, considérons celle P, des multiplicités I

(9) R,(z)=1, (z°)=ua], .. Q, ,(x)=1£,_,(2°) = o:::_l,,

qui contient le point II,, et soit (P,) le sous-groupe des transforma-
tions de G laissant P, immobile; (P,) contient H, et est un groupe
A r — n + p paramétres (*).

De méme le sous-groupe (Q,) des transformations de G laissant
invariable la multiplicité Q,,

(9bis) O(z)=0,(x*)=a}, ..., O, 4(x)= O, y(2*) =a,_,,

contient H, et st un groupe i  — 1 + g paramétres.

Le sous-groupe (S, ) des transformations de (s laissant invariable la
multiplicité S, déterminée par (9) et (9 bis) contient H, : je dis qu'il
est form¢ du sous-groupe des transformations communes a4 (P,)
et (Q,).

En effet, toute transformation commune a (P,) et (Q,) laisse (9)
ct (9 bis) invariables, et appartient 4 (S,). Réciproquement, toute
transformation générale de (S,) remplace P, par une multiplicité¢ P
pour laquelle Q;(x) a la valeur &/, c’est-a-dire par P,, et appartient
4 (Py); de méme, clle appartient a (Q,), et (S,) est bien le groupe
des Lransformations communes a (P,) et (Q,). (S,) a 7 — n + s para-
métres, Done:

Lenve. — Le sous-groupe (8,) des transformations de G qui
laissent incariable une multiplicité S,, contenant un point 11, de
position géncrale, de la plus grande division commune S ¢ deux
divisions P et Q de Uespace z,, ..., x, invariables par G est le
sous-groupe commun aux deux sous-groupes (P,) et (Q,) des
transformations de G qui laissent invariables respectivement les

(') L, loc. cit., p. 478-479.



48 ED. MAILLET,

multiplicités P, et Q, de P ¢t Q contenant le point11,. S a s degrés
de liberté i (S,) cst d’ordre r— n + s.

Cherchons maintenant a quelles conditions il existera une division T
de Vespace x, ..., x,

('0) 0,= pu ceey 0, .= {’n—n

invariable par G, ct telle que les relations (10) équivalent & 2 — ¢ des
relations (9) et & n — ¢ des relations (g bis). Si (10) existe, et si I'on
choisit ¢ minimum, c’est-a-dire de facon qu’il n’y ait aucune divi-
sion U contenant P, Q et (10) autre que (10), on aura

n—sSn—p+n—qg—(n—1t),

et p+ q — 1535 (10) sera dite multiple de ces deux divisions P et Q.

Prenons les transformations de (P,), ¢t opérons-les sur Q,; elles
remplacent Q, par =F~* multiplicités Q dont I'cnsemble scra désigné
par Z,.

Soit w une transformation de G transformant P, en P, et Q, en Q,;
en opérant les transformations de (P,) sur Q, comme celles de (P,)
sur Q,, on obtient un ensemble X, de =~¢ multiplicités Q, ete.
(P,) estle transformé de (P,) par p.

L'ensemble X,, X,, ... ainsi obtenu forme-t-il une division de 1'es-
pace invariable par (;?

D’abord toute transformation de G remplace Z; par ;.

En effet, soit 0, une transformation de (P,); u transforme Pyen P,
et Qg en Q5 0, transforme (), en Q, appartenant a Z,. On a

Q,0,= Q.

[}

Q.p=Q,,
Qi 0y = Qu o = Q5

si 0,= u 'Oy, la transformee O, de ), par ., appartenant & (P,),
change Q,, appartenant 4 X,, en la transformée Q, u de ), appar-
tenant & Z,, par w. Donc Z, est I'ensemble transformé de £, par p.
De méme toute autre transformation de G remplace £, par un des
ensembles ;.
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Alors, soit une transformation ¢, de G :-clle remplace .2:, par A;: si
w, remplace I, par L, ¢ ¢, remplace Z, par A;, qui est un des
ensembles X, ) . ;

Ceci posé, si Zy, Ey, ... est une division invariable par G, par défi-
nition cet cnsemble sera formé de multiplicités permutées exelusi-
vement entre elles par les transformations de G, et telles qu’un point
de position générale ne peut appartenir & deux d’entre clles. X,, par
exemple, scra alors une multiplicité que toute transformation 0,
de (I’,) remplace par une Z, des multiplicités Z,, Z,, ... contenant la
multiplicité O, que 0, substitue & Q, : Q, appartient 4 Z, et contient
nn point de position générale, c’est-a-dire que X, et £, ont un point
de position générale commun, ct E,=2ZX,. Unc transformation W
de (Q,) laisse (Q, invariable, et, par suite, aussi Z,. Donc le groupe
[(Py)y (Qp)) dérivé de (P) et (Q,) laisse Z, invariable et appartient
aG. Soient 7 = r — m I'ordre du sous-groupe Z de G laissant X, inva-
riable, 7, I'ordre de [(P,), (Q,)]. La division Z,, Z,, ... possédant
p + q —s degrés de liberté, on a

l=r—m=r—n+p+qg—ss.

D’autre part (P,) et (Q,) ayant en commun exactement les trans-
formations d’un groupe & r — 1 + s paramétres, on a

= AP —nAg— (1 —n+8),
r—n+pH+g—s=7

Done =g =r—n+p+q—s, ct,daprés le théoréme 11, (P,)
et (Q,) sont échangeables.

Réciproquement, supposons (P,) et (Q, ) échangeables, et formons
comme  pricédemment V'ensemble X, £, .... R= [(Pe), (Qo) ]
A1 —n+p-+q—s paramétres exactement. Je dis que X,,Z,, ...
forme une division de V'espace «,, ..., «, invariable par G.

En effet, soit I,(3,...,.%) un point de position générale : en
opérant sur I, les transformations de (Q,) on obtient tous les points
de Qq, car toute transformation de G, qui cst transitif, remplacang I,
par un point de Q, appartient a ((Q,). Toute transformation U de R

Journ. de Math. (5 sévic), tomwe VI, — Fase. 1, 1901. 7
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est le produit d'une transformation de (Q,) par une de (P, ) (Théo-
rime 1) et remplace I, par un point II, appartenant 4 X, : done, tout
point que R substitue a 11, appartient 4 Z,. Inversement, tout pointll,
de I, est tel que toute transformation U, de G substituant I, a 11,
appartient i RR; car ce point appartient & une Q' des multiplicités Q
de X,:il y a une transformation U’ de (P,) remplacant Q, par Q’
et I, U= = U" laisse Q, invariable, cest-i-dire appartient 4 (Q,).
Donc U, = UL, cest-i-dire appartient & R. I, est alors I'ensemble
des points de position générale que I substitue afIl,.

Or R est un sous-groupe de G contenant le sous-groupe de G lais-
sant T, immobile, et I'on sait (*) qu'on peut lui faire correspondre
une division de Uespace dont chaque multiplicité a p + 4 — s degrés
deliberté et invariante par G, une des multiplicités M’ de cette division
qui contien t un point de position générale II' convenablement choisi
étant laissée invariable par R. R permute transitivement avec IT' les
points de position générale contenus dans M’ : II' appartient 4 I'un
des systémes Z,,Z,, ..., et M’ et £ ont en commun tous leurs points
de position générale : ¥’ coincide donc avee M.

Soit T une transformation de i remplacant II' par II, : elle rem-
place £ par ; et M par M. Done £,=M,, et Z,,X,, ... forme bien
une division invariable par G. Donc :

Tukoniwe V. — Etant donné un ygroupe transitif G dans Ues-
pace x,, ..., x, qui laisse invariantes les deux divisions de cet

espace
) o . —_— . .

PoQry . e, =2, ceer Qo p(y5 00 0v ) =ty
QO O(ry..,r,)=a, ooy Opy(nyyeivr,)=a,,,

la condition nécessaire el suffisante pour que Uensemble des mul-
tiplicités géncrales ), permutées acec une d’elles Q, par les
transformations de (P, ), forme une multiplicité d’une division ¢
de Uespace ., ..., =, incariable par G, est que (P,) et (Q,) soient

(*) Comparer Lie, Theorie der Trfgrup., p. 521, el ce Mémoire, deuxiéme
Note, p. 31 et suiv.
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échangeables, (P,) et (Q,) élant formés respective‘mf'n‘t ,cles trans-
formations de G qui laissent invariables les multiplicités P, et Q,
de P et Q contenant un méme pointIl, de position générale. Chaque
multiplicité de la division ® a p+q — s degrés de liberté, rr — n +s
étant Uordre du groupe commun é (P,) et(Q,) (*)-

Lie théoréme V comporte une interprétation géométrique; pour en
faire saisir la portée il suffira de I'indiquer pour I'espace ordinaire :

Cororrame. — Etant donné un groupe G transitif entre les trois
rariables z, y, z qui laisse invariables les deux systémes de courbes

P Qn(wy)’az):aia Qz(w,y75)=1:e
Q O/(xyy,2)=ay, 0,(%, y,3)=a,,

la condition nécessaire et suflisante pour que l’ensemble des
courbes Q permutées avec une d’elles Q,, rencontrant P,, par
les transformations de (P,), ou encore pour que lUensemble des
courbes Q qui rencontrent la courbe P, de P forme une surface
appartenant & un sysiéme simplement infini de surfaces formant
une division de espace invariable par G, est que les groupes (P,)
et (Q,) soient échangeables, (P,) et (Q,) étant formés respec-
ticement des transformations de G qui laissent invariables les
courbes P,y et Q.

Si g, rencontre Py, il en est de méme de toutes les transformées
de Q, par (P,), dont I'ensemble constitue Z,.

Donc chaque surface du systéme en question sera formée de V'en-
semble des courbes Q qui rencontrent une courbe P, ou, inversement,
de Pensemble des courbes P qui rencontrent une courbe Q (?).

(') Nous dirons, par extension, que les deux divisions P et Q sont échan-
geables quand les deux groupes (P,) et (Q,) le sont.

(*) 1 pourrait étre intéressant de former tous les types de groupes transitifs
entre trois variables qui jouissent de la propriété indiquée au corollaire, en
s'appuyant sur le t. [l de la Theorie der Trfgrup. de Lie, P- 141 et suiv. Nous
laissons ce soin & d'autres en nous contentant d'en citer ci-aprés deux exemples,
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Toute surface formée de courbes Q pourra d'ailleurs se définir par

une équation
S(0,,0,) = const.

Mais ici la surface en question étant formée aussi de courbes P, on
aura

(11) f(0,,0,)=%(Q,,Q,) = const.

comme ¢quation du systtme de surfaces.

Les groupes G dont il est question au corollaire ci-dessus sont com-
pris parmi ceux de la troisiéme catégorie de groupes transitifs & Lrois
variables signalée par Lie (*). On voit de suite que, dans (11), f est
une solution commune aux deux équations aux dérivées partielles
dont P et QQ donnent une solution générale.

Ces résultats sont susceptibles de généralisation.

Soient

. . oy — .
(12) @ G a gy 8,) =34, Dumrpey == Punipty ¢

les ¢quations de la division &.
Les fonctions O,, ..., O _;sont indépendantes : prenons-les comme
variables avec ¢ autres variables y,. sy « ..y ¥, ¢ (12) devient

o ’ N J —
‘(i(on "'1()11-'/\:,\ g "'7)’”)— Pive s Ya=tpog s = Pn (pry 90

Pour chaque systéme de valeurs des a,, ..., @,-, 0n a un systéme de
valeurs des B pour lequel ces équations ont lieu quels que soient
Fnegery s Yai car pour toute multiplicité Q on a des valeurs déter-
minées des §; quels que soient ¥,_,.,, ..., y,. Donc quels que soicnt
0, ...,0,, ces équations ne dépendent pas des y, et (12) peut
s'¢erire

. N o . R/
/,l (OH L Ou-q) - ‘jlv ey /,a—(pw] L xﬁu-'(p‘»q—:)'
On verrait de la méme maniére que les 7 sont des fonctions des Q.

Clest la la généralisation de la relation (11).
On peut dire encore :

/

(') Theorie der ?‘);/f_:,n'up.. LN, p.oads.
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Si
o3 ( Y, =o, vy Y,=o,

13) .

! A,-‘—'O, ooy Zq:::()

sont les systémes complets d’¢quations linéaires aux dérivées particlles
qui définissent les divisions P et Q, 7,, ..., %4-(psq- S0t des solutions
indépendantes du systéme complet dérivé de (13)(*).

Cesystéme possede donc au moins n — (p + ¢ — ) solutions indé-
pendantes, c'est-a-dire que le systéme complet dérivé de (13) contient
au plus p + ¢ — s ¢quations indépendantes. Je dis qu'il n'en a pas
moins.,

En effet, sinon, il posséderait n — 7 solutions indépendantes, avee
7,7 p + ¢ — 8. Ces solutions ¢tant de la forme

70000, )=7(2....Q,.,)
pourraient remplacer chacune n — % des équations de chaque sys-
téme (8). L'ensemble des équations (8) équivaudrait &, au plus,
n=p+n—qg—(n—n)=n—(p+q—r1)
équations indépendantes. Mais (8), d’aprés un lemme préeédent, con-

licnt exaclement » — 8 équations indépendantes. Done,

n—-s-n—(p+y—r)
ol
PH+q—si%

ce qqui est contradictoire. Donc,
nN=p+q—s.

Iy a micux : les équations (13) forment déja un systéme complel,
«est-i-dire sont au nombre de p + ¢ — s linéairement indépendantes.
En effet, supposons qu'il y en ait p + w linéairement indépendantes.
Dabord,
Y,: .o, ey Y,=o

(') L, Theorie der Trfgrup., 1. 1, p. 89 et 221.
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le sont. Parmi les équations Z, = o, ..., Z, = o, qui sont linéairement
indépendantes, on en a ¢ — @ exactement, les ¢ — w derniéres, par
exemple, dont les premiers membres sont de la forme

YR R COPPETD W TN A SR TR A

On peut évidemment remplacer ces ¢ — o équations par les ¢ — o
équations de la forme

}\‘ \" -+ . no+ .,\,,‘-p‘ BN S

Lin choisissant convenablement les équations Y, = o (i=1, 2, ..., p),
en en formant au besoin des combinaisons linéaires, on pourra supposer
que ces ¢ — w équations soient

(",l) Y,:'—.(), o Yq,,,,"?(),

leurs premiers membres étant indépendants. Ces ¢ — w équations for-
ment un systéme complet, car le crochet de deux d’entre clles appar-
tient évidemment & la fois aux deux systémes Y,=o0, Z;= o et est
fonction linéairede Y,, ..., Y, .. Désignons par

(15) W,=1, ceor W= Yugeo

une solution générale de ce systéme (14) dépendant des n — ¢ + w con-
stantes arbitraires $,, ... Ypgio:
Q,, par exemple, est solution du premicr systéme (13) et de (14).
Done,
[ Q= ]“‘(‘I“, ceey Wu-—q-m)s
et, de méme,

(16> Q, =F, (‘1’.n°-'71pn-—:,4w)a

P A A R R A IR L I B NI ST AP Y

Qd—p = Fn—p(u"n ceey \l‘.u-q-f-u)-

De méme pour les O,.
Ceci posé, (15) constitue une division de 'espace ', ..., «, inva-
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riable par G en effet, par exemple,
4 q

(X;Y, ) == 2" S'Jva = 2" '//wz-n
] 1

ar les deux svstémes d’équations (13) définissent (') deux divisions
invariables pn‘r G5 (X,Y,) est alors fonction linéaire de Y, . . .,Y‘,,_.,.;
de méme pour Yy, ..., Y, Alors, considérant celle des multipli-
cités (15), T, qui contient II,, il y a un sous-groupe (T,) de G formé
des transformations de G, laissant T, immobile. (T, ) laisse inva-
riables P, et Q, d'aprés (16) et appartient an groupe (S,) commun #
(P et (Qg). (Ty) a r—n+ ¢ — o paramétres et

) o-1 _'..// - (o;/'— n 4+ 8,
d’on

(17) q§—s7 o

Mais alors, parmi les équations (13),onenaurait p+ 02p +q—x
linéairement indépendantos, alors quep—+oZ p+q—s, dapriscequi
precéde, Done

() - (/ -,

Ainsi (13) forme un systéme complet qui définit la division @.

Réciproquement, si (13) forme un systéme complet, il définit évi-
demment une division ® invariable par G, car les crochets (XY) et
(XZ) sont des fonctions linéaires de Y et Z.

Cette division @ contient les deux divisions P et Q ct est la plus
petite division multiple de I et ().

Nous pouvons done dire encore

Tutonine VI — Tout étant Posé comme au théoréme V, si

{ Y, == o, e Y, =0,

(173)
B ’ r
( /,':':(), /;,/ =20

sont les systémes com plets d ‘équations lindaires aur dérivées par-
tielles qui définissent les dowr dicisions el Q invariables par lr

s e

vy L, Theorie der Trfgrap, 1, 1, [IBERTE
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groupe transitif (s, la condition nécessaire ot suffisunte pour qur
Pensemble des équations (13) forme un systéme complet est que
(Py) et () soient échangeables. Ce systéme complet est formé de
P+ q— % équations mdcpendantes sir—n+s estlordre du groupe
commun & (Py) et (Q,).

Vi,

Il convient de donner ici quelrues exemples d’applications des théo-
rémes précédents.
1° Exemple d’application du corollaire du théoréme V. — Parmi
les exemples les plus simples qu’on puisse donner de Papplication de
e corollaire, nous citerons celui du groupe G transitif régulicr de
transformations ¢changeables p,, p., ps, groupe des translations.
Les équations
N=[f(u)+7 (v)+F (w),
(l8) ‘ 'Y::.'/',(.It)-i-?,(!‘)+"-!/,(.(‘-),
L = [f,(u) +3,(v) + $u(w),
ot les fi 2., $: sont des fonctions linéaires, représentent trois familles
de plans engendrés par la translation d'une des droites
\ = [(u), Y = [ (u), 7 = f,(u),
N=gle), Y=g0(v), L=gu(v),
\='1'/(u'), \’="’/‘(tt'), Z:‘."/z(ﬂ‘),

ll

el aussi trois congruences de droites dépendant de deux paramétres
variables ¢, w, ou w, u, ou u,¢ respectivement. Ces familles et ces
congruences constituent des dnvmons de espace invariables par les
transformations de G, au moins en général. Une des droites de la
congruence ¢ = const., & = consl., par exemple, est laissée invariable
par la transformation

\N'= \+’:(/, Y/=Y+’:ll, Z'::Z-,L-f:/'

S ) =ca+ f(u+cu),
Siwy=2ch+ f(u+2u)y,  [(n)=2e 4+ [0+ 30).



GROUPES DE SUBSTITUTIONS ET GROUPES DE TRANSFORMATIONS. 57

Su o
de G & un paramétre. On trouvera, pour la congruence w = consl.,
u = const., un auire sous-groupe & un paramétre en général : le
groupe H dérivé de ces deux sous-groupes est & deux paramétres,
puisque G est formé de transformations échangeables. Sa transforma-
tion générale est de la forme

. ta 8b ic ‘ .
ce quidétermine ;7‘:, s> = en fonction de &, c’est-i-dire un sous-groupe
v 4

X' = X + 2a,, Y'=Y + 3b,, Z =17+ sc,
avec

W)+ g (8)=Bat [ (u+du)+5 (v +30),

So(u) + 5, (0) =3+ fi(u+ su) +9,(v + &),

fa(u) + 52(9) =8¢, + fo(u+ 2u) + 55(v + €0),

ce qui montre bien que la transformation générale de H laisse inva-
riable la famille de plans w = const., puisque

- by

o LT LIZTE)

o, = — GU + =W,

< ol 1%
- -~ > bl
b 2h ~ (7719 N 9C 2 UCy >
o, = =-ou = oV OCyg= 0 — oy,
2T fu + 5 2= 5 U <+ 3o Y

w0 Exemples d’application du théoréme V. — Nous donnerons
des exemples de cas ou les conditions prévues au théoréme sont réa-
lisées, et d’un cas ot clles ne le sont pas.

Soit G un groupe transitif; si ce groupe est formé de transforma-
tions ¢changeables ('), les conditions prévues seront réalisées pour
deux sous-groupes quelconques (P) et (Q) de G.

()rE[?cu‘t encore citer, quand n = 3, le groupe T, ,, T,,, T,,, T,,, T;3,
transitif, & cing paramétres entre les variables x,, x,, 3, quand on pose,
avee Lie, T s = @; py. Ce groupe, cité par cct éminent géometre (?) dans

(') Dans ce cas, G est évidemment régulier, car une transformation qui laisse
un point de position générale immobile doit laisser immobile tout point de po-
sition générale, c'est-a-dire est = 1.

(*) Theorie der Trfgrup., t. 111, p. 117,

Journ. de Math. (5° série), tome VII. — [asc, I, 1901, 8
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sa liste des groupes linéaires homogénes a cing paramétres, st tran-
sitif. Tout point »}, x}, =} pour lequel x,x,2,5 o0 est un point de
position générale ('), les trois transformations T,,, T,,, T,, étant
prises comme linéairement indépendantes. On a

=g ="y p, =2
T,,= LaPs= x"’:z[’z =5 | P

Tzl =Py = :‘;.’:'Tuf

. .l'. I.
et les deux transformations T,,— =2 T,,, T,,— =2 T,, forment un
32 .l'; 229 31 1';

groupe K a deux paramétres laissant le point (x*) invariable (* ). Les
crochets (T, T,,) se réduisent tous a0, =T,,, =T,,, les groupes(P ).
(Q) obtenus en adjoignant a K une quelconque des transformations T, ,.
T,, ont chacun trois paramétres, et le groupe (@ ) dérivé de ces deua
groupes a quatre paramétres. Aux groupes (), (Q), (®) correspon-
dent des courbes et des surfaces auxquelles on peut appliquer le co-
rollaire précédent.

Au contraire, prenons un isomorphe régulier du groupe i trois pa-
ramétres dont la structure est donnée par les formules

(X, X,)=o, (\.X,))=o, (X,\,)=\..

On vérifie sans peine que les conditions nécessaires et suffisantes (*)
pour que cette structure détermine un groupe sont remplics. X, et X,
déterminent deux divisions P et (Q auxquelles ne sappliquent pas le
théoreme V et son corollaire, car le groupe dérivé de X, et X, est le
groupe lui-méme.

Le groupe lin¢aire homogéne T,,, T,,, T,, est un exemple d'un
groupe ayant une pareille structure, car

<T24 TM) = Tz:n (.Tzi Tzz) =0, (Tastz) =0.

(*) Lie, Theorie der Trfgrup., 1. 1, p. 408.
(2) 4., p. 206.
(%) M., p. 150.
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PPour terminer, nous établirons ce théoréme :

Tutonime VII. — Un groupe G dont tous les sous-groupes sont
dewr & deux échangeables est intégrable.

On pourrait essayer de donner unc démonstration directe de ce
théorime en s’appuyant sur les relations entre les coefficients ¢y, qui
déterminent Ja siructure du groupe : nous nous contenterons de nous
appuyer sur ce théoréme di & MM. Engel ct Cartan (') :

La condition nicessaire el suffisante pour qu’un groupe soit inlé-
grable est qu’il ne contienne aucun sous-groupe simple a trois para-
méetdres.,

Nous montrerons que G nc contient aucun sous-groupe simple 4
trois paramétres en déterminant tous les types de groupes 4 Lrois
paramétres que peut contenir (5.

Soient X,, X,, X, trois transformations infinitésimales indépen-
dantes d’un pareil sous-groupe 115 les groupes X,, X,, X, sont échan-
geables deux & deux, et 'ona (*)

‘ (xixa) =c, X, + €22 X,
(szu) = ”'z:mX:z + czaax:n
(XsXy)=¢; X, + L, O

(19)

. On peut toujours supposer (*) X,, X,, X, choisis de fagon que I'on
b iy OU Cyyy =0, €yy, OU Cpy;= 0.

Les cas ol ¢,5,=¢,;,= o0 et Cy23== Cy33 = 0 se raménent |'un i

Pautre si 'on permute X, et X, et il suffit de considérer I'un d’eux.

St €33 =cy3,= 0, 0U si ¢,5, = €55, =0, H renferme (*) un sous-
groupe invariant ct n’est pas simple.

(') Canran, These de Doctorat, P- 103-104. Pour la définition d’un groupe
intégrable, voir, par exemple, cetle Thése, p. 44.

(%) Lae, Theorie der Trfgrup., v. 1, p. 170.

(3) Ld., p. 591,

(%) 1d., p. 261,
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Premier cas: ¢,3,= €3;,=0. — (19) devient

( (X X2) =245, X,.
(20)  (X;X;) = €23, X5,
‘ (szl) = Cyg Xy A Ca03 X

Les identités connues de Jacobi se réduisent ici i

(1) (XXX + [(6X)X, ]+ [(X,X,)X,] =o.
ce qui donne

€122( X X3) + €23, (Xa Xy )+ €54, (X, X)) 425,505 ) = 0,
ou

Xs(Ciaa = 313)Casa+ Cans(Cay Xy + €33 X5) + 240, €. Xy = 0.
ou enfin
(22) Caz3Cay) T= O = Cuy Crgp == Cy43Ca4,.

On sait (') que ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour
que la structure (20) soit celle d’un groupe 4 trois paramétres. On a,

dans ce cas, grice i (22), toutes les structures admissibles. Si ¢,,, = o,
il faut ¢;, = o ou ¢,,, = 0; alors il manque soit X,, soit X,, dans les
seconds membres de (20), et H contient un sous-groupe invariant 4
deux paramétres. Sinon, ¢;,, =0 =r¢,,,, et X, engendre un sous-

groupe invariant de H. Done, dans le premier cas, H est composé.

Autres cas. — Quand ¢,,, = ¢,;, =0, on obtient les structures
en permutant X, ct X, dans les structures précédentes. Quand
Cy92 = Cy32 = 0, OU Cy,, = Cp53 = 0, ON Obtient encore les structures en

appliquant P'identité de Jacobi.

() Lag, Theorie der Trfgrup., . 1, p. 170, et 1. I, p, 295.
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TROISIEME NOTE.

SUR L3 CLASSE DES GROUPES FINIS CONTINUS PRIMITIFS DE TRANSFORMATION DE LIE.

I.

Définitions. — 1l convient, avant toutes choses, que nous [.Jrécisions
un peu les définitions données par Lie d'un groupe transitif et d'un
groupe plusicurs fois transitif (*). N

On peut dire qu’un groupe est transitif quand il permute transiti-
vement tous les points P n’appartenant pas 4 une multiplicité de R,.
1l sera [ fois transitif quand il permettra de remplacer a la fois & des
points P arbitrairement choisis n’appartenant pas & une certaine mul-
tiplicit¢ par & de ces points arbitrairement choisis. Un pareil point
est dit de position générale.

Cette définition équivaut & celle de Lie pour la transitivité simple.
En effet, soient

r

’ N4 s e .
_\k=zl;m(.’L)1)” ,l—-', 2,...,’,

1

les transformalions infinitésimales du groupe : si les déterminants de
edté n du rectangle

(4 z
| LR EXY]
i
iz Z
A= 72 0 3
. e
z A
= cee =

ne sont pas tous nuls identiquement, on voit sans peine qu'il existe
une transformation infinitésimale remplagant un point P de position
généraleux,, ..., z, par tout autre point infiniment voisin z, + &¢,, .. .,

(') Law, Theorie der Trfgrup., t. 1, p. 212 et 631,
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£y + ¢t,. Les sculs points pour lesquels il peut y avoir exception sont
ceux appartenant a la multiplicité obtenuc en égalant & o tous les
déterminants de A.

Au contraire, si tous les d¢terminants de cote n de A sont nals, le
groupe posséde au moins un invariant Q(z,, ..., #,), et les multipli-
cités = const. ¢cn nombre infini sont invariantes par les transforma-
tions du groupe. G n’est pas transitif d’aprés notre définition.

On pourra toutcfois, 4 'occasion, en vue de pouvoir indiquer une
propriété remarquable d'un groupe, introduire dans certains cas unc
définition analogue, mais plus restrictive : on peut dire qu'un groupe
sera k fois complétement transitif quand il permettra de remplacer &
quelconques des points qu’il déplace par & quelconques des mémes
points. '

Nous introduirons encore la distinction suivante: soit G un groupe
transitif; il sera de premiére espéce s'il laisse invariant un certain
nombre de poinls ne formant pas une multiplicité, c’est-4-dire ne
dépendant pas d’un paramétre arbitraire au moins, de deuxiéme espéce
s'il en laisse invariant un nombre infini formant une multiplicité.

Ces nouvelles définitions ont un intérét parce qu'elles permettent
de formuler pour la théorie des groupes de transformations certains
théorémes d’¢noncés semblables & des théor¢mes de la théorie des
subslitutions ('). Ainsi:

Tutonime I. — Quand un groupe G est deux fois complétement
transitif, ou s’il est complétement transitif et si le groupe H des
transfor mations de G laissant un point de position générale de G
immobile est un sous-groupe de G transitif et de premiére espéce,
G est primitif (*).

En cffet, soit H le sous-groupe des transformations de G laissant

(1) Un sous-groupe transitif d’un groupe G complétement transitif qui laisse
invariant un certain nombre des points déplacés par G en permutant transitive-
ment tous les autres sera dit un sous-groupe transitif de deuxiéme espéce (de
premiére espéce) de G, si ces points forment (ne forment pas) une multiplicité.

(2) Comparer, pour les théorémes I & 1V, Jorvan, Journalde Liouville, 1871.
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s 0 o o l‘ >
invariable le point Py (25, 3, -« - .c,,)'dc position générale. l{'pervl?uu,
uansitivement tous les points que G déplace, & part le point P, et
(uelques autres ne formant pas une multiplicité, et est complétement
transitif, . e e 1e s .

Supposons que G ne soit pas primitif: il laisse invariante unc
division

(1) 9(®0 -0y x,) = consl., ..., “nem(Lyy o ey Zy) = cCODSL,

de lespace R,. En particulicr, toule transformation de H remplace la
multiplicité

) = ) 2

S?i ('7"11"',";1:)—?1 ("7.,-'-1"4”),

(2)

o — /D(' 40‘,
' Gam( iy o ooy L) = uem (X5 o0 er iy

par une des multiplicités (1). Mais H laisse P, invariable, en sorte que
cette transformation de H doit remplacer (2) par une multiplicité
contenant P,y ¢’est-a-dire par (2) elle-méme. (2) contient d’ailleurs,
puisque G est complétement transitif, une infinité de points de posi-
tion générale de R,. H devrait permuter exclusivement entre cux (ous
les points de position générale de (2), et ne serait pas transitif et de
premiére espéce.

Tusonine IL. — Si un groupe G est k fois complétement transi-
tif, le sous-groupe K des transformations de G laissant t points
immobiles (¢ L k) est k — t fois complétement transitif.

Tusonine L. — Si un groupe G est k fois transitif, le sous-
groupe K des transformations de G laissant t points de position
générale de G immobile est k — t fois transitif.

Appelons complétement primitif un groupe primitif et compléte-
ment transitif. Nous pourrons encore formuler le théoréme suivant :

Tutorime IV. — Siun groupe G est complétement transitif, et
s'il contient un sous-groupe K complétement primitif de deuxicme
espéce, G est complétement primilif.

En effet, en général, ensemble des points de position générale que



64 £D. MAILLET.

G déplace et que K laisse immobile forme une multiplicité de I'es-
pace It,,.

On peut toujours supposer K maximum parmi les sous-groupes de G
qui jouissent de la méme propriété. Alors toute transformalion g de G
doit laisser K invariant, ce qui est impossible, puisque G est comple-
tement transitif, ou le transformer en un autre groupe K’ tel guc le
groupe dérive de K et K, (K, K’) soit complétement transitif ct ne
laisse qu’un certain nombre de points déplacés par G et ne formant
pas une multiplicit¢ immobile, ce qui est impossible d’aprés le théo-
réme I, & moins que G soit primitif ou 4 moins que (K, K') = G.

Supposons G imprimitif :

(K,K) =G.

Alors la transformation g, de G remplace tous les points P de posi-
tion générale que K laisse invariable formant unc multiplicit¢ E par
des points tous déplaces par K, et E par un ensemble E’ n’ayant aucun
point commun avec E, Opérons de méme sur K’ avec toutes les trans-
formations de G. Les multiplicités E, I, 17, ... forment ainsi un en-
semblc invariant par (3 ¢t constituant unc division del'espace invariable
par . K devrait laisser cette division invariable, ce qui est impossible
puisqu’il est primitif (').

Remarque. — On pourrait peut-étre rendre un peu plus généraux
certains des théorémes précédents @ si cela était nécessaire, on le ferait
par des procédés analogues.

1.

On sait que si G est un groupe fini conlinu transitif, il contient des
transformations infinitésimales d'ordre (*) 1, 2, ..., s, ct non des
transformations infinitésimales d’ordre 25 + 1, s étant un entier fini.
Lie a montré (*) que, si G est primitif, on a

sSan 41,

(") Lsg, Theoric der Trfgrup., t. 1, p. 220,
(*) 1d., p. 6o7 ¢l 190 el suiv.
(%) Id., v, 11, p. 313.
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Sa démonstration établit méme que P'ensemble des transformations
d’ordre s du groupe primitif G forme un sous-groupe R qui ne peut
&tre transitif si s> 2, et forme un sous-groupe invariant du sous-
groupe Q des transformations de (s d’ordre 21 pour un point de posi-
tion générale P,. 1l en résulte (*) que Q ne peut étre primitif si s > 2,
sans quoi, daprés un lemme antéricur (), il faudrait que R fat tran-
sitif, contrairement & ce qui précéde. Done, si nous convenons de dire
avee Lie que le groupe G est de classe s, nous avons le théoréme :

Tutonine [ — Un groupe primitif G, tel que U'ensemble des
(ransformations de Cr laissant un point de position générale immo-
bile forme un groupe primitif, a sa classe <o.

o o ) =

Conorrame. — Si G est trois fois complétement transitif, sa classe
estZa (M),

Tutorine 11, — LUn groupe G, pour lequel les valeurs des para-
metres du sous-groupe des transformations laissant un point de

position générale immobile restent finies, ne peul étre deux fois
(ransiif.

En effet, soient i un groupe deux fois transitif, H le sous-groupe
des transformations de ( laissant invariable un point de position géne-
rale de G, s la classe de G.

\51 (s ¢t H conticnnent des transformations infinitésimales de classe
$72, 014

(3) Xi= E‘Eul)n
avee
/ 14 !
( 1) :.Iri=2(wv'—w~?>(wﬂ— x;:)gk’i‘an+""
2]

1y Nous erovons i
) Nous croyons que Lie ne I'a pas remarqué.

(
(*) Lemme de la deuxiéme Note, p. 34.
(*) D'aprés te théoréme

ILdu § 1. O 4 . T )
Uhéorémos 1ot 1V e Sl § n peut étendre ce corollajre (1

apres les

Journ. de Math. (3° séric), tome VI — Fase. I, 1q01 9
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La transformaltion finie correspondante est de la forme

] ly 3 vy
(’)) oL, =0, 4= 7 Shy o x-’,/‘., +.ee

Llle Jaisse invariable le point ., = «7; considérons le point infini-
ment voisin ) + ) : la transformation donne

] N o b )
L) 4 on) =) 4+ 0) + A\,

A désignantdes termes dont la somme estau moins du deuxiéme ordre
pir rapport 4 475 done

et la transformation () laisse invariable tout point infiniment voisin
du point «*, ct, parmi ces points, il y en a toujours une infinité qui
wapparticnnent pas & une multiplicité déterminée, c'est-d-dire qui
sont de position générale,

Mais on sait que le sous-groupe K des transformations de classe s de
I est invariant dans 1. K laissant invariants d'autres points que le
point i’ n’appartenant pas & ceux que H laisse invariants doit se ré-
duire & la transformation identique, puisque II est transitif. Done il
faut s<r.

Ceci posé, si s =1, le sous-groupe 11 des transformations de (s lais-
sant le point z; invariable, remplace Lout point infiniment voisin de
celui-li par un autre point forcément infiniment voisin, puisque £ reste
fini et, par suite, n'esl pas transitil.

Ces raisonnements supposent sculement Uexactlitude des for-
mules (5) dans le domaine ol varient les coeflicients ().

Soit G un groupe transitif de classe 5. Lie a montré qu’on pouvail

(*) Comme exemple d’un groupe oit les valeurs des paramétres du sous-groupe
des transformations laissant un point de position générale immobile restent
limitées, on peut citer le groupe des transformations réelles de coordonnées dans
le plan, dans l'espace ordinaire ou plus généralement dans I'espace & n dimen-
sions,
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toujours lui faire correspondre un groupe transitif T engendré par les

transformations ,

N
. ri %\
T =py T =Xenep,
I

(=1, 2y 0y 5 J==0,25 000y 1),

et par m, transformations infinitésimales indépendantes du second
ordre, m, du troisiéme ordre, ..., m, du s ordre, dont la forme
géndrale est

n
ik o Lk
I '—'ZJ;/L‘/F‘I
1
(k=2,3,...y%, Ih== 142y 000y ),

ott les £% sont des fonctions homogénes entiéres du i*™ ordre de leurs
arguments, ces transformations étant déduites d’autant de transforma-
tions indépendantes de G par suppression des termes d’ordre supéricur
a Pordre du terme d’ordre minimuu,

Réciproquement, & tout groupe de la forme I' correspond au moins
un groupe transitif de classe s (*).

Cette propriété des groupes I' peut donc donner un intérét particu-
lier au théoréme suivant qui leur est applicable;

Tutoniwe WL — Si un groupe ¥ est simple, et 8'il contient les
transformations p,, p,y .., p,, i est primitif (*).

s cffet, supposons que I ne soit pas primitif : il laisse invariable
une division de 'espace R, :

(0) 1, = const., ey Uy = const.

(: ) I;n:, 'I'{:e{u'ic der Trfgrup., t. 1, p. 606,
(%) Plus généralement : un

 G) Plu groupe transitif ne peut renfermer de groupe régu-
lier formé de transfor

mations échangeables que s'il est primitif ou compos¢ avec
it sous-groupe contenant un sous-groupe de ce groupe régulier. On a un théo-

réme identique dans la théorie des substitutions (J. de Math 5
) . (H . 293 18
Bull, Soc, Math., p. 86; 1896). ( s Pe 293 1899 et
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I’ contenantp,, ..., p, formant un groupe H, cette division est invariante
par H. Mais H est transitif et, par suite, permutc transitivement les
multiplicités de cette division; H contient un sous-groupe d’ordre m
laissant invariable une multiplicit¢ M, générale quelconque de la
division.

Y'ailleurs on sait que tout sous-groupe d’ordre 2 de H est sem-
blable (*) par unc transformation linéaire au sous-groupe p,, ..., p.
Supposons cette transformation cflfectuée. Ce sous-groupe est inva-
riant (*) dans H, et toute transformation T de H le transforme en un
sous-groupe laissant invariable une des multiplicités (6). H étant tran-
sitif, cette derniére peut étre choisic arbitrairement : donce le sous-
groupe py, ..., P, laisse invariable chacune des multiplicités (6).

L’ensemble des transformations de I Jaissant invariable chacune des
multiplicités (6), forme alors un sous-groupe invariant de I' <F,
puisque I est transitif, et I¥ est composé.

11,

I.a d¢termination de la classe s des groupes primitifs de degré n est
un probléme présentant certaines analogics avee le méme probléme
dans la théorie des substitutions entre n lettres. Lie a montré (*),
comme on l'a indiqué ci-dessus, que, comme pour la théorie des
substitutions, la classe s ¢tait limitée en fonction de n.

Les théorémes qui suivent révélent de nouvelles analogies remar-
quables el intimes entre les notions de classe dans les deux théories
des groupes finis continus de transformations ct des groupes de substi-
tutions, et donnent pour la premiére une interprétation géométrique;
nous sommes toutefois obligés de modifier un peu la définition de la
classe donnée par Lie.

On peut déduire, presque i titre de cas particulicr, d’'un théoréme de
Lic ce théoréme :

(') Lie, Theorie der Trfgrup., t. 1, p. 558.
() Ibid., p. 555.
(3) Ibid., p. 387, par exemple.
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, s s
Tusonime . — Le groupe de transformations déricé d’un
groupe régulier (s | &est-a-dire & n variables et n parameétres esscn-
a g ) ’ s _ [ i
tiels (*)) et de son groupe réciproque ou conjoint T est un groupe
primitif & la condition nécessaire el suffisante que G soit szmple.
Liec ne parait pas avoir pensé & énoncer ce théoréme, qui a un
énoncé identique dans la théorie des substitutions (2), et nous ne
croyons pas inulile d’en donner une démonstration directe et simple.
Soicnt

(‘,') Xy, \,, XY X, -
el
(8) Ly 71, ..., Z,

n transformations infinitésimales indépendantes correspondantes des
deux groupes G et T, qui sont holoédriquement isomorphes, et

(‘f)) Zu Z._:, oy Zm (’ﬂ</l)

un sous-groupce M de I,
Les m équations aux dérivées particlles

(10) Z,=o, vy Z,=o0

sont indépendantes, puisque T est régulier, et forment un systeme
complet & m équations, puisque ( L.1;), (i,j<m), appartient a M.

Soient w,, ..., u,_,, n — m solutions indépendantes de (10). Les
deux groupes G et I' étant réciproques,

(XiZ) =0 (bj=1,2,...,n);

en particulier

(XIZJ'):O (i=[’27".'v”;j=’727'“7m)'

(') D'aprés la définition de Lie.
(%) Voir Frarrist, Atti della R, A. dei Lincei (Rendiconti, 19 marzo 1893)

el nos Mémoires ci-aprés: Thése de Doctorat, p, 31; Quart. Journ, of Math.,
P- 119, 1894; et Mém. des Sap, étrangers, t, 33, n° 8, p. 53).
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Donc le systeme complet (10) admet (') toutes les transformations
du groupe (5, c'est-i-dire que

(01)  Xeuy=w4(uy, ..., u,.,) (3=1,2y.00it — ).
(s laisse alors invariante la division de I'espace
f12) u,=consl., U, = const., cees Uy, = cONSL.,

oL, par suite, est imprimitif,

1« sous-groupe M laisse invariante chacune des multiplicités de
cette division ; supposons M invariant dans I': chaque transformation
de T remplace chaque multiplicité de (12), par une multiplicité inva-
riante par M, ¢'est-i-dire par une des multiplicités de (12); (12) est
donc une division de I'espace invariante par T, el aussi par (i, cn
sorte que le groupe dérivé de G et T est imprimitif.

Réciproquenent, admettons que ce groupe dérivé soitimprimitif et
luisse invariante une division ‘

(12) u,=const,. 1, = const,, veey U, _p=const.

de Uespace. Cette division est laissée invariante par G et I'. D'aprés un
théorisme de Lie (%), on sait que le groupe transitif I' renferme an
sous-groupee M formé de Vensemble des transformations de T qui
laissent invariante une U, des multiplicités (12). Il y a une transfor-
mation T du groupe transitif G remplacant U, par une quelconque U,
des multiplicités (12), et transformant M en un groupe laissant U,
immobile et qui coincide avee M: M laisse invariante chacune des
multiplicités (52), par saite est invariant dans I, qui n’est pas simple.

Nous avons indiqué, & propos du théoréme correspondant dans la
théorie des substitutions, une régle permettant de trouver la classe
des groupes primitifs correspondants. 1l est remarquable que P'on
obticnne un énoncé analogue dans la théorie des groupes de transfor-
mations,

(1Y Lsx, Theorie der Trfgrup., p. 143,
2y Theorie der Trfgrup., .4, p. 481,
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Liswe. — La condition nécessaire et suffisante pour que le
groupe dérivd ¥ d’un groupe régulier G et de son conjoint ou
rdviprogue I renferme un groupe & un paramélre, dont le.s'.tl'(fn‘s-'
formations finics laissent invariable un élément de Iﬂltllt]?lt(}lllf
‘/;lam.' a ¢ degrés de liberté et non a t+ 1 passant par un point .dw
position géndrale, est que (s renferme une transformation lnﬁlflll,"-
simale telle que le sous-groupe des transformations de G qui lw
sont échangeables soit d’ordre (.

Iin effet, conservons les notalions précédentes : considérons le
groupe transitif I dérivé de G et T, §'il y a ¢ transformations infinité-
simales indépendantes de G ¢changeables & toutes les transformations
de G, ¢'est-i-dire communes & G et T, I a 222 — ¢ paramétres indépen-
dantg, caronaalors, entre les transformations infinitésimales de G et T,
¢ relations linéaires indépendantes & cocfficients conslants; si G esl
simple, on a e = o. Toule transformation infinitésimale de I est alors
dela forme g, v ou g + v, & et v ¢lant des transformalions infinilési-
males de & et v respectivement. .

Soit g + v une transformation infinitésimale de I¥ laissant un point
Q,(ryy ...y 2,) de posilion générale immobile, c’est-a-dire d’ordre ou
de classe z1. Le sous-groupe & un paramétre g + vy laisse ce point im-
mobile; car, si

n
7 Y ~
N=yg+yv=Yikp,
1

ses tranformations sont

avee (') 5(#") = o.

Admetlons que ¢ soit I'ordre du sous-groupe T des transformations
de (5 ¢changeables & g : T sera engendré par ¢ transformations infini-
Lesimales

' X, X, ..., X

t

(') L, Theorie der Trfgrup., . 1, p- 73 et 18g.
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indépendantes; T contiendra g. Les transformations de T sont échan-
geables a celles des sous-groupes g + v et 4. \”‘, N rcmplaccnt
respeclivement (), par les pomls infiniment voisins (\,, day ey Qo
Ces points sont dislincts; car, si (), et Q, coincidaient, par exemple,
le produit de X| par X[ laisserait invariable Q,, alors que G étant
régulier ne contient aucune transformation £ 1 laissant un point de
position générale invariable (*). Il en résulte de suite que le groupe
g + 7 laisse invariables ces ¢ points et tous ceux de I'élément de mul-
tiplicité plane définie par ces ¢ points et par (*) Q,

Réciproquement, supposons que le groupe g + vy laisse invariables
[+ poims infiniment voisins distincts et de position générale (),,
Qi ...y Q¢ définissant un élément de multiplicité plane & ¢ degrés de

liberté. ()n aura
o ((\)u’ dieeeny Qyy )
i P,P,...0....)
o __((-)07(\)1““3(.)19 oo )
BN L LR LA
g cLy~* étant ici des transformations finies.

11 existe toujours dans (G unc transformation infinitésimale g, rem-
placant Q, par (), par exemple, La transformation g, est de la forme

( (4} 0’ °e ")‘

l“ Y, L]

Q,r,...

» v R ’ao' 5"."" ) of (s . P A g = - 'Y
elle est échangeable & ¢!, en sorte que P, = I’,. Alors g7' ¢g, est de

la forme
(Q” )
) b
p,...

A

(') On le vérifie de suite en remarquant qu’une transformation laissant un
pareil point immobile est échangeable aux transformations du conjoint ou réci-
proque, et se réduit ala transformation identique.

(%) Si t =1, on a un élément de droite; si ¢ =2, un élément de plan; etc.
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o est-i-dire coincide avee g, puisque G ne contient qu’une transforina-
tion remplacant Q, par P,
Il en résulte que les ¢ transformations infinitésimales £, £21 -+ o5 o
remplacant Q, par Q,, Q. ..., (), respectivement, so.nt éehangeables
it g. Wen est de méme alors de toutes les transformations

2Ky -+ ..o+ ey

ol ¢,y ..., ¢ sont des paramétres arbitraires. Les transformations
#1y - oes 2y sont, dailleurs, linéairement indépendantes, puisque les
points Qy, ..., Q déterminent avee QQ, un élément de multiplicité
plane & ¢ degrés de liberté, Donc le groupe des transformations de G
cchangeables & g est d’ordre > £ C. Q. F. D.

Remarque. — Le lemme précédent donne aussi la condition néees-
saire el suffisante pour que le groupe F contienne un groupe 4 un
paramétre dont les transformations finies changent toute multiplicité
passant par (), el tangente en ce point i un ¢lément plan convenable-
ment choisi & ¢ degrés de liberté en une multiplicité jouissant de la
méme propriélé.

Ce qui précede va nous permetire d’indiquer d'une maniére géneé-
rale une limite supéricure de ¢ pour le groupe F, quand G est
simple.

En effet, il suffit d"avoir une limite supéricure approximative : e
sous-groupe de G engendré par les transformations 7., «., ..., g, st
contenu dans un sous-groupe maximum 1l de G d’ordre 7, et G est
holoédriquement isomorphe i un groupe G' de degré 1 — «,, primitif;
d"aprés un théoréme de Lie déja cité, la classe de G est limitée supé-
ricurement en fonction de son degré, par suite aussi le nombre # de
ses parametres, c’est-a-dire que

n—nz3(n),
L2y (n),

¥ ¢lant une fonction qu'il est facile de calculer. On aura évidemment
() < ny ety (n) est fonction croissante de r.

Journ. de Math. (5¢ série), tome VIL — Fasc. 1, 1go1, 10



71 ED. MAILLET.

On arriverail i des résultats plus exacts en s’appuyant sur les tra-
vaux de MM. Killing et Cartan (*). M. Cartan a déterminé Ja struc-
ture de tous les groupes simples ¢ il resterait & trouver pour chaque
structure une limite supérieure de l'ordre des sous-groupes de chacun
de ees groupes (2). Ce probléme n'a pas é1é, ecroyons-nous, compléte-
ment traité par MM, Killing et Cartan (*). Nous n'insisterons done
pas.

Nous nous contenterons d'indiquer ce qu'on obtient quand G est
isomorphe au groupe projectif général. Alors (*) = p(p + 2), cl

GEp(p+1)=n—p=n41—\n+1.

Le lemme précédent est important, parce (u'il permet de trouver
Ja classe du groupe I,

Considérons dune maniire générale un groupe E de transformations
de classe s> 1. K renferme une transformation infinitésimale

n
. N
\= Z’Qil)h
1

laissant le point Q, (2, x5, ..., 2)) de position générale immobile. Si
] . 17 7 l b
X est de classe (ou d'ordre) 1, on a

n
fi= S — )+
1
si X est de classe 22, on a
= \ g,,,,( gy — xy ) (g — wg) +.en.

“E%

Le point Q, de coordonnées 2y + ¢, (v =1, 2, ..., n), est remplace

(vy Voir Caxrax, Thése de Doct.

(7) Cest encore la une recherche qui pourrait faire partie d’une Thése.
(7) CaTAN, loc, cit,, p. $48.

(*) Lig, Theorie der Trfgrup., L. 1, p. 555 et 564.
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par le point .
' » ) [4 r R
x, = ,7,.""—{- Z‘,-i- ¢ ;.,(.L'o -+ C) -+ ) Xz, +...3
Z, ctant infiniment petit, si 'on opére sur ce point une transformalion
finie du groupe X.
Or
.
0%, 'C )
duay, =

n
EI(J/' + Z) = 51 ~+ E‘l
1

Si X est de elasse 1, £,(" + ) scrait, pour au moins unc valeur de
iy delordre de %y, ..., ¢,, quand on suppose que §,, ..., {, nesont lics
par aucune relation lindaire. Toute transformation finie de X remplace
le point .2 + § par un point infiniment voisin différent en général; ce
point ne peut étee laissé immobile par cette transformation que s'il
existe entre les ¢, ..., €, certaines relations linéaires. Par conséquent,
a une transformation @ + vy, de classe 1 de F ne peut correspondre unc
transformation pour laquelle ( = n.

Mais, si X est de classe 2 2, & des quantités prés du deuxiéme ordre
toute transformation finie du groupe X laisse invariable le point Q,
¢’est-i=dive toutl point infiniment voisin de Q,. Appliquant ceci au
groupe I, on en conclut que I ne peut renfermer d’auatres transforma-
tions infinitésimales @ + v d'ovdre 2 2 que celles pour lesquelles ¢ = n,
el g est échangeable i toutes les transformations de G : alors g+ v
appartient & 1 el est de classe o.

Puconicwe U, — Le groupe ¥ déricé d'un groupe régulier G et
de son conjoint ou réciproque T est de classe 1 pour lout point de
position géndrale, quand G T, et o si G =T, Cest-d-dire si G
est forme de substitutions échangeables.

Avant d'aller plus loin, il convient de vérifier ce qui précéde sur un
exemple.

) vy “ - . v . . ' ’ 1 L .

. Prenons le groupe G projectif géncéral 4 un paramétre, qui cst
simple. 1l est engendré par les transformations

(13) g D@
L+ ayx
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Considérons cette transformation S et la transformation T

II, -+ ,)2.7:"
14 byt

]
o=

Nous aurons

o Dy(3 4+ azx) + bylay+ myr) ) +dyr

¥ h —

VA dyr -+ by(ag+ dar)  ~ 1-ajx

On en conclut
l/ b,a
a,‘ fovend .il..i._'_l,
1+ Uza,

by~ byt
(14) | @, = e bt

|

s+ bya
af — 3. ..._~,3_._2 .
4 1+ bya,

Ce sont les transformations du premier groupe des paramétres (')
du groupe projectif général, que nous prendrons pour G.
On obtiendra les transformations du deuxieme groupe des para-

metres de (67 en permutant @ et & dans les formules préccedentes; ce

sonl
, ay 4,
Uy = —————)
14 ayby

.. p ayh 4 ayby
(l‘)) ‘a, = e —
V@ 04
: by+dagh
a = 337,

v 1+ az b,

Nous le prendrons pour T'; les denx gronpes (14) el (15) sonl régu-
liers, et I'un est le conjoint ou réciproque de 'autre,

Formons leurs transformations inlinitésimales : en remarquant que
la transformation identique du premier groupe correspond i

/)‘::I):,:(), [)2::1,

et posant b, = 0,, by =y, b, =1+ w,, ©,, w,, v, ¢tanl infiniment

() Lie, Theorie der Trfgrup., t. 1, p. for.
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petits, on obtient les transformations infinitésimales de G

Lo s Zy==Pot @y, La=a Py Qy]y,
(1h
) fy== Py — & (A, P+ Uy Py + L3Py ).

On vérifie sans peine que ces trois transformations engendrent un
aronpe isomorphe au groupe projectif géné «al & un paramétre.

On obtient les transformations infinitésimales de I' en remarqnant
que (15) se déduit de (14) par la substitution (b, b,) (a,a;) (4, a,);
ee sont done

‘ Y= Uy Py Py Y2 == QyPy Ay Py,

{va=a.p, — ay(a,p,+ asp,+ a,p,).

(17)

On vérifie divectement que les transformations (17) sonl ¢chan-
seables anx transformations (16). Ces six transformations infinitési-
nmlm sont indépendantes et d'ordre o (*); le groupe primitif I' des
transformations (16) et (17) est done de elasse St pour tout point de
position génerale,

On le vérifie sans p(einc; en effet, sinon on pourrait former une
combinaison linéaire i coeflicients constants des transformations g
ety Lipy+ Lapa+ Epy telle que £, %, %, ne conticnnent, pour un
point a}, ay, a de position générale, aucun terme des degrés o el 1
en oy —d, 4y — dyy ay—

On aurait

v \
L= Ay, — !”df +C'¢;<an"a|a3)’

v

2T O Uy Lyl — Oyl Uy O 0y C 8, — Cod,dy,
. y
PR "::(,(‘2"'“1“:;) +oy e ""‘oa;-

Lz % deveaient s’ ler ainsi T 1
Siy S0 3y deveaient sannuler ainsi que leurs dérivées premicres
» . — g .

Gy gy dg POUT @, = a]y a, = &y, a,-= ay, ce qui donne

¢, = (62_/' =, ==y = ’g = 0.

La combinaison lintaire st done impossible,

(') Saul pour les points du parabolotle 4, ~ aja, == o,
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De plus, ici £ = 1. I ne renferme anesn groupe i un paramétre
dont les transformations finies laissent invariable un élément de plan
passant par un point queleonque de position générale,

Nous avons vu tout i Uheare que, si X est d'ordre 22, les transfor-
mations finies du groupe X laissent invariable tout point (Q infiniment
vaisin du poml Q,. aux infiniment petits pres da dvuxlvmo ordre.

Plus gene .llmm,nl, si X est dordre 24, les transformations finies
du groupe X laissent invariable le point Q, aux infiniment petits pres
du vl ordre.

Ceci peut sinterpréter géométriquement; considérons une courbe

(18) Sy == ?c(l)~ veey H==%,(1),

passant par le ]miul (), qui (:nrrcspond al==o0, el prenons dessus un
point infiniment voisin corvespondant & ¢ = {,, On aura, en posant

a4+ = (1),

: y
Ly ot 4
e P LY

”

%0 1) L TR
S‘ 9% ”’+2v AL S S

1
2 — dr, % (}«l-,()lf i3

== _I+V‘/— .i Z.,

I ensemble des ternes de ce développement de degré 2.en 2, ...,
2y estun polvnome entier dont les coefficients contiennent en facteur
les dérivées 2iome de 2, par vapport d iz, ...,y 4. Done, pour o, = i,
veny gty des termes de 50, + 3,5 o0, a0, + ) sont de degré 2,
en 2y, ..., o Alors, Ta transformation finie

’

awLy, = e e "v+ - \ay"{" gy
remplace le point « + ¢, par
P
) =)+ G et () +8) + — X2, (st +0Cy) 4o,

Or, si les termes de %, sont d'ordre ~ 4 en w;— 2!, ceux de X%,
sontd’ordreZ 24 — 1, ceux de X*%, d'ordre 239 -~ 2, ..., c'est-i-dire
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Jordre > g sig, =1 el >7, 510,251, Dis loys
, N .Y —_—
2= () +)=en,

anx infiniment pelits pris dordre 7, + 1, &, ¢lant an polynome homo-
aine de degret v en 5y .00 3,y indépendant de e si g >0, 8ig =1, on
AN EReOre

’ Y ¥ v __ Y 1
J,.;’ — (I"’ - ;.,') = ’),.,.,‘ e TR e b,,-,,,, -—Zﬁ/,?,,‘(./')'
]

of @, ne dépend (1) pas de e et est incaire,

10y Quand 1, =21, &) — (&4 + %,) we peut étre d'ordre supérieur au premier
ique si 5,007 %) Festz on le voit en prenant e suflisamment petit, mais fini, Si

"

)
14 .
S0 ,-—\/,,,,(1,«, —af )., 5,(°+7) - 2‘/;;,.,:,—.- vesy
' 1
et il faut
3
<4
8 lfs) :./ L% = 0,

.

aus infiniment petits pres du deusiéme ordre,
eciproquement, si (18 bixy a liew pour v = 1,2, ..., 4, d'apres les équations

t A
xz =N\ Jz, \w di 9%,
“® gy - 3f{ "9 ,/ co sy
-~ )sy duy, bz’

qui ont licw aus infiniment petits prés du deusiéme ordre, on a
» &4
Sy =0y '\;‘/:—: 2, k29/'~5‘
et s — (- %) est du deosiéme ordre et de la forme
~, R\
}_ Spule) b % (¢)

avee
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Exécutons alors la transformation finie X sur la courbe (18).
Celle-ci est transformée en une courbe passant par le point Q,. Le
point infiniment voisin Q@ ou x4+ () de Q, est transformé en un
point z’ tel que &) — (£) +7Z,) soit du "¢ ordre au moins. Done la
distance des deux points sera au moins du %¥™ ordre, ¢t I'on peut
dire :

St une transformation infinitésimale X est d’ordre 21, pour un
point Qg de position générale, les (ransformations finies du
groupe X changent toute courbe passant par le point Q, en une
courbe ayant en ce point avee la premiére un contact d’ordre v~
au moins.

H reste 4 voir & quelles conditions ce contact scra exactement
dordre 7, — 1. 1l faudra d’abord pour cela que X soit exactement
d’ordrey,. Ce n’est pastout: pour une valeur au moinsdev, z,—(«) +%,)
devra étre de Nordre de 0%, sil'on suppose, par exemple, £,28,2...27,.
[ un des polynomes &,(v == 1, 2, ..., #) au moins devra donc étre de
Fordre de £7. 11 w'en pourra étre autrement que si I'on a simultané-
ment, aux infiniment petits pres d'ordre 4 +1,

(19) G =6, =...= &, = 0.

Ceci ne pourra avoir licu, d’aprés ce qu'on vient de dire, que pour
des valeurs de $y, ., ., €, lices par » relations homogénes; si ces rela-
tions soal ind¢pendantes, clles seront incompatibles; si clles ne sont
pas indépendantes, les équations (19) seront celles d’une multiplicité
ayant avec ses transformées par les transformations finies de X un
contact d’ordre 7. Cette multiplicité, composée de droites passant
par Q,, existera toujours dis qu'une des expressions %, ne renfermera
pas de termes de degre v en z, — &,

Nous en concluons le théoréme suivant :

Tutonime W ('), — La condition nécessaire et suffisante pour

(1) Bien que ce théoréme soit sans doute connu en tout ou en partie, nous
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que: I transformation infinitésimale X f s0it d’Ol'dl:lf %, pour un
point A, de position génirale ext que Leg transformations Jinies f;u
zronpe X changend lonle r:ottt'{m passant par’Q, en une courbe
ayant ovec la premicre e e point un coulaz;tt{ ordre —1. ’

Lo contact e sera d’ordre plus élecé que $i la courbe a en Q,
wn vontaed A’ ordre 20, avee une cortaine multiplicité passant par (),
qui dipend de X f, et qui peul ne pas exister.

Dans b eas o 1, = 1, le contact d’une courbe C passant par Q,, ¢t
de su transformie, en (), seva d'ordre o, Cest-a-dive que les denx
conrbes ne seront pas Langentes en général; mais il sera d’ordre 1 et
clles seront tangentes si la courbe C est tangente en (), & une certaine
multiplicité plane qui peut ne pas exister, L'élément de cette u'nulli-
plicité plane gqui passe en (), peut done ére considéré comme inva-
riant par les transformations finies de X. Nous avons vu un exemple
de cette vemargue i propos du théorime 11 et du lemme précédent.

Co thiéoreme conduit a une interprétation intéressante de la classe
Qo groupe. En ce qui concerne les groupes primitifs, on peut for-
mnber un theoréme de Lie 4 ) ainsi qu'il suit, 4 titre de corollaire du
théogime priciedent :

Coroviame. - Ln groupe fini continu primitif de degré 2 ne con-
Hent ans environs du point de position générale Q, aucune transfor-
mation infinitésimale X telle que les eansformations finies de X
changent toute courbe passant par (Q, en une courbe ayant avec elle
en ce point un contuct d'ordre supéricar a 2n. $'l est de classe s aux
environs de Q,, il contient au moins une transformation infinitési-
miale N telle que les transformations finies de \ changent toute courhe
genévale passant par (), en une courbe ayant avee elle en ce point un
comtact d'ordre 5 - g,

D apries co qui pricede, on pourrait classer les transformations d'un

Favons indiqué: paree qu'il est Ja suite natus
son corollaire,

Yy Theorie der Trfgrup., 1. 011, p. 313,

elle de ce qui précéde et a cause de

Journ. de Math. (5 sévie), some VIS, - Fase, I, 1go1, I
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groupe non seulement en tenant comple de la classe de Lie, mais
encore du nombre ¢ de degrés de liberté de (19). On pourrait appeler
classe géométrique du groupe le symbole (s,9), si ) est le nombre
maximum de degrés de liberté des maltiplicités (19) correspondant
aux transformations de classe s de (5.

Daprés ce qu’on a vu dans le cas du théoréme 11, ce symbole peut
avoir des rapports plus intimes que la classe de Lie avec la classe des
groupes de substitutions ('),

Ce n'est Ja qu’une indication qui pourrait étre utile ultéricurement.

() Plus exactement, si n est le degré d'un groupe de subslitutions, « sa
classe, ce serait avec le nombre 1 — w2 nous n'insistons pas.

Qi



