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Mowvement d’un liquide parfait soumis @ la pesanteur.

Détermination des lignes de courant;

Par M. C. SAUTREAUX.

Introduction. Rappel de quelques résultats. — Nous avons établi,
dans un travail précédent ('), qu'un point de la surface libre d'un
liquide soumis & I'action de la pesanteur a des coordonnées (s, y)
exprimées par les formules suivantes :

22 = S(w),

N T
2y = e e = §7%(w) v,

%’S(_w)—i— K

Dans ces formules, S(w ) désigne une fonction arbitraive de la quantité
b

complexe w = & + i3 g est I'accélération de la pesanteur; enfin K

, . ” ) v ]

désigne une constlante dont la valeur est K - %’- +C=gur,+;V5;

z, désigne l'abscisse du point ot la paroi cesse et ot commence la sur-

] . , e
(1) Annales de Ul nseignement supérieur de Grenoble, t. V1, ne 1,
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face libre, p, la pression, V, la vitesse en ce point, w la densité du
liquide.
Si 'on pose

s=a4+ly el L= =%4 (v zcosh+ isinh),

nous avons ¢galement élabli que T est racine de Véquation fondamen-
tale suivante :

‘:2 — S’(“’): -+ _;*__9‘_",-__ HEN TR

%S(u') +k

Dans le Mémoire auquel nous faisons allusion, nous nous occupions
spécialement de la détermination de la surface libre.

Dans le travail actuel nous nous proposons un but différent : [’élude
des trajectoires que parcourent les moléeunles fluides. Nous allons
faire ceute ¢lude sur un exemple, en donnant i la fonction S(w) une
forme déterminée. Les résultats trouvés dans cet exemple feront com-
prendre la marche géndérale & suivre dans un pareil probleme et mon-
treront que des méthodes relativement faciles conduisent aux con-
clusions cherchces.

1.

Fquations du probléme. — Prenons pour S(a:) la fonction »= 4 2
(=2 constante avbitraire). L'équation fondamentale devient

. i 2
P+ .
‘ {2
e -2y K
2 2

N

Pour simplificr I'écriture supposons que la force constante qui agit
parallélement i O, au licu d’¢tre la pesanteur méme, soit une foree
constanle d'accélération g =16 (au licu de (,8) el supposons que la
constante arbitraire « soit telle que 8 + K = o. 1l reste

)

14 —is Y
\:2_*_0 “5"*"0_..'

=,
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On en tire

prm e

N - - !
2l = ol iy = - “+\/e —

903 == 2.0 A4 l_)[)/ — / — "+ \/,,-.'n — ":F )d“.

d’ol

111,

Champ w d’intégration. — Lapremicre queslion qui se pose main-
tenant est de déterminer, d’une maniére précise, le chemin le long
duquel doit étre prise cetie intégrale. Rendons-nous comple de la

position dans le plan & des points criticques du radlcal\/ e
car le champ de Uintégration en dépend, ainsi que la valeur de I'inté-
grale.

Les zéros du radical sont les racines de Péquation

-3 e
” B

d’ol

el

Onaainsiles points O, A, B, ..., suraxe des § dans le plan - ( fig. 1).
Or, nous considérons une aire s limitée par deux lignes de courant
} = const.; il lui correspond donc dans le plan w une bande limitée -
par deux paralleles & 'axe Og. Pour que ces aires se correspondent
d’une facon uniforme il faul que cetle bande ne renferme aucun point

crilique du radicala son intéricur. Nous prendrons donc successivement
chacune des handes 4o’ CC/, CC’'DD’, DD’EE’ pour domaine de .
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Ce qui nous conduira a trois cas différents. Nous considérerons d'abord
le cas ofi le domaine de w est la bande CC'D D5 puis celui oi ce

Fig. 1.
¥
£ 27 E
D’ 8 0
(W,)
[ A [
(Wy)
Y ™Wol |0 %

domaine est la bande 42" CC'; enfin celui ot ce domaine est DD’ EJ,
Il faudra de plus, pour que la représentation puisse éire conforme,

o . o, ds T
ique, dans le champ de l'intégration, la dérivée T c'est-a-dire Z, ne

puisse devenir nulle. Nous pourrons satisfaire 4 celle condition en
choisissant convenablement la détermination de = de fagcon que, si e
point eritique w = -- =, pour lequel { = o, est dans le champ d'inté-
gration, il soit sculement sur la limite extréme de ce champ et, par
snile, puisse étre considéré comme extérieur.

IV.

Domaine ¢ correspondant & la bande CCDD’. — Rendons-nous
comple des propriéiés du domaine  répondant i la bande CC'DD’ que
nous avons découpée dans le plan w. Cherchons en particulier dansle
plan T la représentation des trajectoires $ = const. comprises dans
cetle bande.

Remarquons a ce sujel que l'on a

dv 0 000 0
ds 7 de de o dy’
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dolt
92 ;9%
: _  dx dv [ ea+ivy]
dv =~ o2\ do\? = e ’
() + ()

en désignant par V la vitesse du point considéré (i, y) dufluide ct par
¢z et ¢, les projections de cette vitesse sur les axes Oz et Oy, Ornous
avons posé § = p¢é”; il vient donc
2¢, ’
f=pcosll =<7 n=psinl=
d'oi

2 ¢
F=v langl) = ?;'-

On voit que si 'on méne une droite du point { = o au point courant{,
I'inverse du rayon vecteur ainsi oblenu sera la moitié de la vitesse V
au point (z, y) répondant 4 ¢, ct ce rayon vecteur sera parallele i la
tangente a la trajectoire au point (i, y). l.’¢tude des courbes du plan§
donnera donc déja de précieuses indications sur les trajectoires véri-
tables du fluide en mouvement.

Etude des courbes . — Pour trouver ces courbes du plan Z, partons
de I'équation fondamnentale

of L= ge5 il vient
.- F2e? g g L A =0, A =1
d'od

g*cos2 + e cos(Y — 0) + he*?cosd = o,
¢*sin 20 — ge9sin (y—0) + Ae*¥siny = o.

Lliminons ¢ pour avoir le faisceau des courbes du plan ¢ répondant
aux diverses trajectoires § = const. Nous tirons de la

sin(20 — &)
'9:— _—
¢ sm(0—2‘,'z)’

o9 B s SN0+ )
% 7 sin(0—2¢)’

Journ. de Math. (5 série), tome VII. — Fasc. H, rgor. 17



130 C. SAUTREAUX.
d’oi I'équation du faisceau

_ 7.8In%(0 — 24)
$in (0 + ) sin(20 — )

oY p—

7=

Nous avons indiqué dans des figures la forme de ces courbes, b prenant

< . . 2%, 1% . g
les valeurs les plus remarquables de =~ it = (fig. » i 6).
Fig. = Fig. 3.

‘fy

ety
(=}
K
’
;
/
/
K
(2
wd
e
Q|

ke, v c/-)

(74

8C

Nous avons marqué en trail fort les seules parties uliles de ces
courbes. On doit supprimer en cffet, comme ne convenant pas a la

Fig. 4.

N N RN SN

MK
3 AT

Nt

NN
N
question, certaines branches des courbes : 1° Car ¢ devant étre réel,
. e p, P sin(0 + )
e® doil &tre posilif; or ¥ =% X A (0=20)
que les parties de ces courbes pour lesquelles I'inégalité

- On ne doit donc prendre

sin(0 + 4)sin(0 — 29)>o0
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est satisfaite. Nous avons couvert de hachures les parties du plan oi
cette inégalilé n’est pas vérifice,

Fig. 5. Fig. 6.

Y
r
O

2¢ Lt P'on doit laisser de coté la courbe qui passe par P'origine
(5 = o devant étre ¢évité).

On voit que c’est la scule branche F'G qui correspond 4 la trajectoire
cherchée. Dansle cas de§ =135° (fig. 3), par exemple, c’est bien évi-
dent; pour les cas limites, tels que § = 120°, ¢ = 240°, on cherchera la
branche utile sur la figure correspondant 4 une valeur de § voisine de
120° ou de 240° ct 'on en conclura, par continuité, les fig. 2 et 6.

Remarquons que les courbes répondanta § =4, et &4 § = 27 —1,
sont symétriques par rapport & I'axe O%. Cette symétrie fait présager
une symétric analogue des trajectoires par rapport 4 I'axe de la
jesanteur.

On saisit ainsi la dé¢formation continuc des trajectoires et grdce ¢
celle continuilé nous pouvons limiter sans embarras le domaine Z, qui
répond a la hande CC’DD’ que nous envisageons dans le plan w.

Passons & la détermination analytique de ce domaine £,

V.

Limites exactes de ce domaine. 1. Premiére limite. — Prenons
la racine ou la détermination
1

2‘C _——e " — e — —
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«qui pour w = —- % ne donne pas § = o, tandis que la seconde racine le
donnerait.

Your Y = 2% on i
Poury=ona

2in 17 YK 2T
¥ . —— —~27— = ry
22;:2:-1-2”):-:!"1"« Ve g P,
Oy
i . I YR 4
B GO N &
23 == o = *,
4 ‘
don

: ,’;,.'._( -?_";,'»'22(_.-7_ 9 1),
(1) 2542in= o8 — isin-p )| —¢ ¢ =3
Le radical sera réel sil'on a
- ) "
e ——=>0 o > ou v <o0.

o=

Nous aurons donc deux cas i distinguer :
Premier cas : 3 < 0. — L'égalité (1) donne alors
O

z _27:( _— ~20 '
frd b - —_— Y — — ——
23 COo8 3 ‘. (4 -7 ’
. 2T ; ) )
2= — -~ — ™% — o — ).
q 3 ( \/ e-

On en déduit
=— umg%13 = langGo",

e =

ce «ui indique «que la portion correspondante de la trajectoire fluide
. ’ I ' .
sera une droite. D'ailleurs, lefacteur — % — \/ e — — estnégalif,

done § et sont positifs; pour 5 = — =, § et » sont infinis. On voit que
ceite portion de limite du domaine § est la portion de droite DFA de

’ 27 . o v
la figure faite pour § = = = 120" cL que nous reproduisons ici assem-

blée avec la figure répondant & § = {‘-3’5 = 240" (fig. 5).
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Deuziéme cas: g > o. — L'égalité (1) se transforme, car le radical
passe du réel a I'imaginaire en s'annulant et en changeant de signe.

Fig. -

!’

9) of L ofp o= s ! -2"‘~
(2) 25+2in= (005—3—-—lSlll-s'-\)(“--lf_--*-l\/ﬁ-C‘ ')q

nf=_— 'fcos3 +sm—5 i T‘,

. 2% 2% ! -
o = ‘?S — S — —_— _/"'2?.
27, €77 i = + ¢o 3\/0_;

On en dédnil

(=t o =l =i

g
7

g = Cot— = — lang 30",

La limite correspondante du domaine { est donc Pare de courbe AG.
Il. Seconde limite. — Des considérations toutes semblables nous

i 4 = '
donneront la limite du domaine ¢ pour ¢ = 2+ Pour abréger, remar-

‘juons qu'on passe de la premiére limite 4 Ll seconde en changeant ¢
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on — 7, car

-2k -I(zf—’—') ’lf
d = =e?,

On aura donc une limite F'A’G” symétrique de la précédente par cap-
port i I'axe O%.

Remarques. — On voit que les courbes FG et 1767, qui limitent en
partie le domaine 5 4 considérer, se coupent en H sur I'axe des 5. Les
trajectoires correspondantes du fluide auront des tangentes paralléles
a O aux points répondant a 11. Ce fait est évidemment général.
Chaque fois que les représentations dans le plan { de deux trajectoires
se couperont en un point I, les trajectoires véritables auront aux
points If, et H;, répondant i 11 sur chacune des lignes de courant, des
tangentes parallles entre clles.

Pour que les deux (rajectoires ne se traversent pas, il faut que, en
chacun des points de I'une quelconque des deux trajectoires, la direc-
tion de la vitesse soil unique; et c’est suffisant, car, s'il en est ainsi, les
deux trajccloires se touchent tout au plus sans se traverser. Il faut
donc que, a chaque valeur de 3, pour 4 =, véponde une seule va-
leur de tangh ou de 0 a = pres. H faut donc que le long de la courbe
dont I'équation est

2 sin? (0 — 24)
sm(o F ) sin(20 —4,)°

ll

)

il y ait une scule valeur de O (a = pris) répondant & chaque point,
¢'est-a-dire que la portion utile de cette courhe n’ait pas I'origine pour
point multiple. C'est ce qui a licu pour la eourbe conservée I'G. Nous
reLrouvons ainsi, par des considérations purement mécaniques, la con-
dition donnée par la représentation conforme, 4 savoir que le point { =
doit étre évité.

Si, dans le mouvement d’un fluide on était amené 4 prendre pour les
courbes & conserver dans le plan § des arcs ayant { = o pour point
multiple, plusieurs trajectoires du fluide viendraient se couper en un
méme point Z répondant 4 {=o0. En ce point Z la vitesse V serait

infinie, car p = - Si ce poinl Z pouvait étre 4 distance finie, on de-

vrait le consxdercr comme un gouffre ou comme une source.
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En général, I'équation fondamentale

. %
Zﬁ_sl(“g)‘;_*,,’.- 1 1

8 S(w)+ K B

2

. J <o . , - o .
n'admet la racine § = o que ]mur%b(w) + K ==, cest-ilive pour

un pole w de S(w) et,’par suite, de §'(w). Hpeut n’y avair de pole de
la fonction S(w) qu'a distance infinie, comme pour S(«w) =+ 2.
Si le pole est 4 distance finie, le point correspondant & ce pile est une
source ou un goufire,

Une seule des déterminations de 7 devient nulle en ce pole de S(w),
la somme §’(w) des racines w’étant pas nulle, mais infinic : la deuxiéme
détermination est infinic et répond & V = o, région stagnante. Ce
point peut, dans cette seconde détermination, répondre & une riégion

.. . . s . qe
finie ou méme infinie du plan z, car module T c’est-a-dire

s, o ers
7 ¢tant le rapport de similitude des plans 5 ct w,

V1.

Domaine 5 correspondant : Premiére trajectoire limite, — Fai-
sons correspondre Vorigine (x = o, y = o) au point w,

(

Nous aurons, pour reprisenter la fonction = le long de la limite C
de la hande CDC'DY, la formule

14 e ——————
. . 2w !
2i =24+ 21y =f (— e —-\/e“‘“ — —'e-w)llﬂ’-
Wy

-

— ,,,4‘=33’_‘).
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1" Sur o, G oy <oy = —3'3, nous aurons doune

L _HT YL 3
- , , T TE i ! /
=24 21y = —_r - 4 — 5% |t
¢ b
v \

ou, en nous aidant de réductions faciles déji indiquées dans le para-
graphie précédent,

3 —_—

.27 ”, a, !
2y = — sin=;’ — eV =\ e — — )il
3, 0 ] 7

représentant la droite
y =z langGo®,

Pour 5 = — =, en quel point de cette droite est le mobile? Les
coordonnées sont

ct prennent la forme % — % poury = — %. On peut éerire ces expres-
sions, par exemple, la premicre

LA
f\/z'"v"—-e?tl":
"

— Aoy - !”q’ —— et - ot et .
A =v¢ I o
Or
- Jo=%% — %l
/et — e¥dy —
fn ‘ (w.:—w—e: ) .
—x = e —— P— ;“ —
per S e ) =— (1 =€), =1
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d'on
’ -
— b = a(e ")y —u==+ %

On a donce, pour ? = -y &=,

Onverra de la méme fagon que y'== — % pour 9 == -- =. Le mobile
apparait donc dans le troisi¢me quadrant; ses vitesses ¢, el v, sont
positives; le mobile s'avance jusqu’a Vorigine sur la droite dont I'équa-
tion est v = xzy3. Celte premiére partie de la trajectoire peut dtre
assimilée & une paroi plane; pour la distinguer, nous dirons que le
reste de Ja trajectoire est la portion libres cherchons-la.

9w

27
2* Surw,Colty> 0, == 5 OUS AuTons

23= 244 2Ly = (ms -—1 - - 7sin —-) / - e /\/»w - ﬂ"‘f) dy,
o, en seservant de réductions déji indiguées plus haut

2% ¥
QA == = COS - /

% S
. .2z I s
el -+ sin 7 / — e F
] 3 Y l
L")

"

. am 2% T
2y = sin-/ [ e Vdy -+ cos - / \/,,_ — ™y,
LA 1]

. . 9w Y ___.:4
2= (¢ ¥-—1)cos~- + sin-,- / / — ey,
ol n

c”

ot

N A i
2y = — (¢ —l)blll-:‘--#(()g__ 0 L - .

Cette portion libre de la trajectoire part du point (o, 0) tangente i I
droite y = x lang6o®, au-dessus de Paxe des 2. (Cest ce quion vérifie
sur la formule

i 2T LI
e-¥sin 55+ cos-?—\/e?-— e~

3

27 2n
— €7 COS o~ -l 5iN ~—\/eF — (" 22

3 3

dy _
de

ov, =

I serait aisé, comme nous l'indiquons brievement dans une Note, 4

Journ, de Math. (5 sévie), tome VIL - Fase, 11, 19m, 18
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fafinde ce travail, de vamener aux quadratures équation entre 2 et y
de cette portion libre de la trajectoire, 4 ¢tant éliminé, Mais ce caleul
n'est pas nécessaire et nous allons chercher divectement, i Iaide des
expressions précedemment Cerites de z et de y en fonction de 4,
forme générale de celte trajectoire.

On a

dr et O L e /' ==y,
'),;‘I;"z—(, "(0-5—:,’-4—51”—3—\:/, — =3¢ f+"—‘\( -,
2 i BT cos AR T V3 L
Tdy T ‘i 3 Toa 2V )

dy
On voit que > oy peut s'annuler pour une valeur de 3, tandis quil ne

L dy
peut en étre de méme d(- = . La valeur de o qui annule = —— c~l acine de
I'équation

d’oti 'on tire

d’on

Celte valeur de ¢ est bien dans le champ que nous parcourons pour

dr
la trajectoire libre. -7~ est toujours positif. On voit done que, lorsque x

croit de o a 4+ =, & croit constannnent dans le méme sens; il eroit
d'ailleurs jusqu’a + . Au point de vue du sens de la variation, on
peut done vemplacer ba variable 5 par., qui varie dans le méme sens, et
['on obtient le Tableau suivant

& tly ,
’ dz’ )
0 V3 0
-+ croit
w o ™ maximum
— déerott
+ % —— —%
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ot @ désigne la valeur de 2 eépondant & 4 = flog 4 et & la valeur cor-
respondante de v, De la on déduit Ia forme générale de la trajectoire
(‘/l:"- ® ).

Fig, 8.

Cherchons I"équation de l'asymptote SR & celte trajectoire. Le coef-
. . dy .
ficient angulaire est la valeur de ;/—y— pour 3 = + =, ce qui donne
B e

2% 3 ‘ Y ’ L .« . -
cot - L'angle ORS est donc de 30”. L’ordonnée it lorigine OS est

- . [ —e~? 1
OS = lim —\ =
7--rx " 5in _';'_' \/ .‘i
J

Dans une Note, & la fin de ce travail, nous ferons le caleul numé-
rique des longucurs et &. Nous Lrouverons

_— B Y/ — - -
w = 0,2388)%, o =0,07371.

Vil

Seconde trajectoire limite, Veine liguide. Pression. — Cherchons
la fonction = le long de la seconde limite DD’ de la bande CC/DIY.

s
Nous partagerons U'intégrale 5 en deux; la premiére répondra i f
. - "y

lelong de 'axe des 4§, la seconde se 'a‘f le long de DI Nous aurons

W

atnsi pour la nouvelle limite

3= + zly
2 (g

"W
= (— . Ve - o) dw +- [ (= e — e —e) dip,
.,

g
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Un caleol que nous indigquerons it fa fin de ee Mémoirve donne
i -
/ ( Y e tf“’} dw —= 1 % 3,98‘.’.
Ty

Il vient done, le long de DIy,

23 == 20 + aly

ou. aprés réduction,

. ‘- 7 ORI
23:==1x 3,082 = (cos"—,— = 1 81N 15—’ [ (P N n?)(’?
‘ R J ‘ ey

(11]]

N . / 2% e . 27 7 . e e
w7 =1X 3,081+ (cos-,,)— —+ 1 sin —,{) [ N dz,
= ‘ * LAY

on voil done que, en laissant pour un instant de ¢oté le terme constant
1.7 3,082, celle expression de 23 ne differe de celle de la premiére

Fig, o,

limite que parce que £ est changé en — 7. On obticndra done une tra-
jeetoire symétrique de la premiére. Pour 2 =: 0, on a

2L, 0, 2Yy = 3,082;

cest le point N ot la partie rectiligne de celle trajectoire se raccorde
avee la partie courbe. Ce point étant ainsi hien déterminé, nous pou-
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vons tracer la tm']cclmrc (qui y passe ct nous obtenons la fig. o.

On a donc une espécee d’ajutage convergent dont I'angle au sommet
vaut 120° : le fluide sort de cet ajutage, éprouve une contraction
maxima en W, puis se dilate; I, est la seetion contractie.

Drailleurs le long de ces trajectoires T et 1V la pression n’est pas
constante. Ce ne sont done pas des surfaces libres au sens élroit que
nous avions atlaché & ce mot dans nos Mémoires précédents; et, en
effet, les équations de la surface libre dans ce fluide sont bien diffé-
rentes de celles de ces trajectoires, ainsi que le montrent les équations
vappelées au début de ce travail. 1 faudrait donc imaginer que cette
veine (luide déhouche dans un autre fluide et que les parties extérieures
a la veine apparticnnent i cet autre fluide. Ce fluide extéricur n’est
pas en équilibre, car la pression le long de T' ni de IV n'est la pression
hydrostatique; il est done animé, par contact avee la veine, d'un mou-
vement qui, par continuité, doit se raccorder (au sens de la vitesse
prés) avee celui de la veine; nous disons au sens de la vitesse prés, cin
la pression ne dépend que du carré de la vitesse; de pareilles discon-
Linuilés de vilesse sont fréquentes dans les courants tranquilles découpes
par des obstacles en deux ou Lrois zones contiguis de vilesses conlraires.

Pression. — Voicile caleul de la pression le long de T'. Pour plus
de géneralite, faisons ce caleul en supposant que I'équation en 7 qui
définit le mouvement du flujde soit

(m)

bid

vz , A/
e+ Temw o FE 0.

. , . 16 TR
Iinsuite nous ferons me = 1. D'ailleurs m = — en réalite,
o

Lelong de la partie libre de la trajecloire I' on a

102 L aan raa VO m N e\ L.
k)=t =77 |Veir§ Vs
d'ot

Vi —e7 el

V, élant la vitesse au point i = 0, ¥ = o3 en ce point la pression esLp,.
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1 fquation de la pression est dailleurs

L Ly o P B2
— ;..\ — g,[ A o -V,
o % o. 2

(u. densité du liguide ). Cetve équation devient done

!{ "’ ll"i —— AT g l—’-". .'_"
v am P 2 2n

16
ou. en remplacant m par i

RN ) ] -
I_?u +oxle®—yy—gr=o0

ou, en divisant par g et remplacant o par sa valeur en fonction de 3,

] / T
] n an
Asavoir 20 = -~ (0%~ o )+ L ) — e r""'//'s,
2 2 ,). y ¢ 7 4
CLl
— Vi S
.p._._ul‘/.“ LD - ((l”!,.. ¢’ Y. ) + .’.{‘... — p"‘f /l"

Py 4lJ, / &

E‘;‘TL =--3(r%—-1) -*-\)/ \/-—~--—r' aly.

On peut encore exprimer p en fonction de . et y, en éliminant 5 : ce
qus donne
— ] ~ . I e
P=V. =g —er?—¢ n) =4 - (l -+ V' ’;)
wy 2 2" .
111

) =~ fly Sy 3 £ 7 ;
I',"/ = " v =L2—(;ﬂ\/_5+y).
et

Pour m =1, ¢'est-a-dire g = 10, ona

L=

85 = 3u + yyi.



MOLVEMENT D'CN LIQUIDE PARFAIT SOUMIS A LA PESANIEUK. 1143

La variation de p le long de la partie libre de la trajectoire T résulte
des caleuls précédents. On a, en effet,

. d, -
Cette formule montre que ;,L’ est posilif constamment lorsque 7 croit

de 0 it 4 =, Cest-d-dire tout le long de la trajectoire libre . Pour
2 =+ %, on a d'ailleurs p = + =. On vérifie ces résultats en remar-

—rv3 . .
quant (ue la droite dreavi P (répondant i p = o) ne coupe
wy

pas la partie libre de la trajectoire T
Le long de la paroi on a

s, s . 16 Y e e A T
HF 02 )= 0" = yi = (07 4+ Ve — 7))

doi

P =P 8 [ Fo—e—

e e m e e — 8 4 (T — 1 ~— Wi 2% /Jf‘,ﬁ 0
; - e il B \ i [ f .
> (l,"f—{-\ ¢ —¢?)! i A

ory, pour £=—2x%, on a V--0, doft p=—=x. Ainsi la pression

diminue de p, i 0 & mesure qu'on s'avance sur la paroi du ¢dté des o
négalifs, puis la pression devient négative et se change en traction ou
succion; mais de ce eoté la rupture n’est pas facile & cause des parois
(jui licnnent les partics assemblées.

VIII.

Mouvement répondant a la bande 5o C.C'. — Etudions de méme le
mouvement du fluide répondant a la bande g3’ CC’ du plan w. Grace
aux considérations précédentes nous pourrons abréger heaucoup les
explicalions de ce nouveau probléme.

1° Pour la limite inférieure nous avons ¥ = o, d'ot

2z e Ve o g
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donne
l, - - . i
A A Ve
7] ”»~
De la sr 2o .
22 e A X % 7
‘,‘/;:_: 0o,

qui représentent 0% et doivent correspondre a une paroi verticale le
long de laquelle la vitesse est paralléle & Ox et négative.
Sig>0,0na

A cette limite de S vépondra une surface libre du domaine de 3, la
pression le long de celte surface étant constante. On en tire

en faisant correspondre le point =0, y =0 i 3 = 0o, Celte surface

Fig. 10.

libre et la paroi sont représentées fig. 1o. L’équalion differentielle de

la surface libre est
dv - (9.1 + l)‘
(//l’, '),,c -+ 1)'

o . qe ]
Poury=+=%,0ona 22=—1,y ==, dol lasymplote = — --
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La pression le long de cette surface libre est donnée par la formule

1 v,
o lve.. g == Poy 8,
:J. ‘4 :L
or
1(%2 uy__ ga2_ V6 1
AP+ 0*)=4¢ =Y i
d ol

V2= (6%
4

etici 2 == e % — 1, d'ol

¢ < By =2 4. 8,

{L+8¢, 8(e ')_:¢+8’

d’ol p = p, tout le long de la partic courbe de cette Lrajecloire.
2¢ Pour la limite supérieure CC’ du domaine de w nous avons

. 2% - . o .
2k a0y = (cos-g- — /sin 7) (— e ¥ fort o),

Pour 3 < o, nous en lirons
27 - ~
2% = COS & | — ¥ e — e I,
. AT v o
27, = - sin o [— ¥ — et |,

qui correspondent & une paroi inclinée 4 Go® sur 'axe O.x; 5 et v, pour

2 < — = sont infinis positifs. L'équation d'une parallele menée & cette
paroi par l'origine des coordonnées est
L ooe o tang °T = tang 6o
&z 3 )
(Cest La puroi déja trouvée pour la Lrajectoive I mais Lransporiée, comme
nous allons voir, parallélement a elle-méme. Pour avoir l'intégrale 23
relalive & cette paroi, il nous faut en effet former la somme suivante

|

’
v

Wy

. d w -m—— -
(= e — \/é—*‘;"-:--¢4“') dw + / (— ™ — yemv — ") diw.
wy

Journ. de Math. (5¢ série), tome VII. -— Fasc, 11, 1ou. 19
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Un caleul que nous indiquerons en Note, 4 la fin de ce travail (voir
Note 1, p. 153), donne

(=¥ eyt o) dw = — 3,45 — i X 1,9918.

On a done, pour un point de celte paroi

wm| . AT .
2= cosy eV — [ Vet —evdy
. +

ar| v, T
2y =—sin-" |7 — —/ Ve — e dy | —1,0918.
) .

Ele se termine done au point 22, = - 3,45, 2y, = — 1,9918.
Pouro>o0,0na

o -

" _ .
2% == — CO8 5 % — §in .—'—\m‘— e,
.o T
2= sin~ e” '—(‘0*"'\""‘ o
il
ou hien
v | I \ >
DE = T — 2 I"’-—-l' 47
S " " \ ?
\’.") ““““““ a7
==Y A \""" .

O voil que 7, est constimmient positif tandis que % change de signe
[} D Lol
A

] 4 cep
en sannulant pour 5 = 3 log‘,—j > o3 positif pour 2 =0, 2 sannule,

devient négalif et est égal i — = pour g = + «. On en déduit

. . 27, ooam ¥ - g
2= —3,4b  +cosz (P7F--1) - sin —3—f Vet — e do,
2y =~ 1,0918 — sin - %(("'—l)—(,OS / ye¥ — e "'°(l"

De la la wajectoive A" représentée fig. 11 qui, avec la courbe A déja
construite, limite le fluide.
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La trajectoire répondant & § = % = Go® est rectiligne et est axe de

symétrie de la veine liquide. On voit que c'est, en définitive, la figure

1ed

correspondant i la bande CC'DD’ aprés rotation de 120° autour du
point O,

Clest ce que faisait prévoir la construction du domaine § répondant
i la bande 5% G, Ce domaine est représenté fig. 12 (trait fort). On

Fig. 12.

8C

Fobtient facilement en assemblant la figure déja construite pour
b =120°cL la figure analogue qui répond & § = o, et en Llenant comple
des signes trouves pour & et lorsque o = == %. Aux points A et A’
répondent les points O et N de la figure précédente, points ol se
leeminent les parois; au point H répondent les points H,, H, ot les
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tangentes sont parali¢les et inclinées & 120° sur l'axe des x; enfin au
. . - ) v ' .

point M, oti la branche AE perce P'axe des §, répond le point M, de la

trajecloire A’, ot la tangente est paralléle a 'axe des y, c’est-d-dire ho-

rizontale; & cause de la symétric générale, H, ¢t I sonl symétriques

par rapporta I'axe de la veine et L, 1T, constitue la section contractée.

ronafltt o vty —= . don V2 PR 's51 )

Lelongde A’ ona4 (5 + )= o= Qo V2 169, La pression le

long de A’ n’est pas constante comme le long de A elle est donnée par
éqquation

L oot 3 [ ATy == 5,6
" ? T Ve A Ve ? 7 m , 0.

Pour 4 = + =, p = -— = la pression & unec certaine distance de N se
change donc en traction.

Wouvement répondant a la bande DIY EE'. — 1l est clair que le
mouvement du fluide répondant i la bande DD'EL s’obtiendra de la
méme maniére et donnera une figure analoguc ol y sera changéen — .

Coefficient de contraction de la veine. — Le coefficient de con-
traction, dans le premier exemple que nouns venons d'éludier, est

Hy T

gl
q

o €T 0,02

Hen est de méme dans les deux autres cas. D'apreés le caleul de la
Note UL (p. 156), ce coeflicient de contraction est indépendant de Fin-
tensité g de la force constante qui agit sur le liquide; dans le cas
de g =2 9,808 on a donc encore ¢ = 0,92; la forme de la veine fluide
reste la méme, quel que soit g'; on doil sculement en multiplier toutes

. . 3, 3 /16
les dimensions par y'm ou \/ -
»
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NOTE 1,

CAICUL DE W ET WE ™,
Nous allons d'abord calculer

7 = ( vm‘_ (,"J?d ot Pi= glog./;,
k]
Posons
d’on

du
y=—logu, dy=-—, >0, donc u<u.

— = / \/ ’d” = /‘"‘V 'v':-_—’é(lu.
I va

Développons y 1 — «® (module « < 1) en série. On a

Il viem

1
. (—-u)y=1—-Cu—...—Cu""—. ..,
(417

on aura donc

(|—~u"‘)"|‘ ; " "'*:;‘ L ;
oy =u =G t— L -G —
, u?
dony
) 3
---[._] M—- 1
‘ l--—u3 3 2 . nw
l‘(u):/( )/lu-_(+ e Uy -
. U“ S 3n- " -
9 2
1
) '
Pour ¢ .. Iog[; log4®, ona
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d’oti
. l .
F(u,)=C— 4D,
en |msuul

—1
+ C, A '+...+(2,, Y

(‘-) 3! 3n— 1
2

I

=

2

On a d’ailleurs

en posant

On aura done
. ity . . . 4 . . . 4
(1) _/,=/ =F(u)=F()=C—fD=C+E=E-4D,
i)

d’on

Nous utiliserons la formule (1) en calculant d’abord D, puis E.
Calcul de D. — Un caleul simple donne pour les cocfficients C,

1 . ! : ] } 5 . 7
(“__;, (,_, :;:-‘, (,3= P ‘..;,-—-2—7" (‘5~2;a
G oo _3x
6= 5T 47 = gir? “4 PYFR ]

on a donce

R
="' +.(.\')T)H><'+L' o e
—(" g L7 2;’426-—-1-*_2?['”.-——@'."- '
\?‘) 2 2 v 2
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ou
D=o2+- 4+ x 24 2+
- 20 234 T a0 T ab g Y

ou

D=2+0,054+0,0015+R =205+ R.

Je dis que l'on a

R <o,00r1.
En effet,
R} = —3’-——4—...( (”['- +
() I { 4/ ‘|"
1'/(3'/——) 3¢ — - .
\ 2
otl
, I 1
e SRt
3y - [
2 (
o
8C
11} Oy,
I-{,/< (‘)',/___l)l‘r,x‘.s

Poar ¢ = 4, on a donc

8C, 8.5 10 i
R<sis o smayms M i <o

10%
comme on le voit en prenant les logarithmes des denx membres, On

a done

D = 2,0d2,
a moins de ), pres.
Calculde E. — Ona

ou
=24 0,2 + 0,022727

+ 0,00735 + 0,00007 -+ ' = 2,230747 + R'.
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Calculons une limite supérieure de R’. On a, ¢n général,
3 I ) ’
R=Ri= I I [Co+ Co+.. .|
ou
2 £} . v .
2_5(" -G —-C,--C—C))s
1
car, si dans le développement de (1 — «*)* nous faisons « = 1. il vient

0=1—-C=Cpmrrce Cy—...,

d'od
C,+Ci+...=1—-C, - C,—~C, - C,.
On a done
, 2 t I 1 [
ou
2x092,34<0018
On a done
E = 2,245,

a moins de <.+ Prés et probablement & moins de —; prés.

Calcul de /.. — On a encore & calculer 4"', cequi donne 1,46 ( par
excés). On a donc enfin
1
4°D = 2,5830,
el
7. = 2,5830 -- 2,24H =0, 438.
7 = 0,338.

Caleul de wet de 5. — Ona

’

20 = (e"% — 1)(-— %) + ‘—;SZ,

| 27 = (™% — l')\~/2§ -- %Z,
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e = ’;-; =0,03,
d'oi
e+ 1=0,37;
on a done
( 20 = 0,47%70,
: 28 = 0,151},
dou
{ » = 0,23885,

® = 0,0557.

PESANTECLR. 133

Coefficient de contraction. — Clest le rapport de la section con-

tractée a P'orifice, c’est-a-dire

i, ON—2w__ 20
ON ~~oN ~'ToNT%
Or (voir Note I1)
ON = ?’—"j§3= 1,901,
d'ou
= 1,991 — 0,151 __ 1,84 = 0,92.
1,991 1,99
NOTE 1I1.

oWs Wy
Carcer ve j (—ev—ye ™ —e") dw, et f (—e
w, w,

A. Calculons d’abord

R
I‘,’,:f Ve ** — evdw.
4

v W
_ ve-zu . cu) dw.

En faisant le changement de variable e = u, il vient

7
7 — ! ' — o /=
[I,_—f \/I—Edu, p=er, qg=e.
.

Journ. de Math. (5 série), tome VII. — Fasc. II, rgor.
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=

f 1— -—,) du = const.
\ u

3 \
2 u—3+ N ad
+u—\——1 - —_— = O —...,
(l )~5+1 30+ :

d’olr
3 .
P q'=3+ =341
—I;'z(ql—”l)“"(%—')I gt
C" =3n4-1 l=3 041
+ g (g = P ) 4
Cela pos¢ :
Ivt= (2 — B)P. — 1° Supposons d’abord p = w, ct g = w,, d'ol
(/—3—.—“*-‘\/3 et p'—:a:_':i\/‘z;.
1l viendra
§_,
— =3 Ty (B—2) +.

car
3—311 =" — ,

o et B étant les racines cubiques imaginaires de I'unité. D’ot

Ip=(a—B)P,
en posant

_ 2 C,
P---l—i--s—_—_—l +...+m—"+....

Calculons une valeur approchée de P. D’aprés les valeurs déja
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calenlées des coeflicients C,y on a

> s 1 11 5o
P=1+G+gs+as+rant R
ol
C; C” P a el . . I
“,—3.5‘-_—-'- + .o 2’—"‘:7+140.((Jé+(J6+O:.+(J”+A¢o)l__;.‘

Or nous savons gue I'on a

0=1—C,—C,—...~C,—...;
d'ol
Co+Ci#ee.+Cy+...=1—C, — C,— C;— Cy3
doi
l{g(:’-'j[l—(l.-—cz-(j,—(l,J ou l—%xo,z;’i!;/.;
don

R,So0,019.
On a done

P =1+ 0,25 + 0,025 + 0,00781 + 0,003

-+ 0,015 environ =1,3.
Ainsi

On en déduit
Y= (a—B)1,3= - iy3x1,3=—1ix2,25.
=11 —a)P. — 2° Supposons cnsuile

qg=w, P =Wy

d’ots
g =ua, p=i.

On aura

3

_-— .
2 2% —1 Gn

+.0

—li=(—n+ 1 3—1 3”._'(0.—1)—{-...,
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car 2% = 1, comme nous I'avons déja remarqué. On a donc

C/z

o= (1= a)P,

“.'—(l—-a)[l+ +

]::: ——-——-—-3 +2“/3 1,3,

B. Ceci posé, on a d’ailleurs

f (_ oW - \/;,-.'u (3" ) dw = ((,—-n )u, ]u:::

or
(e =g — 2, ]:::: (o: — 8)P.
On a donc ) ’ 2

[=@-0 == P =@+ =i\Tx

=1ix 3,982,
On a, de méme,
fw‘(— v \/c-ﬁu’; eu)d‘v — (e-u )n, _ l:::
Or .

d’on

(e*Yo==a—1, I%=(—a)P;

[Vw’=(ot-l)—-(1-—a)P:(a—x)(l’+ )

' 3443 . 0 e .
S —;'\@ X 2,3=—3,40 — i x1,9918.

NOTE 111,

GENERALISATION DES CALcULs DES NoTES [ Et I,

Considérons I'équation

(."3
Ct+el+ ——[‘———:o
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plus générale que celle étudi¢e précédemment et qui s’y réduit pour
m=1. Dailleurs m = ';-? Nous avons déja fait celte généralisation
dans le calcul de la pression (p. 111). Calculons dans la nouvelle hypo-

wy w,
thése les quantilés o, o, f ) f .
w, Wy

Ona

2l =—e%— y’e"“’ — mev,

Les racines du radical sont celles de I'équation e = m, c'est-i-dire
«qu'on tire de la pour ¢=* ou u les racines du cas de m = 1 multipliées

par .

Posons
K
, 3= — 35
eV == c\m, T =j yme? — e~ s,
Pv
Ce radical deviendra .
o, —_—— m du
T= wm'? e dy = — - —ut—
i J - u u

e

On aura donc, dans notre nouvelle hypothése,

sw'z (,.-v,_,,—;»)(__> .\/5 .-_-(’i:".’_(/?n“)(— %>+V;°l
'2@,:—(0'91—0_70)@ ~ =T 2—1/_‘;'(3 %;._3);2)—-;'[,

2 2
w, el &, désignant les nouvelles valeurs de o ct de &. On a bien
.
s 20,== 20 X \m,

] 3
( 200, = 2@ X ym.

w, wy :
Le calcul de f ou de f conduit & des résultats analogues,

Wy Wo
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Dy T m 3 T s 3~
JT= — [ \/u —-;wlu: — / l—;‘-;y’md"='\/m><','f'
'y 2

On voil donc que toules les dimensions de la nouvelle veine liquide
se déduiront de celle étudiée dans ce Mémoire apres multiplication des

. . £ ¥t y 16
dlmcnsmns ]’l(ll’ Vi, ount = —-

I'n particulier, le coefficient de contraction étant un rapport de
deux de ces dimensions sera le méme que pour m = 1. Ce qui justifie
ce «ue nous disons page 148.

NOTE 1v.
Nous avons trouvé pour les équations de la trajectoire I en fonction
du paramétre arbitraire ¢ les équations suivantes

. .9
v 2T ) Py
\ 2g=(€¥—1)cos—r + sin ?f VA — ¢ d,
) )

. i
. b5 27 S w e
’ 2y =—(e'%~ 1)sin -z + cos —3-f Ve = ez,
1 0
Nous avions d’ailleurs

' dr c—? 3 e —
\' o=t =___+\ vt — e

s 2 2
dy V3 1 s
=0 = P I — ¥ — ¢,
’ 21 dy IR 2 Ve
Combinons les équations qui donnent 2.z et 2y de facon & éliminer

X
jo Vi — e dy

entre elles deux. Nous aurons

2%

—_ e~ —
3 C 1

o o
24 COS = — 2/ $in



MOUVEMENT D'UN LIQUIDE PARFAIT SOUMIS A LA PESANTEUR. 1)
ol
c¥=1—u—yy3i=\.
Jliminons e~* entre cette dernitre équation ct les valeurs éerites plus

de , d - o0 e
haut de - = et 2—:: cL divisons ces derni¢res 'une par 'autre pour éli-

dy Xv.’i—\/x—-—\’

Q) dp = T
X+y3 \/Y‘ — N\t

telle est la relation entre z, y, dr, dy.

On peut la ramencr aux quadratures. Pour cela il suffit de prendre X
pour fonction i la place de y.

On en déduit, en effet,

miner dy; il viendra

dX = ~ i — \/3 (l_y
ou
dz -+ dX
dy = :
Y \/5 ;
d’oll, en posant
XV3—\/%— X’
J)= e Y

Xy3+y3 \_/ Py

I'équation différentielle (1) devient

- dr 1
() X = B =V
d’ou
(‘3) —f\/s/(%:'-l —+ const.

On voil ainsi que, par une quadrature, on aura la relation quiliez el y.

- —D Y G-



