JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

CYPARISSOS STEPHANOS
Sur une extension du calcul des substitutions linéaires

Journal de mathématiques pures et appliquées 5¢ série, tome 6 (1900), p. 73-128.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1900_5 6_ 73_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1900_5_6__73_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

SUR UNE EXTENSION DU CALCUL DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES. 73

Sur une extension du calcul des substitutions linéaires :

Par M. Crearissos STEPHANOS. )

La théorie des substitutions linéaires, appliquée a I'étude des formes
bilinéaires et quadratiques, a conduit, par les travaux de Cayley,
Borchardt, Hesse, Laguerre et autres, 4 un calcul symbolique a mul-
tiplication associative, qui offre de grands avantages dans ’¢tude de
ces théories.

On doit & M. Frobenius d’avoir présenté ce calcul sous une forme
irés convenable, par I'adoption de la notion de la composition des
formes bilinéaires.

Clest de ce calcul que nous présentons une double extension dansle
présent travail, en introduisant, & c6té de la composition (ordinaire)
des formes bilinéaires, deux autres opérations que nous désignons sous
les noms de conjonction et de composition bialternée des formes bili-
néaires.

La premicre de ces opérations, d'une définition trés simple, corres-
pond, dans le cas de deux formes bilinéaires, 4 un mode de composi-
tion de deux déterminants, considéré d'abord par M. Kronecker.
D’aprés cette opération, en partant des deux formes bilinéaires

A =3aq;x;u;, B =Xy,

(i, j=1,2y...,m; k,l=1,2,...,n), .
Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fasc. I, 1goo. 10
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on cst conduit & une nouvelle forme bilinéaire
A X B=2Xa;;b,X;Uy.
‘n particulier, si I'on pose E = Za;u;, F =X y,0,, on a
E > F= ZXMU“.

Notre altention, sur cette opération, a éL¢ attirée par ce fait, que si
Uon considére les déterminants '

A —AE|, |B—2F], |AxB—2AExF|,

obtenus en retranchant \ des éléments de la diagonale principale
des déterminants des trois formes bilinéaires A, B et A < B,
Uéquation |A X B — AE X F| =0 a pour racines les mn produits
des racines de |A — AE| =0 par les racines de |B— AF|=o.
Comme corollaire de cette propriété, que nous avons réussi a généra-
liser d’'une maniére toute naturclle, on retrouve la formule

| A B| = |AP|BJ",
due a M. Kronecker.

La seconde opération, rappeclant la multiplication alternte de
Grassmann, a une rclation intime avec la théorie des transformations
linéaires des coordonnées pluckériennes des diverses variétés lincaires
(droites, plans, ctc.) contenues dans un espace 4 plusicurs dimensions,
ou encore, si 'on veut, avec la théorie des adjointes successives d’unc
forme bilinéaire, obtenues en bordant le déterminant de cette forme
par plusieurs sérics de variables. Ainsi le produit bialtern¢ de s formes
¢gales & A cst unc forme hilinéaire Af dont le déterminant a pour élé-
ments les mineurs d’ordre s du déterminant de A.

-Nous avons cu occasion de nous occuper de cclte opération en
partant de cette propriéié ('), que le déterminant |A* — NE?|, obtenu
en retranchant \ de tous les élémenis de la diagonale principale du

(') Obtenue aussi par M. G. Rados, dans son article Zur Theorie der adjun-
girten Substitutionen (Math. Annalen, 1. XLV, p. 417; 1896).
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déterminant|Af|, @ pour racines les produits des racines de I'équa-
tion |A — AE| = o prisess ds. Cette propriété, qui comprend comme
cas particulier le fait connu, d & M. Franke, que le déterminant |A¢]

est égal 4 la puissance (?) de |A|, est également susceptible d'une

]

généralisation intéressante.

Nous procédons & I'étude de ces opérations par une méthode uni-
forme, basée sur les relations fondamentales, trés simples, qui lient
ces opérations & la composition ordinaire des formes bilinéaires. Ces
relations sont, du reste, équivalentes aux lois fondamentales

(A% B, x..x P)(A; < B, <...x P,)
=A|A2>< BcBax-'-XPcPa

et

(A§)<Ai) = (A, As)j

de certains groupes de transformations linéaires, 1mp0rtants dans la
théorie des invariants ().

Parmi les résultats du présent Travail, on voudra bien remarquer
ceux touchant a la théorie de I'élimination et qui sont obtenus avec
une extréme facilité. Nous donnons, entre autres, la solution généralc
des deux problémes suivants :

[. Etant données deux équations

fl(E) =Em+ alam—' +.o+ am—i*;a"*' a, =0,
) ="+ bn"" +...+ b+ b, =0,

et une fonction entiére ¢(§,n) = Zc, 507, représenter par un déter-

(*) Voir le Mémoire de M. Hurwilz Zur Invariantentheorie (Math.
Annalen, t. XLV, p. 381; 1894), qui offre certains points de contact avec la
présente Etude et dont nous n'avons eu connaissance qu'aprés I'achévement de
notre Travail. Les substitutions que M. Hurwilz appelle Potenstransforma-
" tionen, et qui correspondent aux puissances algébriques, a exposants entiers
positifs, des formes bilinéaires, peuvent conduire & des résultats analogues a ceux
exposés dans le présent Travail, quoique moins simples sous certains égards.
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minant d’ordre mn le résultat de Uélimination de & et 1 enire les
irois équations

SiB)=0, fa(n)=o, (8, n)—A=o.
11. Etant donnée une équation

fE)="+at '+, +a, b+a,=0

el une fonction entiére symdtrique des variables &, &, ..., &

(ssm),
(1 8y oo &) = Begp, o BUEE B

’ o s, [ M . m
trouver Uéquation, de degré <3), ayant pour racines les (s>

valeurs que prend 9(8,,&,, ..., &) pour les diverses combinaisons
des racines de f(¥) = o prisessds.

La solution de ces problémes et d’autres analogues est donnée par
des déterminants ne contenant l'inconnue A que dans la diagonale
principale, dont les éléments sont tous de la forme a;; — A.

Enfin nous obtenons la solution du probléme suivant :

Trouver toutes les substitutions lindaires entre les mn éléments X
d’un tableau a m lignes et a n colonnes, qui établissent des substi-
Lutions linéaires entre les mineurs de méme ordre de ce tableau.

Nous avons cru devoir faire précéder le présent exposé par un
aper¢u sommaire des propriétés élémentaires de la composition des
formes bilinéaires, dans le but de rendre facile l'intelligence des déve-
loppements ultérieurs (').

(1) P. S. Unapercu des résultats du présent Mémoire a été présenté a I'Aca-
démie des Sciences de Paris dans la séance du 6 mars 1899 (Comptes rendus,
t. CXXVIII, p. 593-596).
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I. — Composition ordinaire des formes bilinéaires (').
1. Etant données deux formes bilinéaires
A,=2a:-jw,-uj, A,-_:Za',fjm,-uj
(G, j=1,2, ceey ),

on représente par A, A, la forme

’ U [
AA,=3a,a,0,u; (8,6, ]=1,2,...,m)

qu'on appelle produit de la composition des deux formes A, et A,.
En particulier, si

' A¥2aijw;uj, E=2x,u,,
on a
AE =EA =A.

Le déterminant |A,A,|de la forme A A, est égal au produit des
déterminants

[ ! ! ! : —_ ] " "
IA|| =X£a, 0,...0,,, lAzI =2Ea, 0. Ay
des deux formes A, et A,.

Les deux formes A A, et A, A, sont en général différentes. Mais si

A,A,= A, A, on dit que les deux formes A, et A, sont échangeables
entre elles.

La composition des formes bilinéaires jouit pourtant des propriétés

(1) L’exposé suivant est conforme aux notations de M. Frobenius [ Ueber
lineare Substitutionen und bilineare Formen (Journal de Crelle, 1. 84; 1878)],
sauf quelques détails. On trouvera dans ce Mémoire de M. Frobenius des cita-
tions intéressantes, ainsi que dans l'article de M. Study, sur la théorie des quan-
tités complexes, inséré dans le second fascicule de I'Encyklopddie der Math.
Wissenschaften, Leipzig, p. 169 et suivantes; 189gg.
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distributive et associative, puisqu’on a
(A +ADA =AA+AA, AA+A)=AA+AA,

et
(A ADA, =A,(AA,) = A, ALA,.

En partant d’une forme A on peul considérer ses puissances succes-
sives A*= AA, A*= AAA, ... qui sont telles que

A"A’ ACAP = AP+9,

Dans le cas ol |A| 5 o, on représente par A-* la forme

o x, X ... x
u, a,, &, ... Qg

I
—‘—' A ’ fomneg 3 3 .
A - |A| u’ a2| azg vee a2m = Zaux‘ u],

ul)l aml am') e amm

Cette forme, qu’on appelle inverse de A, satisfait aux relations
AA-'=A"'A=E.
On remarquera que
(AVA,.. . A)'=A7 L AVA
2. A toute forme bilinéaire
A=Za;vu; (i,j=1,2,...,m)

correspond une transformation linéaire des variables z, celle qui rem-
place z; par Za;;x;. Cette transformation linéaire peut étre repré-
sentée également parle symbole A. A la forme E = Zx;u; correspond,
en particulier, la substitution identique, qui remplace z; par z;.

A la composition de deux formes bilinéaires A, et A, correspond la
composition des substitutions linéaires correspondantes. Ainsi, tandis
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(que A, remplace z; par Za;;z; et que A, remplacc' x; par La;,x;, la
substitution A A, remplace x; par La,dyx;= I[ay;(2a;,;)], de
sorte qu'elle a le méme effet que les deux subsututlons A, A, cffec-
luées successivement dans 'ordre A,, A,.

Dans le cas ot |A| = o, la transformation A a pour inverse la trans-
formation correspondant & la forme A-"'.

3. De méme que la forme bilinéaire
A=A(x,u)=ZXa;xu; (i, J =1, 2,..,10)

définit une transformation linéaire A, qui fait remplacer x; par
Ya;jx;, de méme la forme

A=A(u,x)=2ZLa;;ux,

qu'on appelle ‘ransposée de A et qui ne différe de A que par lordre
des variables x et u, définit une transformation linéaire A’, qui fait
remplacer u; par Xa;;u;, et qu'on appelle transposée de A.

Le produit de la composition de deux formes A’ et A}, Lransposées
de A, et A,, est donné par la formule

rAL roon ’
: AlAy=Zaa, ux;,
de sorte qu'on a

AA,=(AA).
On a, de méme, en particulier,
AE=EA=A"

Au produit A} A, des formes bilinéaires A et A correspond égale-
ment le produit de la composition des transformations A', et A, corres-
pondantes, effectuée dans l'ordre A}, A),. La transformation identique
de ce groupe correspond a la forme E'.

L’inverse de A’ coincide avec la transposée de A~'=Za;;x,u;,
c’est-d-dire que l'on a

Ay =AY = Lo u;x;.
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La transformation A’~' = (A~"') est appelée substitution contragré-
diente (ou contraire) de A. La substitution A~* est évidemment la
contragrédiente de A’ et A" A7 la contragrédiente de A, A,.

4. Si dans la forme A = A(, u) on soumet les variables = & une
substitution A, et les variables # & une substitution A} on obtient
comme résultat la forme A,AA,. Par les mémes substitutions la
forme A’ devient

ALA'A = (A,AA,).

Pour que deux substitutions A, et A} transforment en elle-méme
la forme E, il faut et il suffit qu’elles soient contragrédientes.
En effet, de la relation

A EA,=E,
soit
Ac Az = E’
on déduit que
|A|”A2| # 0
et que
A= A-;',
d’ou .

Ay= A = (A1)

5. Si 'on soumet les variables x et u de deux formes A, ct A, i
deux transformations A, et A}, on obtient deux nouvelles formes

AAVA, ot AJAA,

dont le produit A;A,A,A;A; A, ne coincide pas, en général, avec la
forme A,A,A,;A,, obtenue en soumettant A, A, aux mémes transfor-
mations Ay et A).

Pourtant si |A,||A,| 5= o et que 'on veuille avoir

A A A A AA =AAAA,

quelles que soient les formes A, et A,, on doit avoir A,A,=E, c’est-
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a-dire que les deux transformations A, et A’ doivent étre contragré-
dientes.

On voit par la que le produit A, A, de deux formes bilinéaires A,
et A, quelconques ne constitue un covariani de ces formes que dans
le cas oit I'on considére dans ces formes les # comme des variables
contragrédientes aux variables .

6. L'équation [A — AE| = o est appelée équation caractéristique
de la forme A.

Toute forme A, AA7', transformée de A par des substitutions con-
iragrédientes A, et A, a la méme équation caractéristique que A.
On a, en effet,

IA,AAT' —AE|=|A,AA;' — AA,EAT'|
=|A,(A —AE)A7'|=|A,[|A,["'|A — AE| = |A — AE].

On voit par la que tous les coefficients de I'équation |[A — AE| sont
des invariants de la forme A, si I'on y considére les u comme des
variables contragrédientes aux variables x.

Soitw () le plus grand commun diviseur des mineurs d'ordre m — 1
du déterminant |A — AE| et posons

A—JE
‘l’()‘) _'l w(}) I’
Dans le cas on I'équation ¢(A) = o n’a que des racines simples, la

forme A peut étre mise, au moyen de substitutions A, et AT conve-
nables, sous la forme canonique

A. AA:' = ZE,-x,-u,-.

(Ilenest ainsi, en particulier, dans le cas oti 'équation |A —AE| = o
a toutes ses racines inégales. )

Au moyen de cette expression canonique on voit que, si I’on consi-
dére une fonction entiére quelconque

o(A) =Zc, AP

Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fasc. I, 1900, II
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de la forme A, on aura
4 At m(%
A e(MA' =208 zu;,

=ode la

d’ott 'on déduit que I'équation caractéristique [¢(A) — AE
forme ¢(A) a pour racines les m valeurs de 9(&;).

Celte conclusion subsiste pourtant dans tous les cas, &,,
désignant les racines de |[A — AE| = o.

r
2y sy M

SN

II. — Conjonction des formes bilinéaires.

7. Ltant données deux formes bilinéaires

A=2Xa;xu (i, J=1,2, ..., m),

B=ZXby )y (hyl=1,2,...,n),

on peut en déduire une nouvelle forme bilinéaire

AxXB= Ea;jbkl.\'iklljl

(4, j=1y2)ccc,my by l=v,2,...,n),

en remplacant, dans le produit algébrique
( Za,‘j(v,’ llj) (E b“)’k (’1) =X a,'j [)/(1.‘14',-‘)/,‘ llj ¢,

de ces formes, les expressions x; ¥4, ;¢ par les variables Ny, Uj,.

En posant
E=XYxu, F =Xy

(I=1,2. ,mik=1,2,..,n),
on aura, de méme,
AxF=2a;(X;Uj+X; Up+...4+ X, Upp)s
E X B= Ebld (XIAU|I+ -\rzls Uzl e ka U,,,,),
ExTI = EXM UM-
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La forme bilinéaire A x B peut étre considérée comme unc sorte de
produit de la composition des deux formes A ct B.

Pour distinguer cette nouvelle sorte de composition des formes bili-
néaives de la composition ordinaire, nous l'appellerons conjonction
des formes bilinéaires.

A cette composition des formes A et B correspond une sorte de
composition de leurs déterminants |A | et | B, par laquelle on est con-
duit au nouveau déterminant & mn lignes

by, “nbw vt anl’m alzl’u Cae (’"lml’m

(l“ ,)2| (t|‘ [’2._) [y [CH b'-’ll 65.2 ]’-_;’ ‘e (t“” l)t_)”

s eee ceses e e s eees s e eee e Ve PRCIESC BN

‘i ‘\ x BE = yy ['/ll @y, 1’”2 cee Gy, [)Im Gy bnl er hyy bllll *

by ay by .. oayb, anb, ... @ U1y

e b ose o s oo sy e e s s asee s [ EEEERE)

a mi bnl aml ]’ n: e aml ,’ nn amz"nl ‘e a hm bnu

Dans ce déterminant I’élément appartenant ala ligne (¢ — V) + &
ctala colonne (j — 1)n + [ est égal & a;; 0y,

8. Silon pose

R \ [ . . \
Ay=3aq;zin;,  Ny=31d;xu; (I, j=1,2,...,m),
l;':.\:l)/’[,)’/; 7y I-;z’——:/)zl‘)’k ¢ (,\, l: I,,')-’ fona ’l,),

les produits A, A,, B,B;, obtenus par la composition ordinaire des
formes bilinéaires, dont il a été queslion dans le Chapitre précédent,
seront

; —_ N, P S
ANy =Za a0u; (G j=1,2,..,m),

&/

N ..-wy7 ! . . .
B, I).-; == :‘[)I.‘/r’)/ll.yli L (l\, | = I,2,..., 'l),

et 'on aura

N R ’ " ’ ” 7 M
A \ A2~,~< BI I;d = Lal-gajgb;,/‘ J)MX‘-,‘ Ujl'
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De méme, le produit ordinaire des deux formes bilinéaires

A, x B, = Za:-j b;‘,X,-,,Uj,,
Ag X B, = Za'}jb;,X;kUj,

scra
(A, %< B, Y(Ayx By) = Za}gb},ha;jb}',,X;kUﬂ.

On voit parla que la conjonction des formes bilinéaires est liée a la
composition ordinaire de ces formes par la relation

(A, % B,)(A,x B,)=A,A,xB,B,.

Cette relation joue un réle fondamental dans la théorie qui nous

occupe, puisqu’elle conduit & toutes les propriétés de la conjonction
des formes bilinéaires.

Et d’abord signalons, parmi les cas particuliers de cette relation
fondamentale, les suivants :

(A xF )(E xB)=(ExB)AxF)=AxB,

(A, xF )(A,xF)=A,A,xF,
(E xB,)(E xB,)=E x B,B,,

dont on peut déduire réciproquement la relation fondamentale.
Remarquons aussi que I'on a

(AXB)(ExXF)=(ExF)(AxB)=AxB.
Du reste, il est clair que 'on a aussi la propriété distributive

(A\+A)xB=A,xB +A,;,xB,
Ax(B,+B,)=A xB,+A xB,.

9. La relation
(AXF)ExB)=AXxB
fait voir que
|[A X F||ExB|=|A xB]
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Mais comme on a évidemment

|AXF|=|AJ,
|E X B|=|BJ",

on obtient la formule connue, due a4 M. Kronecker ('),

| A X B|=|Ap|BJ.

10. La relation fondamentale
(A< B)(A; < B,)=A A, < B,B,
conduit aussi aux formules
(A X B)y=A?x B,
(A< Fy=ArxF,
(ExB)y=E xB°,
(AXFPE xB)yP=A?x B
Ces formules ont lieu pour toutes les valeurs positives entiéres des
exposants p et g, quelles que soicnt les formes A et B. Pourtant la pre-
miére de ces relations a lieu, méme pour des valeurs négatives de p,
dans le cas ott | A | £ o et | B| 5 o, tandis que les trois derniéres sub-

sistent pour ¢ < 0, si|A | # o, et pour ¢ < o, si | B| 5 o.
Ainsi, par exemple, dansle casou |A|= o, |[B|5£ 0, 0n a

(AXB)'=A"'>< B,
puisque

(AXBY A" % B")=(A"%<B")(AxB)=ExI.
Si I'on donne une fonction entiére de £ et 7

o(&n) = Zcpc?n",

(') Voir Yarticle Kombinatorik, par M. Netto, dans le premier fascicule de
I'Encyklopddie der Math. Wissenschafter, p. fo.
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on aura
$(AX T, Ex B) = Eep(A X F)P(E x B)

= Ze, AP Be.

La forme bilinéaire ¢(A < I, E x B) peut donc étre représentée
plus simplement par le symbole

«(A3B)= S AP B,

Toutes les formes o(A;B), correspondant & deux formes A et B
données, sont échangeables entre elles, c’est-a-dire que I'on a

2 (A3 B) 5. (A B) =3,(A;B) 2,(A; B).
Cette propriété résulte de la relation

(AP3< BT (AP B%) = (AP ¢ B7) (AP < BRi) = Afe ¢ oo,

11. Si, cn partant de deux formes

A= Eaijrciuj, B= vblr/)’l:“l

(hj=1,2,00,my kyl=1,2,...,n),

telles que | A | o, | B| #£ o, et ayant pour inverses
A~ = Boyau;, B = X8, yier,
on considére les deux formes
AxB= E(I,‘jb“x,'kuj'(
ot .
A~ B =Za;; 8, Xa Uy,

on remarque, qu’en vertu de la relation .

A Bt = (A < B),

la forme A~ x B-' coincide avec I'inverse de A < B.



SUR UNE EXTENSION DU CALCUL DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES. 87

Ainsi, tandis que les deux substitutions A ct B remplacent «; par
Sa;x; et y; par 2byyi, et que leurs inverses A~' et B-' remplacent
x; par Ta,;x; et y, par £By, v, la substitution A X< B remplace X par
Za;;buXy (et en particulier z;y, par Za;;x; Zbyys) et son inverse
A=t B! remplace Xj; par Za;; 31, X (et 2;y, par Za;;2,Z 31y ).

De méme, tandis que les transformations contragrédientes A~
ct B=' de A ct B remplacent respectivement u; par Za,;u; ct ¢, par
2849, la transformation contragrédiente (A X B)~'= A" < B'~' de
A x B remplace Uy par Sa;; 8, U, (et uex par Do uS840).

12. Si, étant données dcux formes
A= Sa,-j.z',»uj, B= 2:[);,1)//.('1,

on y soumet les variables « ct u & deux substitutions contragrédientes
Ay et AT, et les variables y et ¢ & deux autres substitutions contra-

grédientes B, et B, on obtient deux nouvelles formes bilinéaires
A/AAY, B,BB;' dont le produit

AAA' < B, BB
coincide avec la forme

(A< B)(A X B)(A, < B,),

obtenue en soumettant la forme A > B aux deux substitutions contra-
grédientes A, < B, et (A, x B,)~', opérées sur les variables X et 1.
On a, en effet,

(A< B)(A X B)(Ay < B,)™!
= (A AXB,B)(A}' < B")
= A,AA;' < B,BB;".

La proposition précédente n’est qu’un cas particulier de celle-ci :

St dans les formes A et B on soumet les variables x, u, y, v res-
pectivement aux substitutions A, A}, B,, B}, on obtient deux nou-
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velles formes bilinéaires A, AA,, B,BB, dont le produit

AAA, %< B,BB,
colncide avec la forme

(A< B,)(A X B)(A, < By),

obtenue en soumeltant la forme A < B aux substitutions A, < B,

et (A, < B,) =A% B,, opérées respectivement sur les variables
XetU.

13. Si les substitutions A,, A" et B,, B transforment A ct B
respectivement en

les substitutions A, < B, et (A, < B,)~', qui sont contragrédientes
entre elles, transforment A > B et A? x B? respectivement en

(A, B,)(AxB)(A,xB)'=A,AA" x B, BB’

.V I3
= Ec.if]k*‘\ikbik

(A< B)(A* < DB°)(A, < B,)"'=A,A?A7' < B, B*B'
=28 XuUs,

et

et plus généralement la forme

g (A;B)=Zc, AP B®
en

(A, % B,):p(A; B)(A,xB,))'= EcPGA,APA"" x B, BB
= 2Cyo &7 X Un
= E’P(En Vh)meu-

On déduit de 14 que, de méme que (n° 6),

|A=AE|=|A,AA} —AE|=II(% — ),
|B —AE|=|B, BB;' — AE|=II(ns—1\),
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on a

AP B — AE S F| = (A, x B,) (A’ BOY(A, x B,)"' — AEx I)|
=(En;—1)

el, cn général,
|2(A5B) — \E x F| =11[5(% 1) — \].
Ces propriétés, démontrées ici pour le cas oti les formes A et B
peuvent prendre la forme canonique X%;x;u; et 2v,y,04, subsistent

dans tous les cas, pour des raisons de continuité.
On parvient ainsi au résultat important suivant :

Si Lon pose
r . he ¥ o(A:B)=Xe¢
o5 1) =36,  9(A3B) =X, A%< BT,
I’équation caractéristique

l3(A;B) —AE, x Fl=0

de la forme 9(A;B) a pour racines les mn valeurs que prend
o (% 1) pour les divers couples de racines §; et 0y des équations

= 0.

|A—2E|=0 ¢t |[B—XE

IEn d’autres termes :
Le résuliant de Uélimination de & el v entre les trois équations

|A—%E|=o, |B—nqF

=0, 9(§;n) —r=o,
est représenté par le déterminant d’ordre mn
lo(A; B) —AE < F|.
En dehors des cas particuliers de ces propositions correspondant a

2(%,7) égal & &n ou & E*x°, remarquons aussi ceux ou I'expression

Journ. de Math. (5° série), tome VI. — Fasc. I, 1goo. 12
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(%, ) devient égale & £ +n ou t £ — 4. On a alors (')

|A % B—AE x F| = (%7 — ),
|AXF+ExB—2ExF|=1(%+1— 1),
|AXF ~ExB—XEx F|=1I( -1~ A).

Le fait que
leB,:IAl”lBIm
peut étre considéré comme un corollaire de la premiére de ces formules.
Remarquons enfin que, de méme que le résullant de Uélimination
de N entre|A —AE|=o0el|B=AF|=0est |A X F = Ex B, de

méme le résultant de Uélimination de N entre |A, — AA,| =0 ef
|B,—AB,|=o0est |[A, xB,— A, < B,|.

14. La théorie préc¢dente peut servir, si I'on veut, & la résolution
du probleme suivant :

Etant donnés deux polynémes

.f‘(E ) = :m+ aQ, Em—l +eot- am—lz -+ Q,,
Lo()=2"+b0" "+ .+ b+ D,

et une fonction entiére quelconque
£ )= Se E0p0
?(‘*’ h) = :(Jpawp %,

trouver le résultant de U élimination dek et nentre les trois équalions

Ji(E)=o, J:(n)=o, ?(E’Q) —h=o0.

(') Nous avons donné la premiére de ces formules dans une Note Sur un
mode de composition des déterminants et des formes bilinéaires parue dans le
Giornale di Matematiche di Battaglini (vol. 36; 18g9).
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‘n effet, sil'on représente par A et B les deux formes bilincaires
A=—a 0, — a2 Uy —. .. — Cp | B Uy — BT Uy
+ LUy + Ty Uyt Ty Uy

B=— 1'«}’.‘% - b:!.y:!vl e bll.—'yll—lcl - bnyn“’|
A1 2% ol SY T SPRRE, o SR U
on aura

A=ZE[=(=0)"/i(8),  B=nll=(=1)"fa(n).
On voit par la que

Le résultant de Uélimination de§ et v entre les trois équations

fiB=0, A=  pEm—l=o
sera donné sous la forme
lo(A;B) —AE < I
Ln particulier, le résultant des deux polyndmes f,(R) et £, (}) sera

A < F—ExB|.
Au lieu de la valeur précédente de B, on peut prendre

B=—0b,y,¢, = b,y ,ca—...— by, 3,0, b,y 0,
+.)/'.' ©y +y3 S ol '+'yuvn—i H
pourtant les vésultats auxquels on arrive ainsi présentent moins de
symétrie.

13. La relation fondamentale
(A| X B‘)<A2>< B2) = A.Agx B.Bg_

exprime ce fait important que les substrtuttons A %< B forment un
groupe, le produitde la composmon de deux transformations A, < B,,
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A, % B, de ce groupe coincidant avee la transformation

A,A, < B,B, (")

La transformation identique de ce groupe correspond & la forme

I xF.

Ce groupe comprend deux sous-groupes remarquables : celui des
substitutions A < F et celui des substitutions E < B. Les substitutions
de chacun de ces sous-groupes sont échangeables aux substitutions de
'autre. Toute transformation A < B est le produit des deux substitu-
tions A X I¥, Il B, appartenant & ces deux sous-groupes.

16. Les substitutions du groupe A < B ont la propriété d'opérer
des transformations linéaires entre les déterminants ct les sous-déter-

minants du Tableau
X| 19

Xy

ooy

T
X'ﬂ ¥}

X
“Ayas
X
g

te ey

Xm 29

29

veey

.
Xins
b W

vy

XIII” .

Ainsi, par exemple, la substitution A X I remplace le déterminant

d’ordre s

Xf:’l Xil’z oo
Xis’l Xit’= *e

{ Xivll xlt’: e

par I'expression
7 -

Z ai," X”‘ Z aiilxi,:
2a; X, Za; X,
Z a,«i’X”l -l aii'X“‘

X

s

.o

.

— rili!""(
= ANy

ooooo

(1) Cette propriété a déja été remarquée par M. Horwirz (Math. Annalen

t. XLV, p. 389).
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qui est égale & la somme des produits des déterminants correspondants
des deux Tableaux

7 7
@;, Gy, e Q Xo, Xop oo X, |
7 d
@ Qy ... Q, ol X, X,, .. X,. [
ali‘ a‘z;’, oo ami. ‘ Xll, le, see Xml. l

c’est-a-dire égale &
iyigesidy N irizeeofe RN . ;
Sag N (00 <6< <)

De méme, la substitution E x B remplace le déterminant

.

‘ill’!- . -it
Yl

par Pexpression

- 4 ) ‘ v
- /"ll J\I‘A L[’/‘/‘th () ..al),;,'xll,,

= 7
Z[}I-‘I, XI".‘/" “"‘bklg;\i:k vee xb,_.,‘xiek

Ter e vea e e D et st men

.‘.:b“l -'\'I"/‘ a‘:ib‘,,z\.i“ “ee :bkl, X

qui est ¢gale & la somme des produits des déterminants correspondants
des deux Tablcaux

td 7 =
by, by, oo by, | N N X I
r e 7
bll, b:!l, see ['nlg cl x/.l Xi.:'." °e -\j=u !,
bil, bﬂl, e bn-l. Xi,l Xi;z e ~\i‘n H

c’est-d-dire ¢gale a
Thpge e Xl (o k<< ky Lo ).

Quant & la substitution A < B, comme elle est le produit de la com-
position des substitutions A > F et E x B, elle fait remplacer X1
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par I'expression
S iriaeeis Tolitksos ke X hiige. ote . . . ) _
La;:;:~--’l" b/lllsf“’x’ 2"|"z'-zu'."’x (ou " < l2< s ’< lJ’ "l < ,' 2 <' . '< /\\t).

Ln particulicr, dans le cas ott m = n, la transformation A x B
remplace le déterminant | X| =X %=X, \,,...X,,, par le produit

AIBIIX].
17. Ln partant des deux formes
A =2a;zu;, B=Zbyyie:
(L j=1y2, . .m; kl=1,2,...,n),
on aurait pu aussi poser
A% B=2a;;0,Y;, V.

On aurail alors la relation fondamentale

(A< B)(A, < B,)=A A, % B,B,,

AA =(A.AN).

ol

[.es résultats auxquels on arrive ainsi sont toul & fait analogues a
ccux relatifs & lopération de conjonction cntre formes bilincaires, déji
examinée. L'analogic parfaite des proprié¢tés de ces denx genres d'ope-
‘ations provient de ce que, d’aprés le n° 12, la forme A < B pewt
étre considérée comme un covariant des formes A ct B, quelles que
soient les substitutions linéaires auxdquelles on veal soumelire les
variables z, y, u, v.

Voici, par exemple, une des propriétés de 'opération actuelle :

Si I'on soumct les formes A’ ct B aux substitutions A, A, B,, B},

opérées respectivement sur les variables w, «, y, ¢, on oblient deux
nouvelles formes

A A’A,, B,BB,
dont le produit A; A’A; < B, BB, coincide avec la forme

(A, < B)(A' < B)(A; % B,),
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obtenue en soumettant les variables Y et V de la forme A’ x B aux
transformations A’ < B, ¢t A, < B,.

Dans lc cas ol les substitutions A’ ct A,, B, ct B, sont contragré-
dientes, il en est de méme pour les substitutions A} < B, et A, B.

Les opérations A’ < B forment également un groupe dont les pro-
pri¢tés sont tout 4 fait analoguces a celles du groupe A x B.

Du reste, il est & remarquer que I'on a

|Ax B—AExF|=|A"x B—AExTF|,
|AP < B*— AE x | = |A? x B"— AE' x F|,

cl, en général,

12(A;B) — AE x F| = |3 (A’"; B) — A\E'x< F|.

18. La théorie précédente peut aussi étre étendue, sans difficulte, i
des produits A > B > C ... de plusicurs formes
A =Za;wu; (i, ] =1,2,...,m),
B=Zbyyis, (k,lI=1,2,...,n),
C=Z,5w, (pg=1,2,..,71),

Nous nous bornerons ici 4 indiquer sommairement les principaux
résultats relatifs aux cas du produit de la conjonction de trois formes

AxBxC =2aijbucpq'~\riA‘pU

(hj=t2,.,mikl=1,2,...,n;p,g=1,2,..,7).

Jl

Si 'on pose

E=ZXxu;, F =2y, G =ZXx,w,
ona
EX T xG=2XX,,U,,.
Ici encore on a les relations fondamentales

(A xB,x<C)(A,;xB,xC,)=A,A,x B,B,x C,C,,
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d’ott I'on déduit

AXBxOEXEFxG)=EXFxGAxBxC)=AxBxC(,
(AXFxGEXB X GYExFxC)=...=A xBxC,

A< B xG)(A;xBy,xG)=A,A,%xB,B,xG,...,
(AXFxG) A, XFxG)=A,A,xI"xG,...,

et aussl

(AX BxCy=ArxBrx (e,
(AXBxGY=A"x<BxG,...,
AXFxGYr=A*%Ix%G,...,

(AXTXGPEXB X G (ExFxC)y=A"x B*x (",

SiI'on donne une fonction entiére de 2, 4, &,

z Y\ .V, FLg.67c
?(577], 5)—-6(,0:1900% L]
oIl aura

(AXEXGEXBXG,ExEx(C)

=ZCr(AXF X GP(E X Bx G) (1 xIFx Cy
=X AP X B (F,

el ’on pourra poser, plus simplement,
(A3 B; C) = Bepee AP X B < G

Les formes ¢(A; B; C), correspondant & des formes A, B, C don-
nées, sont échangeables entre eclles.

On a dans le cas actucl
C

mn
.

|AxBxC

— IAlur ]B imr

Etani données trois formes A, B, C, si I'on y soumct les variables
x, i, ¥, 9, 3, w respectivement aux transformations A,, A}, B, B3,
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C,, C,, on obtient trois nouvelles formes dont le produit
A AA,; % B,BB,x C,CC,
coincide avec la forme
(A, %< B, % C/)AxBxC)A,xB,xG,),
obtenue en soumettant la forme A x B x C aux substitutions
A xB,xC, et (A, xB,xGC,)=A,xB,xC

opérées respectivement sur les variables X et U.

’

Dans le cas ot les substitutions A}, B, C, sont les contragrédientes
de A,, B,, C, respectivement, la substitution A} < B, < C; estla con-
tragrédiente de A, < B, x< C,.

Si ’on pose
?( E’ LT Z ) = chc‘: EPY‘GZT,
9(A;B;C) = 2 AP X B*< (7,
P’équation caractéristique de la forme 9(A;B; C) a pour racines
les mnr valeurs de 9(&;, 1, Cp), correspondant aux divers triples de
racines %, 1, {, des trois équations
[A—=AE|=TI(% — 1) =o,
|IB—AF|=1(n,—A)=o,
|C = AG|=1({, — ) =0,

¢’esi-a-dire que l’on a
|3(A;B;C) —AEX F < G| =1[9(%, 1 &p) — A
En d’autres termes :

Le résultant de élimination de &, v, { enire les quatre équations

" |A—EE|=o0, |B—nF|=0, [C—{G|=o,

?(E'W,C)—7\=0,

Journ. de Math (5° série), lpnm’j"’r.\\l“asc. I, 1goo. 13
//‘-\;. ,‘ ‘ ,,!.\ N
SR o



98 CYPARISSOS STEPHANOS.

est représenté par le déterminant d’ordre mnr
|2(A;B;C) — AE < F < G].
On a, en particulier,

|AXBx C—AE X F x G| =M1(n,L,— ),

|A><B><G+A><F><C+E><B><C—7\E><F><G|
= (& + &L, + L, — ),

AXFXG+EXBXG+EXFXC—AEXF xG|
=I(+ 9, + {,— ).

La relation fondamentale
(Ayx B, xC))(A,xBy;xC,)=AA, x B B, x<(,C(,

exprime que les transformations A < B x C forment un groupe.

III. — Composition bialternée des formes bilinéaires.

19. Etant données deux formes bilinéaires
A, =Za;z,u; A, =Xd;xu;
(i, j=1,2,...,m),
représentons par le symbole A,.A, la formc

ALA,=12a; a2,

W1 Piajs Vi iy

étant posé
X

iyiy

’ v ]
= &} &; — L}, X;, U j,= 4 u;, — u; u;,.

On aura, de méme,

AA =32a,; 4%, U,

iy Pisdy P idy .
AE= §2aij(~70n Uj) ~+ ZjaUjo .. o+ ximujm)?
]
E-E = :_;z.’v";.u,-‘,-’,
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A=3a;vu;, E=Zzuw (i j=r1,2,...,,m).
Lin posant
A=f(x,u), A=f(z,u), A,=f.(x,u)

AvAo= LA, &) ful@y W) — fi(@, ) fol @y )
— fi(a", w) fo(z', w') + fo, (2", ") fo(2'y )]

AA= [, u) f (o u') — (@ ) [y ).

Il est par la clair que I'on a la propriété distributive

on a

ct

(Av+A) A=A LA+ ALA;, AL(A+A))=ALA+A A,
ainsi que la propriété commutative
ALA,=A,A,.

[ia forme A,.A,, comme changeant de signe par la permutation de
x' et z”, ainsi que de «’ et u”, peut étre appelée produit bialierné des
formes A, et A,. On peut aussi appeler composmon bialternée T'opé-

ration correspondante.

20. Si, dans le cas ou £, < 1, j, < J,, On pose

—_ —

x; X, =—2; u u

iiy — Yiyiy 2019 s ™ jlii———ujtii

(Eyiay J1J2=12,13,...,1m,23,...,2m,...),

la forme A,.A, sera linéaire par rapport aux gm(m — 1) variables

Ligy Zigy voey Lymy wn, e w,m, by ainsi que par rapport aux
+m(m — 1) variables Uygy Uygs oe vy Lomy gy «n vy Uamy « oo
On aura ainsi

— 1 ' ”
A - 2'(ahh a’cli llh a‘:h a‘il: ‘|l:+ alzhalth)xllls Tile?
A A E( igfy lsl- llh ':Ix) iyly lec’
EE=3z u

iydy “igiy
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Le déterminant [A.A| a pour éléments les différents mincurs de

frdy .
second ordre @} = a,; @, — du déterminant | A |, de sorte que

'on a, comme on sait,

alll: isfy
|ALA| = Afimen-,

Lorsqu’on soumet les variables z & la substitution A, les expressions z
se transforment par la substitution A.A (z;, étant remplact par
Saiz, ;). De méme, sil’on soumet les variables u & la substitution A’,
les expressions w se transforment par la substitution (A.A) = A". A’

(@, étant remplacé par Zalsu;, ).

21. Si dans les formes A, A,, A,, ... on remplace, comme d’hahi-
tude, les coefficients a,;, aj;, ... par des produits symboliques «;a;,
a;a;, ..., on obtient

A=a,u,, A, =a, u,, ey
étant posc

a,= Yua;x;, «, = Xa;r; . en

u,=Za;u;, Uy = Toju;,

Les produits A,.A,, A,.A, sont alors exprimés symboliquement
comme il suit :

ALA = (a,.a,. — a,.a)) (Uy Uy — U Uy ),
A A =1(dha) — @@ ) (U Uns — Uy ley),
soit
{ 1 "
A A Z(aitaii )(Uh T al‘aln L'n'e 1/1! ?

moaw mo_av " -
A A ""(a a ) “hmh_ uhall)l’l:huhl:

On a ainsi, pour le produit de la composition ordinaire des deux
formes A,.A,ct A;. A,

(A-A;)(Ag.Ay)

=@ — 0 0,.) (Al — A @) (U Upps — Ui Uy ).
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D’autre part on a
A Ay = a, dg uy, AA = a.alug,
et
AAL A = a0 (a0 — anal) (U Uy — Uy Uy ),
AALAA =105 (0 G — Bu@) (U Uon— U Ui ).

On voit par la que la composition bialternée des formes bilinéaires’
est liée & la composition ordinaire de ces formes par la relation

2(A A (A A) = A AL ALA, + A A, ALA,,

qui est fondamentale pour la théorie qui nous occupe.
De cette relation nous déduisons les suivantes :
(AAD(A A )=AA .AA,
(A A)ALA)=AAL.A A,
(ALAD(ALA)=AALA L,

dont la derniére exprime que les substitutions A.A forment un groupe.
Du reste, on peut déduire réciproquement de cette derniére reldtion la

propriété fondamentale an moyen des opérations A, A

20A ‘()\a

On a, de méme,
(AVE)Y(AAA)=A A,
(AA)(ALE)=AA A,
2(AE)(A,.E)=AA,.E+A.A,

(A.A)y= AP.Ar,
et en particulier
(AA)'=A1 A,

dans le cas ot |A | £ o.
Etant donnée une fonction entiére de & et £”

? (E” E”) - chlP! E’P. E”Ps’
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on pcut poscr
9(A5 A) =Zc, ,, AP AP,

Les diverses formes ¢ (A3 A), correspondant a4 une méme forme A,
sont toutes ¢changeables entre clles, et ccla par suite de la relation

Q(Apa, AP:)(AP;_ Aps)
- Q(Apa. Ap‘>(AP|. A?,) - AP|+P3, AP{‘"P;+ API*P;A?:"'\"J.

22. Laforme

A A= fi(@, W) fu(a" u") — fi(a' ") fo(ay ')
— i@ ) fo(w'y @) + fi(a”, u”) fo oy )]

cst évidemment un concomitant des deux formes A,, A,, lorsqu’on
considére les z”, u” comme des variables cogrédientes aux variables
@', u respectivement.

La relation

AsAi A A A A, = (A A (AL AL (ALLAL)

wontre que, si I'on soumet dans les formes A, et A, les variables
«x et urespectivement aux substitutions A, et A}, on obtient deux nou-
velles formes A,A A,, A;A,A, dont le produit

AsAALAGALA,

coincide avec le résultat qu'on obtient en soumettant dans la forme

A,.A, les variables x et u aux substitutions A;. A, ct A/ A,
La relation (A.A)™'=A-'.A"' montre, d’autre part, que si les
deux transformations A; ct A; sont contragrédientes, il en cst de

méme pour les transformations Ag. A; et Al AL

23. Soit

A=2ZXa;x;u; (i,j=1,2,...,m)

une forme pouvant étre mise, au moyen de deux substitutions contra-



_ SUR UNE EXTENSION DU CALCUL DES SUBSTITUTIONS LINEAIRES., 103

grédientes convenables A, et AT, sous la forme canonique
AAAT =2Ezu;,  (I=1,2,..,m).

La forme A. A devient alors, par les substitutions contragrédientes
correspondantes A,. A, et A’ A',‘ ,

AAAT A AN =25z u,  (Liy=12,13,...,23,...).
De méme les formes A E et A%, A®: deviennent respectivement
A AA— E = ’z(“l + E‘a) llla ‘l‘a

AAPAT A APAT = LD (Ep B BB Y

et, cn géncral, la forme

9(A; A) = Zc¢,, AP AP
devient

(A A)P(A; A)(ALA Y = 1E[9(% &) + 9 (G )t
On déduit de la la conclusion importante suivante :
Sig(F,8") = B¢, ,,E0E™, Péquation caractéristique
e(A;A) = AEE|=0
de la forme
?(A;A) =Ec,, AP AP:
a pour racines les ym(m — 1) valeurs que prend Uexpression
a9 &) + ?(Em &)1
pour les divers couples de racines ¥, &, de I'équation

|A —AE|=TI(§— 1) =o.

Parmi les cas particuliers de cetle proposition signalons les sui-
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vants :
|A.E = AE.E| =T[4, + &) — A,
|A.A - AEE|=1[§E —12],
| AP Al — NE.E| = T[4 (Ep P 4 ERE) — 1],
|2A%E —2A.A —AE.E| = I[(§,— & )* = 1]

On voit par la que
|2A*E—2A.A - AE.E|=0

est 'équation aux carrés des différences des racines de Iéquation
|A —AE| =0, et que
JALE—~AA|

est le discriminant de |A — ALE|.
La relation connue

lA-A] =! Al-gm(m—s)
se présente ici comme corollaire de la formule
|A.A—AEE|=1(% %, — ).

Ces résultats subsistent aussi dans le cas o1 la forme A ne peut pas
étre mise sous la forme canonique X;z;y;

La théorie qui précéde peut étre appliquée a la résolution du pro-
bléme suivant :

Etant donnée une équation
SE)=+af"'+.. . +a,. t+a,=0

et une fonction entiére 9(¥,&"), symetrrque pal rapport aux ¥, ¥,
former Uéquation ayant pour racines les ym(m — ) valeurs de
qz(E,‘, %) correspondant aux divers r,ouples de racines §,, E,, de

Péquation f(E) = o.
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L’équation demandée sera
l?(A"l A) - )\EI'EI’
élant posé, comme au n°® 14,

A=—a,x U —a,x Uy—...— Cp | T Uiy — By T\ Uy,
+ XUy LU+ T Uy

24. La théorie précédente peut étre étendue sans difficulté a la
composition bialternée de s <m formes bilinéaires

A =Za;zu) Ay=2dxu, ey A;=2Xajwiu;

(i,j=1,2, ..., m).

Ici nous nous bornerons & exposer quelques-uns des résultats rela-
tifs au cas ot s = 3.

Et d’abord on a, comme définition,

1
— Y
A‘ .A2.A3 - 3! "‘ahha'tlaalohx’l'sﬁ ”Irl: I

étant posé

x, X, %, u, 4, u
.'I n L — L " "
Tivigiy = | iy Xy Ty |y U =14, u, U,
x, « x| u u U

(ln 1y U35 ]H.]z’]s='12’“'am)‘

Pourtant, sil’on pose

xl:'a'u - xi,i,i,= - xi.i.i,=' )
uitisiu == — Ujijajn =+

dansle casoti i, < i, < 15, J, < j2 < Js, et sil'on écrit symboliquement
(comme aun® 21)

’ " o
A, =a,u,, A, =da, u,, Ay =auynm,
Journ, de Math. (3* série), tome VI. — Fasc. 1, 1900. ’!l
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on aura

a, a. a.||u, U .
1 U} U " 1 ”" U]

AVAA = 3] | G G Q|| Uy Uy Ug

n " " U]

Ay Gy Com || Uy U Uy

! ! ! ’ ’ ’

ah al, a’i, ai. aia aia
1 ” » n " " " - -
— v . . . X . ) N 7 J
- .g-l-‘ @, a" @, “ll alt ala 'l'fllt'a”hlzl."
" " " " " "
a, a, a, %;, %, %,

oy e m .
La forme A,.A;.A4 est donc linéaire par rapport aux ( 3> variables

- . - . m . -
@ a3y Lygyy =+ vy Lagyy -+ CL AUSSE par rapport aux ( 3> variables u, ,,,

lyayy vovy Upgyy oo

On remarquera que le produit A..AQ.A ne change pas quand on
permute entre cux les trois facteurs A,, A,, A,.

On a en particulier

ailil : ai: 7s a

AAAN=X|a; a;

(N

iy

- —

a; u

isfy isly 'ci:izia Jrisis)

a‘lil ailfz ai,i,

ct aussi

~ 7y Y
E.E.E = X4 iyigiy Wizt

Le déterminant |A.A.A| a pour éléments les divers mincurs du
troisitme ordre du déterminant |A|, de sorte que Pon a, d’aprés ce
(u’on sait,

IAAA|=]AD),
25. Dans le cas actuel on a la relation fondamentale
31(ALASA) (AALA) = S(A, Ay AL AL ALAL)
en cle51gnant par S(A,A,.A,A;. A A,) lasomme des 3! expressions

qu’on peut dcdulre de A, A.A; Aj. A A, par la permutation des trois
indices 4, 5,
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Parmi les conséquences de celte relation notons les formules sui-
vantes s '
(AL ALAD(AAA)=A A A AANA, s
(AAA)YALALA) =AALAA, AA,,

(AvALAD)(ALALA) =AALAALA LA,

dont la dernitre exprime que les substitutions A.A.A forment un
groupe.
On a aussi

(A.AA)P= AP AP AP
el, en particulier, dans le cas o |A] o,

, (AAA)'=A"AA
Silon a

v Bn YwmN __ 0 Lup, %m
?(E,qys —2(/?‘,929' P:2"6s,

el que Uon représente par S3(%,%,5") la somme des 3! ecpres-

sions qu’on déduit de 3(%,%",8") par la permutation des letires ,
&, &, Uéquation caractéristique :

|o(A;A5;A) —AE.LE|=0
de la forme

(A3 A5A) =Xc, ., AP AL AR,

. m ,
aura pour racines les ( 3 \) valeurs que prend Uecpression

3L! Se(€ bt

pour les diverses combinaisons par trois dcs racines de Uéquation
|A —AE|=o.
Parmi les cas p'lI‘UClthIS de ce résultat notons les suivants :
|AEE —AEEE|= II[i(E,., +5+E5)— 7\]
A AE -AEEE| =T[5, + ..,‘E,,-l- £.5.) - A,
|A.A.A - AE.E.E|=1I[E, £.&.— ]
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26. On se rend aisément compte comment les propriétés préce-
dentes peuvent étre généralisées pour le cas du produit alterné d’un
nombre quelconque sSm de formes bilinéaires.

Remarquons pourtant que I'on a, en général, pour le produit

bialterné A’, de s formes égales & A = f(x, u),

f(.')'/'/, u’) f(.‘L", Il”) Ce .f<‘.7"’7 u(.s)') ‘
1\:‘:: f(-'b’", u’) .f(’”ll, l{”) e .f.(:l;", u'*'))

o0 o 0 0 b o0 LR S R I ) "o D A A

I f('.’;(.\‘), “/) '/(;L"")’ lt,,' . ‘/.(‘c(.f), u(’))

Cette forme conduit, en remplagant les déterminants des tableaux

e .l p " ? ! ’
X, X, .. X, wou, . u,
« " u " w u w
] 2 m e ‘ | 2 ¢ m
(F)] (5] i$ oyl N £
0 oy [T TN T

par les déterminants complémentaires des tableaux

($+1) (s+1) ($+1) JS+1) W($+1) S8t t)
u, u, oo u, Z, x, cer W,
® s ° 9 LI LY ) LN ) * s 00 Ct LI I I ) ® o« ® 9 e LI I I
tm) (m) (m) () (m) Jm)
u, U, e 1y, x, x, I

a 'adjointe d'ordre m — s de la forme A

S+14 +
R . AR AL "L AL
LR LI I e L LI I ) LN .0 e 0
(m) (m) in)
(o] eee 0 Z, .’D2 ee e x,,
($+14) ()
u, [N ll" a,, a,q . e a;, y
($+1) (m)
u2 ‘e u, Ay (/2% ces Qy
e ¢ s @ L e o o L LI ) * o . e
($+1) {m)
ltm s um Qs Qe e Qoum

multipliée par (— 1)"*~*.
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De méme que, dans le cas ol s = 2, la relation fondamentale
2(A LA (AL A=A ALAA +A A AA,
peut étre déduite de la relation

(ALA) (A3 A)=AALAA,,

au moyen des opérations A, —— ()\ > A, 5+ de méme, dans le cas général,

] \
la relation

(AD(AD = (AALY,

«qui exprime que les substitutions A’ forment un groupe, peut conduire,
par des procédés analogues et en remarquant que le produit

ALA, .. A
est indépendant de 'ordre des facteurs, 4 la relation fondamentale
'9!(*'\1-A2 cer A:)<A:+|~As+-2 s Az.r) = S(A| A AgAgin - L AGALY),

le symbole de sommation S se rapportant i toutes les expressions ana-
logues & A, A, A, Ay, ... AjA,,, obtenues en permutant dans cette
expression les indices s + 1, s + 2, ..., 28.
Si 'on pose
?(En 52, cony 2:) = ch,p,...p. f’fﬂ’- ‘ -ff‘
ct
2(A3A;...;A)=2c

g AP AP AP,

on aura, de mée qu'aux n® 23 et 24,

[o(AA; . A) —

H[Sf(‘m UARER 7',,' )\l,

et, en particulier,
JAS— MBS =T(5E,...5.— ).

Cette derniére formule fait voir que si J’on retranche X de tous les
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éléments de la diagonale principale du déterminant| A*| on obtient
un nouveau déterminant qui a pour racines les produits des racines
de I'équation |A — \E| = 15 ().

De li on déduit la propri¢té connue (?) que le déterminant ayant
pour ¢léments les divers mineurs d'ordre s m du déterminant | A est

¢gal & la puissance ( ) du déterminant |A|

Il est également aisé de voir comment on peut oblenir la solution
du probléme suivant :

Etant donnée une équation
r - r
‘f(;)=£m+a'£m .+"°+am--l;+am=”

el une fonction eniiére symélrique

r t N v, ¥6 Lo, Lo,
9(3hy Sy e er 8e) = €, 0 50 80 8
des variables
r
By By oo k (sSm)

troucer Uéquation d’ordre ( > ayant pour racines Ies( . )ralc-um

que prend 9(8,,&,,...,5,) pour les diccrses combinaisons des racines
de f(E)=o prisessas.

En effet, si 'on représente par A la méme forme bilinéaire qu'au
n°® 14, I’équation cherchée sera

l3(A5A;..;A) —AE | =0,
Remarquons enfin que I'on a
A|°A2 XX Am:: lAl'Az v Aml'-l"m...mul'z.‘.nv

27. En partant des propri¢iés de la composition bialternée des

(') G. Ravos, Mathem. Annalen, t. XLVIII, p. 417; 1896.
(?) Frankg, Crelle’s J., t. 61, p. 350; 1863. Pour des renvois relatifs voir
I'Article de M. Netto, cité plus haut (p. 85).
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formes bilinéaires, on peut retrouver celles de leur conjonction,
examinees dans le précédent Chapitre (I1).
En effet, si I'on a les formes

A=23a;x;u; (i, j==1,2,...,m),

—_ ¥ 3 g —_
B =Zby, yusy (kyl=1,2,...,n),

on peut considérer le produit bialterné

(A+B).(A+B)=A.A +2A.B+ B.B,

ol
j\'I\ = :<ai|f|aitfc - ailit aitil )Eiﬁg Z_‘.Ih ( i' < i'“ j' <j'-’)’
B.B = S(bgs b — bug b i, (o < gy 1< 1)
cl

B ! " L4 rn " !
2 A B =Za;by(x yi— x/y:) (w;0]— ujc).
Ainsi donc la forme 2A.B ne différe de
AxB= E(l,l buxik (-J,/l
(que par la désignation des variables, qui sont du reste respectivement
¢ogrédientes aux variables a7y, — x]y;, ©/v] — u]v,, puisque les unes
ct les autres sont soumiscs aux mémes substitutions lorsqu’on soumet

les z, u, y, ¢ respectivement aux substitutions A,, A, BB, B,.
Si maintenant on pose

0t ’ . — " .
Ay=Za;x;u;, A, =Za;x;u;,

B, =Xy yien B, =Xl yie,
on aura, d’aprés la loi fondamentale de la composition bialternée,
2(A,.B,)(A2.B,) =AA,.B,B,+AB,. B A,
mnais comme A, B, = B,A,= o, on aura |

2(A,.B,)(A,.B,) = A, A,.B,B,.
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On obtient de la, en remplacant 2(A.B) par A x B, etc., la relation
(A| = Bl)(Az x Bz) =A A, X BABM

qui constitue la loi fondamentale de la conjonction des formes bili-
néaires.
Remarquons aussi que le déterminant

'(A+B).(A+B)—AE+F).(E+TF)|
est le produit des trois déterminants

|A.A=AE.E|, |B.B—AF.F|

et

|2A.B — 2AE.F|,
dont le dernier coincide avec le déterminant
|JAxB—~AExF|

La composition bialternée des formes bilinéaires, étendue & un plus
grand nombre de telles formes, conduit également & la composition
mixte de ces formes, dont il sera question dans le Chapitre qui suit.

IV. — Composition mixte des formes bilinéaires.
28. Etant donnés plusieurs produits bialternés de formes bilinéaires
AA,...A,, B.B,..B, ..,
on peut considérer le produit de leur conjonction
(A A, A) X (B,.B,...B) x...

(qui subsiste méme dans le cas ot s ou Z... devient égal a zéro).

Les propriétés de ces produits mixtes peuvent se déduire aisémenl
de ceux des produits conjonctifs et bialternés.

Nous allons exposer quelques-unes de ces propriétés pour le cas du
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produit
ALALA X BB,
Si'on pose
A\ =a,uy =Xa; x;u;,
A,=a ly= Za:’l zu;,
Av= alup=2d) w,u;,
B, = b, ug = Ebj,yse,

B:! = [)Z. Ugr = X b/I:l}’A i

(owiy, j=1y2,..,m5 k,l=r1,2,...,n),

ona
a,. a. a.llu, u, u,
l I , ”
ALAVA = 77 a, ay. Gw !l Up U, U
: " m " 1 ” "
a, Qu O Ugw Ugw Ugn
ct
| U t U .ll
1 I)J,, bf: Vﬁ, 4 B
B‘ . B2 = i ’
2 H b’! bll vl vll
).4 ).n 3:; [3”
so1t .

A AL A= g‘-,>:.a

iyiaiy al]l':l': xi,i;i. ui:i:fs ’

. _ -
B,.B,= ;!zb/.-,n-g 31,/, Yk, O
¢tant poseé

’ ' ’ ! ! '
iy a‘: a"s xi: xie $l’s
n Ul " - 7 " -
@iy == W G, Gy ceey Liiis = | &y, &, & |,
" " " " " "
i ( ai; xin iy iy
r b, v
b o— | O Uk = _ | Y Iu
kiky ™ b/l [)” ) ey ylr,&, - y” y" 9 oy
Ky ke L ke

¢l en supposant que

<1, < gy, ja<j2<jaa k4<k27 l4<lz-

Journ. de Math. (5° série), tome VI. — Fasc. I, 1goo 15
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On aura ainsi

'A" APA x B" B, 2= Y 1 za’n'l': Ilhhbﬁ‘l‘c Bh’exﬂ‘ o ullixll:")

. .

résultat obtenu cn remplagant, dans le produit algébrique des deux
formes A,.A,.A, et B,.B,, les produits

Ii.i,i.;k.k,’ -l;i.j.j,;l,l, (01‘1 <1, < i:n ja <]z <ja, ,"u < I\'z, [, < lz)

par les variables

’l ‘aly Tyt
Lrhes Ui,

Sil'on pose

A =Za;jw,-uj, E=2w,~u;, B —"—‘Z[)u}/,,(«‘(, F =2y/,¢,g

ct
|
@i, Qi i, b
fodafy ["\‘ . kyly kyls
a/'if’ﬂ— aieh ai:fz aiein 4 )l|/ - b I ’
‘ bty Ok,
inh) aiaig ai,i;|
on aura
AAA X BB = e bia i),
nl , .
AAAX B =Saiaiiud,

E.E.L x B.B = i uhiss,

E.E.E x F.F = Sz ui.

29. Sil'on soumet les variables x(z’, z", ...) et y¥(»/, ", ...) aux
substitutions A, et B,, les cxpressions.

K o ‘ — poop
‘I’u,l,—}‘_"l’ &x; .'I/' yﬁ’nka_zi\y’fny":

sonl soumises respectivement aux substitutions A.A.A et B.B (n°20),
ct les expressions
‘Lﬁlll ’: = 'l: :':ls.y’nh

i la substitution
A..A..A.x B,.B,.



SUR UNE EXTENSION DU CALCUL DES SUBSTITUTIONS LIN!QIA(BES. 115

De méme, lorsqu'on soumet les variables « et ¢ aux substitutions

A, et B, les expressions 4, ct ¢, sont soumises respectivement aux

l.l‘ansformatlonsA .A,. A} et B).B,, et les expressions

I Jal .
. . “l: A = uill:is(lln':
a la transformation

AL.AL A, % B,.B,.

30. D’aprés les propriétés de l'opération de conjonction, on aura
la relation fondamentale
(A.A;.A; % B,.B,)(A,.A;. A, < B,.By)
= (A, A A (A ALA) < (B B,)(B,.B,),
ol (d’aprés les n 21, 25)
31(ALALA)(ALALA) =S(AALAALAA),
2!(B,.B,)(B,.B,) = B,B,.B,B, + B,B,.B,B;.

On aura en particulier :

(A.A.A < B.B)(A,.A,.A, < B,.B,)=AA,.AA,.AA,e BB,.BB,,
(A.A; A< B,.B,)(A.A.A < B.B)=A,A.A,A.A A < B, BBaB
(A,.A,.A, < B,.B,)(EE.E % F.F) .
=(E.EExF.F)(A.A,;.A, % B,.B,) =A,.A,.A, < B,.B,,
(A,.A.A %< B,.B,)(A,.A,.A, < B,.B,)
=A,A;.AA.A A, % B,B,.B,B,.

Cette derniére formule fait voir cue les substitutions A.A.A < B.B
constituent un groupe. La substitution 1dent1que de ce groupe cor-

respond a la forme E.E.E x F.F.
Comme on a, de plus,
(A.AAXTEF.F)(EE.E xB.B)
= (E.E.Ex< B.B)(A.A.A < F.F)=A.A.A xB.B,
(AVALAXFEF)(ALALA X FF)=AA,.A A A A, < F.F,
(E.E.E < B,.B,)(E.E.E x B,.B,) = E.E.E x B,B,.B,B,,
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on voit que le groupe des substitutions A.A.A x B.B comprend les
deux sous-groupes A.A.A < F.F ¢t E.E.E x B.B, dont chacun com-
prend des substitutions ¢changeables aux substitutions de 'autre. On
voit aussi que toute substitution A.A.A x B.B est le produit d’unc
substitution du premier groupe par une substitution du second.

On a également

(AA A X B.ByY= A?r. AP AP < BP.B?, ooy
ct, en particulier,
(AAAAXBB) '=A" AV A'<B". B,

dans le cas out | A | £ o, | B| # o.
Etant donnée une fonction entiére quelconque de &, 5", &, 0, ',
m

| rl/r,.l.l/ — v, 7’/ Y// v
?(;,;,;,r‘,q)_uf,“,,.,?. B2y %,

on peut poser
®

o(A, A, A; B, B) = Zegm Al AP AR < B%. 137

A la méme forme 9 conduisent ¢videmment Lloutes les fonctions
déduites de 4 par la permutation des &', &, £” ou des v/, 1" cLaussi la
moyenne

1

Yr ¢
_!_'_! S?(E/, ://’ C‘m; Y],, 7]”>

e

©3)

de ces 3! 2! fonctions, qui est symétrique aussi bien par rapport aux
&, &, t", que par rapport aux v, v".

Les diverses formes 9, correspondant 4 deux formes A ct B données,
sont échangeables entre elles.

31. Si dans les formes A,, A,, A, on soumet les variables x et «
aux substitutions A,, A, et que, de méme, dans les formes B,, B, on
soumet les variables y ct ¢ aux substitutions B,, B, on obticent cing
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nouvelles formes

AA A, A AA,, AAA,, BBB,, B,B,B,
dont le produit mixte
AA AL A A ALA A A, < B,B,B,.B,B,B,
coincide avec le résultat
(A ALA X BB (AL ALA < BB, ) (A, A A, < B, By)

(u'on obtient en soumettant la forme A,.A,.A; % B,.B, aux substi-
tutions A, A . A, < B,.B, et A;. A}. A} x B),.B;, opérées respective-
ment sur les deux séries de variables x et .

Dans le cas ou les substitutions A, et B, sont respectivement con-
tragrédientes aux transformations A, et B,, la transformation

AL ALA, < B,.B,
est la contragrédiente de A, A, . A, < B,.B,.

52. Si les substitutions A, A" et B,, B transforment A et B
respectivement en

AAAT =28 zu;,  (P=1,2,...,m),
B BB = 24 v404 (k=1,2,..., n),
on aura

(ALALA (AR AR ARY(ALALA ) = G E(SEEE) T, 1

=y Wiy Uy lligial iyisiyy

(BB, )(B%.Bo) (B, B, )™ = - Z(S07 07 Yok, e

Y

ct

(AALA, X B,.B,) (AP, A% AP B7.B%)(A,. A, A, % B,.B, )~

- _1! £, 50200\ ( Ry 01 o T2 itais ppivii
= gr51 2SR L) (Sl i) wiir wiis,
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en désignant par S p&f la somme des 3! expressions qu’on obtient
cn permutant dans §EE les 4y, i, Iy ¢, < i, < 1y), ct de méme par
Syiink la somme nind + N (ot b, < ky).

On a aussi, en général,

(A ALA < B.B,)o(A, A A; B, BY(ALALA < B.B)

1 r . iy i
3757 E[S?&m Sior &3 M M) iR s

ot nous_ avons désigné par S¢(&,, 8., 5,3 N, M., la somme des 3! 2!
valeurs que prend

9 (E.i,a E,p E.i,; Nk "lh) = 2‘c(p)(o') E'P; E?; 5?."’12.' Y];-,:

lorsqu’on y permute entre cux les 7, ,, i, ct aussi les &,, &,.
Nous déduisons de la que [’équation caractéristique

|9(A,A,A; B,B) —AE.EExF.F|=o0
de la forme
%(A’ A7 Aj B’ B) = EC.’J:P:P;«.ciAP"AP’-AP‘ = B%. 3%

. m n ’ ’
a pour racines les valeurs que prend 'expression
3/ \2

»

S9(%, Eir &3 Mir M)

(qui est symétrique aussi bien par rapport aux &, ., &, que par
rapport aux vy, n.,), pour les divers triples de racines §, £, 5, de
Véquation |A — \E| = o et les divers couples de racines v, v, dr
léquation |B — \F|=o.
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V. — Transformations linéaires des mineurs d’un Tableau.

33. Nous savons déja (n° 16) que lorsqu'on soumet les ¢lé-
ments X d’un Tableau & m lignes et & n colonnes :
Xll’ XI’, R XIII’
Xm, X-:l'." sy Xam

vee ey “ ey ce ey cre ey

XIIH’ Xm:n te Yy Xmm

& une substitution linéaire A x B, qui fait remplacer X, par Za;; by, Xa,
tous les mineurs

o :,’; = ;‘li ,‘ = -i — Y I|Xit’z. . X .14

1A 7

de méme ordre s de ce Tableau sont aussi remplacés par des combi-
naisons linéaires de ces mineurs.

Ainsi, tandis que la substitution A X F fait remplacer X!’ par
] [/ — oole ' N7 y 3
za:ll!i 1?1 za;:;: I'x Ili;z ; (Ou l‘ < lz' M °< IJ)

cl que la substitution E x B fait remplacer X\ par

SN = Do, (k< k<. < k),

la substitution A X B=(A X F)(ExB)=(E xB)(Ax F) fait
remplacer X{ par

(&) Jtky 1) iyfae. KiRas ke i i e
Za( bm ‘{m— “a;.n Ulseo s “Nhihse . ke

(oui, < <. ..ty k, <l\‘2 < oo Z ).

Maintenant, si I'on représente par A’ et B¢ les produits bialternés
A.A...A, B.B...B, de s facteurs égaux & A ou & B, on aura

$ § at bk o) m
Af < B = Zaf) b« uy
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On voit par la que lorsqu’on soumet les X;, a la substitution

A % B, les expressions X{J sont soumises & la substitution A*x B,

34. Ce résultat peut étre généralis¢ de la maniére suivante :
Si, en partant de s formes
X, =ZXu;w, X, = ZX,u;e, ooy
on consideére leur produit bialterné
NoXpe oo Xg= EXY w00,

les coefficients X)) de ce produit ont la propriéié que, lorsqu’on
soumet les X, a la substitution A x B, ils sont soumis ¢ la substi-
tution A’ x B, c’est-a-dire que XY, est remplacé par
@ YY)
va-j)bih‘ ke
En effet, si I'on représente les formes X, X,, ... symboliquement

par
X‘ = Uy by, X2 = Ugndyny . e

(étant posé X, =« y;, ...), on aura, comme aun°® 28,

' ’ ' ’ ’
] L A 7 NI D SRR 42
. ‘” "I P .” . L ,” /”
\'/) 'Lll a’i: e 'l'/t )/ll ‘) A v .) 4 . “"-71' . Ar
0= = a%aYa-
. . . . LI ] . o LI 4 .« LI ) . o0 2
o8} roo!S ()] (2 18) P]
| J'Il &y, ce x/« v’).’ll )’I-' e )//'

Or, soumettre les X, a la substitution A x B, c’est soumettre les z,
a la substitution A et les y, & la substitution B, ce qui a pour résultat

de soumettre les z, 4 la substitution A%, les y,, 4 la substitution B et
les X1 4 la substitution A¢ > B¢ (voir n° 29).
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On peut aussi démontrer la propri¢ié dont il s’agit en remarquant
que

Lorsqu’on soumet les formes X,, X,, ..., X, aux substitutions
A’, B’ opérées respectivement sur les variables u et v, on obtient
s nouvelles formes A'X,B, A’X; B, ... dont le produit bialterné

A'X,BAX,B...AB
colncide avec la forme
A% (X, Xy X,) (B,
qu’on obtient en soumettant la forme X,. X, ... X, aux substitutions
A’ = (A, B = (B*y,
opérées respectivement sur les variables u ct oy,
On remarquera que, en particulier, dansle cas ol m = n et s = m,

sty dans Uexpression X, ;1 =1X,.X,...X,,|, on soumei les X, & la
substitution A < B, celle expression se reproduit multiplice par

|A{IB.

38. Examinons maintenant si, en dehors des substitutions li-
néaires A X B, il y a d’autres substitutions linéaires qui, effectuées
sur les éléments X ; d’'un Tableau & m lignes et & # colonnes, opérent
des substitutions linéaires entre les mineurs Xj'J:# d’ordre s de ce
Tableau, et cela quel que soits (s =2, 3, ..., sSm, sa).

Et d’abord examinons quelles sont les transformations lindaires des
éléments X j; qui opérent des transformations linéaives entre les mineurs
du second ordre X}/ .

Comme toute transformation pareille doit remplacer chaque mineur
du second ordre par une combinaison linéaire des mineurs du méme
ordre, elle doit substituer a tout systéme de valeurs des X, tel que

J
Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fasc. I, 1goo. 16
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X;;=x; y, et dont tous les mincurs du second ordre sont nuls, un
autre systéme dont tous les mineurs du sccond ordre soient aussi nuls.
Si donc une parecille transformation remplace X, par

'a
Xay, jl}\ik
et x; y, par

Zapjxiyi= fi(x,¥),

Jiil® ¥ )y fin(® y)
Jin(@ )y frn(2y)

Or cela ne peut arriver que dans trois cas seulement :

1° Lorsqu'il y a m formes &, a,, ..., @, linéaires par rapport
aux z, et n formes b}, h,, ..., b}", lintaires par rapport aux v, qui
soient telles que I'on 'ut

on aura

i y) = by =gz

2° Sl y a n formes linéaires y,, ¥, ..+, yo' et m formes lincaives

8y 8y vuuy 35", telles que P'on ait

Sie(x, u)= Yoo =Xy I°AJ'7’¢.YJ :

3° Si les formes f;;(x, 1) sont toules des multiples w;v, f(r, y)
il “ .
d'une méme forme f(x, y). .

Le dernicr de ces trois cas nc donne pas de solution de notre pro-
bleme, puisque alors la substitution & laquelle on soumet les X, rem-
place tous les mineurs X% par zéro.

) g i 1 a \ A emplacée par
1Y’autre part le premier dc ces cas, out X, est remplacée par

La; buXap,

fournit précisément les transformations A x B examinées dans ce qui
précede.
Il n’y a donc que le second cas, celui ott X, est remplacée par

2vu Skj Xip

‘qui peul conduire & des transformations nouvelles.
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Si I'on pose
— . — ¥
=Xy, A = X0, )l

(hj=n2..,m; kl=1,2,...,n),
et que I'on considére le produit corjonctif
N
I'<xA= "}’ilcij;kUj,

des formes bilinéaires T' et A, on peut dirc que, dans le second cas, les
¢léments X ; sont soumis aux transformations I' < A.

Nous allons maintenant examiner les propriétés des transformations
I’ x A, qui établissent, comme nous verrons, des substitutions linéaires
entre les mineurs de méme ordre s du Tableau des X, quel que soit s
(sSm,ssn).

56. Fiant posé

A =Za;x;u;,  B=Zbyy,",
T =Zvy, z0, A= zakjyk Ujy

(hj=1,2y.,m; kyl=1,2,...,n),
on a, conformément & la composition ordinaire,

AT = Za,‘g Y3129y BA = Eb/;/, 8/”')". U,
IB=ZXvubuzvy AA=Zéa,;y, u;,
FA=Z“','/‘8},J'$;UJ‘, AF:ZS,,g';'g,ykv,

(yjrg=1y2y0ccomi ky L, h=1,2,...,0).

On voit par la que les formes AI' et T'B appartiennent au systéme
de formes I' et les formes BA et AA au systéme de formes A, et que, de

méme, les formes T'A et AT’ appartiennent respectivement aux deux
groupes de formes A et B.

En utilisant les expressions précédentes on voit aisément que :

Les opérations A X B et T' X A sont lides entre elles et & la com-
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position ordinaire des formes bilinéaires par les relations fonda-
mentales suivantes :
(A, xB,)(A,%xB,)=A,A,x<B,B,,
(AXB)(T'xA)= AT x B4,
(I XA)(AXxB)= TB xiA,
(T, x<A)(Tyx 4,)= T4, XAT,.

La signification de la premicre de ces relations est déja connue.
Quant aux autres, elles font voir que le produit d’une substitution
A < B par une substitution T X A, soit d'une substitution T < A par
une substitution A X B, est encore une substitution du systéme I' X A,
et que le produit de deux substitutions I' X A est une substitution du
groupe A % B.

On remarquera aussi que I'on a

(ExF)(I'xA)=(T'xA)(ExF)=T xA.

Du reste les substitutions I' < A n’appartiennent pas, en général, au
groupe A < B. On ne peut avoir, en effet, la relation

AxXB=T x4,
qui équivaut & l'identité algébrique
(Zaiziu;) (Bbay,o) = (EYawior) (B3, y.4)),

que dans le cas ol il y a quatre formes linéaires a,, b,, u,, ¢g telles
que 'on ait

A=a,u, B = b0, I'=a,v, A=b,u,.

37. Dans le cas ol m £ nT'un des deux déterminants |TA', |AT
est identiquement nul. En particulier, si m > n, on a

|TA|=o, |AT' | o,
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tandis que, si m < 2, on a
|ITA|s£0, |Al'|=o.
Il suit de la que, lorsque m = n, on a

T < A|=o.
En effet, comme
(T'<A)*=TA X AT

on doit avoir (d’aprés le n° 9),
|T' < A]?)=|TA|*|AT [*=o.
D’autre part, lorsque m = n, on a

[TA|=|[AT|=T[|4]
ct

T A|=|T["[AJ.
38. Sil'on part des formes
T=Zyx0, et A=ZS; yu;,

on peut considérer les produits bialternés I et A°, de s formes égales
aTouaA
On aura ainsi
§ e Yo ld) oo
=y 20w,

G) _ irigeenis
Yo=Yuu. 1, Zx Yict, Yiay o+ + Yo,

et

W<l Ly Lh<h< <L
On aura, de méme,

s __ )
A=X 8(/‘) Y Ui
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ol
Ry Nk A, — N
SU) 8 . P 6“11'1 8":1':' ’ 'SA"I'

Tifse-
ct
T <Je <o < Jos by <k < o L ks

On aura donc pour le produit mixte I'¥ x Af

I‘J e AJ 2.,',0;}(5» l'.‘('A'» "11','

134 (VN

Il s¢ trouve mainlenant que si Pon applique aur X, la substitu-
tion T X A, qui remplace X, par 2384 Xa, les expressions

:;’\ Xhlt I« — _‘ =+ \

Tl

NN

/I Sy M
sont soumises a la substitution T¥ < A%, qui remplace X par

Sy,

[T}
L, plus généralement :

Si en partant de s formes
X, =ZX,u e, Xo=XXju;e e
on considére leur produit bialterné
X, Xy Xy = ZXU w00,
les coefficients X} de cetie forme ont la propriété détre soumis a

la substitution T* < &', lorsqu’on soumel les X, a la substitution
I'x<A.

On peut démontrer cette propriét¢ en remarquant quc :

Lorsqwon soumet les formes X,,X,, ..., X, aux substilutions
I', A', opérées respectivement sur les variables u et v, dont " rem-
place u; par Zy,9, et A' remplace ¢y par £8;u;, on obtient s nou-
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velles formes I'X, A, I"X,A, ..., I'X,A dont le produit bialterné

I'X,AI'X,A...T"X,A

colncide avec la forme

(X, X, .. X,) A,

qu'on obtient en soumeltant, dans la formeX,.X,...X,, les va-
riables u, el oy aux substitutions T = (T%) et (A%) = (A%

Il est & remarquer que, dans le cas ou m < n, la forme I'"* x A*
devient le produit de deux facteurs linéaires puisqu’on a

m m__.v HINGIN 2@ i)
" A =Y 0 Ty Uy,

Az.m 18 Mk, . hpg d 2.
= (Z Iy ”;m ul|1i ,\';m) (vbla . mn ”'L/‘ ks "" )'
Il'en est de méme pour la forme I'™ < A” dans le cas ol m > n.

09. Le cas le plus intéressant pour les substitutions T' > A est celui
oti 'on a m = n, car alors le déterminant |T' < A| n’est pas identique-
ment nul,

Si, dans ce cas, on représente par © et H les deux formes

0 = Zua;vy, H=Zy,u (i k=r1,2,...,m),

ona

@ X H == EX,'/, Ulri'

On voit par la que la substitution ® x H a pour effet de remplacer
Xir par Xy, ¢'est-a-dire de faire retourner le déterminant | A | autour
de sa diagonale principale.

On a également

(0xHY?=0HxHO=ExV,
(T < A)(® x H) =TH x 40,
(@ x H)(T'xA)=0Ax HT
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-

et aussi
I'<A=(TH x A8)(0 x H) = (06 x H)(@A < HT)

On voit ainsi que la substitution T XX A peut étre obtenue, svil en
composant la transformation TH < A® (qut appartient au groupe
A % B) avec @ x H, soit en combinant ® x H avec la transforma-
tion ®A < HT (qui appartient également au groupe A X B).

Dans lc cas actuel, ot l'on a

I A" = |T||A |2 imaism,

il se trouve que si dans le déterminant |X|on soumet les X, a la
transformation T X A, ce déterminant se reproduit multiplié par
T||A|. 1l en est de méme pour Uexpression

— Yit2..
I Xl 'X2‘ . Xm l e XA::::‘

40. En résumant les résultats précédents pour le cas olt m = n, on
voit que

Les scules transformations linéaires des éléments X, d’un déter-
minant qui établissent des substitutions linéaires entre les mineurs
de méme ordre de ce déterminant, sont : 1° les transformations du
groupe A X< Bj 2° la transformation © %< H, qui remplace X
par X,;; 3° les transformations qu’on obticnt en composant les
transformations A < B avec ® x H, soit ® x H avec les transfor-
mations A X B. Ce troisiéme systéme est constitué par les trans-
Jormations T < A, au nombre desquelles appartient aussi la trans-
Jormation © x H.

Dans le cas ol m = n = 2, les transformations A X< B constituent
un groupe identique & celui des homographies de V’espace qui Jaissent
invariable une surface du sccond degré, a discriminant différent de
zéro, en transformant en lui-méme chacun de ses deux syst¢mes de
droites, tandis que les transformations I' %< A correspondent aux homo-

graphies de I'espace qui échangent entre cux ces deux systémes de

droites.
——— ) G e



