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SUR UNE EXTENSION DU CALCUL DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. 

Sur une extension du calcul des substitutions linéaires ; 

PAR M. CYPARISSOS STEPHANOS. 

La théorie des substitutions linéaires, appliquée à l'étude des formes 
bilinéaires et quadratiques, a conduit, par les travaux de Cayley, 
Borchardt, Hesse, Laguerre et autres, à un calcul symbolique à mul-
tiplication associative, qui offre de grands avantages dans l'étude de 
ces théories. 

On doit à M. Frobenius d'avoir présenté ce calcul sous une forme 
très convenable, par l'adoption de la notion de la composition des 
formes bilinéaires. 

C'est de ce calcul que nous présentons une double extension dans le 
présent travail, en introduisant, à coté de la composition (ordinaire) 
des formes bilinéaires, deux autres opérations que nous désignons sous 
les noms de conjonction et de composition biallernée des formes bili-
néaires. 

La première de ces opérations, d'une définition très simple, corres-
pond, dans le cas de deux formes bilinéaires, à un mode de composi-
tion de deux déterminants, considéré d'abord par M. Kronecker. 
D'après cette opération, en partant des deux formes bilinéaires 

A = laijXiUj, Β = Zbklyhvl 

(ι, j = i, 2,..., m, k91 = ι, 2,..., λ), 

Journ. de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. I, 1900. 10 



74 · · CYPARISSOS STÉPIIAKOS. 

on est conduit à une nouvelle forme bilinéaire 

aij buXik U jf 

En particulier, si Ton pose Ε = Σ#, **,·, F = Zykρλ, on a 

EXF = 2X
(
,U,. 

Notre attention, sur cette opération, a été attirée par ce fait, que si 
l'on considère les déterminants 

|Λ-λΕ|, |B — XF|, |Λ χ Β — λΕ χ F|, 

obtenus en retranchant λ des éléments de la diagonale principale 
des déterminants des trois formes bilinéaires A, Β et A χ Β, 
Véquation |A χ Β — λΕ χ F| = ο a pour racines les mn produits 
des racines de | A — λΕ| = ο par les racines de |B — XF| = o. 
Comme corollaire de cette propriété, que nous avons réussi à généra-
liser d'une manière toute naturelle, on retrouve la formule 

|AxB| = |A|w|B|'M, 
due à M. Kronecker. 

La seconde opération, rappelant la multiplication alternée de 
Grassmann, a une relation intime avec la théorie des transformations 
linéaires des coordonnées pluckérienncs des diverses variétés linéaires 
(droites, plans, etc.) contenues dans un espace à plusieurs dimensions, 
ou encore, si l'on veut, avec la théorie des adjointes successives d'une 
forme bilinéaire, obtenues en bordant le déterminant de cette forme 
par plusieurs séries de variables. Ainsi le produit biallcrné de s formes 
égales à A est une forme bilinéaire A,f dont le déterminant a pour élé-
ments les mineurs d'ordre s du déterminant de A. 

Nous avons eu occasion de nous occuper de cette opération en 
partant de cette propriété ('), que le déterminant |AJ— λΕ*|, obtenu 
en retranchant λ de tous les éléments de la diagonale principale du 

(l) Obtenue aussi par M. G. Rados, dans son article Zur Théorie der adjun-
girten Substitutionen {Math. Annalen, t. XLVIII, p. /μ75 1896). 
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déterminant | Af|, a pour racines les produits des racines de Véqua-
tion |A — λΕ| = o prises s à s. Cette propriété, qui comprend comme 
cas particulier le fait connu, dû à M. Franke, que le déterminant | A'j 

est égal à la puissance de |A|, est également susceptible cTune 

généralisation intéressante. 
Nous procédons à l'étude de ces opérations par une méthode uni-

forme, basée sur les relations fondamentales, très simples, qui lient 
ces opérations à la composition ordinaire des formes bilinéaires. Ces 
relations sont, du reste, équivalentes aux lois fondamentales 

(A, χΒ,χ,.,χ Ρ,χΑ,χΒ,χ.,.χ P
a
) 

= A, Aa χ Β,Β,χ.,.χΡ,Ρ, 
et 

(AO(A'
!
) = (A,A

Î
)' 

de certains groupes de transformations linéaires, importants dans la 
théorie des invariants ( ' ). 

Parmi les résultats du présent Travail, on voudra bien remarquer 
ceux touchant à la théorie de l'élimination et qui sont obtenus avec 
une extrême facilité. Nous donnons, entre autres, la solution générale 
des deux problèmes suivants : 

I. Étant données deux équations 

f \ (\) — 5e1 H- e, \'n~{ + a
m
., ξ -l· a,

n
 = o, 

/a (η) = rin + η + b
n
 = o, 

et une fonction entière φ(ζ,η) = Σορσξρησ, représenter par undélcr-

(*) Voir le Mémoire de M. Hurwilz Zur Invariantentheorie (Math. 
Annalen, t. XLV, p. 38i; 1894), qui offre certains points de contact avec la 
présente Etude et dont nous n'avons eu connaissance qu'après l'achèvement de 
notre Travail. Les substitutions que M. Hurwilz appelle Potenztransforma-
tionen, et qui correspondent aux puissances algébriques, à exposants entiers 
positifs, des formes bilinéaires, peuvent conduire à des résultats analogues à ceux 
exposés dans le présent Travail, quoique moins simples sous certains égards. 
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Minant d'ordre mn le résultat de l'élimination de ξ et η entre les 
trois équations 

/.(?) = «, />0ι) = °> ?(5.η)-λ = °· 

II. Étant donnée une équation 

f(l) = ξ",+ α,ξ'"-,+. .+ a,*-,\ + a
m
 = ο 

et une fonction entière symétrique des variables ξ, ξ2, ls 

(s<m), 
?(S„ -, I) = Σβρ,ρ,.,.ρ,ξΡ'ξΡ*.. 

trouver l'équation, de degré ί^)'
 a

)'
an

^ pour racines les 

valeurs que prend φ(ξη ξ8, ..ξ,) pour les diverses combinaisons 
des racines de /(ξ) = ο prises s à s. 

La solution de ces problèmes et d'autres analogues est donnée par 
des déterminants ne contenant l'inconnue λ que dans la diagonale 
principale, dont les éléments sont tous de la forme au— λ. 

Enfin nous obtenons la solution du problème suivant : 

Trouver toutes les substitutions linéaires entre les mn éléments Xih 
d'un tableau à m lignes et à η colonnes, qui établissent des substi-
tutions linéaires entre les mineurs de même ordre de ce tableau. 

Nous avons cru devoir faire précéder le présent exposé par un 
aperçu sommaire des propriétés élémentaires de la composition des 
formes bilinéaires, dans le but de rendre facile l'intelligence des déve-
loppements ultérieurs (1 ). 

( ') P. S. Un aperçu des résultats du présent Mémoire a été présenté à l'Aca-
démie des Sciences de Paris dans la séance du 6 mars 1899 ( Comptes rendus, 
t. CXXVIII, p. 593-596). 
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I. — Composition ordinaire des formes bilinèaires (1 ). 

1. Étant données deux formes bilinèaires 

A
 i
 = Σ a\j Xi Ujy A

2
 — l a]j xt

 Uj 

(«',; = i,2, 

on représente par A, A2 la forme 

A| Aj — 2a
ig

a
g
jXiUj (g

}
 i, j — ι, 2,..., m) 

qu'on appelle produit de la composition des deux formes A, et A
2

. 
En particulier, si 

A = laijXiUj, Ε = IXiUi, 
on a 

AE = EA = A. 

Le déterminant |A
4
 A

2
[ de la forme A

4
 A

a
 est égal au produit des 

déterminants 

| A, | — Σ dz a
XK

a.
i2

...a
mm

, |A
2

j — Σ ± a
SK

a
2i 

des deux formes A4 et Aa. 
Les deux formes A, A2 et A2A, sont en général différentes. Mais si 

A, A
2
 = A2 A4

, on dit que les deux formes A, et A2 sont échangeables 
entre elles. 

La composition des formes bilinèaires jouit pourtant des propriétés 

(*) L'exposé suivant est conforme aux notations de M. Frobenius [Ueber 
lineareSubstitutionen und bilinear e Forme n ( Journal de Crelie, t. 84; J 878)], 
sauf quelques détails. On trouvera dans ce Mémoire de M. Frobenius des cita-
tions intéressantes, ainsi que dans l'article de M. Study, sur la théorie des quan-
tités complexes, inséré dans le second fascicule de YEncyklopâdie der Math. 
Wissenschaften, Leipzig, p. 169 et suivantes; 1899. 
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distributive et associative, puisqu'on a 

(A, -f- A
a
)A

3
 — A, A3 + A, A„ A,(Aa ·+- A3) = A, Aa -H A, A3 

et 
( A, Aa) A

;(
 — Α, ( As A3) — A, AaA3. 

En partant d'une forme A on peut considérer ses puissances succes-
sives Aa = A A, A3 = AAA, ... qui sont telles que 

ΑΡΑσ= ΑσΑΡ= Α^σ. 

Dans le cas où | A | φ ο, on représente par A~* la forme 

Ο X , «37 j · ■ · ^ni 
u{ &,, ax a ... aim 

A"' = - jXj w
a
 «

22
 ... ctim = Z*ijXiUr 

. . . 

M»ι m 

Cette forme, qu'on appelle inverse de A, satisfait aux relations 

AA-, = A-,A = E. 
On remarquera que 

(A,As...A„)-' = Α;'...Α;Ά;'. 

2. A toute forme bilinéaire 

A = IdijXiUj (i, j = ι, 2,..., m) 

correspond une transformation linéaire des variables x
}
 celle qui rem-

place Xj par ZdijXi, Cette transformation linéaire peut être repré-
sentée également par le symbole A. A la forme Ε = Σ#, m,· correspond, 
en particulier, la substitution identique, qui remplace χ j par χ j. 

A la composition de deux formes bilinéaires A, et A
a
 correspond la 

composition des substitutions linéaires correspondantes. Ainsi, tandis 
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que A
{
 remplace Xj par Σα^χ^ί que A

2
 remplace Xj par Σα'·;.χ·/) tn 

substitution A,Aa remplace Xj par ΣaigagJΧι — Σ\agj(ΣaigXt)], de 
sorte qu'elle a le même effet que les deux substitutions A,, A, effec-
tuées successivement dans l'ordre A

2
, A,. 

Dans le cas où | A| φ ο, la transformation A a pour inversely trans-
formation correspondant à la forme A-1. 

5. De même que la forme bilinéaire 

A = A(x, u) = ZciijXiUj (i,j = m) 

définit une transformation linéaire A, qui fait remplacer Xj par 
SctjjXi, de même la forme 

A' = A'(u, χ) = Σa/j Ujx
t

, 

qu'on appelle transposée de A et qui ne diffère de A que par Y ordre 
des variables χ et m, définit une transformation linéaire A', qui fait 
remplacer m,· par Σα/jUj, et qu'on appelle transposée de A. 

Le produit de la composition de deux formes A', et A'
t
, transposées 

de A, et A2, est donné par la formule 

A ;A· = Σα^·α^Μ/®/, 
de sorte qu'on a 

A;A;=(A2A,)'. 

On a, de même, en particulier, 

A'E' = E'A'= A'. 

Au produit A', A
2
 des formes bilinéaires A', et A[ correspond égale-

ment le produit de la composition des transformations A', et A'a corres-
pondantes, effectuée dans l'ordre A\, A'2. La transformation identique 
de ce groupe correspond à la forme E'. 

L'inverse de A' coïncide avec la transposée de Α~·=Σαηχρι·η 
c'est-à-dire que l'on a 

(A')· 1 = (A-1 )' Σα,, iijXj. 
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La transformation A'"' = ( A""1 )' est appelée substitution conlragré-
dienle (ou contraire) de A. La substitution ArK est évidemment la 
contragrédiente de A' et A','1 A'"1 la contragrédiente de A, Ak. 

4. Si dans la forme A = A (a?, u) on soumet les variables χ à une 
substitution A, et les variables u à une substitution Aa on obtient 
comme résultat la forme A4AA2. Par les mêmes substitutions la 
forme A' devient 

A'
2
A!A\ = (A

4
AA

2
)'. 

Pour que deux substitutions A4 et A'a transforment en elle-même 
la forme E, il faut et il suffit qu'elles soient contragrédientes. 

En effet, de la relation 
A4EAa = E, 

soit 
A4 A2= E, 

on déduit que 
I A« 11A

2
1Φ ο 

et que 
Aa = A;\ 

d'où 
Α; = Α'Γ' = (Α-<)<. 

5. Si l'on soumet les variables a? et m de deux formes A4 et A2 à 
deux transformations A3

 et AJ, on obtient deux nouvelles formes 

A3 A4 A4 et A3A*A^ 

dont le produit A
3
A

4
 A

4
A

3
A

2
A

4
 ne coïncide pas, en général, avec la 

forme A3 A4 A2A4, obtenue en soumettant A
4
 A

2
 aux mêmes transfor-

mations A3 et A\, 
Pourtant si | A311A41 φ ο et que l'on veuille avoir 

A3 A4 A4 A 3
 A2 A4

 — A3 A4 A2 A4 

quelles que soient les formes A
4
 et A

2
, on doit avoir A

4
 A

3
 = E, c'est-
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à-dire que les deux transformations A
;
, et A', doivent être contragré-

dientes. 
On voit par là que le produit A, A

2
 de deux formes bilinéaires A, 

et Aa
 quelconques ne constitue un covariani de ces formes que dans 

le cas où l'on considère dans ces formes les u comme des variables 
contragrédientes aux variables x. 

6. L'équation | A — λΕ| = ο est appelée équation caractéristique. 
de la forme A. 

Toute forme A, AA^', transformée de A par des substitutions con-
tragrédientes A, et A',"1, a la même équation caractéristique que A. 
On a, en effet, 

| A, A A71 — λΕ| = |A, AA;1 — λΑ,ΕΑ;'| 
= |A,(A - λΕ)Λ;'| = |A,||A,|-'|A - λΕ| = |A - λΕ|. 

On voit par là que tous les coefficients de l'équation | A — λΕ| sont 
des invariants de la forme A, si l'on y considère les u comme des 
variables contragrédientes aux variables χ. 

Soit ω (λ) le plus grand commun diviseur des mineurs d'ordre m — 1 
du déterminant |A — λΕ| et posons 

poson^ 

Dans le cas où l'équation ψ(λ) = ο n'a que des racines simples, la 
forme A peut être mise, au moyen de substitutions A, et A'"' conve-
nables, sous la forme canonique 

A, AA^1 = Σξ;Φ
{
·α/. 

(Il en est ainsi, en particulier, dans le cas où l'équation | A — λΕ| = ο 
a toutes ses racines inégales.) 

Au moyen de cette expression canonique on voit que, si l'on consi-
dère une fonction entière quelconque 

<p(A) = ScpAf 
Journ. de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. I, 1900. 11 
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de la forme A, on aura 

A ι ? ( Λ ) Λ71 = Σ 9 ( ξ() «,·, 

d'où l'on déduit que l'équation caractéristique |φ(Α) — λΚ| = ο de la 
forme 9(A) ο pour racines les m valeurs de 9(5/). 

Celte conclusion subsiste pourtant dans tous les cas, ξ,, ξ2ί · · ·> 5», 
désignant les racines de |A — λΕ| = ο. 

II. — Conjonction des formes bilinéaires. 

7. Ëtant données deux formes bilinéaires 

A — 3'ί Uj ('> j — ïj 2, . . ., /W), 
Il = Σ bfd y A ( ι (A,/ =1,2, ..., w), 

on peut en déduire une nouvelle forme bilinéaire 

A Χ Β = 

(hj = ', 2> — ) M'l J * = ï,2, ··., 

en remplaçant, dans le produit algébrique 

(ΣciijXiitj) (Σ<7) = l
i
a
ij

b
hl
x

i
y

h
uj^

l 

de ces formes, les expressions «
#
·ρ, par les variables \

ih
 l"

yV
. 

En posant 
Κ = £#,·«/, F = Σ/Α<ν, 

(ι = ι, 2,..., /W; /1 = ι,2,..., Λ), 

on aura, de même, 

A χ F — Σα,-j(X
f
-, U

y
·, U/a 4-.X

m
 F;

w
), 

Ex 11 = ( Χ ι Λ F | / -f- XaA-Fo/ \,„K 

ExF-ΣΧ,ϋ,. 
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La forme bilinéairc A χ Β peut être considérée comme une sorte de 
produit de la composition des deux formes A et B. 

Pour distinguer cette nouvelle sorte de composition dçs formes bili-
néaires de la composition ordinaire, nous l'appellerons conjonction 
des formes bilinéaires. 

A cette composition des formes A et Β correspond une sorte de 
composition de leurs déterminants | Λ | et ] Bj, par laquelle on est con-
duit au nouveau déterminant à mn lignes 

· ·*· tt\[b\n et ia^n ··· eh m b\n 

α·\ι /λ ι ω 11 bn* · « « et 11 b'2/ι β||ΐ /'ο ι · « » ehiu b^n 
. . . . 

i A Χ Β j et 11 b
n

 ι ci ι , b„, ... ci 11 b
/nl

 ci
t
 ο b

n
 j ·. ·· ci \

 m
 b

nn 

ci.y ι b 11 ci .y ι b | ο ».. ci.^ ι 1) ι n b
t

, ·. · (f"itu b j ̂  
. . . . . 

ehn t b
u

 ι ci 
tn

 | b
/r

, ... ci
m

, b
m

 ci
lir

t b
lt t
 ... cf,

tlftl
 b

/in 

Dans ce déterminant l'élément appartenant à la ligne (i — ι)« + A 
et à la colonne (j — ι)//-+- / est égal à at

jbAl. 

8. Si l'on pose 

A, = Za'ijXiitj, A, = Zd'ijXjiij (/', j = ι, a, ..m), 
B

t = Sfyk,y*rh B% = Sb'Mykrt (A, £= Ï,a,/*), 

les produits A,Aa, B,B2, obtenus par la composition ordinaire des 
formes bilinéaires, dont il a été question dans le Chapitre précédent, 
seront 

Α.Λ,*= Zcï^cCjXiiij (/,/=1,2,..., /#), 

Β, IL = ib»b)
tl
yk ν, (A-, / = ι,2,.., h), 

et l'on aura 
Λ, Λ

 2
 χ Β, IL = Σ a] g d^b'kh l>hlXik \jJt. 
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De même, le produit ordinaire des deux formes bilinéaires 

Α,χΒ, = Σβ·. 

A a χ Bj = Σα] .b^XiftUji 
sera 

(A, Χ Β,)(A
2
 Χ B

A
) = ̂ d

ig
b'

kh
d
gj

b"
hl
\

ik
U,

7
. 

On voit parla que la conjonction des formes bilinéaires est liée à la 
composition ordinaire de ces formes par la relation 

(A, χ B,)(A,x B
2
) = A,A

2
x B,B

2
. 

Cette relation joue un rôle fondamental dans la théorie qui nous 
occupe, puisqu'elle conduit à toutes les propriétés de la conjonction 
des formes bilinéaires. 

Et d'abord signalons, parmi les cas particuliers de cette relation 
fondamentale, les suivants : 

(A Χ F )(E Χ Β ) = (Ε Χ B)(A Χ F) = A Χ Β, 

(A, Χ F )(A
2
XF) = A,AJXF, 

(Ε Χ B,)(E Χ B
2
) = Ε Χ Β,BO, 

dont on peut déduire réciproquement la relation fondamentale. 
Remarquons aussi que l'on a 

(A Χ B)(E Χ F) = (Ε Χ F)(A ΧΒ) = Α Χ Β. 

Du reste, il est clair que l'on a aussi la propriété distributive 

(A, + Aa) χ Β = A, χ Β +A,xB , 
Ax(B

t
 + B,) = A χΒ, + Α χ Bt. 

9. La relation 
(A χ F)(E χ Β) = A χ Β 

fait voir que 
|AxF||ExB| = |AxB|. 
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Mais comme on a évidemment 

| A χ F | = | AI", 

| Ε χ Β | = | Β |-, 

on obtient la formule connue, due à M. Kronecker ('), 

| A χ B| = | A|"|Β]m. 

10. La relation fondamentale 

(A, χ B
I
)(A

2
X B.

t
) = A,A2X B,B

2 

conduit aussi aux formules 
(A χ B)P= A? χ BP, 

(A χ F)P= A? χ F, 

(ΕχΒ)σ=Ε χΒσ, 

(A χ F)P(E χ Β)σ= A?x Βσ. 

Ces formules ont lieu pour toutes les valeurs positives entières des 
exposants ρ et σ, quelles que soient les formes A et B. Pourtant la pre-
mière de ces relations a lieu, même pour des valeurs négatives de p, 
dans le cas où | A | φ ο et | Β | φ ο, tandis que les trois dernières sub-
sistent pour ρ < ο, si | A | φ ο, et pour σ < ο, si | Β | φ ο. 

Ainsi, par exemple, dans le cas où | A | φ ο, | Β | φ ο, on a 

(Α χ Β)"'= Α-'χ Β-·, 
puisque 

(Α χ Β)(Α-« χ Β"') = (Α-' χ Β-·)(Α χ Β) = Κ χ F. 

Si Γοη donne une fonction entière de ξ et yj 

?(5)»ΐ) = 2θρ,ξ'ηί, 

(') Voir l'article Kombinatorik, par M. Netto, clans le premier fascicule de 
ΓEncyklopàdie der Math, Wissenschaften, p. 4o. 
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on aura 
?(A χ F, Ε χ Β) = Σ<^(Α χ F)P(E χ Ii)" 

= Σβρ,,ΑΡχ Βσ. 

La forme bilinéaire φ(Α χ F, Ε χ Β) peut donc être représentée 
plus simplement par le symbole 

G (A ; B) = 2Cp„APx B°, 

Toutes les formes s(A; B), correspondant à deux formes A et Β 
données, sont échangeables entre elles, c'est-à-dire cjuc l'on <i 

?.(A;B)9
a
(A;B) = {p

a
(A;B)ç,(A; B). 

Cette propriété résulte de la relation 

(ΑΡ'Χ Bff.)(AP'X Β'·) = ( ΑΡ*χ Βσ*)(ΑΡ· χ Bff.) = χ Βσ· *·-. 

11. Si, en partant de deux formes 

A = SdjjXiUjj B = 

(*»./ = τ»2,...,/Μ; /i,/=1,2, ...,/ι), 

telles que | A | φ ο, | Β | φ ο, et ayant pour inverses 

A"1 = Σα ijXiiij, Β"' = ΣβΑ//Α<·7, 

on considère les deux formes 

A X B = Stf7;£A/X./AUy7 

et 
A~* X B~' — 

on remarque, qu'en vertu de la relation 

Α-'χΒ-· = (ΛχΒ)-\ 

la forme A~' χ B-1 coïncide avec l'inverse de A χ B. 



sun UNE EXTENSION DU CALCUL DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. 87 

Ainsi, tandis que les deux substitutions Λ et Β remplacent Xj par 
Σα,ηΧι et yt par et que leurs inverses A"1 et B*1 remplacent 
Xj par ZctijXi et y,parZ(3A/yA, la substitution A χ Β remplace X

/7
 par 

Σαι;ϋΜΧ.α (et en particulier Xjyt par ^a^Xilb^y^) et son inverse 
A'1 χ B~' remplace X,7 par Σα,·; βΑ^Χ

ίΑ
 (et xjY(

 par ΣcL(jXiΣ$k^y^). 
De même, tandis que les transformations contragrédientes A'~' 

et B'~' de A et Β remplacent respectivement w
t
 par Σα/yMy et vk par 

la transformation contragrédien te (Αχ Β)'~' = A'"' χ B'~' de 
A χ Β remplace U

iA
 par Σα,·,· βΛ,ϋ,ν (et w,rA par Σα^Σ^ν). 

12. Si, étant données deux formes 

A = Σαί]χ^], Β = Σ^/αγ,, 

on y soumet les variables χ cl u à deux substitutions contragrédientes 
A, et A'"', et les variables y et ρ à deux autres substitutions contra-
grédientes B, et B',-', on obtient deux nouvelles formes bilinéaires 
A, AA"^, B, BBy' dont le produit 

Λ, A A;1 χ 13, BB;' 
coïncide avec la forme 

(A, χ B,)(A χ Β)(Λ, χ B,)-', 

obtenue en soumettant la forme A χ B aux deux substitutions contra-
grédientes A, X B, et (A, χ B,)'~', opérées sur les variables X et U. 

On a, en effet, 

(A, χ B,)(A χ Β)(Α·, χ B,)-' 
= (Α,Λ χ Β,B)(A;' χ B;') 
= Α,ΑΑ,'χΒ,ΒΒ;'. 

La proposition précédente n'est qu'un cas particulier de celle-ci : 

Si dans les formes A cl B on soumet les variables x, w, y, ç res-
pectivement aux substitutions A,, A

2
, B,, B'

2
, on obtient deux non-
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pelles formes bilinéaires A, AA2, Β, Β Ba dont le produit 

A,AA2xB,BB2 

coïncide avec la forme 

(A
l
xB

l
)(AxB)(A2xB

a
), 

obtenue en soumettant la forme A χ Β aux substitutions A, χ Β, 
et (A

3
x B

2
)' = Α[ χ Bj, opérées respectivement sur les variables 

XetU. 

13. Si les substitutions A
n

 A', ' et Β,, B'
(
 1 transforment A et Β 

respectivement en 
A, AA^' = Σ ξ,· XiUh 

Β, Β Β;' =Συ]Λ/αρλ, 

les substitutions Α, χ Β, et (Α, χ Β,)'-1, qui sont contragrédientes 
entre elles, transforment A χ Β et A? χ Βσ respectivement en 

(A, χ B,)(A χ B)(A, χ B
(
)-« = Α., A A;' χ Β, BB;' 
V¡ » 

et 
(A, χ B,)(Apx Bff)(A, χ B,) 1 = A, A?A;' χ Β,ΒΡΒ;1 

J* 'VA 
et plus généralement la forme 

φ ( A ; Β) = Σο» A? χ Bff 

en 
(A, χ B,)<p(A; B)(A, χ Β,)-' = 2cpffA, ΑΡΑ;' χ B,BffB;' 

= 2cp«^,l°X»Urt 
= ïç(t„»l.)X«Ue. 

On déduit de là que, de même que (n° 6), 

| A - λΕ| = | A, AA;' - λΕ| = Π(ξ, - λ), 

|B — λΕ| = |B, Β Β;' -λΕ| = Π(η,— λ), 
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011 a 

| AP χ Β*- λΕ x FI = I (A, χ Β, ) (A? χ Βσ)(A, χ β,)"1 - λΕ χ F)| 
= Π(ξ?ηϊ-λ) 

el, en général, 

19(Α; Β) - λΕ χ F| = 1Ι[φ(ξ,, η*) - λ]. 

Ces propriétés, démontrées ici pour le cas où les formes A et Β 
peuvent prendre la forme canonique et lY\

k
y

h
v

k
, subsistent 

dans tous les cas, pour des raisons de continuité. 
On parvient ainsi au résultat important suivant : 

Si l'on pose 

φ(ξ,η) = φ( A; Β) = Συρ(ΤΑ
ρ X B°, 

l'équation caractéristique 

| φ(A ; Β) — λΕ, χ F| = ο 

(le la forme φ(Α;Β) a pour racines les mn valeurs que prend 
9(1;,·, ηΑ

) pour les divers couples de racines ξ,· et η
Α
 des équations 

[A — λΕ| = ο et |B — XE| = o. 

En d'autres termes : 

Le résultant de V élimination de\eii\ entre les trois équations 

|Α-ξΕ| = ο, |B —r)F| = o, φ(ξ,η)-λ = ο, 

est représenté par le déterminant d'ordre mn 

| <p( A ; Β) — λΕ χ F|. 

En dehors des cas particuliers de ces propositions correspondant à 
φ(ξ, η) égal à ξη ou à ξρησ, remarquons aussi ceux où l'expression 

Journ. de Math. (5e série), tome VI. — Fasc. 1,1900. 12 
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ο (ξ, η) devient égale à ξ ■+■ η ou à ξ — η. On a alors ( ' ) 

| A χ Β — λΕ χ F | = 1Ι(ξ/ηΛ — λ), 
IA χ F 4- Ε χ Β - λΕ χ F | = Π(ξ,, + η* ■- λ), 
| Α χ F — Ε χ Β — λΕ χ F | = Π(ξ/ — η* - λ). 

Le fait que 
| Α χ Β | = | Λ |rt | Β I"1 

peut être considéré comme un corollaire de la première de ces formules. 
Remarquons enfin que, de même que le résultant de Γ elimination 

de λ entre | A — λΕ | = ο <?/1Β — XF \ = ο est | A χ F — Ε χ Β |, de 
même le résultant de U élimination de λ entre | A, — λA

2
1 = ο et 

| Β, — λΒο | = ο est | A, χ B
2
 — A, χ Β, |. 

14. La théorie précédente peut servir, si l'on veut, à la résolution 
du problème suivant : 

Étant donnés deux polynômes 

/, (ξ ) = lm + α, ξ'"-' 4-... 4- ξ H- a„
n 

./*2(*1 ) = A, 4-. . .4" l>n-\ *1 4- l>n 

et une fonction entière quelconque 

?(s> ri ) — Ά") 

trouver le résultant de l'élimination de ξ et η entre les trois équations 

/,(') = «. /.(η) = ο, ?(5> η)->· = <>· 

(') Nous avons donné la première de ces formules dans une Note Sur un 
mode de composition des déterminants et des formes bilinèaires parue dans le 
Giornale di Maternatiche di Battagiini (vol. 36; 1899). 
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lin effet, si l'on représente par A et Β les clcux formes bilinéaires 

A = — a{ Xy Ux — «2^1 — · » · — Ct,n-\x\um-\ — Q>mx\ um 
"+- Χ<χ U\ -f- Χ-Λ U.i -f-.. . -f- Xm 

Β = - ϋ,γ,ν, - bty,v, —..' ι - l>
n

y„<<, 
+ y< ".+>'.<'»+·· ·+/«-ιρ«) 

011 aura 
|Α-ξΚ| = (- .)'»/, (ξ), » - η FI = (- · y Ml1)· 

On voit par là que 

fx résultant de Γ élimination de ξ et η entre les trois équations 

/1 (*) = "> Λ(·'ί) = «» ?(?,η)-λ = <> 

sera donné sous la forme 

|®(A; Β) — λΕ χ F|. 

En particulier, le résultant des deux polynômes/,(λ) et/2(λ) sera 
I A χ F — Ε χ Β |. 

Au lieu de la valeur précédente de B, on peut prendre 
ν 

Β = — h
x
y

x
v

K
 — h

t
y

x
r
t
-...— Ky^n 

+ ~t"/3(ï2 ■+■· ··-·-/« P«-1 î 

pourtant les résultats auxquels on arrive ainsi présentent moins de 
symétrie. 

115. La relation fondamentale 

(A, χ B,)(A2x B2) = A,A2X B,B2_ 

exprime ce fait important que les substitutions A χ Β forment un 
groupe

y
 le produit de la composition de deux transformations A2 X B2, 
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A, χ Β, de ce groupe coïncidant avec la transformation 

A,A
2
χ B,Ba ('). 

La transformation identique de ce groupe correspond à la forme 
Κ χ F. 

Ce groupe comprend deux sous-groupes remarquables : celui des 
substitutions A χ F et celui des substitutions Ε χ Β. Les substitutions 
de chacun de ces sous-groupes sont échangeables aux substitutions de 
l'autre. Toute transformation A χ Β est le produit des deux substitu-
tions A χ F, Ε χ B, appartenant à ces deux sous-groupes. 

10. Les substitutions du groupe A χ Β ont la propriété d'opérer 
des transformations linéaires entre les déterminants et les sous-déter-
minants du Tableau 

Y Y Y 

yv2t, -*-22î ···? -1 2Λ5 
. . . ., . . . . , · · ■) · · ·■) 

iVW I > -*ν/Η 2? · ··? ^ν/Μ«· 

Ainsi, par exemple, la substitution A χ F remplace le déterminai!I 
d'ordre .s 

X:, Xy/ ... X,, 

X/,1 ^yVt · * * -^/V, _ 

! ^/V. 

par l'expression 

^ «//, Σ ... X,, 
Σα<7ΐΧ<7, ... Σα/ΛΧ,7, 
. . . . . 

Σθ//,Χ//, Σ ίϊ,/,Χ//, ··· ΣΛ,-^Χ^ 

(') Cetle propriété a déjà été remarquée par M. HURWITZ (Math. Annalen 
t. XLV, p. 38

9
). 
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qui est égale à la somme des produits des déterminants correspondants 
des deux Tableaux 

«./, ^b/'i · ' ' Χ1/| Χί/| ' * · X/nil 

«1/. jt ' * * XMe
 X2/

e
 * * * Χ«/Λ 

. . . . . . . . . . 

«.>. ^'ijt ' ' · ΧΙΛ X2/, · · · X/w/, 

c'est-à-dire égale à 

s<.::fcXÎ:t:i (oiW, <£,<...< ί,). 

De même, la substitution Ε χ 13 remplace le déterminant 

¡ »J* 
par l'expression 

Σ^,Χ,,χ ςαλ ... ^A.,x,/ 
Σ^,,Χ,χ Σ b

ku
X

itk
 ... Σ^,Χ,χ 

. . . . . 

— ^X/, X/«X - ̂ X/, X/. < ... — Κ,, Χ
/(λ

. 

qui est égale à la somme des produits des déterminants correspondants 
des deux Tableaux 

Κ Kr, · · * Ki
t
 X/.1 X/iS · · · X/,'« 

^ ^ ... Kl
 cl

 X,, x>, ... X/.. , 
. . . . . 

Κf, K
t

 ... b„
lt
 X/,ι X/,

2
 . · · X,> 

c'est-à-dire égale à 

- ̂ V*Vy^X*/£.' Λ (011 · · · <C ^Î)« 

Quant à la substitution AxB, comme elle est le produit de la com-
position des substitutions A χ F et Ε χ Β, elle fait remplacer 
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par l'expression 

^ · '·/, ' ' X (0U '« ̂  *iî <C ^»2 · *<C ^,f)· 

lin parliculicr, clans le cas où /// = m, la transforma lion Λ χ 11 
remplace le déterminant | X | = Σ ± XM X22.. .X,,,,,, par le produit 

IA11Β | ] X |. 

17. En partant des deux formes 

A = layXtUj, 11 = Zbuykrt 

(/, / = 1, 2, . . .,/Λ; A,/= ι, 2, ..., //), 

on aurait pu aussi poser 

A' χ II — %atjbuYjhVu> 

On aurait alors la relation fondamentale 

(A; χ H,)(A;χ ii
2
) = A;Λ; Χ Β, B

2
, 

où 
A;A; = (A

2
A,)'. 

Les résultats auxquels on arrive ainsi sont tout à fait analogues à 
ceux relatifs à l'opération de conjonction entre formes bilinéaires, déjà 
examinée. L'analogie parfaite des propriétés de ces deux genres d'opé-
rations provient de ce que, d'après le n° 12, la forme A χ Β peut 
être considérée comme un covariant des formes A et 13, quelles que 
soient les substitutions linéaires auxquelles on veut soumettre les 
variables a?, y, u, v. 

Voici, par exemple, une des propriétés de l'opération actuelle : 
Si l'on soumet les formes A' et Β aux substitutions A',, A

2
,11

2
, 13',, 

opérées respectivement sur les variables //, x, y, c, on obtient deux 
nouvelles formes 

A; A'A;, B,BB
2 

dojit le produit A', A7 Al χ 13,BB
2
 coïncide avec la forme 

(A;X13
1
)(A/XB)(A;XB

2
), 



SUH UNE EXTENSION DU CALCUL DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. {P 
obtenue en soumettant les variables Y et V de la forme A' χ Β aux 
transformations A', χ B, et A

2
 χ Β!,. 

Dans le cas où les substitutions A', et A„ B, et B'
â
 sont contragré-

dientes, il en est de même pour les substitutions A', X B, et Λ
2
 χ Ky 

Les opérations A' χ B forment également un groupe dont les pro-
priétés sont tout à fait analogues à celles du groupe A χ B. 

Du reste, il est à remarquer que l'on a 

| A χ Β — λΕ χ F| = | A' χ B-XE'xF|, 
| A? χ Ββ — λΕ χ F| = | A'PxB"- λΕ' χ F|, 

cl, en général, 

|?(A; Β) - λΕ χ F| = |?(A'; B) - λΕ'χ F|. 

18. La théorie précédente peut aussi être étendue, sans difficulté, à 
des produits A χ Β χ C χ ... de plusieurs formes 

A = Za,jX;Uj (i,j = i, 2,m), 
ΰ = (k, l = ι,2,..., η), 

C = (/>)? = ». 2) ···)'·)> 
.... 

Nous nous bornerons ici à indiquer sommairement les principaux 
résultats relatifs aux cas du produit de la conjonction de trois formes 

A χ Β χ C —Σ d(j b/j Cpq \ikp Uy/y 

(Λ y = *» 3»—» m k, /=1,2, <7 = 1,2, 

Si l'on pose 

Ε = Σχί ub F = lykvk) G = 
on a 

Lxb xb=L\,pU,?. 

Ici encore on a les relations fondamentales 

(A, χ Β, χ C,)(A2X B
2

X C2) = A,A2X B,B2X C,C2, 
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d'où l'on déduit 

(A χ 13 χ C)(E χ F χ G) = (Ε χ F χ G)(A χ Β χ G) = A χ Β χ C, 
(A χ F χ G) (F χ Β χ G)(E χ F χ C) A χ Β χ C, 
(A, χ Β, χ G)(A

a
x BaxG) = A,Aax B,Bax G,. 

(A, χ F χ G)(A2x F χ G) = A, Ao χ F χ G,.. 

et aussi 

(A Χ Β Χ C)P = AP Χ Β? Χ Ο, 

(A Χ Β Χ G)P= ΑΡΧΒΡΧ G,..., 

(Α χ F χ G)ρ = A? χ F xG,..., 
(Α χ F χ G)P(E χ Β χ G)"(E χ F χ 0)

Τ
 = A? Χ Β*χ C\ 

Si l'on donne une fonction entière de c, yj, ζ, 

Ά"»» '| ^ ' 
on aura 

ç(A X F χ G, Ε χ Β χ G, Κ χ F χ Ç) 
= Σορστ(Α χ F χ G)P(E χ Β χ G)e(E χ F χ G)τ 

= Σορ„ Αρ χ Βσ χ CT, 

et l'on pourra poser, plus simplement, 

φ( A ; Β ; C) = Lc?<K A? χ W χ C\ 

Les formes ç(A; B; C), correspondant à des formes A, B, C don-
nées, sont échangeables entre elles. 

On a dans le cas actuel 

| A χ Β χ C| = |A|"r |Bj""· ICI""'. 

Étant données trois formes A, B, C, si Ton y soumet les variables 
.<·, u, y, ρ, ζ, w respectivement aux transformations A,, A'

2
, B,, B,, 
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C,, Cl, on obtient trois nouvelles formes dont le produit 

A, AA
3
 χ Β,ΒΒ,,χ C,CC

a 

coïncide avec la forme 

(A, χ Β, χ C,)(A χ Β χ C)(A
2
x B

2
X C

a
), 

obtenue en soumettant la forme A χ Β χ C aux substitutions 

Α,χΒ,χΟ, et (A
2
 χ B

a
 χ C

2
)' = A'

2
 χ Β', χ Cl 

opérées respectivement sur les variables X et U. 
Dans le cas où les substitutions A'

a
, B

2
, Cl sont les contragrédientes 

de A,, B,, C, respectivement, la substitution Al χ B'
2
 χ C'

2
 est la con-

tragrédiente de A, χ Β, X C,. 

Si l'on pose 
?
(ξ, η,ζ) = Σ<ν,?η·ζ·, 

=(Α;Β;0) = Ϊ^ΑίχΒ«χΟ, 

l'équation caractéristique de la forme <p(A; B; C) a pour racines 
les mnr valeurs de φ (ξ,·, ηΛ., lp), correspondant aux divers triples de 
racines ξ<·, η

Α
, ζρ des trois équations 

|Α-λΕ|=Π(ξ/-λ) = ο, 
|B — XF | = Π(η* — λ) = ο, 

|C — XG| = Π(ζ^ — λ) = ο, 

c 'est-à-dire que l'on a 

|?(A; Β; C) - λΕ χ F χ G| = Π[φ(ξ„ ηΑ, Ç,) - λ]. 

En d'autres termes : 

Le résultant de l'élimination de ξ, η, ζ entre les quatre équations 

| A — ξΕ| = ο, |B-Y]F|=:O, |C-ÇG| = o, 
η, ζ) — λ = ο, 

Journ. de Math (5· série), tgnrc'.'VT^^^JPose. I, 1900 l3 
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est représenté par le déterminant d'ordre mnr 

|φ(Α; B; C) — λΕ χ F χ G|. 

On a, cri particulier, 

|AxBxC-XExFxG| = Π(ξ,η,ζ, - λ), 
|AxBxG + AxFxC + ExBxC-XExF xG| 

= Π(ξ<η1+ξ/ζ,Η-η»ζ
ρ
-λ), 

|A χ F x G + Ε χ Β x G 4- Ε x F x C — λΕ x F x G| 

= Π(ξ/4- η^+ζ,—λ). 

La relation fondamentale 

(Α,χΒ, χ C,)(A
a
x B

2
x C

2
) = A) Α.» χ Β,Β^χ C,(L 

exprime que les transformations A χ Β χ C forment un groupe. 

III. — Composition bialternée des formes bilinéaires. 

19. Étant données deux formes bilinéaires 

A, = la'tjOCjUj, A
2
 = Σα/jXtUj 

(i,/= t,2, 

représentons par le symbole A,. A
2
 la forme 

A
t
.A

t
 = {laUla'lthxtlkuUt, 

étant posé 
Xi\ U ~ Xh X't ~~ XUΧ*ι ' Uhh ~ Uh Uh ~~ Uh Ui> * 

On aura, de même, 

Â.A = x,
t 

Α. Ε — 2 ̂  ̂ ij I ^('2 U]2 ~· · · "*t~ ^jlu )l 
E.E = 
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OÙ 
A = IdijXiUj, Ε = ZxiUi (i, j — ι, 2,..m). 

En posant 

A =/(»,«), A,=/,(o7,w), Αβ=/β(α?,α) 
on a 

A,.A
a
 = u!)fi{x", u") - u")f

2
(x",u') 

—/l(*"> U')MX
'l

 U") u")Mx
'i «')] 

et 
A.A = /(a·', «')/(*", «") - /OS «")/(*"> «')· 

Il est par là clair que l'on a la propriété distributive 

(A, H- A2).A3
 — A,. A

3 H- A2.A3
, A|.(Aa+A

3
) — A, .A2 A,. A

3
, 

ainsi que la propriété commutative 

A, .A2 = A,.A,. 

La forme A,.A
2
, comme changeant de signe par la permutation de 

x' et χ", ainsi que de u' et u'\ peut être appelée produit biallerné des 
formes A, et Aa. On peut aussi appeler composition biallernéc l'opé-
ration correspondante. 

20. Si, dans le cas ou i
%
 < i

a
, j\ <y2, on pose 

X: : = X: : = — X; , , U, , = II: : = — U, : 

(hhi jtj\ —12, i3,..., im, 23, ...,2/w,...), 

la forme A,.A
2
 sera linéaire par rapport aux ~m(m — i) variables 

•^12, *^18? ···> ^\mi ^23) ···» ^2/#) ···> ainsi que par rapport aux 
— i) variables α|2) a,,, ..., u,m, z*23, . ..,M2î„, .... 

On aura ainsi 

A ι. Ao
 2

 Σ ( λ
<ι/(

 a
iifi

 o
ii
j
i
 a

/l/t
 a

iilt
 -f· a/t/t ) xitu u

f tlt
, 

Α· A Σ (#/,/,#,·,/. a

/'tit
a

itii)
 X

i,i* 

E.E = 2a?/Ai£Ve. 
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Le déterminant | Α.A | a pour éléments les différents mineurs de 
second ordre = aixhaitjt — a

lljt
aitfl

 du déterminant | A |, de sorte que 
l'on a, comme on sait, 

|A.A| = | Α|><",-,). 

Lorsqu'on soumet les variables a? à la substitution A, les expressions χ 
se transforment par la substitution A.A (xjih étant remplacé par 
De même, si l'on soumet les variables u à la substitution A', 

les expressions «se transforment par la substitution (A.A)'= A'.A' 
( uiiU étant remplacé par 

21. Si dans les formes A, A,, A
2

, ... on remplace, comme d'habi-
tude, les coefficients a

/y
·, αφ ... par des produits symboliques α,α,, 

a'iOLj, ..., on obtient 

A — A, —- ο>
Λ
 W

a
', . . ., 

étant pose 
Cljj — ΣCl

r
 — . . ·, 

u
a
 — Say· Uj, ιι

Ά
· = ZoijUj, 

Les produits Α,.Α
2

, A
3
.A., sont alors exprimés symboliquement 

comme il suit : 

A,.Ao = ·'Γ(α',— ά
Λ
,α,){ιι^. iÇ — u^, ιι"χ, ), 

A
3

. Α., — ̂ — «
α
ιν<„,), 

soit 
A,. A

2
 = β(α',αΙ - a,

t
al )(«>;, - )x„,uUt, 

A,. A, = - «)(«,X- «ΧΚΛΑ. 

On a ainsi, pour le produit de la composition ordinaire des deux 
formes A,. A, et A3. A.,, 

(A,.A
1
)(A3.A,) 

= Ka.
t
-ax» - α.ν»α*')\α<*■««·< - a

r
al){u

%m
u^ - u^u

r
,). 
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D'autre part on a 

A, A3 = ά
χ
.ά"

α
, ΐί

α
», A, A4 = a'

x
 a™· w

a
.v, 

et 
A, A

3
. A

2
 A

4
 = ~α'χ,αχ»(α'

Γ
,α

χ
„ — d

t
,d

x
){u^u^s — ù

% 
>v u

a
«,), 

A, A
 4

. Aa
 A

3
 == ^a'a»a'a: ( a'

x
, a"

x
„ — α

χ
,α

ν
,){ u

x
„ u'

%n
 — u'

a
n u"

a
,„). 

On voit par là que la composition hialternée des formes bilinéaires 
est liée à la composition ordinaire de ces formes par la relation 

2^ A j. A2)(A3. A4) — A | A3. A2 A g h- A j A4. Ao A3 j 

qui est fondamentale pour la théorie qui nous occupe. 
De cette relation nous déduisons les suivantes : 

(A,.A
2
)(A .A ) = Α,Α .A2

A , 
(A .A )(A,.A2) = A A,.A Ao, 
(A|.A,)(ÀJ.A

3
) = A, AS.A, A3, 

dont la dernière exprime que les substitutions A. A forment un groupe. 
Du reste, on peut déduire réciproquement de cette dernière relation la 
propriété fondamentale au moyen des opérations A

2
-4-, A, ~· 

On a, de même, 

(A,.E)(A.A) = A, A.A, 
(A.A)(A,.E) = ΑΑ,.Α, 

2(A,.E)(A
2
.E) = A, Ao.E -+- A,.Aa, 

(Α.Α)Ρ= AP.AP, 
et en particulier 

(A.A)-' = A-1. A-', 

dans le cas où | A | φ ο. 
Etant donnée une fonction entière de ξ' et ξ" 

φ(ξ',ξ»)=Σ^?,ξ'Ρ,ξ"% 
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on peut poser 
9(A; A) = 2C(>l()<AP..Af.. 

Les diverses formes o(A; A), correspondant à une même forme A, 
sont toutes échangeables entre elles, et cela par suite de la relation 

a(A'..Af.)(Af..A'·) 
= 2(Α'·.Α'«)(Α'".A'·) = Α'Λ.Α»Λ+ Af^P.Afv-?., , 

22. I.a forme 

A,. A, = i[/,(x[, u")f2(x", u") -/,(a·', u")f2(x", u') 
— /.(«"» «')/a(x''> «") + /.(*"» u°)Mx', '01 

est évidemment un concomitant des deux formes A,, A
2

, lorsqu'on 
considère les x", u" comme des variables cogrédicntes aux variables 
x\ u respectivement. 

La relation 

A
3
 Aj A.|. A3 A2

 Α., — (A,. AS)(A,. A2 ) ( At
. A

4
 ) 

montre que, si l'on soumet dans les formes A, et A
2
 les variables 

χ et u respectivement aux substitutions A
3
 et A

4
, on obtient deux nou-

velles formes A
3
A, A4, A3

A
2
A

4
 dont le produit 

A3A,A4.A3A2A.J 

coïncide avec le résultat qu'on obtient en soumettant dans la forme 
A,. A2

 les variables χ et u aux substitutions A,. A, et A'
4

. A\. 
La relation (A.A)-1 = A~\A-' montre, d'autre part, que si les 

deux transformations A
3
 et A^ sont contragrédientes, il en est de 

même pour les transformations A
3

. A
3
 et A',. A',. 

25. Soit 
A = ZaiJxiUj = 

une forme pouvant être mise, au moyen de deux substitutions contra-
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grédicntcs convenables A, et A'"1, sous la forme canonique 

A, AA/ = Σξ,#,·*/,· (ι = ι, 2,..m). 

La forme A. A devient alors, par les substitutions contragrédientes 
correspondantes A,. A, et A'"'. A'"1, 

Λ, ΑΑ,'.Λ, AA;' = Σξ,· (t',is= 12, i3,..23,.. .)· 

De même les formes Α.Ε et Ap>. Ap« deviennent respectivement 

Α,ΑΑ,'.Ε = |Σ(ξ,. + ξ,, )*,Λΐί,Λ, 

Λ,Α'Ά-,'.Α,ΜΑΤ' = W*iA«u.. 

et, en général, la forme 

β(Α; A) = ZcpiPiA
pi. Ap« 

devient 

(A,.Α,)φ(Α; A)(A,.A,)'"' = £Σ[φ(ξ,,,ξ,·,) + <ρ(ξ,·,ξ, 

On déduit de là la conclusion importante suivante : 

Si 9(ξ', ξ") = Σθρ
ιΡι

ξ'ρ'ξ,/ρΐ, Véquation caractéristique 

" |φ(Α;Α)-λΕ.Ε| = ο 
de la forme 

<p(A; A) = ScpiPiA
pi.Ap» 

a pour racines les ^m(jn — i) valeurs que prend l'expression 

/ - --- - — - I"- i 

pour les divers couples de racines ξ
4ι

, ξ
(ι
 de Γ équation 

|Α-λΕ| = Π(ξ,-λ) = ο. 

Parmi les cas particuliers de cette proposition signalons les sui-
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vants : 
| Λ.Ε — λΕ.Ε I = nfj(Ç,, + ξ,-,) — λ], 
|Α.Α- λΕ.Ε| = Π[ξ

ίι
ξ,
ι
—λ], 

| Α?.. ΑΡ. - λΕ.Ε | = Π[Κξ?/ξ?; + ξ?,·ξ?·) - λ], 

hAa. Ε — 2 Α.Α — λΕ.Ε | = Π[(ξ,-ξ,,)! - λ]. 

On voit par là que 

12 A2. Ε — 2 A. A — λΕ.Ε| = ο 

est l'équation aux carrés des différences des racines de l'équation 
| A — XE | = o, et que 

| A2.E — A.A | 

est le discriminant de | A — λΕ|. 
La relation connue 

| A.A| =| A|><"'-,) 

se présente ici comme corollaire de la formule 

|Α.Α-λΕ.Ε| = Π(ξ,ξ,-λ). 

Ces résultats subsistent aussi dans le cas où la forme A ne peut pas 
être mise sous la forme canonique 

La théorie qui précède peut être appliquée à la résolution du pro-
blème suivant : 

Étant donnée une équation 

/( \ H" ακ 1 -I" "· + β«-1 \ a„, — c» 

et une fonction entière φ (ξ', ξ"), symétrique par rapport aux ξ', ξ", 
former Véquation ayant pour racines les ^m(m — i) valeurs de 

5/
t
) correspondant aux divers couples de racines ξ

Λ
, ξ

Λ
 de 

Véquation /(ξ) — ο. 
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L'équation demandée sera 

lî(A; A) — λΕ,.Ε|, 

étant posé, comme aun° 14, 

Λ — Οι®) M ι ~~ Q>%X ) · · · β/n-1 Χ ι | β/« 371 W/M 
■+· Χ·> M, *+- X% I/j + . . . -1- 37\· 

24. La théorie précédente peut être étendue sans difficulté à la 
composition bialternée de s < m formes bilinéaires 

A, — Za.jXiUjy A
2
 — la.jXiUj, .XjUj 

(hj = i>2, 

Ici nous nous bornerons à exposer quelques-uns des résultats rela-
tifs au cas où s = 3. 

Et d'abord on a, comme définition, 

A,.A
2
.A

3
 _ yyΣα,·

ι;ι
a

/titα;ι/>
37,

t(>
,
t
 w/i/t /a, 

étant posé 
07- χ\ X: II] U; II] 

37. j j, = Χ: X: Xi , U: , , = U: U: U, 

x: *1. »(. «Λ «/, 

(ι,, ι2, ι3 î y j > y 2 » 73= L 2» · · · > ^)· 

Pourtant, si l'on pose 

'3 «8 'j <| «8 '» ' * * » 

/Y Y \ /Y Y 

dans le cas où ι, < i
2
 < i

3
, y, < y

2
 < y

3
, et si l'on écrit symboliquement 

(comme aun° 21) 

A, — A2 — Ag 
Journ. de Math. (5· série), tome VI. — Fasc. I, 1900. '4 
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on aura 
Ct jçt Chj.m Lé^ttt 

A
4
.A

2
.A

3
=-3J α

Λ
, α

Λ
„ a

A
» ιι

Λ
, u

r
 Μ

β
. 

ax, αΛ» av« ux. u%. ux„ 
aά. a· a,· a,· a.· 

= __ ν a a a a a a ./·. ,/ . 

a. a, a. a, a. a. 

La forme A,.A
2
.A

3
 est donc linéaire par rapport aux ^ variables 

.r,a,, a?,
2
,, ..., .χ·

2:Μ
, ..., et aussi par rapport aux ^ variables tf

l2ai 

U \ 2\) · · · > "as υ 
On remarquera que le produit A,.A2.A3 ne change pas quand on 

permute entre eux les trois facteurs A,, A,, A3. 
On a en particulier 

ai\ il a'x it ai\ /3 
Α.Α.A Σ α<ι/{ 6Î<s;j 

a<./. <*u
t
 aUU 

cl aussi 
E.E.E = Σχ.· ι : 11. j ι. 

Le déterminant |A.A.A| a pour éléments les divers mineurs du 
troisième ordre du déterminant |A|, de sorte que l'on a, d'après ce 
qu'on sait, 

|A.A.A| = [A|("). ■ ■ 

23. Dans le cas actuel on a la relation fondamentale 

3!(A,.A
2
.A,)(A.

4
.Aj.Ae) = S(A, A,.A2A

5
.A

8
A

e
) 

en désignant par S(A, A
V

A
2
A

5
.A

3
A

e
) la somme des 3! expressions 

qu'on peut déduire de A, A.
t
.A

2
 A

5
.A

3
A

0
 par la permutation des trois 

indices 4? 6. 



SUR UNE EXTENSION DU CALCUL DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. 107 

Parmi les conséquences de cette relation notons les formules sui-
vantes 

(Α,.Λ2.Α3)(Α.Α.Α) = A, A.A
2
 A.A

3
A, ^ 

(A.A.A)(A,.Aa.A3) = AA,.AAa
 AA

:
„ 

(A,.A,.A,)(A
a

. Ao. Ao) —■ A j A
2
 . A, Ao · A ι Α

2
, 

dont la dernière exprime que les substitutions Α.A.A forment un 
groupe. 

On a aussi 
(A.A.A)P= AP.AP.AP 

cl, en particulier, clans le cas où | A| φ ο, 

(Α.Α. A)-' = Α-'.Α-'.Α"'. 
Si l'on a 

9<^ ξ") = 

cl que l'on représente par S<ρ(ξ', ξ", ς'") la somme des 3! expres-
sions qu'on déduit de φ(ξ', ξ", ξ'")par la permutation des lettres ξ', 
!*", ξ", I'equation caractéristique 

|o(A; A ; A) — λΕ.Ε.Ε| = ο 
de la forme 

9
(A;A;A) = ScptPiP,AP..A*.AP.. 

aura pour racines les valeurs que prend l'expression 

—— S s (Ε· ^ 

pour les diverses combinaisons par trois des racines de l'équation 
| A — λΕ| = o. 

Parmi les cas particuliers de ce résultat notons les suivants : 

|A.E.E - λΕ.Ε.Ε| = U[lA+l,+ U - λ], 

|A.A.E - λΕ E.E| = Π[*(ξΛ + ξ,Α + ΙΑ) - λ], 
] Α.Α.Α — ΧΕ.Ε.Ε| = Π[ξ, 
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26. On se rend aisément compte comment les propriétés précé-
dentes peuvent être généralisées pour le cas du produit alterné d'au 
nombre quelconque s<m de formes bilinéaires. 

Remarquons pourtant que l'on a, en général, pour le produit 
bialterné As

y de s formes égales à A = f(x, u), 

/(«', u') u-) ... /<y, H">) 

Λ«_ /(«"»"') /(»">"") ··· /<>'. "") 
. . . . 

/0«,«') /(*",«*) ... /0<V<W) 

Cette forme conduit, en remplaçant les déterminants des tableaux 

x, a·; ... x'
m

 u\ «; ... u'
m 

X·, Xt ... xm M, l/a ... Uw 

. . . . 

Jj « Jj.y . . · Λ/λ "·| " 2 · · · 

par les déterminants complémentaires des tableaux 

w, ^ ··· m ^ \ x2 ··· 
et 

W, aa ... ... O. m 

à l'adjointe d'ordre m — 5 de la forme A 

ο ... ο a?(/+,) Λ£Η) ... ' 
. . . . 

ο ... ο χ'"ι) χ["'] .. . χ\"^ 
Μ, ... W, «ia . . β,,

Λ , 
«(

2
,+ Π ... «(

2
'") «

2
, α22 ... «2W 

. . . . 

U>m . . . U-w CtTO| . . . "/«Hi 

multipliée par (— i)mt 
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De même que, dans le cas où s = 2, la relation fondamentale 

a(A,.A
a
)(A

8
.A

4
) = A, A

3
.A

2
 Α

4
 + A, A

4
.A

2
 A, 

peut être déduite de la relation 

(A).A,) (A3.A3) — A, A
3
.A, Aa, 

au moyen des opérations A
a
 A

4
 ̂ -1 de même, dans le cas général, 

la relation 
(A';)(Aj) = (À

l
A

i
y, 

qui exprime que les substitutions A* forment un groupe, peut conduire, 
par des procédés analogues et en remarquant que le produit 

A,.A,... A, 

est indépendant de l'ordre des facteurs, à la relation fondamentale 

s.^Aj. A2 ·. · Aj^(Aj^.,.A
î+

_
3
 ... A2$*) — S(A, AÎ-hi »Aj A

i+2
... A

f A2., ), 

le symbole de sommation S se rapportant à toutes les expressions ana-
logues à A, A

î+i
.A2 A,^2 ... A, A2î, obtenues en permutant dans celte 

expression les indices i + 1,5 + 2, ..., 2s. 
Si l'on pose 

n(% £ £ Ν — {·?'t·?* 
et 

?(A; A;Λ) = Σερι(1ι...f,A>'.A*... Ap·, 

on aura, de même qu'aux nos 23 et 24, 

| ?(A; A;... ; A) - λΕ'| = H[S ξ,.,ξ,.) - λ|, 

et, en particulier, 

|Α'-λΕ'| = Π(ξΛ...^-λ). 

Cette dernière formule fait voir que si Von retranche λ de tous les 



I ΙΟ CYPARISSOS STEPHANOS. 

éléments de la diagonale principale du determinant | A*| on obtient 
un nouveau déterminant qui a pour racines les produits des racines 
de l'équation | A — λ Ε | = ο prises s às(*). 

De là on déduit la propriété connue (2) que le déterminant ayant 
pour éléments les divers mineurs d'ordre s S m du déterminant | A | est 

égal à la puissance du déterminant | A |. 

11 est également aisé de voir comment on peut obtenir la solution 
du problème suivant : 

Etant donnée une équation 

/(£) = 4- α, ζ"1 1 -h ... -h a,,,..
 {

\ -h a
m
 = ο 

et une fonction entière symétrique 

£ £ \ __ ν£?,£?, £?. 

des variables 
ls (s<m) 

trouver l'équation d'ordre ayant pour racines les valeurs 

que prend φ (£,, ξ
2
,..., ξ,) pour les diverses combinaisons des racines 

de /(ξ) = ο prises s à s. 

En effet, si l'on représente par A la même forme bilinéairc qu'au 
n° 14, l'équation cherchée sera 

|ç(A;A;...;A) — λΕ'| = ο. 

Remarquons enfin que l'on a 

A,.Aa.. · A
m

 — | A1 .A2 · · · A
m

12.../M"12.../«· 

27. En partant des propriétés de la composition Liallernéc des 

(') G. RADOS, Mathem. Annaten, t. XLVIII, p. 417; 1896. 

(
5
) FRANKS, Crelle's J., t. 61, p. 35o; i863. Pour des renvois relatifs voir 

l'Article de M. Netto, cité plus haut (p. 85). 
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formes bilinéaircs, on peut retrouver celles de leur conjonction, 
examinees dans le précèdent Chapitre (II). 

Κ η effet, si l'on a les formes 

A — -^/y Xi Uj (lf j — Γ, 2, . . Wî), 

β — YkU (^*5^ — ' J ^» · · ·5 Ό' 

on peut considérer le produit bialterné 

(A -+- B).(A 4- B) = À.A 4- 2Λ.Β 4- B.B, 
où 

Λ.Λ = Σ(«,Λαω,-αω,α„,)ϊ,Α «//t ( ί, < i» j, <j,), 
15.15 = (/>, < Aj, /.</») 

cl 
aA.B=x'yix^r- «;<·;). 

Ainsi donc la forme 2 Α.Β ne diffère de 

A χ 13 — Σα/;&Α/Χ/Α Uy7 

que par la désignation des variables, qui sont du reste respectivement 
cogrédientcs aux variables χ',-y"k — x]y'k, iïrv] — ii'v^ puisque les unes 
et les autres sont soumises aux mômes substitutions lorsqu'on soumet 
les M, y, E respectivement aux substitutions A,, A'

a
, B,, B

a
. 

Si maintenant on pose 

A, = Σ a
i}
 Uj, A 2 = Σ α J χ t iij, 

B, = ^b'
kl
ykvh B

2
 = lb"ktykvh 

on aura, d'après la loi fondamentale de la composition bialtcrnée, 

2(A,.B,)(A2.B2) = A, Α-,.Β,Β, 4- A, B2.B, A2, 

mais comme A, B2
 = B, A2 = o, on aura 

2(A,.B,)(A
2
.B

2
) = A, A2.B, B

2
. 
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On obtient de là, en remplaçant 2(Α.Β) par A χ Β, etc., la relation 

(A, χ B,)(A2 χ B2) = A, Ao Χ Β,Β2, 

qui constitue la loi fondamentale de la conjonction des formes bili-
néaires. 

Remarquons aussi que le déterminant 

| (Α + Β).(Α + Β) - λ(Ε F).(Ε + F)| 

est le produit des trois déterminants 

|Α.Α-λΕ.Ε|, |B.B — XF.F| 
et 

I2A.B- 2XE.F|, 

dont le dernier coïncide avec le déterminant 

| A χ Β — λΕ χ F|. 

La composition bialternée des formes bilinéaires, étendue à un plus 
grand nombre de telles formes, conduit également à la composition 
mixte de ces formes, dont il sera question dans le Chapitre qui suit. 

IV. — Composition mixte des formes bilinéaires. 

28. Étant donnés plusieurs produits bialternés de formes bilinéaires 

A(. A.j·.. A
f
, B,.B2.. .B

0
 ..., 

on peut considérer le produit de leur conjonction 

(Α,.Α;,... A,) χ (B,.B
a
...B

f
) χ ... 

(qui subsiste même dans le cas ou s ou t... devient égal à zéro). 
Les propriétés de ces produits mixtes peuvent se déduire aisément 

de ceux des produits conjonctifs et bialternés. 
Nous allons exposer quelques-unes de ces propriétés pour le cas du 
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produit 
A,.Aa.A8x J3,.13,. 

Ï3i l on pose 
A, = à

x
.u

a
' — Σα,,· XiUj, 

A
2
 = a

x
.u

a
'/ = Σa"j xtu7, 

Am ^ M 

Β, = &>β' =-Zb'klyhvh 

13
2
 = Kuy^ZKiXhVi 

(où /, j = i, 2, = 

on a 
a,.. a,. ua, uT ιιΛ, 

Λ α A I r/ ft u t " m 

«,·■ U
a

m U
x

„, U^m 

et 

β,.Β.= Λ *t * · 

soil 

Α ι · Ao. A3 ahiih &jjj
t
 arWi &;ι/.,·

3
, 

β»· 1*2— β
/Λ

 y
Mj

 P
/i/{

, 

étant posé 

< < < < < < 
«vV

s
= < < > ···» ^kh = X\ Κ X"h > 
a,, a,. «v, 

M't 17 I II ' ' · · J 7*°F AJ Il u ' * * * J 

el en supposant que 

T, <[ Î
2
 ̂  LG , 7 I ̂  Y 2 ̂  7 3 ) k t ^2 > ^ <C ^2 · 

Joum. de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. I, 1900 l5 
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On aura ainsi 

A,. A
2

. A;, χ B,. B
2
 — Σ#,νν, α,·,/,/, β/,/* Xk'X' U'l!l!% 

résultat obtenu en remplaçant, dans le produit algébrique des deux 
formes A,.A2

.A
3
 et B,.B

2
, les produits 

Uhid»viiU (0U li '2<^ *35 jt h\ <C ^*25 /, 4) 

par les variables 
y.'Vt'» y//l/i/j 

Si l'on pose 

A = Σα/jXiUj, Ε = Σχέιι,·, Β = lbkly^ F = Σγ*νλ 

et 
Ct: f a , : Cl; : 

= «, · «y : a,· : , /4 = ' ' 5 

«/„/, «w. β/./. 
on aura 

Α.Α.A χ B.B = 

Α.Α.A χ F.F = 

E.E.E χ B.B = 

E.E.E χ F.F = Σ7$ΰΛ%\ 

29. Si l'on soumet les variables x(x', x'\ ...) et /(/', y\ ...) aux 
substitutions A, et B,, les expressions 

%=Σ± y*.».= Σ± /i.yl, 

sont soumises respectivement aux substitutions Α. A. A et B.B (n°20), 
et les expressions 

χ'ΰΙ — 
à la substitution 

A,.A,.A, χ Β,.Β,. 
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De memo, lorsqu'on soumet les -variables u et Ρ aux substitutions 

A'
2
 et B'

a
, les expressions et c

/|/e
 sont soumises respectivement aux 

transformations A'
2

. A'a. A'2 et B'
a

. B'
a

, et les expressions 

l^=Uhni^
t à la transformation 

A;.A;.A;XB;.B;. 

30. D'après les propriétés de l'opératio'n de conjonction, on aura 
la relation fondamentale 

(A,.A
2
.Α

3
χ B

r
 B

2
)(A

4
.A

5
.A

C
χ B,.B

4
) 

= (A,. A
2

. A
3
)(A,. A..A

0
) χ (B,.B

2
)(B

3
.B,), 

où (d'après les n08 21, 23) 

3!(A,.A
3

. A
A
)(A

4
. A

3
.A

C
) — S(A,A

4
.A

A
A

3
.A

3
A

E
), 

2!(Β
1
.Β

2
)(Β

3
.ΒΛ = Β

Ι
Β

3
.Β

2
Β, + Β

1
Β,.Β,Β

3
. 

On aura en particulier : 

(Α.Α.A χ B.B)(A
t
.A,.A

3
 χ B,.Ba) = ΑΑ,.ΑΑ,.ΑΑ,*: BB,.BB

2
, 

(A,.A
2

. A
3
χ B,.B

2
)(A.A.A χ B.B) = A, A.A

2
A.A

3
A χ B,B.B

2
B, 

(A,.Aa. A, χ B,.B
2
)(E.E.E χ F.F) 

= (E.E.E χ F.F)(A,. Aa. An χ B,.B
2
) = A,. A2. A3 χ B,.B2, 

(A
4

. Α,.A, Χ B,.B,)(A2.A2
. A2

X B2.B2
) 

= A, A2. A, Ao. A, A2 χ B1B2.B1B2. 

Cette dernière formule fait voir que les substitutions Α. Α.A χ B.B 
constituent un groupe. La substitution identique de ce groupe cor-
respond à la forme E.E.E χ F.F. 

Comme on a, de plus, 

(Α.Α.A Χ F.F)(E.E.E Χ B.B) 

= (E.E.E Χ B.B)(A.A.A Χ F.F) = Α.Α.A Χ B.B, 

(Α,.Α,.Α, X F.F)(A
2
.A,.A

2
X F.F) = A,A

2
.A,A

2
.A, A2x F.F, 

(E.E.E χ B,.B,)(E.E.E χ B
2
.B

2
) = E.E.E χ B,B

2
.B,B

2
, 
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on voit que le groupe des substitutions Α.Α. Α χ Β.Β comprend les 
deux sous-groupes A.A.A χ F. F et F.E.E χ Β.Β, dont chacun com-
prend des substitutions échangeables aux substitutions de l'autre. On 
voit aussi que toute substitution A.A.A χ B.B est le produit d'une 
substitution du premier groupe par une substitution du second. 

On a également 

(Λ. Α. A χ B.B.)P = ΑΡ. A*. Λ* χ BP.Β?, 

et, en particulier, 

(A.A.A χ B.B) ' = A '.A-1.A-· χ Β '.Β», 

dans le cas où | A | φ. ο, | Β | φ ο. 
Etant donnée une fonction entière quelconque de ξ', ξ", ξ'", η', η", 

pt Ρ", γ' τ"\ — V,. 5'Ρ,5"Ρ.5"'ΡΛr'«T,. 

on peut poser 

?(Α, Λ, Α; Β, Β) = Sc(pJ(e)AP.. Α&. A*. Χ Β<\ U".. 

A la même forme φ conduisent évidemment toutes les fonctions 
déduites de par la permutation des ξ', ξ", ξ'" ou des η', η" et aussi la 
moyenne 

fg1!vb3 

de ces 3! 2! fonctions, qui est symétrique aussi bien par rapport aux 
ξ', ξ", ξ'", que par rapport aux η', η". 

Les diverses formes φ, correspondant à deux formes A et Β données, 
sont échangeables entre elles. 

51. Si dans les formes A
3

, A
4

, A
5
 on soumet les variables χ et u 

aux substitutions A,, A',, et que, de même, dans les formes B
3

, B, 011 

soumet les variables y et ν aux substitutions B,, B'
a

, 011 obtient cinq 
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nouvelles formes 

A( A3 Aj) A| A^ A«) A1 Aj Aji B|B
3
B

2
j 13113 ^ 13 ^ ^ 

dont le produit mixte 

A, A3A3. A, A, A2. A, A5A2x Β^Β,,.Β,Β^ 

coïncide avec le résultat 

(A,.A,. A, χ B,.B,)(A
3
.A,.A

5
 χ B

3
.B

s
)(A

2
.A

2
.A,x B

2
.B

2
) 

(ju'on obtient en soumettant la forme A
3
.A

v
A5x Β

3
.Β

4
 aux substi-

tutions A,. A, .A, χ Β,. Β, et A[y A'
2

. A', χ B'
2
.B'

2
, opérées respective-

ment sur les deux séries de variables χ et u> 
Dans le cas où les substitutions Al et B'

2 sont respectivement con-
tragrcdientes aux transformations A, et B,, la transformation 

A
2
.A;.A:XB;.B; 

est la contragrédiente de A,.A,. A, χ Β,.Β,. 

52. Si les substitutions A,, A',"1 et B
l?

 13'j"' transforment A et Β 
respectivement en 

A, A A, ' = x£Ui {i =: i,2,..m), 
Β,ΒΒ,' = 2ηΑνΑΡΑ (k = 1,2,..., «), 

on aura 

( Λ1. A,. A1 ) ( Α'ι. Αρ«. Ap») ( A,. A,. A, )~1 = y, Σ ( S ξζ' ξ,°· ξ,ζ') a?,· ,
Vi

 «,VVi, 

(Β,.Β0(Β'..Β^)(Β,.Β0-'=^Σ(5ηίη?;)
7Μ

ΛΜ . 
et 

(Α,.Α,.Α, χ Β,.Β
)
)(Α<,..ΑΡ..ΑΡ.χ B*.,B°.)(A,. A,.A, χ Β,.Β,)-' 

; s Çf,* Çf;) 
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en désignant par SSf
#
' ξ?

β
·ξ?

β
· la somme des 3! expressions qu'on obtient 

en permutant dans les ia) ?3 (V, < i% < î3), et de même par 
δηϊ;ηϊ; la somme TQÎ/TQJ + (oil k

i
 < /i

a
). 

On a aussi, en général, 

(A,.A,.A, χ Β,.Β,/^Α, A, A; Β, B)(A,. A,.A, χ Β,. 13,)~' 

= 3τττΣ[δ?(^) 5/.> η jR/ί «iiS 

où nous.avons désigné par Sç(5/l,5/t, ξ,·,; η*,, η*
4
) la somme des 3! 2! 

valeurs que prend 

?(?/,! k· "1«.- %,) = ïcinwif.'&.'iflil? 

lorsqu'on y permute entre eux les i,, Î2, Î, et aussi les k
n
 k

3
. 

Nous déduisons de là que l'équation caractéristique 

|φ(Α,Α,Α; Β, Β) - λΕ.Ε.Ε χ F.F| = ο 

de la forme 

9(A, A, A ; Β, Β) = 2
CP

,
M

„,„,AFC. A*. A* Χ Β'.. Β·. 

a pour racines les valeurs que prend l'expression 

δφίξ/,ΛΛίην*)*.) 

{qui est symétrique aussi bien par rapport aux ξΛ, ξ
/4

, ξ
ί3
 que par 

rapport aux η
Αι

, η
Αι

), pour les divers triples de racines ξ
(ι

, ξ,
£
, ξ,

5
 de 

l'équation | A — λΕ \~ ο et les divers couples de racines η
Αι

, de 
l'équation | Β — λ F | = o. 
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V. — Transformations linéaires des mineurs d'un Tableau. 

55. Nous savons déjà (n° 16) que lorsqu'on soumet les élé-
ments X/A d'un Tableau à m lignes et à Λ colonnes : 

Y Y Y 

γ γ Y 
. . . . , . . .., · · · ) . . . · , 

Y Y Y 

à une substitution linéaire A X B, qui fait remplacer X
y7

 par Σα,, b
kl

 X,
A

, 
tous les mineurs 

•^■ί/ί= W&.'.'j, = Σ ± X
/Vi

X
/Vi

... X
/f/< 

de même ordre s de ce Tableau sont aussi remplacés par des combi-
naisons linéaires de ces mineurs. 

Ainsi, tandis que la substitution A χ F fait remplacer X[// par 

Σ<Χ!ΐ===Σ^:::;;Χί;ί;;::ί; (où i, < i
2
.. .< /,) 

cl que la substitution Ε χ Β fait remplacer X[J par 

Σ^Χ!ϋ = (où A,< *,<.. .< A·,), 

La substitution A χ Β = (A χ F)(E χ Β) = (Ε χ Β)( Α χ F) fait 
remplacer XJJ par 

^α[ί)υ(ΐ) ΛΜί·..<·, 

(où !, < 4<·· ·< ï'„ A, < A·,<...< A·,). 

Maintenant, si l'on représente par A^etB5 les produits bial ternes 
À.A.. .A, B.B.. .B, de s facteurs égaux à A ou à B, on aura 

ΑίχΒ 
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On voit par là que lorsqu'on soumet les Xy7 à la substitution 
A χ B, les expressions XJ/j1 sont soumises à la substitution A* χ Β'. 

54. Ce résultat peut être généralisé de la manière suivante : 

Si, en partant de s formes 

X, = lX'jtUji>h X
2
 = ΣΧ), ujç<·) ···> 

on considère leur produit bialtcrné 

Χ ι · Χ» X
5
 — Σ Xj/j U[j)C(i, 

les coefficients X$ de ce produit ont la propriété que, lorsqu'on 
soumet les Xy7 à la substitution A X B, ils sont soumis à la substi-
tution As χ BJ, c'est-à-dire que XJjj est remplacé par 

y „(*"> Ι,ιΑίνΐ') 

En effet, si l'on représente les formes Χ,, X;,, ... symboliquement 
par 

X, y'i X-2 · · · 

(étant posé X)7— x) y't, ...), on aura, comme au n° 28, 

xjx xjt . . . xu y,
t
 y,

t
 ... y/t 

\'b 1 < xl ··· < Λ y\ y\ v 

xl < yt yt yt 

Or, soumettre les Xy7 à la substitution A χ B, c'est soumettre les Xj 
à la substitution A et les yt à la substitution B, ce qui a pour résultat 
de soumettre les Χφ à la substitution A*, les y{l) à la substitution BJ et 
les Xjj} à la substitution A' X B' (voir n° 29). 
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On peut aussi démontrer là propriété dont il s'agit en remarquant 
que 

Lorsqu'on soumet les formes Χ,, Χ,, ..., X, aux substitutions 
A', B' opérées respectivement sur les variables u et v, on obtient 
s nouvelles formes A'X< B, A'X

2
B, ... dont le produit biallerné 

Α'Χ,Β.Α'Χ,Β... A%B 

coïncide avec la forme 

(A'i)(X
1
.X,...X,)(B')

f 

qu'on obtient en soumettant la forme X,. X
2
.. .X, aux substitutions 

A'J — (A'y, B"=(B')', 

opérées respectivement sur les variables u(J) et v[t). 

On remarquera que, en particulier, dans le cas où m = η et s = m, 
si, dans l'expression X| = |X,.X2.. .X,«|, on soumet les Xy7 à la 
substitution A χ B, celte expression se reproduit multipliée par 

|A||B|. 

58. Examinons maintenant si, en dehors des substitutions li 
néaires A χ B, il y a d'autres substitutions linéaires qui, effectuée 
sur les éléments Χβ d'un Tableau à m lignes et à η colonnes, opèren 
des substitutions linéaires entre les mineurs X{;£;;; j d'ordre s de c< 
Tableau, et cela quel que soit s (s = 2, 3, s<m, s<n). 

Et d'abord examinons quelles sont les transformations linéaires de 
éléments Χβ qui opèrent des transformations linéaires entre les mineur 
du second ordre X{j£. 

Gomme toute transformation pareille doit remplacer chaque mineu 
du second ordre par une combinaison linéaire des mineurs du mêm 
ordre, elle doit substituer à tout système de valeurs des Χβ tel qu 

Journ. de Math. (5« série), tome VI. — Fasc. I, 1900. 'u 
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= Xjy( et dont tous les mineurs du second ordre sont nuls, un 
autre système dont tous les mineurs du second ordre soient aussi nuls. 

Si donc une pareille transformation remplace Χβ par 

^^îkjl^-ik 
et jjj y ι par 

= /,·/(«, y), 
on aura 

Λ<,0>7)> AiX^y) _
o 

fhiX^y)' fhtX^y) 

Or cela ne peut arriver que dans trois cas seulement : 
i° Lorsqu'il y a m formes a

v)
 a",, a['"\ linéaires par rapport 

aux x, el η formes b'y, b"
y

, by\ linéaires par rapport aux y, qui 
soient telles que l'on ait 

fjt(x) y) = α'£^=Σα
ιΊ

ΰ
Μ
χ&

Α
; 

'i° S'il y a « formes linéaires γ',, γ*, .γ"*' et m formes linéaires 
oj., ..o

y
n, telles que l'on ait 

/,·,<>, u) = γί of=ΣγΛ/*υο ; 

3° Si les formes f ji(x, u) sont toutes des multiples υι, ν, /(·*·, r ) 
d'une même forme /(#, y). 

Le dernier de ces trois cas ne donne pas de solution de notre pro-

blème, puisque alors la substitution à laquelle on soumet les X
/7
 rein-

place tous les mineurs Xj j par zéro. 
D'autre part le premier de ces cas, où Xy7 est remplacée par 

Σ«ί7·^Α;Χ,7, 

fournit précisément les transformations A χ Β examinées dans ce qui 
précède. 

Il n'y a donc que le second cas, celui où Xy7 est remplacée par 

( S y)?: 

qui peut conduire à des transformations nouvelles. 



SUIl UNE EXTENSION DU CALCUL DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. I2^ 

Si l'on pose 
Γ = ϊγ««Λν, Δ = My 

(/,/' = i, 2, ../M; /.·, /=1,2,..., «), 

et que Ton considère le produit conjonctif 

ΓκΔ = ΣγΛ,ΧΑυy, 

des formes bilinéaires Γ et Δ, on peut dire que, dans le second cas, les 
éléments χ* sont soumis aux transformations Γ χ Δ. 

Nous allons maintenant examiner les propriétés des transformations 
Γ χ Δ, qui établissent, comme nous verrons, des substitutions linéaires 
entre les mineurs de même ordre s du Tableau des X,7, quel que soit .9 

s6n). 

36. É tant posé 

A = Za^XjUj, B = Lbuykv„ 

Γ = Σ γ,·, asp,, A = «y, 

(/, j = 1, 2,..., wi} A, / = 1,2,..., /1), 

on a, conformément à la composition ordinaire, 

ΑΓ — „iXΒΔ — Σb/fh δΑjUj, 

ΓΒ = ΣγίΑ ΔΑ = ZlksagjykUj, 

ΓΔ = Σγ/Αδ 
h
jXiUj, ΔΓ = Σδ^γ^ιν 

( ̂  J > S = ' ' 2, , /?Z ή /ι, /, /ζ = 1, 2,..., η ). 

On voit par là que les formes ΑΓ et ΓΒ appartiennent au système 
de formes Γ et les formes ΒΔ et ΔΑ au système de formes Δ, et que, de 
même, les formes ΓΔ et ΔΓ appartiennent respectivement aux deux 
groupes de formes A et B. 

En utilisant les expressions précédentes on voit aisément que : 

Les opérations A χ Β ci Γ χ Δ sont liées entre elles et à la com-
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position ordinaire des formes biiinéaires par les relations fonda-
mentales suivantes : 

(A, χ B,)(A2X Β,) = A,A2x B,B2, 

( A χ Β)(Γ χ Δ )= ΑΓ χ ΒΔ, 

(Γ χΔ )(Αχ Β)= ΓΒ χ ΔΑ, 

(Γ, χ Δ, )(Γ2χ Δ2) = Γ,Δ2 ΧΔ,Γ
2

. 

La signification de la premiere de ces relations est déjà connue. 
Quant aux autres, elles font voir que le produit d'une substitution 
A χ Β par une substitution Γ χ Δ, soit d'une substitution Γ χ Δ par 
une substitution ΑχΒ, est encore une substitution du système ΓχΔ, 
et que le produit de deux substitutions Γ χ Δ est une substitution du 
groupe ΑχΒ. 

On remarquera aussi que l'on a 

(Ε χ F) (Γ χ Δ) = (Γ χ Δ) (Ε χ F) = Γ χ Δ. 

Du reste les substitutions ΓχΔ n'appartiennent pas, en général, au 
groupe A χ Β. On ne peut avoir, en effet, la relation 

A χ Β = Γ χ Δ, 

qui équivaut à l'identité algébrique 

ÇZatJxtitj)(Zbktykv
t
)=={t^ux

iVl
) (Σύ^γ,ιι/), 

que dans le cas 011 il y a quatre formes linéaires a
œj

 by, u
ai

 telles 
que l'on ait 

A = α
χ

Μ
β

, Β = byV^ Γ = a
x

Vfr Δ = byu
{
*. 

57. Dans le cas où /K^al'un des deux déterminants | ΓΔ1, |ΔΓ 
est identiquement nul. En particulier, si m > Λ,· on a 

|ΓΔ| = ο, |ΔΓ|^ο, 
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tandis que, si m < η, on a 

|ΓΔ|^ο< ΙΔΓ| = ο. 

Il suit de là que, lorsque m φ η, on a 

[Γ χΔ|==ο. 
En effet, comme 

(Γ χ Δ)8 = ΓΔ χ ΔΓ 

on doit avoir (d'après le n° 9), 

| Γ χ Δ |a=IΓΔ I" I ΔΓ |wt== ο. 

D'autre part, lorsque m = Λ, on a 

|ΓΔ| = |ΔΓ| = |Γ[μ| 
et 

| Γ χ Δ | = | Γ |/M | Δ |wt. 

38. Si l'on part des formes 

Γ = Σ^αχ^ι et Δ = Σδ*,· ykuh 

on peut considérer les produits bialternés Ρ et Δ*, de s formes égales 
à Γ ou à Δ. 

On aura ainsi 
Tlî.'Xÿ' 

OÙ 

τ!ί!=rit::'/. = 2 - Τ/,/.Τν. · · · γ.,/, 
et 

i* ^2 ̂  ^ i'S) ^ ^2 · · · ̂  ^ί· 

On aura, de môme, 

Δ* — Σ δ(( 
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Oil 
. %'= *fâi'= s ± ki.ki.· · A, 

ct 
y 1 ̂ y a ̂ · · · <y« <C · · · ̂  

On aura donc pour le produit mixte Ρ χ Δ·* 

ρ χ Δ'= 

Il se trouve maintenant que si l'on applique aux Xji la substitu-
tion Γ X A, qui remplace Xyi pa/' Σγ^δ^Χ^, /es expressions 

t'i — A/,/*..·/, — ^ — /i'i vVt* · ·Α/«/. 

soumises à la substitution Ρ Χ Δ', qui remplace X|/' 

V ν1'1 Λ1*1 \ 

Et, plus généralement : 

Si en partant des formes 

X, = ΣΧμιιρ>ι, X, = lX'
/(

UjVh 

on considère leur produit bialternè 

X,. X
a
... X

s
 = Σ X|{[ u{j) v{l), 

les coefficients Xjj,' de cette forme ont la propriété d'être soumis à 
la substitution Ρ χ Δ*, lorsqu'on soumet les Xj

t à la substitution 
Γ χ Δ. 

On peut démontrer cette propriété en remarquant que : 

Lorsqu'on soumet les formes X,,X
a
, ..., X

s
 aux substitution 

Ρ, Δ', opérées respectivement sur les variables u et v, dont F rem-
place Ui par et M remplace v

k
 par Σδ

Α
,· un on obtient s nou-
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celles formes Γ'Χ,Δ, Γ'Χ3Δ, ...,Γ'Χ
3
Δ dont le produit bialterné 

Γ'Χ,Δ.ΓΧ3Δ...Γ'Χ,Δ 

coïncide avec la forme 

(P,')(X
l
.X

2
...X

i
^,'

J 

qu'on obtient en soumettant, dans la forme X,.X
2
.. .X

f
, les va-

riables u(i) et v(k) aux substitutions Vs = (Vs)' et (Δ'·*) = (Δ·5)'. 
Il est à remarquer que, dans le cas où m < Λ, la forme Tm

 X Δ'" 
devient le produit de deux facteurs linéaires puisqu'on a 

Γ'"χΔ'"=Σγ!;;ίι*ΐ4!
ι
«;;;1 

= (·Σγ;ν·™ )· 

Il on est de même pour la forme Γ" χ Δ" dans le cas où m > n. 

59. Le cas le plus intéressant pour les substitutions Γ χ Δ est celui 
où l'on a m == Λ, car alors le déterminant | Γ χ Δ| n'est pas identique-
ment nul. 

Si, dans ce cas, on représente par Θ et H les deux formes 

Θ = Σλτ/Γ/, H = Zykuk (ι, k = ι, 2,..m), 
on a 

ΘχΗ = ΣΧ,,υ„. 

On voit par là que la substitution Θ χ H α pour effet de remplacer 
Xikpar Xki, c'est-à-dire de faire retourner le déterminant [ A | autour 
de sa diagonale principale. 

On a également 

(Θ χ H)2 = ΘΗ χ ΗΘ = Ε χ F, 
(Γ χ Δ)(Θ χ H) = ΓΗ χ ΔΘ, 
(Θ χ Η)(Γ χ Δ) = ΘΔ χ ΗΓ 
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et aussi 

Γ χ Δ = (ΓΗ χ ΔΘ)(Θ χ Η) == (Θ χ Η)(ΘΔ χ ΗΓ) 

On voit ainsi que la substitution Γ χ Δ peut être obtenue, soit en 
composant la transformation ΓΗ χ ΔΘ (qui appartient au groupe 
A χ B) avec Θ χ H, soit en combinant Θ χ H avec la transforma-
tion ΘΔ χ ΗΓ (qui appartient également au groupe A χ Β). 

Dans le cas actuel, où l'on a 

ΓΑχΔ"=|Γ||Δμ!ΐ;:;:«! 

il se trouve que si dans le déterminant | X | on soumet les X^7 à la 
transformation Γ χ Δ, ce déterminant se reproduit multiplié par 
Τ\\Δ\. Il en est de même pour Vexpression 

|X,.Xa.. .X,„ | = Xiï.:;«· 

40. En résumant les résultats précédents pour le cas où m = n, on 
voit que 

Les seules transformations linéaires des éléments Xy7 d'un déter-
minant qui établissent des substitutions linéaires entre les mineurs 
de même ordre de ce déterminant, sont : i° les transformations du 
groupe ΑχΒ; 2° la transformation Θ χ H, qui remplace Xv7 

par Xtj ; 3° les transformations qu'on obtient en composant les 
transformations A χ Β avec Θ χ II, soit Θ χ II avec les transfor-
mations A χ B. Ce troisième système est constitué par les trans-
formations Γ χ Δ; au nombre desquelles appartient aussi la trans-
formation Θ χ H. 

Dans le cas où m = η — 2, les transformations A χ B constituent 
un groupe identique à celui des homographies de l'espace qui laissent 
invariable une surface du second degré, à discriminant différent de 
zéro, en transformant en lui-même chacun de ses deux systèmes de 
droites, tandis que les transformations Γ χ Δ correspondent aux homo-
graphies de l'espace qui échangent entre eux ces deux systèmes de 
droites. 


