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SUR LE DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ARBITRAIRE. 47

Sur le développement d’une fonction arbitraire en une série

procédant suivant les fonctions harmoniques

Par M. S. ZAREMBA.

. I. — Introduction.

1. M. Poincar¢ a obtenu, dans son heau Mémoire Sur les équations
de la Physique mathématique ( Rendiconti del Circolo matematico
di Palermo, 1891), cntre autres les résullats suivants :

1° Tout domaine (D) limité par une surface fermée (S) donne licu
4 une suile infinic de fonctions

v, U, U, ..
jouissant des proprictés que voici : clles s’annulent toutes sur la fron-
titre do domaine (D) et vérifient dans toute 'étendue de ce domaine
les équations

AU, +#k,U,=o0 (p=1,2,3,...)

ol
?U, U, U,
da? dyr ' 03t

AU, =

les nombres

(I) ]l',, ,1'2, ,fs, e
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élant des constantes positives; on a

kp Sk

ct la suite (1) ne contient jamais qu’'un nombre fini de termes ayant
unc méme valeur; enfin Pintégrale

(2) U,U, d-,
by

ou d~ représente un élément de volume et ot I'indice (D) indique que
I'intégration doit étre ¢tendue & tout le volume (D), est égale & 'unité
ou & zéro sclon que p = p’ ou que p £ p'.

Nous dirons, avec M. Poincaré, que U, csi une fonction harmonique
ayant le nombre &, pour nombre caracléristique.

2° Soil « la fonction qui s’annule sur la surface (S) et qui satisfait
dans toule I'étenduc du domaine (D) & I'équation aux dérivées par-
ticlles

(3) Au+tu+ f=o,

ol f est une fonction donnée de x, y, 5. Cetle fonclion « considérée
comme fonction du paramétre & est une fonction méromorphe dont
tous les poles sont simples et font partie de la suite (1). En outre, le
résidu correspondant & un pole &, cst une combinaison linéaire ct
homogtne des fonctions harmoniques admettant le nombre A, pour
nombre caractéristique.

3° Lorsqu’une fonction f(x, y, 5)s’annule sur la fronticre (S) du
domaine (D) ainsi que les quantités Af cl AAf, supposécs exister dans
toute I'étendue du domaine (D), clie est développable en une séric
procédant suivant les fonctions harmoniques. J’ajoute que, d’apres
M. Leroy (Thése de Doctorat), il en sera cncore ainsi si AAf existe,
mais ne s'annule pas sur (S), les autres conditions précédentes étant
satisfaites.

Voici maintenant I'objet principal du présent Travail

Je me propose de démontrer, en supposant que la surface (S), qui
peut s¢ composer de plusicurs nappes séparées, admetle en chacun de
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ses points des rayons de courbure principaux non inféricurs & unc
longueur fixe, que toule fonction f(x, y, 5), si elle sannule sur (8) et
si Af existe, sera développable en une série uniformément convergente
dans toute ’¢tenduc du domaine (D), procédant suivant des fonctions
dont chacune est unc combinaison linéaire et homogéne & cocfficients
constants d’'un nombre fini de fonctions harmoniques.

Je m'appuicrai sur unc remarque faite par M. Poincaré dans le
Mémoire cité el que I'on peut, en la généralisant un peu, ¢énoncer
ainsi : La fonction f(.z, y, 5) pourra certainement étre représentée
parle développement qui nous occupe s'il est possible de définir, dans
le plan de la variable complexe £, une suite infinic de contours fermés
(Gy), (Gy), (G;), ... enveloppant chacun I'origine, tels que la plus
courle distance de I'origine au contour (C,) croisse indéfiniment en
méme temps que Pindice p et tels enfin que Pintégrale curviligne

fu(lr-:a

prise suivant le contour (C,), ait — 2m¢f pour limite, lorsque l'in-
dice p croit indéfiniment.

II. — Sur Yintégration de I’équation

Ae 4+ B¢ — o,
2. Soient :

() unc surface fermée admettant en chacun de ses points des rayons
de courbure principaux non inféricurs & unc longueur fixe différente
de zéro;

(D) le domaine limité par cette surface, qui peut d'ailleurs se composer
de plusieurs nappes enliérement séparces;

O(«', ¥, 3') une fonction continuc des coordonnées d'un point
(«'y ¥, 5) variable sur la surface (S);

s I'élément de la surface (S) relatif au point (&', y, 5);

 la distance de ce point & un point quelconque (z, y, ) de I'espace ;

N la normale intérieure & la surface (S) au point (', 5, 5');

Journ. de Math. (3¢ série), tome V1. — Fasc. 1, 1goo.

~J
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soil cnfin p. celle des déterminations de I'expression v - £ dont la partie
réelle est positive.

Posons
(4) "!‘(JU,)V73)*‘ fe('l'aya*)d\] . dS',

considérons un point (.¢,, ¥4, 3,) situé¢ sur la surface (S)ct désignons
par 7, la distance de ce point au point («', y*, 5'). La fonction

'44(-‘76', ¥ 3)

tendra vers unc limile déterminée lorsque le point (., y, 5) tendra
vers le point (izy, )7y 34) en restant constamment a Pintéricur de Ja
surface (3) ou en restant constamment a l'extéricur de celte surface.

Désignons celte limite par (), dans le premier cas et par (), dans
le second. On aura

4 AN 1 e - t d et
(") (‘l’)t—" 5@(‘107)'07*»_\"*‘ FfQ([\ T ds,

A : 1 1 d e~¥n
(6) ("!Ae: - .3@(“;0’)'07 30,\) + [TE[Q(-{N' e ds,
d’oti

(7) ($)i— ($)e=0(x4; Yoy 30)-

Cela pos¢, désignons par & unc fonction continue donnde des coor-
donncées du point (&', y', 3') et posous

[ d evr
\ P, == 4“ 0} N T([,q,
(8) / )
1 d e v .
( Curs = = = f(v,,)cd\,- - ds (n=1,2,3,...).
h= g :

Je dis que lorsque 'argument de % ne se réduit pas a un multiple
de 2w, la série

(9) 2
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scra convergente pourvu que le module de ce paramélre soit assez
grand; en outre, la somme ¢ de la séric précédente satisfera dans le
domaine (D) & I'équation

(10) A+Eto=0
el se réduira sur (S) & la fonction donnée w.

o. Envisageons, pour démontrer I'asscrtion précédente, les for-
mules (3) et (6), désignons par C le maximum du module de la fone-
tion @, par m le module de w et par ala partic réelle de celte quantité,
On s'assurera aisément qu’il est possible de trouver deux constantes
posilives A et B telles que P'on ait, quelle que soit la position du point
(oy Yoy 3y) sur la surface (8),

i<+ )
|("I’)e!<é(1+g\_+ B/:z) C.

Par conscquent, Pargument du paramétre § ayant une valeur fixe
ne s¢ véduisant pas & un multiple de 2%, on aura pour toutes los va-
leurs asscz grandes du module

I("p)cl <%(] -+ /n(-:a

oll y représente une constante positive inféricure a lunité. On déduit
de li et des équations (8) que I'on aura

ol < (222)'e,
|Conel < (Z52)'0

ot Q représente le maximum du module de la fonction @. Cela prouve
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due les séries

2 ()i el 2 (*0)e

n=1\ n=1

sont convergentes. Il s’ensait d’abord cue la série (g) sera conver-
gente. On en déduit, cn tenant compte des relations

(,“'l)i - ("l)c: ©,
("‘n)"_ ("’n)e= - ("n—l)e (ll = 2, 3, Ay .. .),

rclations cui résultent du théoréme exprimé par I'équation (7), que
'on aura

(0} =2 ("u)i-

n=1

1L est donc certain que la fonction ¢, somme de la série (9), se réduil
bien & la fonction donnée @ sur la surface (8). Or, la fonction ¢ peut
¢tre regardée comme donnée par la formule

d ewr
ls:

(11) = [ |7 X | w5

VA n=t

elle satisfera donc dans toute I'étendue du domaine (D) & Péqua-
tion (r0). La proposition qu'il sagissail d'¢tablir est donc démontréc.

La formule (11) et 'ensemble des considérations qui nous ont servi
a I'établir conduisent ais¢ment & la proposilion suivanle qui nous sera
ulile dans la suite : Soient, comme plus baut, m le module de p, @ la
partie réelle de celte quantité el Q le maximum du module de la fone-
lion & soicent, cn outre,  la plus courte distance du point (2, y, 5) i
la surface (S) cte unnombre positif assez pelit dépendant uniquement
de la surface (S), l'inégalit®

(12) 2 <e

entrainera, si d est inféricur & une cerlainc longucur assez petile,
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Pincgalite

(13) (2, ,5)| < B

me—ad
Q,

ot E représente un nombre positif ne dcpcnd‘mt que de la nature de
la surface (S).

4. Considcrons deux points (z, ¥, 5) et (Z4y ¥4y 50) situcs & l'inté-
vieur du domaine (D), désignons par r leur distance ct appelons
G(z)y ¥y 30,2, ¥, 5) la fonction (ui jouit dés propriétés suivantes :
clle s’annule sur (S) et satisfait & I'équation

(14) AG+EG =0

dans tout le domaine (D), exception faite du point (i, y,, 5,) ot elle
devient infinie, mais de facon que la différence

1

reste {inic ct continue. A I'exemple de M. Poincaré, nous donnerons le
nom de fonction de Green géncralisée i la fonction précédente.

Nésignons par d= I'élément de volume relatif au point (x, y, 3) ct
proposons-nous d’é¢valuer U'intégrale ‘

(13) | =.[|G(;l;o,yo, 30, 8, ),y 3) [Pd.

Je mels a cet cffet en cv1dencc les parties réclle et ll]]d{,ll]dll‘c de la
fonction G ct du paramétre £; soient !

G= Gl(“’w}'oa Soy Ly Y 3) + iGa(-’*’"o’yoa Ser iy Y, 3)a
= -+ Lﬁ.
L’¢quation (14) nous donnera
AG, + G, - BG,=o,
AG, + aG,+ BG, = o,
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d’oll
(10) G,AG, — G,AG, = 3(G+ G).

Désignons par (D’) la partie du domaine (D) qui est extéricure i
unc petite sphére () de rayon g et de centre (iro, ¥, 5, ), multiplions
Péquation (16) par I'élément de volume d= et intégrons en élendant
l'intégration & tout le domaine (D’). 1I viendra, en appliquant le
th¢ortme de Green et en tenant compte de ce que les fonctions G, el G,
s'évanouissent sur la surface (S),

() Bf(G G (% 6, ) as

ott ds représente un élément de la surface de la sphére (Z). Jobserve

que la fonction
e~kr
b= -

sera une fonction finic et continue des variables (z, ¥, 5) ct qu'clle
satisfera dans toute I'étendue du domaine (D) & Iéquation

(18) Ag +Etg=o.

Posons, cn mettant en évidence les partics réelle et imaginaire dela
fonction g,
E=&\ (Woayoa Sy Ty Yy 3) + lg:z(xos YosSas &y ), 5),

cl faisons tendre lc rayon p de la sphére (2) vers zéro; I'équalion (17)
nous donnera
[=_2 - (4 = P
Bl=— i= + g2(%4y Y01 50y Loy Yoy 5o

ot b est le cocfficient de I'unité imaginaire dans .
Or nous avons

= (ak by == Fm e i
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d’ott
== — 2ab;
il viendra donc
1 &2(Zos Yos Sos Los Yos S0)
(19) I= 8ra T 3

$. Je me propose de démontrer maintenant ue lorsque I'inéga-
lité (12) cst vérifiée, on peut trouver une constante positive II telle
que P'on ait

(20) 1<

qquelle que soit la position du point (g, ¥4, 5,) dans le domaine (D). Je
m’appuicrai pour cela sur ce fail que g vérifie 'équation (18) et que,
dans les conditions ot nous nous sommes placés, cette fonction pourra
¢lre déterminée par la méthode d’intégration exposée dans les pre-
micrs numéros de la présente Section. Soit d’abord

(a1) 0]

ftv
Wi

Désignons par O le point de la surface (8) le plus voisin du point
(Loy Yoy o)y par d la distance de ces deux points et par R une longucur
coustante dépendant uniquement de la surface (S) choisic de facon
(que, sous la condition SR, le symétrique («,,y,,3,) du point
(s Yoy So) par rapport au point O soit extéricur au domaine (D) ct
que, de plus, le point O soit le point de la surface (S) le plus voisindu
point (x,, ¥,.3,). L'existence de la longucur R est une conséquence
immédiate de ’hypothese faite au sujet de la surface (S). Soit d’abord
d>R. On conclura immédiatement de la formule (11) que, dans ce
cas, le module de g et, & plus forle raison, la valeur absoluc de
Z2(Lg, Voy 5ar ©oy Vo, 59) Ne dépasseront pas une limite assignable.
D’ailleurs, P'inégalité (21) nous donne, en tenant compte de la relation
8 =—2ab, | 81> a*. 1l suffit maintenant de se reporter & I'équa-
tion (19) pour ¢tre assuré de I'existence de la constante H qui figure
dans I'inégalité (20). Supposons toujours que I'inégalité (21) ait lieu,
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mais soit maintenant dSR. Désignons par r, la distance du point
(, y,5) aupoint (z,, ¥,,3,) et posons

(22) 8= 1= 7 T¥wr3)
La fonction 3 vérifiera I'équation
A'{J -+ 2? =0,
et le module de cette fonction sur la sucface (S) ne dépassera pas la
quantité H'+ H"md, ol H’ et H” sont des constantes positives, dépen-
dant uniquement de la surface (S). En supposant, ce (ui st permis,

que R soit assez pelit pour que, sous la condition d SRR, I'inégalité (13)
ait licu, on déduira de 14 et de I'équation (22) que I'on aura

1 e~ |sin2bd me=4d oy o, ”
£ Yor T T Yor 7)< g o2l PO (1 4 11 i),

Par conséquent, I'équation (19) nous donner:

_ A ,me—a¢ , mide=¢

olt A’, B’ et C’ sont des constantes ne dépendant que de la surface ().
D’aillcurs,

., mide-ad m2ade—ad

('34) ap a'B

ct

(o,) m: a4 0 1 b
2 aif = 2aahb — 2ab 24t a

Or, I'inégalité (12) nous donne

m? a?+- b?

at a*

<é,

d’ou
1/}

3

a?

<&
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I'équation (25) nous donnera, par conséquent, en tenant compte de
inégalité (21),
1 /1 &
< a ((-l + ;),
donc, cn vertu de I'équation (24),

<ifi+)

a\a 2

m?
a*f

mtde—ad
ad

et comme m > a, l'inégalité (21) nous donne

il vient, par consécuent,

(26)

m2de—ad
ag

L’inégalité (21) entraine la consécuence | 8|2 «*; on aurad cause de
cela

1

m rm
a3 <za
d’ott, & causc de I'inégalité (12),
m 13
af|<a

Il résulte immédiatement de cette inégalité et des inégalités (20)
et (23) que la constante H qui figure dans I'inégalité (20) existera
dans le cas que nous venons d’examiner.

Il nous faut maintenant envisager le cas ou, au lieu d'avoir I'inéga-
lité (21), 0on a
a
101< 5
La relation
—a=a'—?

nous montre que « sera négatif et que, si ¢ est un nombre positif tel
Journ, de Math, (53¢ série), tome VI. — Fasc. I, 1goo. 8
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que I'on ait ¢ = — «, on aura

- V3
(27) L >a

Désignons par G’ la fonction & laquelle sc réduit la fonction G
lorsque & se réduit & — ¢*; on aura, comme I'a remarqué M. Poincaré
dans le Mémoire déja plusieurs fois cité,

N, o emtr
0 < (I < !'1”_a
d’olt
(28) [Grdz< o=

“»

Le coefficient G, de I'unité imaginaire dans la fonction G vérilic,
comme nous avons déja cu 'occasion de le remarquer, 'équation

AG,+aG,+BG,=o,

ol G, cst la partie réelle de G, dans toute I'étendue du domaine 1,
exception faite du point (z,, ¥,, 3,) ot cetle équation n’a pas de sens.
Nous aurons donc, puisque & = — &%,

AG, — G, + 3G, = .

On sait que la fonction G, reste finie, méme au point (i, y,, 5,),
et (que ses dérivées du premier ordre par rapport & (&, y, ) sont, dans

le voisinage du point (%, ¥4, 3,), de 'ordre de grandeur de '1 » I' élanl

la distance des poinls (&, ¥, 5) et (g, ¥y, 55). Or, il est aisé de s"as-
surer qu'une fonction $(x, y, 5) qui s'annule sur la fronti¢re du do-
maine (D), qui reste finic et continue au point (z,, ¥, 3,), dont les
dérivées premiéres dans le voisinage du point (@, ¥, 5,) sont de

I'ordre de grandeur de :l ct qui satisfait & I'équation

A%}/—l*.',b-f—BG,:O
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dans toute 1'étendue du domaine (D), sauf au point (z,, ¥, 5,), doit
forcément se confondre avec la fonction G,. Nous aurons donc, cn
désignant comme plus haut par G’ la fonction de Green pour § = — 2,

Gy (%o ¥oy 5018y ¥y 5)
= @ﬁGc (-’vo’ Yos S0 ;L-"y/’ :') G'(.’I,‘, ¥, 5, @, )”, :,) ds,

ou d~ est 'élément de volume relatif au point (2, ', 5°). On déduit
de I4, en tenant compte de I'inégalité évidente,

[Gidr< [(Gi+Gyyds =1,
D ]
et en s'appuyant sur I'inégalité (28),
I
G <181 s

on aura donc, en désignant par v une fonction dont le module est
inférieur & 1

Wl
\/81-t
D'ailleurs,

G . -y -
12(“‘07}'07*0’370’)’0,%) =" +g-.'(wo,}’o’~"o,'7f'oa Yoo 3y ).

Il viendra donc, en désignant par u, la valeur de la fonction v au
point (2, ¥,, 3,),

82 (xoﬁyo’*’o’xov}’oazo) p\/g—"]o

On trouve, en portant cette valeur de g, dans I'équation (19) et en
sc rappelant que 8 = — 2ab,

= VL
I= \/mno’
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d'on

1
I<g
d’ott enfin, & I'aide de I'inégalité (27),

2
< —=>
8=y3a
ce qui prouve que dans ce cas encore I'inégalité (20) sera vérifice si 1
est convenablement choisi.

III. — Intégrales analogues i celles de M. Schwarz.

6. Changeons dans I'équation (3) £ en £+ /A ct développons la
fonction 4 suivant les puissances cntiéres et positives de A, soit

(29) u =Eujlz".
j=0

Les résultats établis par M. Poincaré rendent certaine la possibilité
de ce développement, développement qui nous servira & trouver une
limite supérieure du module de «.

Jobserve que les fonctions u,, u,, w,, ... sannulent toutes sur la
surface (S) ct qu’elles satisfont dans toute I'étenduc du domaine (D)
que limite la surface (8) aux équations suivantes :

r .
Aug+3Suy+ f =o,

(30)

Auj+5uj+uj_‘-—_.—o (j=1,23,...).

Mettons en évidence les parties réelle et imaginaire de chacune des
quantités que nous avons & considérer et posons & cet effet
E=a+1 ‘3,

f=Si+ [

- l£j=Pj'+'l.Qj.
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Les fonctions P; et Q; s'annuleront toutes sur la surface (S) et
satisferont & I'intéricur de cette surface aux équations suivantes :

AP, +«P,—BQ,+ f, =o,
(31) sAQo+“Qo+BPo+ J: =o,
'AP~+¢P-——BQ,-+P,-_.=0
AQ;+aQ;+BP; +Q;_, =0

(J=1,2,3,...).
Désignons par d7 un élément de volume et posons

(32) Jj=fn(Pj+Q})dc.
On déduit des équations (31) et de la relation

ﬁ(o AP, —P;AQ;)dz = o,

Péquation
(33) B3;=[(Q;P; i~ QiiP)) .
D
On trouve d'une facon analogue, en faisant usage des relations

f(Pj—lAPj = PjAPj__,)dT =0
b
¢l

J(QuidQy— QuaQ- ) dr =o,
f J-t dr = 3£(QJPJ'~| = Qj-P;) dx +£Pj P, d-,
fl:Qf_.d‘! = 3£(ijj—¢ — Q- Pj)dr +£Q,-Q,—_2 dz;
il vient, en ajoutant ces équations membre & membre,

(54) Jj—c =£[Pj(Pj—a - 23Qj-|) + QJ(QJ—-:’ -+ 231)1-1)] dr.
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7. Considérons pour un instant quatre fonctions quelconques 9, ¢',
¢, ¥’ des variables z, y, 5 et posons

L=fb(9’+ ¢ ) ds,
M= (99 + 44 ds,
N=fn(q»"+¢”)d~..

L’intégrale suivante, ot A et A’ sont deux paramétres réels variables,
ne deviendra jamais négative :

f[(lqo + N9') + (M + NP)? ] dr =L + aAVM + A2N;

on aura donc
(35) : M2<LLN.

Soient d’abord
¢ = Pjy q‘ = Qj’
¢=P;,—2BQ;, et Y=Q;,+2BP;,;

I'équation (34) et I'inégalité (35) nous donneront
B < T; [Tia = 68 [ (QerPros = QuuaPi) e+ 00

d’ol, en tenant compte de ’équation qui se déduit de I'équation (33)
eny changeant jenj —1,

(36) I <Jidj.
Soient, en second lieu,

9=P;, ¥=Q; ¢==Qp,, =P,
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il viendra, & cause de Iéquation (33),

B I < I d

d’otl
(37) B < I

Posons

Lo=[(f1+£)d

on verra aisément que les inégalités (36) et (37) auront lieu, méme si
Pon fait j =1 dans la premiére et j = o dans la scconde. Il résulte,
par conséquent, de ces inégalités que la suite

. IS PR
(38) i O KL

scra croissante et convergente et qu’elle aura pour limite un nombre
I} « I . 1 5

au plus égal & gs représentons ce nombre par 7, ot / est un nombre

positif.

Je dis que ! est précisément égal au rayon de convergence de la
série (29). En effet, on a

lt‘,:fb S Gdr,
uj::fuj_‘Gdﬂ:,

d’ott il est tres aisé de conclure que le rayon de convergence /' de la
série (29) est au moins égal & /, quelle que soit la position du point
(w, y,5) dans le domaine (D). Soit /, un nombre positif aussi voisin
de I' que I'on voudra, mais plus petit que ce nombre-ld. On pourra
trouver une constante positive A telle que I'on ait, quelle que soit la
position du point (x, y, 5) dans le domaine (D),

A
Iujl<q’
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ol /, est un nombre vérifiant les inégalités

L<h<lt,
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&

mais d'ailleurs quelconque. Si donc l'on désigne par T le volume du
domaine (D), onaura
ST

Cela prouve que le rayon de convergence de la séric

illj \/j}
i=0

esl au moins égal & Z, et que, par suite, il est plus grand que /,. D'ail-
leurs, ce rayon de convergence est évidemment égal & /, donce 'inéga-
litg

Lt
entraine l'inégalité

W<y

et cela, si petite que soit la différence &' — /,. On en conclut

rsl
Or, nous avons déja vu que
1<t
donc
=1 C. Q. F. D.

IV. — Possibilité du développement.

8. Considéronsla suite (1) définie dans I'Introduction et proposons-
nous d’estimer la valeur de la différence

ki — k.

M. Poincaré a montré que 'on peut trouver une constanle posi-

~.



SUR LE DEVELOPPEMENT D' UNE FONCTION ARBITRAIRE. 65

tive M telle que I'on ait
2
k j > M j .

Cette inégalité ne permet pas d’affirmer que Von ait, quel que
soit j, '
K, — ki >M,

mais il existera certainement une suite infinie de nombres entiers et
positifs croissants

Py P2y Pay -

telle que 'inégalité précédente soit vérifiée sous la condition

J=p (v=1,2,3,...).

11 est aisé de conclure de la que I'on aura

3
o M?

3 k .. —k —_— 0= 3,...).
( 9) s IPV> Ve (kper+ kp,) ( b2 )

Cela posé, je passe ala définition des contours (C,), (C,), (G,), ...
considérés dans I'Introduction. Soit O« l'axe des quantités réelles
ct OB celui des quantités imaginaires dans le plan de la variable ima-
ginairve £. J'appelle K, et K| les points situés sur l'axe Oa qui ont pour
abscisses respectives &, ct k,,;, je désigne par B, le milieu du seg-
ment K, K ct je construis le point B, qui a OB, pour abscisse et dont
I'ordonnée, supposée positive, est déterminée par I'équation

(40) B,B, = 0B,.

Désignons par B, le symétrique du point B;, par rapport 4 'axe O «
ct décrivons, en prenant le point O pour centre, un arc de cercle
B,M, B, rencontrant la partie négative de ’axe des quantités réclles en
un point M,. Le contour B,M,B,B,B, sera le contour (C,).

Journ. de Math. (5¢ série), tome VI. — Fasc. I, 1goo, 9
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9. Considérons dans le plan de la variable imaginaire £ la branche
réelle de la courbe qui a pour équation ’

(41) Br=na;

clle partage le plan en deux régions (R) et (R’), dont 1'une (R) con-
tient tous les arcs B,M,B;. Je dis que lorsque le module de § croit
indéfiniment et lorsqu’en méme temps le point qui a le paramétre §
pour affixe ne sort pas de la région (R), la valeur asymptotique de la

fonction u, intégrale de I'équation (3), est — % En d’autres termes,

dans les conditions qui viennent d’étre dites, 'expression {u + f a
zéro pour limite. En effet, nous avons

= | fGdr,
u £ f
d’ou, puisque f s’annule sur la surface (),

U=— -{—% AfGd-=,

?dvp

ou bien
ub+ f= ——LAfG‘d‘:;
par conséquent,
|uk+ £1< [ 1471 G|ds,
b

ce qui donne
(42) |uk+ /< [laf Pz,

ot I représente la quantité définie par I'équation (15).

On verra aisément que, dans les conditions olt nous nous sommes
placés, I'inégalité (20) sera applicable 4 partir d’une certaine valeur
_ assez grande du module de &; I'inégalité (42 ) nous montre donc que la
quantit¢ z§ + f tend uniformément vers zéro comme il s’agissait de
I'établir.
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1l résulte de ce qui vient d’étre démontré que I'intégrale curviligne

(43) fud

BLM, By

prise suivant l'arc de cercle B,M,B;, a — 2xif pour limite.

10. I faut prouver maintenant que I'intégrale rectiligne

BB, B)

(44) [ wd

a zéro pour limite lorsque ¢ croit indéfiniment, et pour cela il suffira
évidemment de montrer qu'’il en est ainsi de I'intégrale

(45) f wdt.

B, By

Désignons par @3, la longueur arithmétique du segment B, B, et soit
A la distance du point B, & un point variable situé sur B,B,,. On aura

f_uds’{foﬁ'wwk

7
B,By

(46)

Cherchons & déterminer une limite supérieure du module de . La
série (29).nous donne, en y remplacant / par — A¢ et en faisant coin-
cider le point qui a £ pour affixe avec le poil?t*&iz,

u= 2 u;(— Ny,
=0

d’oli

(47) el <Z V.
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D'ailleurs,
. = o— G d
u; ﬁul ,Gdr,
d’ott
(48) wj=— "—’E“—‘ — éfl:Atcj_,G dr.
Posons :
IF= Af,
(Vj = Allj.

{l résulte des hypothéses faites au sujet de la fonction f que w,
prendra la valeur zéro sur (S), que la quantité Aw, existera et que
I'on aura

(49) Aw,+ Ew, + I =o.

D’ailleurs, les quantités w,, w,, w,, ... s'annuleront toutes sur la
surface (S) et vérifieront a I'intérieur de cette surface les équations

(50) Aw;+Ewi+w;_, =0 (J=1,2,3,...).

On voit de suite que les considérations développées dans la See-
tion 11l au sujet des intégrales J; sont applicables aux intégrales

La suite
(5‘[) E:) —1:;’ ]—:"’

sera, par conséquent, croissante et convergente. On s’assurera d’ail-
leurs avec la plus grande facilité que la limite de cette suite sera égale
4 la limite de la suite (38) en supposant, bien entendu, que ces deux
suites se rapportent & une méme valeur de %.
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Reportons-nous aux notations définies au n° 8 et posons
(52) l,=B,K,.

Le rayon de convergence de la série (47) sera égal & ,; donc, en vertu
de ce qui a été établi & la fin du n° 7, lalimite commune des suites (38)

et (51) sera égale & —~ On aura done
L;< Fu'_%n ‘

Nous concluons de 1a et de I'équation (48), en désignant par p, le
module de & et en conservant a la lettre I la signification que lui
assigne 1'équation (15),

8 B L . .
(33) la; | < li“;‘; | \/P 7 (J=1:2,3,...).

Posons

& k
&, = OBV= ———-”"+l:. P,

Il résulte de I'inégalité (39) qu'il existera une constante positive C,
telle que I'on ait

s G
— B> 2
Si donc I'on pose
(54) M=+ o
'on aura
L>2,

et 'inégalité (53) nous donnera

- IL_,
(55) |u1|< {u;v | \/c)\/ )
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Or, d’aprés ce qui a ¢été établi au numéro précédent, il existera cer-
lainement une constante positive A, telle que 1'on ait

A
l"o|<T’
Ve

il résulte de 14, de I'inégalité (55) et de ce que les quantités

Ao
Pe

et 1

tendent vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment, que 'on aura

~ A
(55) 4] <5570
sous la seule condition

(36) o> n,

n-étant un entier positif assez grand.
On conclut des inégalités (47) et (55) que sous la condition (36),
'on aura

A, 1
l“|< o T

Done, & cause de I'inégalité (46),

Ad, )
loo d
Po O Xp— {iv

<

udE )

B, 8L

d’ot, en tenant compte de I'équation (54),

(57)

wd?
B 6}

A)\v )‘v(lv“‘!‘ pv)*v
< '—P:— lOg ——T—

(X}

Or les quantités A, et B, sont de I'ordre de grandeur de «; et p, est du
méme ordre de grandeur que ,. Il suit de la que lc second membre
de I'inégalité (57) tend vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment. Donc
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lorsque v croit indéfiniment le module de Vintégrale (45) et, par
suite, celui de I'intégrale (44) tendent vers zéro.

11. Les propositions é¢tablies dans les deux numéros précédents

conduisent & cette conséquence que I'intégrale curviligne .
— [ udt
ani ) U

Cy

a — f(z, y, z) pour limite lorsque I'indice ¢ croit indéfiniment. Cela
posé, il suffit de se reporter au § XI du Mémoire, déja si souvent cité,
de M. Poincaré, pour reconnaitre que, si 'on désigne par

(58) Ay, Ay Ay

des constantes convenablement déterminées et que si I'or- pose

W;’: i AtUt7

t=py—y+1

cn convenant de faire p, = o, la série

(59) W,

sera uniformément convergente dans tout le domaine (D) et aura
f(=x, y, 3) pour somme. C'est le théoréme énoncé dans I'Introduction.
Jajoute qu'il cst ais¢ de conclure de la convergence uniforme de la
série (59) ct des propriétés de l'intégrale (2) que 'on aura

A= f fU,dxr.
b
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V. — Sur le probléme de Dirichlet.

12. Je désire faire remarquer, en terminant cc travail, que l'on
peut 8éduire de la méthode que j’ai donnée pourintégrer I'équation

(60) Ae +%v=0

une démonstration trés simple et trés générale du principe de Dirichlet.
En cffet, désignons par ¢ un nombre positif assez grand, posons

¢ =— '+ h et développons ¢ suivant les puissances entiéres et posi-
tives de /2. Soit
(61) c=Yo;l,

1=0

on verra facilement que les fonctions ¢; pourront toutes étre calculées
par les méthodes que j'ai exposctes ct que le rayon de convergence de
la série (61) sera plus grand que . Il suffira donc de faire, dans la
séric précédente, i = ¢* pour que la somme ¢ de cette séric repre-
sente Ja solution du probléme de Dirichlet.



