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THEOREMES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 423

Démonstration de quelques théoremes sur les équations
différentielles ;

Par M. Ervst LINDELOF.

1. Etant donné un systéme d'équations différentielles ordinaires
dy; .
(l) . ——— ‘(w y”" ayn) (l—l.,?.,...,ll),

nous nous proposons d’étudier ses solutions générales,
0 0 y
(2) Yi= (@ Tos ¥iy ey Vn) (i=1,2,...,n),

comme fonctions des valeurs initiales @,, ¥?, ..., ¥. Nous nous pla-
cons d’abord dans le cas ou les variables et les fonctions ne prennent
que des valeurs réelles. :
Pour abréger, nous conviendrons de dire, enregardantz, y,, ..., ¥,
comme les coordonnées d'un point de I’espace & n + 1 dimensions,
que les équations (2) représentent la caractéristique passant par le
_point &y, ¥ ..., ¥,. Considérons en particulier la caractéristique

(3) Yi= (@, Ty ¥y o, Y =0:(x)  (i=1,2,...,0),
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qui passe par un point donné z,, »°, ..., ), et admettons les hypo-
théses suivantes:

12 Les fonctions ¢(x) sont continues dans l'intervalle |z — x| $ 1.

2° Les seconds membres des équations (1) sont des fonctions con-
tinues de x, ¥y, ..., ¥, dans le domaine T de P’espace & 2 + 1 dimen-
sions défini par les inégalités

(4) |x-50|§l’ lyl“';t(";')'+"'+l)’a"§n(a’)159-

3° De plus, ces fonctions satisfont i la condition de Lipschits :

|fil@, 7 oo ) = Se@, Yoy oo YOI B Y = 3| oo+l Y= 30l

(i=la29--wn)’

ZyYyy oo Ya CL Ty ¥yy oony y, Ctant deux points quelconques du do-
maine T et k,, ..., k, des constantes positives.

Ces conditions supposées remplies, la méthode d’intégration de
Cauchy-Lipschitz (*) nous apprend que, par chaque point de T, passc
une caractéristique et une seule (), laquelle restera continue tant
qu'elle ne sortira pas de ce domaine. Prenons d’abord

(5) Be=Tyy  Yi=YiH N s Ya=Yat M,
pour coordonnées du point initial et posons

"]i=}’i"'.;’iE ?i(w’ EO’;?'*'Y]?’ "‘75’0'*'712)"‘ ?i(-’”";m;’?s . ,.}—’2)

Nous aurons

dy, - . - - - .
(6);,j:ft(w,)’«—l-m,...,)’n—f-m)—-fi(cc,y,,...,y,,) (i=1,2,...,n),

('1) Voir E. Picaro, Traité d’Analyse, t. 11, p. 291, et Comptes rendus,
juin 1899. — P. PaIxtevk, Bulletin de la Société Mathématique, t. XXVII,
p. 149. -

(*) Pour ce dernier point, voir le Mémoire de I'auteur inséré dans le Journal
de Mathématiques, t. X, p. 117; 1894.



TIEOREMES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. ha5

d’ot il suit, en vertu de I'hypothése 3°,

Dkt halml (=120,

ou encore, ¢n ajoutant ces inégalités et désignant par K le plus grand
des nombres £,

d"n

(o )| S |+ e <nK i+ ),

et, par suite, en intégrant,

(7) M| ee e [0 < (0] e o [ 90]) Rl

inégalité qui subsistera certainement tant que la caractéristique pas-
sant par le point (5) restera comprise dans le domaine T, c'est-a~dire
~ tant qu’on-aura

| e —z, <1, ]+ <p.
Or, si nous imposons aux quantités n° la condition
(8) PHES TR

le second membre de (7) restera inférieur & p dans tout U'intervalle
|2 — 2, | 1. 11 en sera donc de méme du premier membre; car celui-ci,
étant inférieur & p pour & = z,, ne saurait atteindre la valeur , pour
une valeur x dans l'intervalle considéré, qu'aprés avoir dépassé le
second membre, et, d'autre part, d’aprés ce que nous avons dit tout &
Uheure, le premier membre de (7) ne saurait dépasser le second, pour
|o — z,| < 1, qu'aprés avoir atteint la valeur p. Donc, la caractéris-
tigue passant par le point my, y* 4+ 1!, ..., ' -+ 18 resiera comprise
‘dans le domaine T el assujettie a Uinégalité (1) pour |z — x,| 2,
dés que la condition (8) sera remplie.
Cette conclusion se généralise de suite en substituant au point
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Ty ¥%y +o.y ) un point quelconque de la caractéristique (3). Nous
arrivons ainsi au résultat suivant, dont nous aurons & faire un usage
continuel :

La caractéristique passant par un point quelconque Ty, ¥, .oy ¥
du domaine T, défini par les inégalités
| & — = |4,
(9) - - k(=T |)
7= 5@ |+ [ya— (@) | e D,

reste comprise & U'intérieur du domaine T et assujettic é la condi-
tion

(10) , 2'.}’&—§z(x)]<2|y}’—5,-(96‘,)]0"""""'"'

pour toutes les valeurs x appartienant a l'intervalle Iz' —z, | <.

2. D’aprés cela nous pouvons affirmer que les solutions (2) sont
b . s R o ' A
des fonctions bien définies de x, z,, ¥}, ..., ¥, pour x dans l'inter-

valle | —x,|<let ,, »?, ..., ¥ dans le domaine T,. Nous allons
faire voir que ce sont des fonctions continues.
Considérons a cet effet la caractéristique passant par un poinl

Ty + A%y, ¥° + AYY, ..., ¥° 4+ Ay compris dans le domaine T, et
voisin du point z, ¥, ..., ¥°, et posons

o= ¢;(2, 2y -+ B0, Y+ AyS) — 9,(w, 24, ).

Le théoréme ci-dessus nous donne, pour |z —x, <1,
|7]| | +.. .+[7],,|< Zb‘/f -+ Ayf —_ %}.(50 + Awo)lcaklx—-}o-A‘r,,l‘
1

Mais, en désignant par M la plus grande valeur absolue des seconds
membres des équations (1) dans le domaine T, on a '

1728 — 9@ + Ay )| = :(%, ) — 9:(@o + A2, )| < M|Az, .
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11 vient done

Ml 0 < (A o+ [AyS |+ nM A, | ) ert it thnn,
etcomme on a d'ailleurs, pour |z + Az — x, I:l,
| &) =0:( + Az, @, + 820, '+ AyY) — ¢ (@, T, +A5, ¥ +ij-)!<M]Aa;|,

nous trouvons enfin I'inégalité
" —
2 I ?i(x + Az, x,+ Axm")";"' ij’) - ?;(.’L‘, Ly y:)'
1

Ezl‘fli’*‘g'l<z(l"lzl + &)
<(lAy |+ +lA)’,,l+nM]Aw )eriitdnd o p M| Az |,

qui nous montre que les solutions (2) sont des fonctions continues de
0 0
Ty Loy Yes oy Yo POUr

- < _ 0__ 0 0o __ 0
Iw"‘xo|=l’ Ly = Ty Yi=XYo R Ye=Xu

Mais ce résultat s’étend immédiatement & tout systéme de valeurs
Tyy ¥y - ey ¥, Teprésentant un point du domaine T, (9). En effet, les
raisonnements et les conclusions qui précédent restent encore valables
si, & la caractéristique (3), nous substituons une caractéristique quel-
conque passant par un point de T,, puisque, d’aprés le n° 1, une
telle caractéristique reste comprise a 'intéricur du domaine T pour
| — x,| < . Nous avons donc démontré ce théoréme :

En admettiant les hypothéses énoncées au n° 1, les solutions des
équations (1) qui, pour x = x,, prennent respectivement les va-
leurs y\, ..., yn, sontdes fonctions continues de x, x,, ¥}, ..., ¥4,
tant que la variable x restera dans Uintervalle |z — wo|<l etle
PoInt Ty, ¥y « ooy ¥y dans le domaine T,.

Jqurn. de Math. (5° série), tome VI. — Fasc. IV, 1900. 56
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3. Considérons en second lieu un systéme d’équations différentielles
(“) ——- —~f,(.’L‘ Yir oo Ya P')Efi(w’yi’ !"‘) (l= I,2, “-an)’

ou figure un paramétre arbitraire ., et soient
(12) Yi=e(oypr)  (@=1,2,...,n)

les équations de la caractéristique passant par le point z,, %, ..., ¥
Nous allons étudier les  comme fonctions du paramétre , en faisant
les hypothéses suivantes :

1° Les fonctions

yi= qi(z, 0)=3:(x)

sont continues pour | —z, | < 1.
~ 2° Les seconds membres des équations (11) sont des fonctions con-
tinues de z, ¥,, ..., ¥, et i pour les valeurs z, y,, ..., ¥, comprises
dans le domaine T, (4), et pour |g|Sr. '

3o Ces fonctions vérifient, en outre, les inégalités

|fi(@, ¥ ) — fl@, iy k)< kYo = yil Ao o= Ral Y — Yl |

Ty YiyeoyYa € &y ¥,y o0y ¥, étant deux points quelconques du do-
maine T et . inférieur ou égal a r, en valeur absolue.
En faisant comme plus haut

_;’iE 9:i(@, k) — 9i(x,0),

nous aurons

Sf‘— (“'7.74"""147 y:)_’.n'*“']m!*)—./;‘(w’yn-“a;nao)
= [fz(w’ Yi+ M P‘) ( 7)’11 f")]
( + [ft(w7 .)’n{*) “fi(mayﬁo)]

(i=1,2,..4n). ‘

(13)
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Soit m(8) la plus grande valeur absolue des expressions

fi(a'";’n "-’.;’m P') "fi(wa:)’-n ...,3/-,,,0) (£= Iy 2y..4y ’3):

pour |z — x,|S4, | |S8(Sr); Pégalité précédente nous donnera

””"‘|<k|n.|+ Al +m(8)  (i=1,2,...,n),

ou en ajoutant, et désignant toujours par K le plus grand des nombres k,

d"] n

d"l 1
dr

|l ) | | 2] o

< nK (0] 4o+ [Na]) + nm (3),
d’oti l'on tire, en observant que les v s’annulent pour z = Zo,
5 I
(14) lY].|+...+]nl’|<'f%)(enklx—wol_l),

inégalité qui subsistera certainement tant qu’on aura
]+l <o |w1S8, lx_wt}lil'

Or, puisque la quantité m(8), en vertu de ’hypothése 2°, tend vers
zéro en méme lemps que ¢, nous pouvons trouver une valeur g,
telle que

m(8
——~§{°) (e™ —1)3p, S

Le second membre de (14) restera donc inférieur 4 p pour

lx_‘;"0|<l’ “J’igg(n |

et, par suite, nous arrivons i cette conclusion que la caractéristique
(12) restera enfermée dans le domaine T et assujettie ¢ I’inéga-
lité (14) pour loules les valeurs x comprises dans Uintervalle
le —x,| <1, dés qu'on aura |p.|<3,.
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Les quantités » tendant dés lors uniformément vers zéro dans I'in-
tervalle | —z, | <!, lorsque p tend vers zéro, on voit que les solu-

tions (12) sont des fonctions continues de x et p pour | — z,|<,
u = 0. Mais, d’aprés les résultats ci-dessus, cette conclusion s’applique
aussi bien & toute autre valeur w telle que | 1|8, et nous pouvons
donc énoncer encore cct autre résultat :

Sous les conditions énumdérées plus haut, les solutions (12) du
systéme (11) sont des fonclions continues de x et p. dans les inter-

calles |© — 2, |$ 1, | 2] S 8-

Remarque. — Les propositions que nous venons de démontrer.
s'étendent immeédiatement au cas ou les seconds membres des équa-
tions (11) dépendent d’un nombre quelconque de paramétres arbi-
traires. On pourrait en déduire aisément les résultats des ns 1 et 2,
mais pour rendre I'exposition plus claire, nous avons préféré suivre
'ordre du texte.

4. Appliquons le résultat précédent aux équations lincaires

d
‘a‘y_‘;i =Fi°(x’ Bag e ey y‘l') +}/1Ff|(x7 Mgy ey P’P) X
() . + YuFia(@y iy o0y 1)

(i=1,2,...,n),

en supposant que les F sont des fonctions continues de x et des para-
métres (L, ..., {4y tant que  restera dans lintervalle |z — z,| </, et
thyy - -y ikp dans certains intervalles dont nous désignerons I'ensemble
par (@). D’aprés la propriété fondamentale des équations différen-
tielles lindaires, laquelle est une conséquence immédiate dela méthode
d'intégration de Cauchy-Lipschitz, les solutions du sysiéme (15) qui,
pour Z = z,, prennent des valeurs constantes quelconques y3, ..., y%,
peuvent étre présentées sous la forme

‘ yl'-‘:q‘io(x, ey ooy fp) '*‘)’H’ii(x’ 15 “"P'P)+"'

([6) { ’*‘)’Z“l’ilz(x’ et "'aP'p)
‘ u=1, ‘Pm—‘-opourw:a?,) i#k),
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les ¢ étant des fonctions continues de x pour |@ — 2| </, quels que
soient f,, ..., th,dans les intervalles (). En désignant par .}, ..., 1,
un systéme quelconque de valeurs comprises dans ces intervalles, on
voit dés lors que les équations (15) satisfont & toutes les hypothéses
énoncées aun® 3, pour |z — &, | S, [, — @), .-y |prp — ) | inférieurs
A certaines limites, et y,, ..., ¥, compris dans des intervalles finis uel-
conques. Donc, d’aprés le résultat du numéro cité, les expressions (16),
ou hien les ¢(@, g, ..., *,) sont des fonclions continues de x, @, ...,
i, pour z dans V'intervalle |z —z,|Slet g,y ..., , dans un certain
voisinage des valeurs g}, ..., p), et comme ces valeurs étaient choisies
arbitrairement dans les intervalles (), nous obtenons par suite le
théoréme que voici :

Si les seconds membres des équations linéaires (15) sont des
fonctions continues de x, s, ..., ., pour lw — wolgl el pour les
valeurs ., ..., b, comprises dans certains intervalles, il en est de

méme des solutions de ces équations qui, pour x = x,, prennent des
valeurs constantes quelconques.

5. Retournons aux équations (1), en adoptant la notation et les
hypothéses du n® 4 mais supposant, en outre, que les seconds membres
de (1) admettent des dérivées partielles du premier ordre par rap-
porta y,, «.., ¥ qui sonl des fonctions continues de x, y,, ..., v,
. dans le domaine T. Dans ces conditions, nous allons démontrer que
les solutions générales (2) de nos équations ont, par rapport & z, z,,
¥y ++ey ¥u des dérivées du premier ordre, continues pour z dans I'in-
tervalle |# — @, | Sl et 4, ¥9, ..., ¥ dans le domaine T,

Nous partons des équations (G) que nous écrivons sous la forme (')

dr;

(17) dz = Fia(wy nly o 5m) +oo+nFa(@ sy, M)

(i:l,?, vesy n)

(*) Cf.1a Note de M. Havanaro, Sur les intégrales d’un systéme d’équations
différentielles ordinaires, considérées comme fonctions des données initiales
(Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XXVIlI, p. 64), Note dont
nous n'avons eu connaissance qu'aprés avoir livré le manuscrit de ce Mémoire.
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en posant (pour abréger, nous écrivons y; au lieu de v, + ;)

F,= ;;;[fi(w’}’uyea -"’.Vn) “fi(m’;’uysa °-"yn)]a

Fu-— [fz(wv}’n}’aa ayn)_fi(w’}_’n‘}_’.z’yaa ---.yn)],

in= ;:;[fz(x: in "°,5"n-—nyn) —-f;-(.’L', yn ceay 5-’/:—”;’»)]'

Ces expressions sont des fonctions continues de z, v$, ..., 0}
pour % dans Uintervalle | & —z, | <1 et pour les valeurs v}, ..., 1,
satisfaisant a U'inégalité (8). En effet, pour ces valeurs de z et des v°,
les iy et les v sont, d'aprés le n° 2, des fonctions continues, et les pomts
dont les coordonnées sont respectlvement Ly Yiy ooey Vay %y Yy
Vag eovy Vi oo} &, y,,y,, .++y ¥x Testent compris & l'intérieur du
domaine T. D’apres les hypothéses du n° 4, les expressions entre cro-
chets ci-dessus seront donc aussi continues, et, par suite, la fonction F;
sera certainement continue pour les valeurs z, v, ..., %) qui n'an-

nulent pas v,. Mais, d’autre part, le théoréme des accroissements
finis nous donne

Fik—' dft( 5;07 ‘o 7yk—|’}’k+0nka)’k+n ,)’n) (0<O<l)>

d’olt nous concluons, en vertu de I'hypothése faite au début de ce
numéro, que la fonction Fy; est encore continue pour les valeurs x,
%, ..., n, annulant v, et comprises dans les intervalles indiqués. Notre
proposition est donc démontrée,

Dés lors, nous aurons, en appliquant aux équations (17) le résultat
du n° 4,

‘m—?z(w,wo,y.+n.,--.,5")'.-%’13)——?:(90,%)_’?,---,;3)
(‘8)? =M (2, 055 ooy W) e M bia (2 M, e 1)
($u=1,da=opourz =zy; i, k=1, 2, ..., n,i k),

les ¢ étant des fonctions continues de z, 73, ..., 0} pour E,‘olgl
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et pour les valeurs v3, .. ., 0, satisfaisant & I'inégalité (8). Donc; les
différences

Ya(@y Gy ooy M) — dan(=, 0, ..., 0) (hk=1,2,...,n)

tendront (uniformément) vers zéro avec n°, ..., %S, pour |z — x, | </,
et, par suite, nous pouvons tircr des équations (18) cette conclusion que

lesfonrlwns o(x, o YUy o0y ¥2) ont, pour |z — wo| l, y=u,,

YVi=Yhoon V= y,,, des dérivées partielles du premier ordre par
rapport @y, ..., ¥., dont les valeurs sont

0 —
0;’ (@, 20y ¥ ooy ¥2) =i (®@, 0, vy O)=Uin(2) (i k=1,2,...,1).

On obtient évidemment les fonctions s, Qaky + « 5 Yty 0 intégrant
les équations linéaires

dy; df, (

dz = 9y, ,J’«,-.-,)’,«)Y Fet g ft (.’I}, Vl""’.yn)Y

(i=r1, 2, ...,n)

avec les conditions initiales
Yi=1, Yi=...=Y, =Y,=...=Y,=0, pour x=uz,.

Quant au parameétre z,, nous faisons remarquer qu'on a identique-
ment

?i(x: 5o”‘Amo, 5’?’ ceey ;2) =?,~(.’1,‘, Eo’.;?"‘Ay‘:a veey ;f,-f—Ayf,),

les Ay® désignant des quantités qui tendent vers zéro avec Az, de telle
maniére que

llm fl(mo’yi""’yn) (i=I, 2,--., n).
Ecrivons cette identité sous la forme

vu(@, 7o+ Ao, 73) — 0i(2, 70 72) _ 9@, 20, y3 -+ Ay3) — 'fi<“'>;°’;})),
Az, - Az,
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Lorsque Az, tendra vers zéro, le second membre aura pour limite

d P ot - - -—
_I-d—;;;(w,wo,y}?)f.(wo,y‘;,,,,,yz)_{_m
d P s - - P
-+ W?;‘(x’ wo,,}’;)f,,(xo,y?, ‘..,yZ)],

et, par suite, celie expression représente la dérivée de la fonction
¢:(w, wo,y,, vy ¥n) Pr rapport & x,, pour z,=x,, ¥ =y, ...,
yn—yn’ lx w0l<l

6. Lesrésultats que nous venons d'établir pour z, = z, ' =", ...,

y,‘j = y°, s'étendent immédiatement 4 un point quelconque «,,
Yty «ovs Yy du domaine T,. Il 0’y a, en effet, qu'a recommencer la
démonstration précédente en y substituant & la caractéristique 3)
celle qui passe par le point z,, ¥{, ..., ¥, qu'on considére. Nous arri-
vons ainsi au théoréme suivant, qui résume les principaux résultats.
acquis jusqu'a présent :

St les seconds membres des équations (1) ainsi que leurs dérivées
partielles du premier ordre par rappori & y,, ..., y, sont con-
tinus dans le domaine T, les solutions (2) de ces équations qui,
pour x = x,, prennent respectivement les valeurs y), ..., yy, sont
des fonctions continues de x, x,, ¥, ..., ¥y, el admeltent, par rap-
port & loules ces quantités, des dérivées du premier ordre clles-
mémes continues, lant que  resiera dans Uintervalle | — z,|<1
el Ty, V3 oo vy ¥s dans le domaine T,

Les dérivées de ces solutions par rapport ¢ y, s'obtiennent en
intégrant les éguations linéaires

ofi of
(19) dxi f (a;,cp.,...,f,,)Y et f (‘7" Qe w3 %n) Yo

(i=1 ,2,...,n.),
avec les conditions initiales

Y,=1, Y,=..=Ye =Yy, =..=Y,=0, pour z=uz,.
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- Les dérivées prises par rapport & z, s'expriment en fonction des
dérivées précédentes par les formules

0 de;
(2") ?i [f-(xovyu 7}’,4) dw +.. +fn(“'o’yn vsYn) ?]

Enﬁn, on aura évidemment’

(21) ‘ %%=fi(wa?i,°-'1?n)'

La continuité des dérivées = gyo résulte immédiatement dun®4, sil'on
observe que les équations linéaires (19) [les équations aux variations
du systéme (1), suivant la terminologie de M. Poincaré] ont leurs
coefficients continus pour les valeurs #, z,, ¥3, ..., ), comprises respec-

tivement dans Pintervalle |z — z, | et dans le domaine T,. D’aprés

I'égalité (20), on en conclut la continuité des de’rivéesg ~=, et celle
Ty

des dérivées par rapport & z, enfin, est mise en évidence par I'expres-
sion (21).

7. Puisqu'une caractéristique est déterminée d'une maniére uni-
voque par 'un quelconque de ses points, tant que nous restons dans le
. . o o
domaine T, les fonctions ¢(z, x,, ¥}, ..., y,) ne changent pas de
valeur lorsque le point ,, ¥4, ..., ¥, se déplace le long d’une carac-

téristique. Donc, en donnant &  une valeur fixe quelconque x appar-

tenant & lintervalle |& — 7, |S [, et mettant z, y,, ..., ¥, 4 la place
de o, ¥, ..., ¥», les fonctions

Fi(q"v}’n . '-’yn)E?i(—x—a ZyYvy --w}’n) (i=1,2, “""')

seront, d’aprés la définition méme, des intégrales du systéme (1).
Ces intégrales sont d’ailleurs indépendantes entre elles, puisqu'on a
identiquement

Fi(i’yu . ~-a}’u)E?i(E15’yn . -',yn) =Y
et satisfont, d'aprés 'égalité (20), 4 P'équation aux dérivées partielles -

oF dF
(22) 5;+fi(x’y" N ~yn)"—+' +fn(wﬁyn'”ayn)5;‘“—-

Journ. de Math. (5 série), tome VI. — Fasc. 1V, 1goo. 57
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Nous pouvons donc encore présenter notre résultat sous cette
forme .

Si les fonctions f,(x, ¥y eovy ¥Va)s oo oy Ju(Zy ¥Viyony ¥a) et leurs
déricees du premier ordre par rapportdy,, ..., ¥, sont conlinues
dans le domaine T, Uéquation aux déricées partielles (22) admet
n intégrales inddpendanies gul se réduisent respeclivement @
Vs ooy Yo POUr X == z,(@y— 1<zSz,+ 1), et qui restent continues,
ainst que leurs dérivées du premier ordre, pour les valeurs
Ty Yiy --0r ¥Vn cOmprises dans le domaine T,.

- Les théorémes que nous venons d’établir jouent un role imporlant
dans plusieurs branches dc I'Analyse, notamment le Calcul des varia-
tions et I'étude qualttatwc des courbes d¢finies par les cquatlons difl¢-
renticlles, dans la voie ouverte par M. Poincar¢. Pour qu’on puisse Lirer
parti de ces théorémes, il est nécessaire de les démontrer, comme nous
Pavons fait ci-dessus, pour tout domaine ot les caractéristiques sont
continues et~dans lequel les équations différenticlles satisfont aux con-
ditions requises.

Les démonstrations données antérieurement par MM. Picard (*) et
Bendixson () ne s’appliquent, directement, qu'a un domaine assez
restreint. 11 nous semble d’ailleurs que la méthode que nous avons
suivie, tout en conduisant a des résultats plus étendus et plus précis,
présente encore 'avantage d’étre plus simple et plus intuitive et de
se ‘rattacher étroitement aux principes ¢l¢émentaires du Caleul infi-
nitésimal. '

8. Reprenons encore les équations (11) du n° 3, en gardant les
deux premieéres hypotheses de ce numéro, mais remplacant 'hypo~
thése 3° par la suivante :

(1) Sur les méthodes d'approzimations successives dans la théorie des équa-
tions différentielles : Nole insérée dans le Tome 1V des Legons sur la théorie
générale des surfaces, par M. G. Darboux.

(%) -Démonstratiorn de lU'existence de l'intégrale d’une équation aux dé-
rivées pariielles linéaire (Bulletin de la Sociélé mathématigue, t. XXIV).
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Les seconds membres des équations (11) onl des dérivées par-

tielles du premier ordre par rapport a y, .. ., y, et i, qui restent

continues pour ||Sret pourz,y,, ..., y,dans T. Soit, pour ces
valeursde @, ¥y .« oy Yoy W4

of: ) o
a;;( PAIEEK J’nﬂ”), K, d{f(w,y.,---,y,;,p)]iM,

(t,k=1,2,...,n>.

La quantité désignée plus haut par m (8) pourra étre remplacée par
le produit Mé, ce qui nous permettra tout d’abord de présenter le
résultat du numéro cité sous la forme plus précise que voici :

Les solutions (12) des équations (11) sont des fonctions continues
de x et ., et la caractéristique qu'elles représentent reste d
Uintérieur du domaine T, pour les valeurs de x et de . comprises
dans les intervalles

(23) |x—=,|Sl |p! < lapluspetite des quantités 5 et

_Ke
\,] ( nl\l

Revenons maintenant aux équations (13). En tenant compte de
I'hypothése ci-dessus et répétant le raisonnement donné au n® 8, nous
pouvons les ¢crire sous cette forme

dn; . .
(2_/') % = [J~F,'0<x, P‘) +7]|F“ (.x’ P’) +eoeo N, m(xi )

(t=1,2,...,n),

Fi, Fiy ..o, Fy élant des fonctions continues de z et @, pour les va-
leurs (23), qui, pour p. = o, se réduisent respectivement &

’!‘{ (x,;’n e '75’-m 0),

(x’.yn . ~‘°a5’na 0)’
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En appliquant & ces équations le théoréme démontré au n° 4, et
observant que les 7 s'annulent pour = = z,, nous aurons done

0= 9:(, 1) — 9:(, 0) = wdi(=, p),

les §/(@, ) étant des fonctions continues de z et w dans les inter-

valles (23), s’annulant pour x = ,. Ces égalités nous montrent que
les fonctions ¢,, ¢,, . - ., ¢, admettent des dérivées partlellcs par rap-

port & g, pour p = o, |& — x, |1,
/] .
%(x,o):%(x,o) (i=r1,2,...,0),

dérivées qu’'on obtient en intégrant les équations linéaires

dY,' d; a -~ N 9
T = d{;(“”}’n )+ ")‘i‘j(w’yﬂo)\' df(x’y” o) Y,

(i=1,2,...,0),
avec les conditions initiales :

Y =Y,=...=Y,=0,

pour x = x,. Mais, par un raisonnement déja répété & plusieurs re-
prises, ce résultat s’étend immédiatement & toutes les valeurs x, p.
appartenant aux intervalles (23), de sorte que nous pouvons énoncer
le théoréme suivant :

En supposant que les seconds membres des équations (11) ainsi
que leurs deérivées du premier ordre par rapport @ y,, ..., ¥a 't
sont des fonctions continues de T,y y ...y Yny (b POUr T, ¥y« . s ¥n
dans le domaine T et pour |p.|r, les solutwns (12) de ces equauons‘

qui, pour = = x,, prennenl respectivement les valeursy', ...,y
sont des fonctions continues de x et p. dans les intervalles (23) et
admettent par rapport a . (el d x) des dérivées particlles du pre-
mier ordre continues dans les mémes intervalles. On obtient ces
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dérivées en intégrant les équations linéaires

dyY 9 9
(25) % = f'<‘” P+ y’,(w’%wYﬂr. f’(x,ep,,e»)Yn

(i=1,2,...,n),
avec les conditions initiales :

- Y'=Yﬁ=-..=Yn=O,
pour = x, .

La continuité des dérivées résulte de ce que les seconds membres des
équations linéaires (25) sont des fonctions continues de # et . dans
les intervalles (23).

9. Jusqu'a présent, nous n’avons considéré que des quantités réelles,
mais la méthode dont nous nous sommes servi pour établir les théo-
rémes énoncés plus haut, nous permet de les étendre immédiatement

‘au cas oti I'on a affaire & des fonctions analytiques de variables com-
plexes. En effet, les propositions que nous avons empruntées a la mé-
thode d’intégration de Cauchy-Lipschitz restent encore vraies dans
ce cas, et, en parcourant les raisonnements qui précédent, on verrait
dés lors qu'ils subsistent encore, avec une légére modification du lan-
gage, qui, d’ailleurs, servirait a rendre I'exposition plus simple.

Ainsi, supposons que les seconds membres des équations (1) soient
des fonctions continues de « et des fonctions analytiques holomorphes
de y,, ..., ¥a, pour les valeurs réelles de a et les valeurs réelles ou
complexes de y,, ..., y, satisfaisant aux conditions (4). En suivant la
méme marche que plus haut, on arrive & cette conclusion que les so-
lutions des équations (1) qui, pour z = %,, prennent respectivement
les valeurs ' =y + 77, ..., 2 =" +1’, sont des fonctions conti-
nuesde!, ..., v, et admettent par rapport & ces quantités des dérivées
du premier ordre également continues, pour les valeurs réelles ou com-
plexes de 1}, ..., v, satisfaisant & la condition (8), z ayant une valeur
réelle quelconque dans I'intervalle (%y—1, z, + L). Donc, les solu-
tions dont il s’agit sont des fonctions analyliques de ), ..., ", ho-
lomorphes tant que ces quantités sausfont a Uinégalité (8), quel
que soit z dans l’mtervalle (g — 1, z,+ 1).
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De méme, les considérations des n°® 3 et 8 nous conduisent au théo-
réme suivant (') :

Soit donné un systéme d’équations d/fe’renﬁclles

dy .
(26) 2 =Li@myo e aymp)  (i=12,0.00)
dépendant d’un paramétre arbitraire ., et soient

=§-,(x) (t=1,2,..40)

les équations de la caraciéristique passant par le point z,, y\, ...,
¥ el correspondant & la valeur p.= o. Faisons les hypothéses sui-
vanles :

1° Les fonctions ¢ (x) sont continues pour x,5 xSz, + I

2° Les seconds membres des équations (206) sont des fonctions
continues de x et des fonctions analytiques holomorphes de y, . . .,
¥ el du paraméire p, pour les valeurs réelles de x et les valcurs

réelles ou complexes dey, ..., y, el de . comprises respectivement
dans les domaines

(27) =z Sxlmy+1, ‘)’i"5!(“;)1+"'+lyu"§u(w)|§9’ || sr.

\

A

Ces conditions supposces remplies, les solutions des équations (20)
correspondant aux valeurs initiales x =xy, y, =y, ..., Y.=1y"
sont des fonctions analytiques du paramdétre ., holomorphes tant
qu'on aura :

(28) || <lapluspetite des quantités M(—f—‘ﬁ—*) et r(?),

quel que soit x dans Uintervalle (x,, z,+ 1), K et M désignant les

') Cf. Poixcart, Les méthodes nrouvelles de la Mécanique céleste, t. I,
Chap. II.
(?) On est conduit a la méme limite en démontrant le théoréme dont il s’agit

par la méthode des approximations successives (Cf. page 25 de notre Mémoire
cité plus haut).
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modules maxima des expressions

gfk ZyYiyeer Y ) (i k=1,2,...,n),
respectivement
?){L(xyfn-“af,n @) (i=1,2,..,n)
pour les valeurs (27).

On voit, en effet, en appliquant au cas présent les raisonnements du
n°® 8, que les solutions dont il s’agit sont des fonctions continues de
ayant des dérivées du premier ordre également continues, pour les
valeurs (28) de . et pour # quelconque dans l'intervalle (z,, z, + I).
D’aprés le théoréme fondamental de Cauchy, ces solutions sont donc
bhien des fonctions analytiques de holomorphes sous les conditions
¢noncéces ci-dessus.

Citons enfin le théortme suivant, qui se déduit immeédiatement des
résultats des n™ 4 ct 8 el qui, d’ailleurs, est une conséquence du théo-
réme qui précéde :

Etant donné un systéme d’équations différenticlles linéaires
dy; A I
e =L@y iy e ) + Y B @y g oo ) e Y F (@ oy oy 0)
(i=1,2,...,n),

dépendant des paramétres arbitraires w., ..., pp; st les coeffi-
cients I' sont des fonctions continues de x et des fonctions analy-
ligues holomorphes de p.,, ..., ., pour les valeurs réelles de x et les
valeurs réelles ou complexes de ., ..., i, comprises dans certains
domaines, il en est de méme des solutions de ces équations qui, pour
une valeur x dans Uintervalle fixé pour celle variable, prennent
des valeurs constantes quelconques.

En énoncant les théorémes qui précédent, nous avons constamment
supposé la variable x réelle; mais il est évident que, dans le cas ou
les seconds membres des équations proposées sont analytiques en z,
nous pourrons aussi bien attribuer & cette variable une suite continue
de valeurs complexes.



