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SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. Ht

Sur les équations awr: dérivées partielles (');

Psr M. H. DUPORT,

Professcur & la Faculté des Sciences de Dijon,

Dans un Mémoire publi¢ dans le Jowrnal de Mathématiques
pures et appliquées (année 1897, Fasc. I), j'ai ¢tudié le systéme sui-
vant de deux ¢quations de Plaff :

(1) Ta;dx;= o, Thdx;= o (i=1,2,...,0),

ol les uantités a; ct b; sont des fonctions quelconques des quan-
ULés &,

Ce systtme est particulitrement intéressant dans le cas ol le nombre
des variables arbitraires est de deux, car il constitue un syst¢me inter-
mediaire entre les équations du premier et dusecond ordre, ct il parait
bien choisi pour s'occuper de la recherche des cas ot 'on peut en
trouver les solutions & I'aide d’équations différentielles ordinaires.

Je me propose d’exposer dans cette Note deux nouveaux cas d’inté-
gration. Le premier paraitra, je pense, inléressant, si I’on remarque
qu'il renferme, cn particulicr, I'équation de Laplace dans le cas le plus
général; le second, si 'on considére que le systeme (1) est susceptible
d’¢tre ramen¢ & une ¢quation du second ordre, est celui ol les deux
systtmes de caractéristiques sont confondus, et fait espérer que la

(') Ce Mémoire a été résumé dans une Note parue aux Comptes rendus de
I’ Académie des Sciences (29 janvier 19oo).
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42 II. DUPORT.
proposition pourra étre vraic dans le cas d'une équation quelconque
du second ordre.

I. Je rappellerai que pour faire I'étude du systéme (1), j"ai posd: les
équations suivantes :

(ha,, + pb, DA 4.+ (Nay, + 1D )A + ea, + B, = ¢,

D N A co e et e et s et daes 0y

()\am -+ y-b(”)A, -+ .+(7\auc + p*bqso)Aa+ aa, + {3[)“ =0,

- alA' - aﬂA“ == 0,
—b,A, — by, =0,
ot l'on a
« da; f-)—”—j’

= ().I‘j - ()1‘,‘

i el j désignant, comme dans la suite de cette Note, deux des six pre-
miers nombres.

Le déterminant de ces huit équations, ol 4,, ..., A, «, § sout les in-
connucs, cst un déterminant symdéirique gauche d'ordre pair, qui est
par suite carré parfait. En éerivant qu'il est nul, on a une équation du

. . )3 .
second ordre pour déterminer le rapport ~- Supposons d'abord que
\
cette équation ait ses racines distinctes. La premiére racine fournit
pour A, ..., A, les expressions

Ai:: ‘/\i+ ('.)B,',

olt® est une arbitraire. La scconde fournit pour A, ..., A, les expres-
sions
A,"-: C,‘—i- OJ,Di,
ol w’ est une arbitraire.
SiTon pose les équations

(

&)

JF oF
) ZC"E:O, ZD[E:O,

quand ces équations ont deux solutions communes I¥, et F,, I'équation

F,=/(T)
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est une intégrale intermédiaire des équations (1); f est une fonction
arbitraire d'une variable.

Je vais maintenant étudier le cas ol les équations (2) ont une scule
solution commune F. J'ai déja montré que dans ce cas, cn posant
I¥ = conslante, on obtenait un systéme de solutions des ¢quations (1)
renfermant une fonclion arbitraire. Mais on peut aussi oblenir, ainsi
(uc je vais le montrer, toules les solutions de (1), cxprimées au moyen
de deux fonctions arbitraires de la méme variable.

Je rappellerai ue si I'on pose

(A +oB)ay+...+ (A +oBy)a,,= R+ S,
I¢quation
(3) SR+ w8;)de;= o,

ol v est convenablement choisi, est une conséquence des ¢quations ().

On a, de plus, les relations

(/) ( ECia,-z: 0, ZC«,Z)‘Z o, ZC,H,z 0, :C;S;zl),
l 7

| £D;a;= o, EDb;= o, ED:R;=o, ID,S;=o.

Si P’on joint & ces ¢quations les formules (2), on voit (que 'on peut
déterminer des quantités ¥, ¢, p, o telles que 1'on ait

(3) “’a"'*-a[)i'*"PRi-f—O'S;'—': gg;’
car sans cela les ¢quations
2CX;=o, ID;X;=o,
ol les quantités X; sont les inconnues, auraient cing solutions com-
munes distincles. Le raisonncment serait en défaut, si tous les déter-

minants du Tablcau
:'a' LN ) a“

©) b b
IR, .. R,
S, ... S,
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] . . y . ).
¢taient nuls; mais ce cas ne peut se présenter quand équation en =
b} (13

\

ases racines distincles. Je reviendrai sur ce point tout i I'hcure.
Supposons d¢s lors que, par suite d'un changement de variables, on

ait pris la fonction I¥ pour la variable «, indépendante, et soit z, la

scconde variable indépendante. On aura en somme les équations

Za,‘(l{[,"‘ = 0, Zb‘ d.ﬂ‘:: 0, Z(R‘ ~+- (,OS[) (l.’l,’l- =z 0,
(") pzl{i d.’L','-f— cESidw,-: d;lf..

/

On ne peut avoir
fFO =0,

car il en résulterait dz, —= 0j les deux derniéres équations () peuvent
s'¢erire alors
IR, dw;= gdu,,

pX Si d.’L‘i =l d.‘l,', .

On voit alors qu'en séparant les équations relatives ala varviable «,,
de celles relatives & la variable x5, les quantités g et 2 s’¢liminent, et
Pon a le systéme suivant :

duzy dz, _  dx das —
@ gz, T B, T % gg, T Gy, TR0
138+ b3 005 02 b
Ry 2% 4+ R, %% 4 R,9% 4 R, 2% 1R, =,
(‘;) / ().’l') ()1’2 d 2 0 2
(' ) S ()Jf',v; a) dnrz S ()‘r.'i S ()‘,ﬁ S —_—
Y0ay TV, T 0m, T Vs, T T
<y 1
().1‘3 ().1'4 ().295 ()utg -
b3(—)—‘z‘—l+b'i0_-l'-;+bsd-zl+ba-()_‘lh—{—b‘_oc

Les quatre premitres s’intégrent cn considérant x, commec une
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arbitraire, ct I'on en tire

2y == 0, (2,2, C, Gy, C,y, C)),
x,=®,(r,,x,C,C,GC,,C,),
@y =®,(xs, 2, Cy, Cy, Gy, C)),
#g=®,(z,,2,,C,Cy, C,y, C)),

G,, C,, C,, C, ¢tant des fonctions de z,. En portant ces valeurs dans
les deux derniéres équations (8), on est ramené & un systéme

dC, dC, dC, dac, _
bt thg +hg +L=o

a’Cl ({C., dC;; {ICS —_—
My o My g = Mg 2o o My o = M = 0

qui nc renferme plus la variable ,.

On sait qu’on peuat exprimer C,, C,, C;, C,, z, cn fonction d'unc
variable arbitraire y, de deux fonctions f et o de cetle variable, des
dérivées premitres et sccondes de f et de la dérivée premicre de ¢
[ Mémoire sur les équations aux: dérivées partmllcs (Revue bour gm-
gnonne de I’ Enseignement supérieur, Chap. V; 1895)].

La proposition quc javais en vue est donc démontrée.

IT. Je vais commencer par montrer ue dans le cas o tous les
' hd ’ - )\ .
dé¢terminants du Tableau (G) sont nuls, 'équation en 5 & une racine

double ct réciproquement. J'ai démontré que I'équation
XA S;=o0
. o» " 3 ] 3 1 .
est la condition nécessaire et suffisante pour que ’équation en 5 ait
scs racines ¢gales. Comme on a déja

( ) { E‘A,-a,-—_— o, ZAib“Z o, }:All‘lz 0, E(Alsl-" BiRi) = 0,
C
l) l ZB"(Z,‘: o, EB,‘I),‘Z‘—‘ 0, ZB‘S":: o,
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ct comme, si tous les déterminants du Tableau (6) sont nuls, on peut
déterminer des quanlitésy, ¢, g, o Lelles que l'on ait

Ya;+ 8b,+ PR,-*— O'Si= 0,

on voit (ue 'on a nécessairement, p ct ¢ ne pouvant étre nuls tous
deux, I'unc des équations

A8, =o, SBR;=o0

,
(qui entraine P'autre. L'¢quation cn % a donc bien une racine double
(uand tous les déterminants du Tableau (6) sont nuls.

Inversement, remarquons d’abord qu'en verta des équations

“.‘.A,-a,-: 0, ZA[I)‘*I 0, E‘i\il{i: 0, EI\,'S['—-_- 0,

(10) <

2Bu;= o, IB0;=o, B k=0, XB;S;=o,

tous les déterminants du Tablean (6) se réduisent & un seul, car il

suffit de tirer de ces ¢quations (10) deux des quantités a;, by, Ry, 3, en
fonction des aulres,

Cela posé, supposons que, par suite d'un changewment de variables,

. T . A, . .
on ait ramen¢ Péquation en 5 & avoir une racine nulle. Pour qu’clle

. . . )\ . . Al
ait unc racine double, il faudra que le terme en - soit aussi nul. Cette

condition sera du premier degré dans les binomes a;0;— @;b; ¢l ne
pourra, par suite, différer de la condition obtenuc en ¢galant & zéro
I'un des déterminants du Tableau (6).

Dées lors I’équation en @ d’ott dépend la solution du systéme (1)
s'ahaisse au premicer ordre [voir Mémoire sur les équations différen-
tielles (Journal de Mathématiques pures el appliquées, Fasc. 1,
p- 71 du Mémoire; 1897)].



