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GÉNÉRALISATION D'UN THÉORÈME DE CLEBSCH. 2l5 

Sur la généralisation d'un théorème de Clebsch; 

PAR M. P. DUHEM. 

Introduction. 

Tout le monde connaît les équations des petits mouvements d'un 
solide isotrope, équations qui régissent aussi, comme l'a démontré 
Helmholtz, la propagation des flux de déplacement dans les milieux 
diélectriques. On sait également que Clebsch (') a donné aux inté-
grales de ces équations une forme extrêmement utile en ce qu'elle 
décompose le petit mouvement le plus général d'un solide isotrope 
en un petit mouvement longitudinal, dénué de rotation, et un petit 
mouvement transversal, dénué de dilatation, chacun de ces petits 
mouvements dépendant de la classique équation du son. Malheureu-
sement, la démonstration sommaire donnée par Clebsch laisse peut-
être quelque place au doute. 

Dans notre enseignement de la Faculté des Sciences de Bordeaux, 
nous avons donné du Théorème de Clebsch une démonstration très 
élémentaire (2) qui nous semble rigoureuse. 

Cette démonstration s'étend sans peine et permet d'appliquer le 
Théorème de Clebsch à un type très général d'équations aux dérivées 

(1 ) CLEBSCH, Ueber die Reflexion an einer Kagelflàche (Journal fur die 
reine und angewandte Mathematik, t. LXI; 1863 ). 

(î) P. DUHEM, 5«;· Γintégrale des équations des petits mouvements d'un so-
lide isotrope ( Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles de 
Bordeaux, 5e série, t. III; 1898). 
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partielles simultanées. Ce type comprend, comme cas particuliers, non 
seulement les équations des petits mouvements des solides isotropes, 
mais encore les équations des petits mouvements adiabaliques des 
iluidcs compressibles visqueux; d'ailleurs, ces deux catég-orics d'équa-
tions sont d'un intérêt très général en Physique; la première catégorie 
régit, hors du domaine de l'Électricité, la propagation d'une pertur-
bation électrique dans un milieu diélectrique; la seconde n'a pas cours 
seulement en Hydrodynamique; c'est d'elle que dépend le llux élec-
trique au sein d'un conducteur immobile. Enfin, ces deux catégories 
peuvent être regardées comme deux cas particuliers d'une catégorie 
plus générale, dont dépend le champ électrique dans un corps à la fois 
conducteur et diélectrique; à cette catégorie s'appliquent également 
les considérations suivantes. 

CHAPITRE I. 
QUELQUES PROPRIÉTÉS I)E LA. TRANSFORMATION DE STOKES ET DE IIELMIIOLTZ. 

1. Soient &, e, w trois fonctions de a·, y, z, qui peuvent, en outre, 
dépendre d'autres variables, de l par exemple; soit A le vecteur dont 
w, v,w sont les composantes. 

Deux combinaisons de ces fonctions se présentent fréquemment en 
Physique : 

En premier lieu, la combinaison 

(0 η du dv <h\> 

que les géomètres anglais nomment 

Div. A. 

Si A représente un déplacement d'un milieu, θ est la dilatation 
cubique au point (χ, y

f
 ζ) de ce milieu. 



GENERALISATION D'UN THÉORÈME DE CLEBSCH. 217 

En second lieu, les trois combinaisons 

(2) 

λ dw dv 

n du ùw 

Λ dv du 

Si A représente un déplacement d'un milieu, £ΩΛ, ^Ω^., ^Ω* sont 
les trois composantes de la rotation instantanée au point (a?, y, z) de 
ce milieu; Ω

Λ
, Ω^ Ω

ζ
 sont les trois composantes d'un vecteur que les 

géomètres anglais désignent par 

Curl A, 

et que les physiciens allemands nomment Vortex ou Wirhet de A. 

2. Soient u, v, w trois fonctions continues de ar, y, s, en un certain 
espace; prenons trois fonctions U, Y, W définies, dans ce même espace, 
par les égalités 

(3) Δϋ = u, Δ Y = e, AW = w. 

Chacune de ces fonctions est déterminée, dans l'espace considéré, 
à une fonction harmonique près; la théorie de la fonction potentielle 
nous enseigne, d'ailleurs, à exprimer ces fonctions sous forme d'inté-
grales triples. 

On a identiquement 

AU = — (ΦΙ -Ι- — -Μ + IL (M _ _ JÎ (ÇL -

Si donc on pose 

(4) 9 - dx + dy + W 

(5) 

x ~ dy Tz 

'"te dx' 

R = _(£ 
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ce qui nous donne visiblement 

(6) <)P dQ dR _ 

la première des égalités (3) devient la première des égalités 

(7) 

όΦ , dR dQ 

_ όΦ dP dR 

W dz dx ày 

Les deux autres égalités (7) s'obtiennent d'une manière analogue. 
Dès lors, nous pouvons énoncer la proposition suivante : 

Étant données trois fonctions W, P, w des variables x, y, z, con-
tinues dans un certain espace, on peut, d'une infinité de manières, 
mettre ces fonctions sous la forme (7), les trois fonctions P, Q, R 
vérifiant, en outre, l'égalité (6). 

Cette proposition, employée en premier lieu par M. Stokes et par 
Helmholtz, va nous servir de point de départ. 

3. Remarque. — Si les trois fonctions u, p, w ont été, d'une ma-
nière quelconque, mises sous la forme (7), la relation (6) étant d'ail-
leurs vérifiée, les égalités (1) et (2) deviennent 

(8) Θ ~ ΔΦ. 

(9) Ω
ί=

-ΛΡ, Û,= -AQ, ÛS=-AR. 

4. Supposons que l'on ait pu mettre trois fonctions u, p, w sous la 
forme (7), la relation (6) étant d'ailleurs vérifiée et les fonctions Φ, 
P, Q, R étant quatre fonctions harmoniques. Les égalités (1), (a), (8) 
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et (9) donnent alors 

(10) di + + n = °-

(·■) 

di + + n = °-

du dw 

dv du 

Les égalités (11) nous enseignent qu'il existe une fonction y(x, y, z), 
uniforme si l'espace considéré est simplement connexe, telle que l'on 
ait 

(12) u—^-i ρ — —L, w = -j*-, 

et l'égalité (10) devient alors 
Δφ = ο. 

Réciproquement, les égalités (12) sont une forme particulière des 
égalités (6) et (7). On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Pour que trois fonctions u, v, w soient respectivement les trois 
dérivées partielles d'une même fonction harmonique, il faut et il 
suffit qu'on puisse les mettre sous la forme {η), où Φ, P, Q, R sont 
quatre fonctions harmoniques et où les trois fonctions P, Q, R vé-
rifient la relation (6). 

*>. Pour que les trois expressions 

M _dQ î)P _ dQ _ àR 

où P, Q, R vérifient la relation (6), soient les trois dérivées par-
tielles d'une même fonction V, il faut et il suffit que les trois 
fonctions P, Q, R soient harmoniques ; la fonction Y est, elle aussi, 
harmonique. 
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Pour démontrer la première partie de l'énoncé, il suffit de remar-
quer qu'en vertu de la relation (6), les conditions 

d/dP __ dR\ _ jd/dQ _àV\_ 

dx\dx dy) dz\dy ds)~°' 

à_(à]\ _ dQ\ __ fdP _ dR\ _ 

peuvent s'écrire 
ΔΡ = o, AQ = o, AR = o, 

et que les fonctions P, Q, R sont harmoniques. 
Si ces conditions sont remplies, il existe une fonction .V telle que 

l'on ait 
/ dV _ dR _ ÔQ 

.... 1 d\ _ dP dR 

I d\ _ dQ _ dP 

Il suffit de diflérentier la première de ces égalités par rapport à r, 
la seconde par rapport à y, la troisième par rapport à 3, et d'ajouter 
membre à membre les résultats obtenus pour obtenir l'égalité 

AV = o, 

qui démontre la seconde partie de l'énoncé. 

β. Réciproquement
}
 si V est une fonction harmonique dans un 

certain espace E, ses dérivées partielles peuvent se mettre sous la 
forme (i3), les fonctions P, Q, R étant harmoniques dans l'es-
pace Ε et y vérifiant la relation (G). 

Soient : 

(x
9
 y y z) un point de l'espace E, 

S la surface qui limite cet espace, surface que nous supposons con-
vexe et sans point singulier, 
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t/S un élément de la surface S, 
(ξ, η, ζ) un point de l'élément Î/S, 
n la demi-normale en ce point à la surface S, cette demi-normale 

étant dirigée vers l'intérieur de l'espace E. 

Avec M. Carl Neumann, posons 

04) 

U (*,*--) = £/ ν(Ι,η.ζ)^<«, 

U '<*,**) = £/ υ(ξ,η,·Οχ/δ, 

V"(x,y, 5) = ϋ'(ξ,η,ζ)^^. 
. . . . 

Les propositions suivantes sont connues : 
Les fonctions 

ν(ξ,η,ζ), υ(ξ,η,ζ), ϋΤΕ,η,ζ), υ·(ξ,η,ζ), ... 

sont toutes continues sur la surface S. 
Lorsque l'indice i croît au delà de toute limite, la fonction 

ϋ«(ξ,η,ζ) 

lend vers une limite C qui a la même valeur sur toute la surface S. 
La série 

(.5) [Υ(ξ, η, ζ) - ϋ(ξ, η, ζ)] + [U'(?, η, ζ) - ϋ'(ξ, η, ζ)] -Κ.. 

converge uniformément sur la surface S et représente une fonction 
σ(ξ, η,ζ), continue sur cette surface. 

La fonction V(a?,y, s) est, dans l'espace E, donnée par la série 
uniformément convergente 

(>6) 
V(»,y, s) = C + ^|[U(x·,/, z) - U'O, y, s)] 

+ [U"(m,y, z) - U"0,y, s)] + ... I. 
Journ. de Math. (5· série), TOME VI. — Fasc. II, 1900. 2C) 
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Or la série (i5) étant uniformément convergente, il en est visible-
ment de même de la série 

[ V(». η, ζ) - υ<ξ, η, ζ)] ·ΪΛ + [ U'(S, η, C) - ϋ'(ξ, η, ζ)] ̂  +... 

= »(5.η.ί)τκ· 

χ étant la distance du point (ξ, η, ζ), variable sur la surface S à un 
point déterminé (χ, y, z) du domaine E. 

On peut alors intégrer cette série pour la surface S en intégrant cha-
cun de ses termes, ce qui donne, en vertu des égalités (i4) et (io), 

('7) \{x,y, 2) = C+—j 

Cette égalité donne, à son tour, 

<■«) k 3(# — ξ)3—-12 f . S(x — ξ) ( γ — η) , . 

Mais l'égalité 

t» = <«-ξ)»+ <^_ η)»+ <;-!;)» 
donne 

■&· = - j [(* — 5) cos(">x) + (r - η) coK". y) 
+ (5 - ζ) cos (η, ;)|, 

3^7 = s co<n'x) + 7^ cos(«, y) 

+

 3

<-»<
8
-»COB(,,

)S
) 

_ — — cos(/2jy) — cos(/i,χ) 

_ J) — *
 008

(
Λ)Χ

)_
 3(X

~^.
(

 ^COS(;Î, ;) 
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= ^\^P'eos^t'A') ^ÎR^05(">/)] 

~ À[£Îicos^i'3^ -

= 3yLlïcos("1.'/>-5Fcos(,i'a:)J 

- k cos^n·~ oï cos(n' 3)J · 

Si donc on pose 

('!)) 

Ρ Ο, /, 3) = *1· Ό [ ̂
cos

O> ~) - "5J cos(«, y)j 

Q (jc,y,z)=—j σ(ξ,η,ζ) ^cos(«,») ~~cos(n, ;)J clS, 

Κ(λ·,y,z) = - J ff(5,*l,ï)|_-£cos(n,y) --^cos(«,a;)J r/S, 

l'égalité (18) devient la première des égalités 

(.3) 

dV _ dR _ dQ 

OV _ <?P _ <m 

_ t^Q _ ^ 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
D'ailleurs, les égalités (19) montrent immédiatement que les trois 

fonctions P, Q, R sont trois fonctions harmoniques qui vérifient l'éga-
lité (6). 

7. Le lemme démontré aux n08 5 et 6 nous donne, en premier lieu, 
la solution de la question suivante : 
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De combien de manières différentes peui-on mettre trois fonctions 
données u} v, w sous la forme 

(?) 

U — -, (- — — -r- » 

(ίΦ dP dR 

0Φ dQ dP 

les trois fonctions P, Q, R étant liées par la relation 

(6) dP , 30 3R , 

Soit 

(7 bis) 

— <?(φ + φ') _ d(Q + Q') 

d( Φ+Φ') d(R + R') d(R + R) 

0(Φ + Φ') , d(Q + Q') d(P + P') 

où 

(6 bis) d(P + P') , d(Q + Q') , d(R+R') 

une deuxième solution du problème. Évidemment, pour qu'il en soit 
ainsi, il faut et il suffit que les fonctions Φ', P', Q', H' vérifient les 
conditions 

Ο = -γ— H - — ) 

0 = lï + SI - dS"' 

0 Oz Ox Oy ' 

avec 

(21) dP' 00' dR' 
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D'après le lemme démontré au n° 3, pour qu'il existe une fonction Φ', 
vérifiant les égalités (20), lorsque l'égalité (21) est supposée vérifiée, 
il faut et il suffit que les trois fonctions P7, Q', R7 soient trois fonctions 
harmoniques ; la fonction Φ7 est déterminée par la connaissance des 
fonctions P7, Q7, R7 à une quantité additive près, indépendante de .r, 

y>*· 
D'où la proposition suivante : 

Ayant, d'une première manière, mis trois fondions données a, 
r, w sous la forme (7), où tes fondions P, Q, R vérifient l'éga-
lité (6), et cherchant à les mettre d'une seconde manière sous la 
même forme, on peut, mais on peut seulement, ajouter respective-
ment aux trois fonctions P, Q, R, trois fonctions harmoniques qui. 
vérifient aussi l'égalité (6); on doit, en même temps

y
 ajouter à la 

fonction Φ une fonction harmonique déterminée à une quantité 
additive près, indépendante de x, y, z. 

8. On peut, si l'on préfère, choisir arbitrairement la fonction 
harmonique Φ7 que l'on veut ajouter à la fonction Φ. 

En effet, selon ce qui a été démontré au n° 6, quelle que soit cette 
fonction Φ', on peut trouver trois fonctions harmoniques GJ, y, ρ véri-
fiant l'égalité 

ÈL + & + *1 = « 

et les égalités 

άΦ' _ φ _ 

0Φ' (?τσ dp 

άΦ' df^ diπ 

Il suffira alors de prendre 

P'= -a, Q'= - χ, H' = - p. 

9. Etant données trois fondions P, Q, R qui vérifient l'éga-
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lilé (6), on peut trouver (') trois autres fondions A, B, C, telles 
que Von ail 

i df àz ' 

<"> jQ=?ï-3î· 

' K d*c dr ' 

■ <23> ^ + 3}+Έ = α· 

En effet, d'après ce qui a été démontré au n° 2, quelles que soient 
les fonctions P, Q, R, il existe quatre fonctions φ, />, <y, /·, telles que 
l'on ait 

~~ àx ày àz ' 

π _ (ll \±. _ Éi' 

R = dJ + ^ - Ty> 

& + ^ + ^ = 

Pour que les fonctions P, Q, R vérifient l'égalité (6), il faut et il 
suffit visiblement que la fonction φ soit harmonique ; mais alors, selon 
ce qui a été démontré au n° 6, on peut trouver trois fonctions pq\ r 
vérifiant les égalités 

É1 = (l!Î _ à-i 

dtp dp' Or' 

k-W_d£. 

dp' dq' àr' 

C1) Cette proposition a été démontrée par E. Betti (Lefirbuch der Potential-
theorie, p. 342), en s'appuyant sur un lemme, dû à JacoVi, et tiré de la théorie 
du dernier multiplicateur. 
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La comparaison des égalités (24) et (a5) montre que les fonctions 

A = 

Β = q - <ï, 
Il = r — r' 

vériiieront la proposition énoncée. 
Réciproquement, il est clair que, si l}on prend trois fonctions quel-

conques A, B, C et si Von définit les fondions P, Q, R par les éga-
lités (22), ces fondions P, Q, R vérifieront Végalité (6). 

10. Les fonctions P, Q, R, qui vérifient l'égalité (6), étant don-
nées, supposons qu'on ait trouvé un système de fonctions A, B, C, qui 
vérifient les égalités (22) et (23); peut-on trouver un second système 
de fonctions 

A -j- A', Β + B', C 4- C' 

qui vérifient les mêmes égalités? 
Il faut et il suffit pour cela que les fonctions A', B', C vérifient les 

égalités 

ÔC OU' _ 

Ôk' OC __ 

_ âk' __ 

Ok' dB' OC 

D'après ce qui a été démontré aux n08 5 et 6, il faut et il suffit pour 
cela que les trois fonctions A', B', C soient les trois dérivées partielles 
d'une même fonction harmonique. 

D'où la proposition suivante : 

Avant, d'une première manière, mis trois fonctions données P, 
Q, R sous la forme (22), où, les fonctions A, B, C vérifient la rela-
tion^ 23), et voulant les mettre d'une seconde manière sous la même 
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forme, on peut> mais on peut seulement, ajouter aux trois fondions 
A, B, C, les trois dérivées partielles d'une même fondion harmo-
nique. 

CHAPITRE II. 

GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE CLEBSCII. 

li. Supposons que les trois fonctions 

yj /), ρ(·ί-'} y ι -j /)) y, ζ, ï) 

vériiient les trois équations aux dérivées partielles simultanées que 
voici : 

(■26) 

Λ„Β + Λ, ^ +Λ2 + . . . Η- Λ. ύι„ 

+ Β.Δ« + Β, -gj. + Β
2
^. + Β, -dT + Β, -gj-

+ U"tf +"· + + · · · 

+ + - dy dx + a âz dï + ' ΰι Tu 

Οχ2 à χ dx*3 dy* dz? dt3 dx ·;···· °? 

A« " + Λ1 Tt + As dp + ■ ■ ■ ~l~ A" w 

4- Β,Δρ H- B, j- + B
3
^ + B

3
 -+- Β,-gj-

' 1 <λτ2 ... -H ijk... tfœi> fiyq$*>'dtx " 

+ L*àj- + Tx àï 'dj'dj' * àz dy + Tt dy 

H TP- dy "i~ * * ' + Ti0>···· dx35 dy%dzPdï* dy 
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(aG) 

a.» + A
i
^,+A,^ + ... + A.^= 

4-13^ + Β,^ + Β^ + Β,^ + ΙΪ,^ 

11 dx2 + + uij*-dj:Pdy«à3rdts + ' * * 

+ dz + U· Jï dz + dp Tz + Tz dJ + Tt Tz 

M dx2 dz ' ' ' y)^'·· dx^dy^dzPdl* dz °* 

Dans ces équations, Θ a la signification donnée par l'égalité (1); les 
A, B, C sont des constantes. 

En dift'érentiant la première des équations (26) par rapport à x, la 
deuxième par rapport à /, la troisième par rapport à: et ajoutant 
membre à membre les résultats obtenus, nous trouvons que Θ vérifie 
l'équation aux dérivées partielles suivantes : 

(a7) 

Α,Θ + Α,-JJ +Α
3
-^ + ... + A.A-JP 

+ (Β, + C
o
)A0 + (B,+ C,) + (B

2
 4- G,)·^ 

+ (B
J
 + C.)^+(B, + C

1
)^ + (B

I1
 + C

11
)^ + ... 

N ()t>+1+r+s AO 

Nous représenterons symboliquement le premier membre de cette 
équation par 

lt>(0), 

et nous nommerons cette équation l'équation aux dilatations. 
Différentions la troisième égalité (26) par rapport à y, la seconde 

par rapportas et retranchons le second résultat du premier en tenant 
compte de la première égalité (2). Nous trouverons que Ω

β
 vérifie 

Journ. de Math. (5· série),tome VI. — Fasc. Il, 1900. 3o 
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l'équation aux dérivées partielles 

(28) 

A„Q +Α, ^ +Α
2
-^+... + Α„·^ 

+ Β.ΛΩ+Β, ^ + + 

+ "A?" + · · · "·" UUf...dxri)^d.,dl, + = °· 

Les quantités ûy et Ù
z
 vérifient la même équation, que nous nom-

merons équation aux rotations. Nous représenterons symboliquement 
le premier membre de cette équation par 

&(Q). 

12. Prenons trois fonctions quelconques u
)
 P, W des variables X

Y
 Y, 

z, t et mettons-Les sous la forme (7), les fonctions P, Q, R n'étant pas 
nécessairement assujetties à vérifier la relation (6). 

Substituons ces expressions de ut
 P, w dans les premiers membres 

des égalités (26) ; nous constatons aisément que ces premiers membres 
prennent la forme suivante : 

(29) 

^ω(Φ )
+
^

(R)
_^

(Q)
, 

£®(Φ)
+

^ίΡ)-Α
Λ(

κ), 

^α>ΊΦ)+^Λ(0)-|<ι(Ρ). 

Évidemment, ces trois quantités sont nulles si l'on a, en tout point 
de l'espace considéré, 

(£)( Φ) = ο, 

&(Ρ) = 0, &(Q)=:0, &(R) = O. 

D'où le théorème suivant : 

Si Φ désigne une intégrale quelconque de Véquation aux dilata-
tions et P, Q, R trois intégrales quelconques de l'équation aux 
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rotations, les expressions (7) fournissent une intégrale du sys-
tème (26). 

13. Réciproquement, si 

u{x,y,z,t), v(x,y,z,t), 1v(x,y,z,t) 

est une intégrale du système (26), on peut toujours trouver une 
intégrale Φ de Véquation aux dilatations et trois intégrales P, Q, 
R de Γ équation aux rotations, ces dernières liées en outre par V éga-
lité (6), de telle manière que les égalités (7) se trouvent vérifiées 
par les sept fonctions 

u, v, W) Φ, P, Q, R. 

La démonstration de cette réciproque est le principal objet du pré-
sent écrit. 

Comme nous l'avons vu au n° 3, on pourra toujours trouver quatre 
fonctions Φ

0
, P

0
, Q

0
, R

0
, les trois dernières liées par l'égalité 

(3o) dP, ag. + dR. 

telles que l'on ait 

(30 

/y _ άΦο . M· _ «Qo 

_ dPft fjR0 

tv __ όΦ0 dQp di\ 

Ces expressions, transportées dans les équations (26), doivent les 
vérifier identiquement, en sorte que nous avons les identités 

(32) 

<ΧΡ(Φ0) <M.(Ro) d*(Q0) _n 

<XP(*o) dSi(P0) _ M(Rp) __ 

^ω(Φρ) dJi(Q0) dMPo) _ 
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DifTérentions la première de ces identités par rapportai, la seconde 
par rapport à y, la troisième par rapporta s, et ajoutons membre 
à membre les résultats obtenus; nous trouvons la nouvelle identité 

Δ(θ(Φ
0
) = ο. 

Différentions la troisième identité (32) par rapport à y, la seconde 
par rapport à s, et retranchons membre à membre le premier résultat 
du second, en tenant compte de la relation (3o); nous trouvons la pre-
mière des identités 

ΛΛ(Ρ
0
) = Ο, A&(QO) = O, ÎU(R„) = O. 

Les deux autres s'établissent d'une manière analogue. En d'autres 
termes, on a 

(33) 
®(φ.) = ?> 

.*(!'.) =/>> A(Q„) = y, A(H„) = /·, 

ç, p, q, r étant quatre fonctions harmoniques. 
L'égalité (3o) entraîne visiblement l'égalité 

Λ
 (§

 +
 W

 +
 f

 +
 ̂

Λ((λ) +
 Ε = 

ou bien, en vertu des égalités (33), 

<3« dx + dy dz -

Les identités (3û) et (33) donnent 

(35) 

*P -ÙA -o 

·>! + <!£--dJ-1 = 0 

Hl + — ÛR — η 
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Considérons l'équation 

(36) A0™ +A' dt + 2 dt* +···+Α« (!tn —°· 

Pour chaque système de valeurs de χ, y, *, c'est une équation dif-
férentielle linéaire à coefficients constants; nous pouvons donc, à l'ins-
tant /= o, prendre pour 

■R À ΦΊ ^«-1 <I»J 

η fonctions arbitraires de x> y, ζ ; prenons n fonctions harmoniques ; 
nous aurons alors, pour l — o, 

(37) ΔΦ
(
 = ο, |ΔΦ, = Ο, ..., ^ΔΦ, = ο. 

D'autre part, φ étant une fonction harmonique, l'égalité (36) donne, 
quel que soit /, l'égalité 

Λ
0

ΔΦ, + Α,Δ^ +... + A„A^! =o, 

qui peu t encore s'écrire 

À, ΔΦ, + A, £άΦ, +... + A„ £ ΔΦ, = o. 

Les égalités (3y) étant vérifiées pour / = o, l'équation précédente 
nous montre que l'on a, quel que soit /, 

(38) ΔΦ, = o. 

On peut donc trouver une fonction Φ, qui vérifie à la fois les éga-
lités (36) et (38). Dès lors, il est facile de voir que cette fonction har-
monique Φ, vérifie l'équation 

(39) (θ(Φ
4
) ■+■ φ = ο. 

Prenons maintenant trois fonctions P,, Qt
, R, vérifiant respective-
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ment les équations 

(4o) 

AT. A <?Pl A <PPl A ^"Ρΐ . 

A Ο ι V ι \ ι ι \ ι a — ο 

A0R, +A,-^- -t-Aj-gjj- +...+· A.-^-t-r—ο. 

Nous pouvons prendre en outre, pour l = o, 

(40 

ρ <fyo dpo dPi _ άχι dp, ^ d»-'P, _ dyJt-t __ dp/t-, 

Ο _ £Po dro0 àQt _ dpi _ d®, d"~fQi _ dp»-1 dra,,., 

P _ d®0 _ d^o dRi _ dro, dy, ^ d»-1!!, _ do,,-, dy,,-, 

*•*05 5 · · ·> ®r»-i î 

Xoî X<i ■*·» /.«—«» 

po? Ρ η * · ·» ΡΛ-» 

étant 3λ fonctions harmoniques de a?, s. 
Ces égalités (4i) entraînent les égalités suivantes, vraies également 

pour l = o, 

(40 

ΔΡ,=ο, |ΛΡ,=», ..., |^ΔΡ, 

Δ(5' = "> ^AQ,=«, ..., ~AQ, = o, 

AR, = <>, ^AR, = o, ..., j^rjAR, =o, 

dP, âQ, dR, _ ί/ΛΡ, dQ, dRA _ 

d-'/dP, dQi dRt\ _ 

D'autre part, les fonctions /?, 9,7* étant harmoniques et vérifiant 
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l'égalité (34), les égalités (4o) donnent les égalités suivantes, vraies 
quel que soit /, 

(43) 

A
0
AP, 4- A, ^AP, 4- ... -h A

n
 jp; ΔΡ, = o, 

A
0
AQ, +· A, ^AQ, 4-... H- A

n
^AQ, = o, 

A
0
AR, 4- A, ^AR, 4-... 4- A„^jAR, = o, 

A ( ~ -h — 4- —^ 4- a £ -μ Ë2« + 25Λ + 

n dt" \da? dy à ζ ) 

Les conditions (43), vraies quel que soit t, jointes aux conditions 
(42), vraies pour t = o, montrent que l'on a, quel que soit t, 

(44) AP, = o, AQ, = o, AR, = o, 

(45) dP, dQ, dR,_ 

La première équation (4o) et la première condition (44) donnent 
sans peine la première des égalités 

(46) 

Λ(Ρ<) "·~P = °r 

Jl(Q.) 4- q — o, 

&(R,) 4- /' = o. 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
Posons 

dx dy dz ' 

Ί Ζ ' 

(V'=ËÎ! + Ë2l_£Pl. 

D'après les égalités (38), (44) et (45) et le lemme démontré au n°4, 
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il existe une fonction harmonique Ψ : 

(48) ΔΨ = o, 

telle que Γ011 ait 

, ΟΨ , ΟΨ , 0Ψ 

ce qui donne identiquement, à la place des égalités (47)? 

(49) 

âx dy dz 1 

ό(Φ, —V) dP, dR, _ 

d{*>-V) dQ, _dΡ» _ 

Si, dans les égalités (26), on substitue à u, p, <v, les quantités iden-
tiquement nulles qui forment les premiers membres des égalités (4q)> 
011 doit obtenir trois identités. Si Ton tient compte de Tidentité (48), 
ces identités deviennent 

(5°) 

S>(«.)+£A(R.)-£
A((

*·) 

~~ 31-(A°U + A| Tt + ' ' · + 

à / A W A <?Ψ A 

— ° + '57 + ··· + α«Λ3")-"· 

à /» m A Λ «''"'Λ 

~ Τ= (
Α

»
ψ + Λ' Te + · · · + A. = O. 

Les égalités (39), (46) et (35) transforment ces identités en 

<te (Α·ψ + Α· Έ + ' · ' + A'~3F) -

^(Α.Ψ + Α,-JJ 4- .. . 4-A.^-J-o, 

Ts
 (Α

0
Ψ 4- A,

 Tt
 h- ... 4- A„ jp) - o. 
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Fn d'autres termes, il existe une fonction /(/) telle que Ton ait 

(5,) Α
0
Ψ-H A, 4- ... H- = /(0· 

SoitF(/) une intégrale quelconque de l'équation différentielle li-
néaire à coefficients constants 

(52) A, F (!) + A, Ά-Ψ + ... + A. ̂  =/(/) 

et posons 

(53) ψ-Ρ(0 = -Φ3. 

Les égalités (5i) et (02) nous donneront l'égalité 

Α,Φ
3
 + A, + ... + A.-GJJ- = O. 

L'égalité (48) donnera l'égalité 

ΔΦ2 = ο 

et ces deux dernières égalités donnent 

(54) φ(Φ
2
) = o. 

Enfin, les identités (49) peuvent évidemment s'écrire 

(55) 

<*(Φι + Φ») dRi dQi _ 

d ( Φ ι Φ; ) . dP, dRt __ 

^(Φι + Φ2) dQt àPx _ 

Posons maintenant 
Φ = Φ

0
 4 Φ, 4- Φ

2
, 

P = P.H-P„ 

Q = QO -+- Q,, 

R=R
0
4R,. 

Journ, de Math. (5* série), tome VI. — Fasc. II, 1900. 01 
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Nous «aurons 
(0(φ) = (ύ(Φβ) H- ίθ(Φ,) H- <0(Φ3) 

ou bien, en vertu des égalités (33), (3p) et (54), 

(5(i) (ύ(φ) = o. 

Nous aurons aussi 
Λ(Ρ)=Λ(Ρ

Β
)+Λ(Ρ,), 

A(Q) = A(Q
E
) + A(Q,), 

A(R) = A(R
0
 ) -+- A(R,) 

ou bien, en vertu des égalités (33) et (4b), 

(5;) Λ(Ρ) = Ο, ,'I\.(Q) = o, A(R) = O. 

Enfin, nous aurons 

ΛΡρ dg. dR. dp, dQ, diw 

ou bien, en vertu des égalités (3o) et. (45), 

(58) dP , dQ , dR 

Comme les égalités (3i) et (55) permettent d'écrire 

(5!)) 

<)Ψ dR dO 

, _ d* dP _ <M 

d* dQ d\} 

on peut regarder le théorème énoncé comme démontré. 

14. Cherchons maintenant de combien de manières différentes on 
peut mettre une même intégrale u, p, w des équations (ab), sous la 
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forme (7), Φ étant une intégrale de l'équation aux dilatations et P, Q, 
R trois intégrales de l'équation aux rotations, liées en outre par l'éga-
lité (6). 

Si Φ, P, Q, R constituent une première détermination des quatre 
fonctions dont il s'agit, pour que (Φη-Φ'), (Ph-P'), (Q H- Q'), 
(U-HIV) en soient une seconde détermination, il faut et il suffit : 

i° Que Φ' soit une intégrale de l'équation aux dilatations; 
20 Que P', Q', R'soient trois intégrales de l'équation aux rotations, 

liées par la relation 

(Co) dP' dQ' dR' 

3" Que l'on ait 
i d.r Of dz °' 

/r ν ■ } 0Φ' , dP' dR' 

I "S? + λ? ~ dp - °-

Les égalités (Go) et (61) exigent, comme nous l'avons vu au n° 4, 
que les quatre fonctions Φ', P', Q', R' soient quatre fonctions harmo-
niques; dès lors, au lieu d'exprimer que la première vérifie l'équation 
aux dilatations et les trois dernières l'équation aux rotations, il revient 
au même de dire que ces quatre fonctions vérifient les équations 

(62) Α»φ + A' Tt + A* IF +· · ·+ A" ~dl*~= °> 

(03) 

0 +A| "Λη"Α2"Λγ+···+Α""5?Γ = 0' 

A»Q + Λ< "3Γ As"^r +· · ·+ A«7pr = °> 

» + A· ~dt +A»-gF +···+ A"~dF=0-

Prenons trois fonctions harmoniques P', Q', R', qui vérifient les 
égalités (60) et (63); nous avons vu au numéro précédent comment 
on pouvait constituer de semblables fonctions; d'après ce que nous 
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avons vu au n° i>, il existe une fonction harmonique V, détermince à 
une fonction près de t, telle que Ton ait 

(β/,> 

à\ dR' _ dQ' _ 

â\ dP' dlV _ 

dV , dQ' _ JF _ 

Prenons une de ces fonctions V. Des égalités (63) et (64) nous 
lirons sans peine 

(A,V -+- A, Tt +...h- A,J = 0, 

Tr\A'X + A'W+---+A"lF)==0' 

■gj^AjV -+- A, -JJ +...+A„-
3?r

j = 0 

ou bien 

(fi 5) A,,\ -Vv-jpj- —/(/). 

D'autre part, la comparaison des égalités (Οι) et (64) donne 

Φ' = V + F(/), 

tandis que les égalités (62) et (65) donnent 

(66) A,K(0 + Α. Ά-Ψ +...+ A» —J^R =/(')· 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Une intégrale u, p, w de» équations (26) a été mise sous la 
forme (7), où Φ est une intégrale de Véquation aux dilatations et 
ou P, Q, R /row intégrales de Véquation aux rotations, liées 
par l'égalité (6). Si l'on veut, d'une seconde manière, mettre cette 
intégrale sous cette même forme, on peut, mais on peut seulement, 
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ajouter aux fonctions P, Q, R trois fonctions harmoniques P', 
Q', R' vérifiant les égalités (61) et (63). On a alors à ajouter à la 
fonction Φ une fonction Φ' déterminée à une fonction près de t, 
intégrale de l'équation 

A„l· (0 H- 'V—^ Κ .. H- Α
Λ dtn — o. 

1 ». On peut, si l'on préfère, choisir, pour l'ajouter à la fonc-
tion Φ, une quelconque des fonctions harmoniques Φ' qui intègrent 
Γ équation (62). 

Appliquons, en effet, à cette fonction Φ' la méthode de M. Cari 
Neumann. La fonction Φ'(x,y,z,t) intégrant l'équation (66), il en 
sera, en particulier, de môme de la fonction Φ'(ξ, η, ζ, /); dès lors, il 
en sera de même de la fonction U(&·, y, z)

 t), liée à Φ'(ξ, η, ζ, /) 
comme, d'après la première égalité (14), U(#,/,-) est lie à ν(ξ,η,ζ); 
la fonction ϋ(ξ, η, ζ, t) intégrera donc l'équation (66); en continuant 
ainsi de proche en proche, on trouvera que toutes les fonctions 

. A f/F(0 4 d"F(t) 

vérifient l'équation 

A. Υ·Ο(Ξ, Η, Ζ, Ι)+Α, +...+ A, =<>. 

D'autre part, la méthode de M. Carl Neumann montre sans peine 
que, quel que soit l'indice ρ, la série 

[-(Ρ'Φ'α,η,ζ,ρ ___ ^υα,η,ζ,ΟΊ 

, Γ^υ'(ξ,η.ζ,0 d'U"(*,TMC.O'l , 

est uniformément convergente sur la surface S. 
Dès lors, la série 

[Φ'(ξ, η, ζ, /) - ϋ(ξ, η, ζ, /)] + IU-(5,η, ζ, /) - U"(l, η, ξ, /)] +.. . 
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converge uniformément sur la surface S et'y définit une fonction 
σ(ξ, η, ζ, t) qui vérifie l'équation 

A0σ(ξ, η,ζ, Ι) + A, = ο. 

Cela posé, il suffira de joindre à la fonction Φ' les déterminations 
suivantes de P', Q', IV, 

= - »(ξ>ηιζ,0[57°θ8(Λ,^)- ~cos(w,y)JdS, 

Q'(a?, y,5, /) = — ^ j Σ(ξ, η, ζ, t) cos (η, x)~-£ cos (Λ, ~)J dS, 

I= σ(ξ,η,ζ,/)^ϋ08(η,/)- ^cos(w,a?)JrfS, 

car ces déterminations vérifient les conditions (6o), (6i), (63). 

16. On peut donner une autre forme générale de l'intégrale des 
équations (26). 

Soient u, ι>, φ trois fonctions qui intègrent ces équations. Nous savons 
que nous pouvons les mettre sous la forme (7), Φ étant une intégrale 
de l'équation aux dilatations 

(67) ω(Φ) = 0 

et R, Q, Κ trois intégrales de l'équation aux routions 

<08) Λ(Ρ) = Ο, <*T(Q) = O, ÎÎI(R) = O, 

liées par la condition (G). 
La condition (6), jointe à la proposition démontrée au n° 9, nous 

enseigne qu'il existe trois fonctions A, B, C telles que l'on puisse 
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écrire 

(22) 

P _ dC _ d_B 

n _ dX _ dQ 

n _ dB _ dA 

(23) dA , dB , dC 

Substituons dans les égalités (68) les expressions (22) des fonctions 
P, Q, R. Nous trouvons les trois égalités que voici : 

d(K{C) _ ddl(B) _ 

M (A) _ d*(C) _ 

dfl(B) _ d&(A) _ 

Ces égalités équivalent à la proposition suivante : 
Il existe une fonction /(#, y, z, t) telle que Ton puisse écrire 

(69) 

A
(A) = M£G£II>, 

A(B) = '/<«»*»■«>, 

A(C) = W«.r·»,'), 

Ces égalités nous donnent 

A ft t\ tt\ (dX . dB dC\ 

ou bien, en vertu de l'égalité (23), 

(7°) Δ/=ο. 

La fonction / est donc harmonique. 
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Considérons l'équation 

(70 A0l· -h Af -Jf -K. .-hAn-jfi· H-/— 0 

et prenons, pour t = o, 

il =0, Δ
¥

=ο, 1-5^=0. 

Nous aurons alors, quel que soit (
9 

(7») AF = ο 

et la comparaison des égalités (71) et (72) nous donnera l'égalité 

a(F)+/ = 0, 

d'où découlent les suivantes : 

<73) 

*{dï) + dï-°' 

Λ /à¥\ df 

Λ(5Ϊ") +Tz =°· 
Si nous posons 

(74) 

α = A -h -r-> 

A , dF 

Ï=C+Î' 

la comparaison des égalités (69) et (73) nous donnera 

(75) &(α) = ο, &(β) = ο, ,^(γ) = ο. 

La comparaison des égalités (23), (72) et (74) nous donne, d'ail-
leurs, 

(76) àx ày ^ dz ' 
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tandis que la comparaison des égalités (22) et (74) nous donne 

(77) 

ρ __ dï __ dp 

0 d*_ di 

τ> d* 

On peut alors énoncer le théorème suivant : 

Une intégrale quelconque u, v, w des équations (26) peut se 
mettre sous la forme 

(78) 

11 dx dy \dx dy) dz dx)' 

V dv dz\dy dz) dx \dx dy/ 

w = + ± (*l _ 4l\ _ A fii _ i? V 

où Φ est une intégrale de l'équation aux dilatations et où α, β, γ 
sont trois intégrales de l'équation aux rotations, liées par l'éga-
lité (76). 

Réciproquement, si, dans les égalités (78), on substitue à Φ une 
intégrale quelconque de l'équation aux dilatations et à a, β, γ trois 
intégrales quelconques de l'équation aux rotations, on obtient visi-
blement une intégrale des équations (26). 

Remarque. — En vertu de l'égalité (76), les égalités (78) peuvent 
également s'écrire 

ί «=^-Δα-

179) ι
ρ
 = |ρ-

Δ
?> 

' = rfs ~ γ· 

Journ. de Math, (5* série), tome VI. — Fasc. II, 1900 32 
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CHAPITRE III.. 

FLUX LONGITUDINAL HT FLUX TRANSVERSAL. 

17. Supposons que les trois fonctions 

.X) -»> y» ·*» Ο? y ι-ι 

intègrent les équations (26). Nous pourrons regarder ces trois fonc-
tions comme les trois composantes d'un certain vecteur, variable d'un 
point à l'autre et d'un instant à l'autre. 

Mettons ces trois fonctions, selon ce que nous enseigne le Chapitre 
précédent, sous la forme 

(7) 

0Φ dit dQ 

άΦ dP dit 

dΦ dQ dP 

ou Φ est une intégrale de l'équation aux dilatations et où Ρ, Q, R sont 
trois intégrales de l'équation aux rotations, liées par la relation 

(6) dp dQ , <m 

Ce vecteur, que nous nommerons le βαχ total, peut se former par 
composition de deux autres, dont l'un a pour composantes 

(80) , δΦ , d<ï> , όΦ 
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tandis que l'autre a pour composantes 

(81) 

„_<m t)Q 

n»~dl ^5 

àx dy 

Étudions quelques propriétés de ces flux. 
Le premier, donné par les égalités (80), dépend de l'équation aux 

dilatations 
(θ(φ) = Ο. 

Supposons que cette équation soit du second ordre et appartienne à 
la catégorie d'équations aux dérivées partielles dont l'équation du son 
est le type; qu'elle admette des intégrales continues dans tout l'espace, 
ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, mais pouvant pré-
senter, de part et d'autre d'une surface variable avec le temps, deux 
déterminations analytiques différentes. 

Imaginons, par exemple, que S (fig. 1) soit, à l'instant t, une sem-

Fig. 1. 

δ
η
 / Extérieur 

/M Ν. 

Intérieur \ 
\5 

blable surface. Elle divise l'espace en deux régions; en l'une de ces 
régions, que nous nommerons Ycxlèrieur, la fonction Φ est identi-
quement nulle; en l'autre région, que nous nommerons Y intérieur, la 
fonction Φ admet une détermination analytique différente de o. 5 est 
le front de l'onde. 

La fonction Φ devant être continue ainsi que ses dérivées partielles 
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du premier ordre, on aura, sur le front de l'onde, 

(82) 
j Φ = ο, 

{ άΦ όΦ άΦ 

Le flux, identiquement nul à l'extérieur et sur le front de l'onde, est 
infiniment petit en un point intérieur infiniment voisin du front de 
l'onde. Nous allons calculer ses composantes en un tel point. 

Soient M
0

(a?
0

, y
0

, s
0
) un point de la surface S et M (α?, y, s) un 

point intérieur et infiniment voisin du point M0. Posons 

x = 4- à#, y — yty, z = z0-h8z. 

Les égalités {82) étant vérifiées au point M
0

, si l'on pose 

Φο = Φ(*.» «·» 0» φ = φ(χι 0» 
on aura 

(83) » = Ç* L· + S
r
 + ts. 

Supposons que le point M se trouve, comme le point M0, sur la 
surface S; la direction M

0
M sera celle d'une tangente θ en M

0
 à la sur-

face S, en sorte que l'on aura 

L· = M
0
Mcos(6, oc), ty = M

0
Mcos(ô,

<

}/), L· — M
o
Mcos(0, z). 

D'autre part, en vertu des égalités (82), on aura, au point M, 

dx °* 

0 
L'égalité (83) deviendra donc la première des égalités 

j g cos(M)+^cos(0,y) + ̂ cos(0,;) = <>, 

(84) jaSk00*9'*)··- cos(°'^ + Scos((),;) = 0' 

S S
 cos(0'-)=o· 
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Les deux autres s'établissent d'une manière analogue. 
Ces égalités sont vraies, quelle que soit la tangente θ menée par le 

point M0 à la surface S. 
Par le point M0, menons une demi-normale λ,· vers Y intérieur; 

prenons le point M sur cette demi-normale à une distance MM„ = In 
du point M0 ; nous aurons alors 

Sx = £;icos(7i/, x), Sy — Sncosin^y), oz = Sncos(nif s). 

Calculons les valeurs de u', p', w' au point M. En vertu des éga-
lités (80) et (83), nous aurons 

[ "' = [ + Oh,y) -(»,,r) + ^cos(«,,3)j6«. 

(85) P' = Lâ^cos(""a'>+ dï\ cos(»,,
r

) + ̂ cos(«,,
3

)j6«. 

' «»·(«„ cos(/,,,;)]«. 

Multiplions respectivement les deux membres des équations (85) 
par cos(G, x), cos(0,y), cos(d,z) et ajoutons membre à membre les 
résultats obtenus, en tenant compte des égalités (84); nous trouvons 
l'égalité 

M'COS(Q, X) -h p'cos(0, y) + *v'cos(ô,£) = o, 

qui équivaut à la proposition suivante : 

En un point intérieur et infiniment voisin du front de l'onde, le 
flux représenté par les équations (80) est infiniment petit et dirigé 
suivant la normale au front de l'onde. 

Il est aisé de trouver la grandeur de ce flux, qui est 

(86) Ν = u/cos(n/)a?) ■+■ p'cos(n/, y) + w'cos(/i/t s). 

Par le point M0 menons à la surface S deux tangentes θ, 0', rectan-
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gulaires entre elles. Nous aurons 

C0S2(/i/, x) cos2(0, x) -h COS
2(Q', x) = I, 

(87) eos(w
{
-,y)cos(/î/, £tr)H-cos(0,

i
y)cos(0,ir) +■ cos(0',y)cos(0', a?) = o, 

cos(«,·, z) cos(nh x) h- cos(ô, s) cos(0, x) ■+■ cos(0', z) cos(0', x) = o. 

En vertu des égalités (78) et (79), nous pouvons écrire 

j§cos(,i"x) + d£^;cos(""^) + Sr/08^-)]s(«,,3)j6«. 

*Jco.(O
f
*) + ^.co

S
(0,y) + ^οοβ(Ο,ζ) = «», 

©cos(«'^)+ 5Sj;
cos

(«'.r) + gl^cosco-,^) =0. 

Multiplions respectivement les deux membres de ces égalités par 
c-os(/i/,&), §/îcos(ô, x), Sncos(0', x) et ajoutons membre à membre 
les résultats obtenus en tenant compte des égalités (87); nous trouvons 
la première des égalités 

3p-o/i= U cos(/i/,ar), 

(88) (»,,r) + ^)j6«.= '"'cos (n„y), 

^pr$n = w' cos(/i,, :). 

Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
Ajoutons membre à membre les égalités (88), en tenant compte de 

l'égalité (86), et nous trouvons 

(89) Ν = ΔΦ Jn. 

La proposition précédemment démontrée est la raison pour laquelle le 
llux représenté par les relations (80) se nomme, en toutes circon-
stances, le flux longitudinal. 
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18. Occupons-nous maintenant du vecteur représenté par les équa-

tions (81); les trois fonctions P, Q, R, qui servent à déterminer ce 
vecteûr, sont trois intégrales de l'équation aux rotations 

Jl(Î2) = o. 

Imaginons que cette équation soit du second ordre et qu'elle puisse 
admettre pour intégrales des fonctions qui soient continues ainsi que 
leurs dérivées partielles du premier ordre, mais qui admettent, de part 
et d'autre d'une surface, des expressions analytiques différentes. 

Soit, à l'instant /, S le front de l'onde. A Xextérieur, les trois 
fonctions P, Q, R sont identiquement nulles; elles sont différentes de ο 
à l'intérieur. 

En tout point de la surface S, la continuité de la fonction P et de 
ses dérivées partielles du premier ordre exige que l'on ait 

(9°) 
P = o, 

dP <)P dP dP 

Si Μ„ est un point de la surface S, si 0, Θ' sont deux tangentes rec-
tangulaires issues de ce point, on aura, en vertu de la troisième équa-
tion (90), 

(9') 
5^008(0, x) + Ucos(G,r) + âS-cos(0, z) = o, 

^-008(6',^) + ^cos(0',r)+ £g-cos(0',c) = o. 

D'autre part, soient /i
t
· la demi-normale intérieure menée par le 

point M0 et M (a?, y) ζ) un point de cette demi-normale à une distance 
Sn du point M0. Nous aurons 

(92) C0<n»X) + ~dfi C0<n"+ COs(n'·'*> Jhn=Ty 

Multiplions respectivement les deux membres des égalités (91) et 
(92) par cos(ô,ζ) cos(6', s) cos(«,-,.s) et ajoutons membre 
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à membre les égalités obtenues, en tenant compte des égalités (87); 
nous trouvons la première des égalités 

(93) 

Ty C0S<n" *> = àï^T, Έ COs(-n" y) = *7*. W> 

■^cos^·,*) — dSoâa.oàth dx 0 ( " dstdx» ' 

_ cosK,7) = ^S«, ^cos(«„x)= 

Les cinq autres s'établissent d'une manière analogue. 
. Les égalités (81) et (q3) donnent immédiatement 

u" COS(«/, x) -+- P" COS(W
F
·,^) -H w"COS(/I/, Ζ) — Ο. 

D'où le proposition suivante : 

En un point intérieur à l'onde et infiniment voisin du front de 
l'onde, le flux représenté par les égalités (Si) est infiniment petit 
et parallèle au plan tangent à l'onde. 

C'est pour rappeler cette propriété que l'on donne, d'une manière 
générale, au flux représenté par les égalités (81), le nom de flux 
transversal. 

Le théorème démontré aux nos 11 et 12 peut alors s'énoncer ainsi : 

Le flux total qui vérifie les égalités (26) s'obtient de la manière 
la plus générale en composant un flux longitudinal qui dépend de 
l'équation aux dilatations et un flux transversal qui dépend de 
l'équation aux rotations. 



GÉNÉRALISATION D'UN THÉORÈME DE CLEBSC1I. 253 

CHAPITRE IV. 

ÉQUATIONS AUXQUELLES s'APPLIQUEXT LES CONSIDÉRATIONS PRÉCÉDENTES. 

19. Parmi les équations auxquelles s'appliquent les considérations 
précédentes, nous citerons, en premier lieu, les équations des petits 
mouvements des solides isotropes. Avec les notations de Lamé, ces 
équations s'écrivent 

(94) 

d*u . n. sdQ 

-{χΔρ-(λ + ίΛ)φ;:=0^ 

d'w . , Ν de 

Elles sont de la forme (26). 
L'équation aux dilatations est 

P 3F ~ (>- 2ε*>ΔΘ = <>. 

L'équation aux rotations est 

PdF-^ ' 

Les conditions de stabilité donnant les deux inégalités 

λ + 2(Α>0, (Λ > ο, 

ces deux équations sont de la forme de Véquation du son : 

Çg -α'άψ = ο. 

Ce cas est celui que Clebsch a considéré. 
Journ. de Math. (5· série), tome VI. — Fa sc. II, 1900. 33 
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20. Les équations (9^) renferment comme cas particulier les équa-
tions 

(95) 

μΔί* -l· (λ -h μ)~^ = o, 

μΔ(' + (λ4-[Λ)^=ο, 

μΔιν 4- (λ + (A) ·| = ο, 

qui sont les équations de l'équilibre d'élasticité pour un solide isotrope 
soumis à des forces exclusivement appliquées à sa surface. L'équation 
aux dilatations et l'équation aux rotations sont 

ΔΘ = ο, ΔΩ = o. 

Ce sont des équations de Laplace. 
Ainsi, lorsqu'un solide isotrope est soumis à des forces appliquées 

exclusivement à la surface qui le termine, les composantes du dé-
placement peuvent être mises sous la forme donnée par les égalités 
(()) et (7), Φ, P, Q, R étant quatre fondions harmoniques. 

21. Nous citerons, en second lieu, les équations des petits mouve-
ments adiabatiques des fluides compressibles et visqueux. 

Si l'on désigne par 

ρ la densité du fluide, 
Π la pression, 
M, v, w les composantes de la vitesse, 
μ et ν deux constantes, 

les équations des mouvements finis des fluides compressibles et vis-
queux sont les équations 

(96) 

--?<iï = Tt+"àï + vàï+ vàï-?iu-^' 

ι <?Π dv de d\> dv . dû 

1 du dw dw àw dw . dû 
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auxquelles il faut joindre l'équation de continuité 

<97) 7t + ?& + Utx + Vty+Wt = °· 

Si le lluidc est animé d'un mouvement très petit au voisinage d'une 
position d'équilibre où p

0
 et T0

 sont sa densité cl sa température uni-
formes, les équations précédentes deviendront, en négligeant les infi-
niment petits d'ordre supérieur au premier, 

(!)8) 

= -jr — μΔίί V "τ ? 

τ- = -τ- — μΔ« — v-r-> 

ι <?U àw A 09 

<!>!>) ι àu. A 09 

Si les petits mouvements en question sont supposés adiabatiques, 
aux équations précédentes, il faut joindre la loi de détente adiabatique 

( I oo ) n=/(p, P„,T
0
) = F(p). 

Moyennant l'équation (ιοο), l'équation (99) devient 

dt ~ dPn Ul 

d'où 

(!Ol) 

d'H _ _ Λ rfF(p0) 06 

d*n _ λ dF(ptt) d9 

dsn _ __ rfF(p0) d9 

Différentions les équations (98) par rapport à en tenant compte 
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des équations (ίο i), et nous trouvons les équations 

(102) 

W ~ V-Έ Xu ~ -ÇT « ~ V » 3» = 

dtàï~Vàiàï=0' 

- a- Ato - rfF(p,)· — - v- - - ο 

Ces équations (102) sont du type (26). 
Inéquation aux dilatations est 

___^ΔΘ-(μ + ν)
3ϊ

ΔΘ = °. 

L'équation aux rotations est 

£(£-μ.'Δθ) = ο. 

D'ailleurs les équations (98) nous montrent immédiatement que les 
rotations vérifient l'équation 

-
57

-μΔΰ=0, 

qui est Xequation de la conductibilité de la chaleur. 

22. On obtient un type beaucoup plus général d'équations aux-
quelles s'appliquent les considérations précédentes en traitant le 
problème de la propagation des actions électriques dans 1111 milieu 
homogène qui est à la fois conducteur et diélectrique. 

Si l'on désigne par 

ε la constante des lois de Coulomb, 
a2 la constante des actions électromagnétiques, 
k la constante de Helmhollz, 
ρ la résistance électrique spécifique du milieu, 
F son coefficient de polarisation diélectrique, 
/ son coefficient d'aimantation, 
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les théories de Helmholtz montrent que les composantes Χ, Y, Ζ du 
champ électrique vérifient les équations : 

(io3) 

W + 4*β· F( 1 + 4*/)-^ -
 7t

 ΔΧ 

4«î(n-4π/) de (ι + 4«sF)(ι4^/) — k d*e 

ρ άί* +·4*« * (« +4 "J)w ΤιλΎ 

4«ε(ι 4- 4*/) dô (ι 4~ 4«sF) (ι 4-4π/) — Χ; d*6 

^Ιψΐίΐ g 4- 4πβ·F(i + 4π/) g -1ΑΖ 

4πε(ι 4- 4**/) de (ι 4- 41teF) 0 4- 4π/) — Χ" dle 

Ces équations sont du type (26). 
L'équation aux dilatations, que vérifie également la fonction poten-

tielle électrostatique V, est la suivante 

(i+ /|zsF)^A0~4*a2/rF^ —^(εΔΘ -a'k—j^ o. 

L'équation aux rotations est 

di - 4*e'F(» + 4«/)^· L-JLÛ _ = o. 

Mais on montre directement que les trois rotations et les trois com-
posantes L, M, Ν du champ magnétique vérifient l'équation 

ΔΟ-4*α-1<(ι + 4*/.)·^ -3
 p

 J ^ = o, 

qui est Γ équation des télégraphistes généralisée, objet d'une Note 
de M.. Boussinesq (' ). 

(1 ) Voir un Article de M. Blondi η dans la Lumière électrique du 3 mars 1894. 
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23. Si l'on suppose que le milieu ne soit pas diélectrique, 

F = o, 

les équations (io3) deviennent 

(io{) 

4πα5(ι -t-4«/) d*X à Λ Y 

4 T3 ( ι -t- 4 nf)d& ι -t- 4 κ f — k d*9 

et deux analogues. 

Ces équations, qui régissent la propagation de l'électricité dans un 
milieu conducteur non diélectrique, se ramènent aux équations (102) 

des petits mouvements adiabatiques des fluides visqueux, si l'on rem-
place 

Χ, Y, Ζ par it, v, «q 

4*α8(ι -+- 4π/) ^al 

(1 + 4*/—A) ρ 

JL mr dV{Po) 

Celte remarque a été faite par Helmhollz. 
24. Si l'on suppose que le milieu ne soit pas conducteur, 

ρ =00, 

les équations (io3) deviennent 

(io5) 

i[4^asF(i + 4«/)^ 

__ ΑΧ — (I~t~/*rc£F)(1 + 4*/) — * àe _ ^ 

et deux analogues. 

D'ailleurs, dans ce cas, on montre directement que Χ, Y, Ζ vérifient 
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les équations 

(IOC) 

A"F(i-μ iiit/) " ρ 

ik "' d^ôyd^ôl 

4iso'F(n-.iic/)^ -ΔΖ - (ι+4^Ρ)(^+4π/)-Λ tfe
 = o 

Ces équations, qui régissent la propagation des actions électriques 
dans les corps diélectriques isolants, se ramènent aux équations (9I) 
des petits mouvements des corps élastiques isotropes, si l'on remplace 

Χ, Y, Ζ par M, Γ, tv, 

4xrt*F(H-4π/) ΡΛΙ ρ' 

(l + 4*εΓ)(ΐ + 4*/) — * n„r λ 4- μ, 

On voit que le théorème de Clebsch, généralisé comme nous l'avons 
indiqué dans cet écrit, trouve son emploi dans les questions les plus 
variées de la Physique mathématique. 


