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Sur la généralisation d’un théoréme de Clebsch;

Pazx M. P. DUHEM.

Introduction.

Tout le monde connait les équations des petits mouvements d'un
solide isotrope, équations qui régissent aussi, comme 1'a démontré
Helmholtz, la propagation des flux de déplacement dans les milieux
diélectriques. On sait également que Clebsch (') a donné aux inté-
grales de ces équations une forme extrémement utile en ce qu’elle
décompose le petit mouvement le plus général d’un solide isotrope
en un petit mouvement longitudinal, dénué de rotation, et un petit
mouvement lransversal, dcnuc de dilatation, chacun de ces petits
mouvements dépendant de la classxque ¢équation du son. Malheureu-
sement, la démonstration sommaire donnée par Clebsch laisse peut-
étre quelque place au doute.

Dans notre enseignement de la Faculté des Sciences de Bordeaux,
nous avons donné du Théoréme de Clebsch une démonstration trés
¢lémentaire (*) qui nous semble mgoureuse.

Cette démonstration s’étend sans peine et permet d’appliquer le
Théoréme de Clebsch a un type trés général d’équations aux dérivées

(1) Cresscn, Ueber die Reflexion an einer Kugelfliche (Journal fur die
reine und angewandte Mathematik, t. LXI; (863).

(*) P. Dunen, Sur Uintégrale des équations des petits mouvements d’un so-
lide isotrope (Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles de
Bordeauz, 5° série, t. I1I; 1898).
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partielles simultanées. Ce Lype comprend, comme cas particuliers, non
sculement les équations des petits mouvements des solides isotropes,
mais encore les équations des petits mouvements adiabatiques des
fluides compressibles visqueux; d’ailleurs, ces deux catégories d’¢qua-
tions sont d’un intérlt trés général en Physique; la premiére catégorie
régit, hors du domaine de I'Elcctricité, Ia propagation d’une pertur-
bation électrique dans un milicu di¢lectrique; la seconde n'a pas cours
sculement en Hydrodynamique; c'est delle que dépend le flux élec-
trique au scin d’un conducteur immobile. Enfin, ces deux catégories
peuvent étre regardées comme deux cas particuliers d'une catégorie
plus générale, dont dépend le champ ¢leetrique dans un corps & la fois
conducteur et diclectrique; & cette catégorie s'appliquent également
les considérations suivantes.

CHAPITRE 1.
QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMATION DE STOKES ET DE HELMHOLTZ.

1. Soient u, v, w trois fonctions de «, y, 5, qui peuvent, en outre,
dépendre d’autres variables, de £ par exemple; soit A le vecteur dont
u, v, w sont les composantes.

Deux combinaisons de ces fonctions s¢ présentent fréquemment en
Physique :

En premier lieu, la combinaison

du  dv  dw
(l) 0= 7z -+ a—y' -+ 93’
que les géométres anglais nomment

Div. A.

Si A représente un déplacement d'un milieu, © est la dilatation
cubique au point (x, y, 5) de ce milieu.
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En second lieu, les trois combinaisons

0w dv
0,=%3 5%
du Jw
(2) { Qy o= (—)—:: —_— %’
dv oJu
Qz = 5; — (Ty'

Si A représente un déplacement d'un milicu, ;Q,, ; Q,, ;Q, sont
les trois composantes de la rotation tnstanianée au point (x, y, 3) de
ce milieu; Q,, Q,, Q, sont les trois composantes d'un vecteur que les
géomeétres anglais désignent par

Curl A,

et que les physiciens allemands nomment Vortex ou Wirbel de A.

2. Soient u, ¢, w trois fonctions continues de &, y, 3, en un certain
2 t e |
espace; prenons trois fonctions U, V, W définies, dans ce méme espace,
par les égalités

(3) AU=u, AV=9y, AW=u,

Chacune de ces fonctions est déterminée, dans 'espacc considéré,
& une fonction harmonique prés; la théorie de la fonction potenticlle
nous enseigne, d’ailleurs, 4 exprimer ces fonctions sous forme d’'inté-
grales triples.

On a identiquement

d (U oV = JW d [0U oW Jd (dV  JU
- R )R- 3E D)

3 dz\oz + dy + 0z 05\ d3 dx dy \dx dy

Si donc on pose

oU oV 9w
/ L oV W
(4) <I>-W+0‘y+(k,

'13___.<‘1‘X__"_‘f
& - dy ds)’

JaUu oW
Q=-(5% - %)

ov Ju
R=—(% - %)
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ce qui nous donne visiblement

6) P L dQ . R

dz 9y T @G

la premiére des égalités (3) devient la premiére des égalités

e OR  0Q
U= 6—.;+ W —_ 5—3—)

98 0P _OR

(7) =9 T 0z
0% 00 0P

Les deux autres égalités (7) s'obtiennent d'une maniére analogue.
Dés lors, nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Etant données trois fonctions u, v, w des variables x, y, s, con-
tinues dans un certain espace, on peul, d’une infinité de maniéres,
meltre ces fonctions sous la forme (7), les trois fonctions P, Q, R
vérifiant, en outre, U'égalité (6).

Cette proposition, employée en premier lieu par M. Stokes et par
Helmholtz, va nous servir de point de départ.

3. Remarque. — Siles trois fonctions u, 0, w ont été, d’'une ma-
niére quelconque, mises sous la forme (7), la relation (6) étant d'ail-
leurs vérifiée, les égalités (1) et (2) deviennent

(8) 0 =AD,
(9) Q,=—-4AP, 0,=-4AQ, Q.=-AR
4. Supposons que 1’on ait pu mettre trois fonctions «, ¢, w sous la

forme (7), la relation (6) étant d’ailleurs vérifiée et les fonctions @,
P, Q, R étant quatre fonctions harmoniques. Les égalités (1), (2), (8)
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et (9) donnent alors

du av ow
(10) 5;'*'55;’*'75——0;
dw__ Q(_; .
oy oz . ®
Ju dw
(“) 5;:""35= ’
o0 _ou _
Vox dy

e : "l s . L

Les égalités (11) nous enseignent qu'il existe une fonction g (x, y, 3),
uniforme si 'espace considéré cst simplement connexe, telle que I'on
ait

(12) u_—:d—?', v="22, @=L,

et I'égalité (10) devient alors
Ay =o.

Réciproquement, les égalités (12) sont une forme particuliére des
¢galités (6) et (7). On peut donc énoncer la proposition suivante :

Pour que trois fonctions u, v, w soient respectivement les trois
dérivées partielles d’une méme fonction harmonique, il faut et il
suffit qu’on puisse les meitre sous la forme (7), ot ®, P, Q, R sont
quatre fonctions harmoniques et o les trois fonctions P, Q, R vé-
rifient la relation (6).

3. Pour que les trois expressions

OR_dQ oP OR JQ OR

—_— —_

dy 0z’ 95 oz’ oz  dy’

ou P, Q, R vérifient la relation (6), soient les irois déricées par-
tielles d’une méme fonction V, il faut et il suffit que les trois
Sfonctions P, Q, R soient harmoniques; la fonction V est, elle aussi,
harmonique.
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Pour démontrer la premiére partie de I'énoncé, il suffit de remar-
quer qu'en vertu de la relation (6), les conditions

i’.(ﬂ’.‘f--ﬁ‘_‘). "Q,Q‘_’>_o
ds\ds o 0)'<d.t dy)
i(@_@)_d(dﬁ 0\ _ 4
de\dx  dy ix\dy 75)‘ !
0(0[’\ ig)__i(dl"_()l%)_o
dy\dy s dr\ds  dxz)
peuvent s’écrire
AP:O, AQ:O, AR:O,

et que les fonctions P, Q, R sont harmoniques.
Si ces conditions sont remplies, il existe unc fonction .V telle que
I'on ait

oV _ o _Q

dx — dy F

. oV 0P IR
(Ij) ﬂa;——a; ~ 9z’
oV _9Q _oP

ds ~ dr  ay

1l suffit de différentier la premiére de ces ¢galités par rapport & z,
la seconde par rapport & y, la troisitme par rapport & s, ct d’ajouter
membre & membre les résullals obtenus pour oblenir I'égalité

AV = o,
qui démontre la seconde partic de I'¢énoncé.

6. Réciproguement, si'V est une fonction harmonique dans un
cerlain espace E, ses dérivées partielles peucent se mettre sous la
Sorme (13), les fonctions P, Q, R étant harmoniques dans [’cs-
pace E et y vérifiant la relation (6).

Soient :
(x, y,3) un point de 'espace E,

S la surface qui limite cet espace, surface que nous supposons con-
vexe et sans point singulier,
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dS un élément de la surface S,

(5,1, {) un point de I'élément dS,

n la demi-normale en ce point 4 la surface S, cette demi-normale
étant dirigée vers U'intérieur de I'espace E.

Avee M. Carl Neumann, posons

oL
Uz, 9) = 5= [ V(&) 5 a8,
L

: o 0% e
(l[l) JU/(w,y’g)::;;fU(E’q’C)%db,

ot
Ui,y 3) = 5= [ U (50, 0) g5,

......................................

Les propositions suivantes sont connues :
Les fonctions '

V(Es’l’t-)> U(E"’b‘é)’ UEn0, UEnL,

sont loutes conlinues sur la surface S.
Lorsque I'indice i croit au dela de toute limite, la fonction

UACE, n, )

tend vers une limite C qui a la méme valeur sur toute la surface S.
La série

(15) 1Y (&1 ©) = UG, 0] + [U' (5 1,8) — UGy, D]+

converge uniformément sur la surface S et représente une fonction
s(&, 1, ¢), continue sur cette surface.

La fonction V(z,y,5) cst, dans l'espace E, donnée par la série
uniformément convergente

V(5,75 = C+ LI[U(8, 32 3) — U(ay ,5)
+[U(z,y,3) = U"(z, y,3)] +...].

Journ. de Math. (5 série), tome V1. — Fase. 1I, rgoo. 29

(16)
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Or la série (15) étant uniformément convergente, il en est visible-
ment de méme de la série

91 02

[VE D ~UE D5, +UERD = UG D] 5, +.

I

97
= G(Ea LB C)‘d_n’

+ étant la distance du point (&, ,{), variable sur la surface S & un
point déterminé («z, y, 5) du domaine E.

On peut alors intégrer cette série pour la surface S en intégrant cha-
cun de ses termes, ce qui donne, en vertu des égalités (14) et (13),

ol
(17) V(z,y,5)=C+ ;= [o(1,0) 5 5.
Cetle égalité donne, a son tour,
-
dV(rx, 7,5 € g
(18) ~%;Z_J — :211_- a(&,n, C)mdb,

Mais I'égalité

= (z =5+ (y —n)+ (-1

donne
0': 1
57 =~ al(® —8§)cos(n,z) +(y —n)cos(n, y)
+ (5 =10) cos(n, 7)|,
ol .
T S(x—f) = cos(n, ) + 3(x__535("""7")c0s(n,y)

4 3z= EZ(:_c)cos(n, z)

)cos(n,y)— 3 tzcos(n,x)

_ 3z =8 (r—n y—n)—
= zs i

_ [ﬂ::_@i—_" 3(z—§)(s—10)
38 i

cos(n, x) —

cos(n, :)]



(19)

_ O[y=—n 2 — w—ﬁ
== ()y[_ —cos(n, ) cos(n, y)]
- %L—coq(n”) - —-Ecos(n,w)J
J o5 -
= % L cos(n y)———);cos(n x)
) d- d-—
i s *cos(n, £) — ——cos(n,d)
Si donc on pose
1 NEE
P(e,y,3)= -z-;fr:(’:f,n,C) 5, €08(1, )
)
Q(w, y,3)= ;j—ﬂf@(&,‘q,t) _'0—;(305(”’ r) —
o
Rz, y,3)= ;I}‘/’G(E’VI’C) L-()T;COS(n,y) -

I'égalité (18) devient la premiére des égalités

(13)
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(E
dx

av

oV
s

dy

JdR

aP

5 —

_9Q

_9Q
dl’

JR

a—‘;)

ap

T or

dy’

0x

o)

dy

223

cos (n, 3)

cos (n, x)

Les deux autres se démontrent d’'une maniére analogue.
D’ailleurs, les égalités (19) montrent immédiatement que les trois

fonctions P, Q, R sont trms fonctions harmoniques qui vérifient I'éga-
lité (6).

7. Le lemme démontré aux n® 3 et 6 nous donne, en premier lieu,
la solution de la question suivante :
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De combien de maniéres différentes peut-on metire trois fonctions
donndes u, ¢, w sous la forme

__ 0%  dR 0Q

1/ _a_-ﬁ;+;)'—7'-_-’

ik oP JR

(7) V—%j+;)::~;);3

g JQ 9P
W= m_‘ -+ 07 -— W

4

les trois fonctions P, Q, R étant lices par la relation

90 IR _ o
(6) ()v + T -+ — Js =0
Soit
i u_0(¢+q‘) J(R-+R') 0(Q+Q’
- Jx Js ds
. _ 0@ +9)  JR+N) d(I{-«—R’)
(7 bls) b= dy + Js or
0(<D+d” d(Q+Q’ d(P+P')
()n 0-2/' ()V
ou
. (P +P) 0( +Q") | o(R+ R
(6 bis) s ng =10,

une deuxiéme solution du probléme. Evidemment, pour qu'il en soil
ainsi, il faut et il suffit que les fonctions @', P’, (', R’ vérifient les
conditions
_ o R 0Q
=90 vt T
o' gP' IR’
(20) 0= -(-)7 -+ 95 oz’
a9’ 9Q'  gP’
=% T T oy
avec
P’ 9Q | N
(21) Ty 3y +5; =0



GENERALISATION D'UN THEOREME DE CLEBSCH. 225

D’aprés le lemme démontré au n® 8, pour qu'il existe une fonction @',
vérifiant les égalités (20), lorsque I'égalité (21) est supposée vérifiée,
il faut et il suffit que les trois fonctions P’, (', R’ soient trois fonctions
harmoniques; la fonction @ est délerminée par la connaissance des
fonctions P’, Q’, R’ & une quantité additive prés, indépendante de .,
Y 3

D’ot1 la proposition suivante :

Ayant, d’une premiére maniére, mis trois fonctions données u,
¢, w sous la forme (7), okt les fonctions P, Q, R vérifient I’éga-
lité (6), et cherchant a les metire d’une seconde manicre sous lu
méme forme, on peut, mais on peut seulement, ajouler respective-
ment aux trois fonctions P, Q, R, trots fonctions harmoniques qui
verifient aussi l’égalité (6); on doit, en méme temps, ajouler a la
fonction ® une fonction harmonique délerminée & une quantit¢
additive prés, indépendante de x, y, .

8. On peut, si Uon préfeére, choisir arbitrairement la fonction
harmonique @ que Uon veut ajouter a la fonction ®.

En effet, selon ce qui a été démontré au n° 6, quelle que soit cette
fonction @, on peut trouver trois fonctions harmoniques ®, ¥, p véri-
fiant I'égalité

do  dy | dp
()_.Z:+;)}+6_3—0
ct les égalités
9 _ % 9
de ~ oy 3'
9¥ _Iv_ 9
dy — 05 dz'
w9y dn
Jds ~ odr  dy

1l suffira alors de prendre
P=-o, Q'=—x, R=—o.

9. Eiant données trois SJonctions P, Q, R qui vérifient Uéga-
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lité (6), on peut trouver (') trois auires fonctions A, B, C, telles
que Uon ait

P=%—%
(a2) Q=5 -%
n=%—%
(23) %+%+$=m

En effet, d’aprés ce qui a été démontré au n° 2, quelles que soient
les fonctions P, Q, R, il existe quatre fonctions ¢, p, ¢, 7, telles que
l'on ait

_do [ Or dq
P=g+o 3
Q=G+ 5 — b
<24) de o9 Odp
R=2 4% _9%,
Js  odr dy’
dp , 99 , Or __
rrias dy T

Pour que les fonctions P, Q, R vérifient 1'égalité (6), il faut et il
suffit visiblement que la fonction 9 soit harmonique ; mais alors, selon
ce qui a été démontré an n° 6, on peut troaver tros fonctions p’, ¢, 1

vérifiant les égalités
[ do _aor J¢

Jxz  dy 3

0 _ ot _ O

. <dy— 5 dx’
5

(25) o _or  op

a' [ dq' | dr'
o T oy T s

(*) Cette proposition a été démontrée par E. Betti (Lelrbuch der Potential-
theorie, p. 342), en s'appuyant sur un lemme, di 4 Jacobi, et tiré de la théorie
du dernier multiplicateur.
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La comparaison des égalités (24) et (25) montre que les fonctions

A=p-p,
B=¢—¢,
R=r—7

vérifieront la proposition énoncée.
Réciproguement, il est clair que, si Uon prend trois fonctions quel-
congues A, B, C et si I’on définit les fonctions P, Q, R par les éga-
lités (22), ces fonctions P, Q, R vérifieront l’égalité (6).

10. Les fonctions P, Q, R, qui vérifient 'égalité (6), étant don-
nées, supposons qu'on ait trouvé un systéme de fonctions A, B, C, qui

vérifient les égalités (22) et (23); peut-on trouver un second systéme
de fonctions

A+ A, B+ B, C+C

qui vérifient les mémes égalités?

Il faut et il suffit pour cela que les fonctions A’, B, C’ vérifient les
égalités

¢ _ a8 _,
Jdy Jds — !
9T
03 dr T
aB AT
w0
JA'  oB'  oC

7‘?4-7‘}7—{—5?:0.

D’apreés ce qui a été démontré aux n* 5 et 6, il faut et il suffit pour
cela que les trois fonctions A’, B’, C’ soient les trois dérivées partielles
d’une méme fonction harmonique.

D’ou la proposition suivante :

Ayant, d’une premiére maniére, mis trois fonctions données P,
Q, R sous la forme (22), ot les fonctions A, B, C vérifient la rela-
tion(23), etvoulant les metire d’une seconde maniére sous la méme

*
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SJorme, on peut, mais on peut sculement, ajouter aux trois fonctions

A, B, C, les trois dérivées particlles d’une méme fonction harmo-
nique.

CHAPITRE II.

GENEMALISATION DU THEORENE DE CLEBSCH.

11. Supposons que les trois fonctions
u(x, y,3,t), o(t,y,510), w(r,y,5 51

vérifient les trois équations aux dérivées particlles simultanées que
voici :

] ) 2 )n
f A,,u—!—A,%—';‘—l-Ag% +“'+A"(0—4#

dAu diu
oz + Bigr

D An QPFI+T S Ay
”W- . 4+ Bijk... (7;,—13()),,/0:,.0‘[; + ...

<) . <] Jd 06 d de ~ 0 J8
+C GOty n G E+ T

J@ Je JT+%+p+0 09
I b r: . G Gy 95 005 O
(2()) ; v o0t e
' 57 -{-Aﬂm—2 "'"'+A”627
+B0Av+B,f())3£ +B.,g()'\—y" +B3%¥+B
0%*Av

L] ()xE

3
+Cog—’;+C

dAu dAn
-+ B(,Alt <+ B, or -+ B_.‘;)’)-‘ -+ B

+B

+...+C Ceees s =0,

Ao+ A

JdA¢
arn
()p+l/+m-s Ap
=+ ... +B,J/,m+.

0 09 ~ 0 06 Jd 00 d Jo
ey ey thEy Gy
dz de - JEHA+P+0 06
+Chgzgy Tt S g aanor 9y

+B

+ =0,
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, 2y, 1
Aow+A,%‘—; +A2%% e +A,,%t%
JAw oAw Jaw oAw

dp+q I8 Aqp

. JAw
(2()) {+B +.“+Bi‘ik'"m+.“

00 ~ 0 08

~ 0 08 J de ~ J 08
RS v F S FRAY F RSl TE -

L 3% oe . F e S BT
+(J“;)—£—3E+-..+(4ne)""m'a? ...... = 0.

Dans ces équations, © a la signification donnée par I'égalité (1); les
A, B, C sont des constantes.

En différentiant la premiére des équations (26) par rapport a x, la
deuxiéme par rapport & ¥, la troisitme par rapport a 5 et ajoutant
membre & membre les résultats obtenus, nous trouvons que @ vérifie
I'équation aux dérivées partielles suivantes :

AO+AD+AY A0
(B, + Cy)A® + (B, + c.)%§+(32+c._.)%“)3
2
) +(B3+C:,)‘%e+(B4+C,,)%?+(B..+C..)'—’(j%?+...
» +(B1jlc...+ ijk.,.)%%-i— .................. =o.

Nous représenterons symboliquement le premier membre de cette
équation par

»(0),

et nous nommerons cette équation 'équation aux dilatations.
Différentions la troisiéme égalité (26) par rapport a y, la seconde
par rapporta z et retranchons le second résultat du premier en tenant
compte de la premiére égalité (2). Nous trouverons que Q, vérifie

Journ. de Math. (5% série),tome VI. — Fase. II, 1goo. 30
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I'équation aux dérivées partie]les

ara
' ot 2 ()e’ n o

(28)? +BAQ+B“"+B"‘)‘Q +B, 20

AQ+A -+-A —+—...+A

A

(),:+q+l'+.< AQ

+B - 3ar ay 03 oF

.+ Bijk.

dAQ
B o

Les quantités Q, et Q, vérifient la méme équation, que nous nom-
merons équation aux roiations. Nous représenterons symboliquement

le premier membre de cette équation par

a(Q).

12. Prenons trois fonctions quelconques #, ¢, w des variables z, y,
3, ¢ et mettons-les sous la forme (7), les fonctions P, Q, R n’étant pas

nécessairement assujetties & vérifier la relation (6).

Substituons ces expressions de u, ¢, w dans les premiers membres
des égalités (26); nous constaions aisément que ces premicrs membres

prennent la forme suivante :

0%@((1))4— 2 a(R)— Za(Q).
(29) 2 e@)+ ZaP)— La(R),

(D(fI))—i— a(O) — -—g\(P)

Evidemment, ces trois quantités sont nulles si 'on a, en tout point

de l'espace considéré,
®(P) = o,

&(P)=0, &(Q)=o0, &(R)=o0.

D’ou le théoréme suivant :

Si ® désigne une intégrale quelconque de Uéquation aux dilata-
tions et P, Q, R trois intégrales quelconques de I’équation aux
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rotations, les expressions (7) fournissent une inlégrale du sys-
téme (26).

13. Réciproquement, si
w(m, ¥, 5,0), o(2,y,5,1), w(z,y,5t)

est une intégrale du systéme (26), on peut loujours trouver une
intégrale ® de I’équation aux dilatations et trois intégrales P, Q,
R de Péquation aux rotations, ces derniéres lides en outre par l'éga-
lité (6), de telle maniére que les égalités (7) se trouvent vérifices
par les sept fonctions

u, e, w, ® P, Q

« ¥

R.

L.a démonstration de cette réciproque est le principal objet du pré-
sent écrit,

Comme nous ’avons vu au n° 3, on pourra toujours trouver quatre
fonctions @,, P, Q,, R,, les trois derniéres liées par I'égalité

(30) 0Py . 0Qu . Ry _

9z "9y T

telles que I'on ait
| we=0 4 W IQ
. __ 0%  JP, dR,
(1) =5t %E T w
0%, . dQ, 0P,
Y= T T oy

)

Ces expressions, transportées dans les équations (26), doivent les
vérifier identiquement, en sorte que nous avons les identités

IR(%) | IR(Ry) _ IR(Qy) _ |

ox % Js !
0D (2,) | /(P  IR(R))
(32) (00 4 0P 00R _,

aD () OR(Qo)  OR(Py)
05 -+ dx - ())’ = 0,
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Différentions la premiére de ces identités par rapport a x, la seconde
par rapport & y, la troisitme par rapport a s, et ajoutons membre
a4 membre les résultats obtenus; nous trouvons la nouvelle identité

Ad(D,) = o.

Différentions la troisitme identité (32) par rapport 4 y, la seconde
par rapport a 3, et retranchons membre & membre le premier résultat
du second, en tenant compte de la relation (30); nous trouvonsla pre-
miére des identités

An(Py) =o, AR(Qp) =0, AR(R,) =o.

Les deux autres s'établissent d’unc maniére analogue. En d’autres
lermes, on a

(L) = 2,

33
() [m(l’o)=p, a(Q)=¢, a(R)=r,

9, Py ¢, T ¢tant quatre fonctions harmoniqucs.
L’égalité (30) entraine visiblement I'égalité

y ()Po ()Qo dno\ — 0 l)_‘ J .
A (G + B+ 52 ) = AP + ma(Q) + gall, =

ou bien, en vertu des égalités (33),

(34) ;)—‘; 5)—; —I- E = ().

! dy or dg __
S'a;'*‘a;———:’_———o,
N d 9J dr
(33) | F+E =0,
dy . dg _dp _
,.3_5+35 oy = °
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Considérons 1’équation

v [ 2P n g ‘
(36) A0, +AS2 A SR AT,

Pour chaque systtme de valeurs de z, y, 3, c'est une équation dif-
férentielle linéaire & coefficients constants; nous pouvons donc, 4 I'ins-
tant { = o, prendre pour

dd, 0 b, a1,
o T T v

n fonctions arbitraires de x, y, 3; prenons n fonctions harmoniques;
nous aurons alors, pour { = o,

. [/}
(37) A®;=o0, SA®,=0o, ..., =

D’autre part, 7 étant une fonction harmonique, I'égalité (36) donne,
quel que soit ¢, I'égalité

AAD, +A AN A a T,

ar T
qui peut encore s’écrire
A A0, + A

IAD, +...+ A, LMD, = 0.

"ot " aw

Les égalités (37) étant vérifiées pour ¢ = o, 'équation précédente
nous montre que l'on a, quel que soit ¢,

(38) AD, = o.

On peut donc trouver une fonction ®, qui vérifie 4 la fois les éga-
lités (36) et (38). Dés lors, il est facile de voir que cette fonction har-
monique P, vérifie I'équation

(39) ©(P,)+9=

Prenons maintenant trois fonctions P,, Q,, R, vérifiant respective-
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ment les équations

P 0P P
AP, +A, dt’—;—AQ w,‘+...+A,, dtn‘-}-p::o,
d dJ
(40) ¢ A,Q,+ 4, g' +A,do§‘+ A, dt?‘—;—q..o,
AR AT AT A SR o,

Nous pouvons prendre en outre, pour ¢ = o,

b

P —_ oxo — Q_P_‘Z, _‘_’_EL — QX_t — % - 9Py — -1 _ don—
095 dy o " 0z oy’ ’ an=v T s dy

Quute 0 0 _dm Ol o
' 0z’ gt — oz 0z a¢r— oz dJs

R o] ‘ﬂ 0X‘0 251 —_— .dﬂ — _dl_’, .t dn_tl{i — ‘)mn—i d/n—l
'T 9y 9z’ o~ dy Oz ’ dert T 0y de

moa mi’ MR | mrl-'l’

XO’ XU LS y,n—-n
Por Piy - Pa=i

étant 37 fonctions harmoniques de z, y, 5.

Ces égalités (41) entrainent les égalités suivantes, vraies également

pour { = o,

J ‘ gr-t
AP| = 0, ()—[AP' =0, ceny dl—”—-lAP| = 0,

d du—l
=0, FAQ=o0, ... TmAQ =0,

d dn—i
(42) AR, = o, d—tAR' = o0, s AR, =o,
oP, . 0Q, | IR, _ 9 /dP, | 0Q, 1)
gz Ty THE T J%*W*%%“

g1 (dP, 9Q, dR,)_O

arn—? 3.

—d_;_‘— 9y 03

D’autre part, les fonctions p, g, r étant harmoniques et vérifiant

)
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égalité (34), les égalités (40) donnent les égalités suivantes, vraies
quel que soit ¢,

AodP, + A, SAP, + ...+ A, 2 AP, =0,
du
AodQ+ A, JAQ + ... + A, T24Q, = o,
(43) {AAR, + A, SAR, + ... + A, 2" AR, = o,
L 99 9k, 0 (dP; | 4Q, OR
A(‘)I oy+00)+A.d—t(-gj+o—}/1+7:—‘>+...
o (P . 0Q R\ _
\ +A"ocn< “"ov"‘UZ)“‘

Les conditions (43), vraies quel que soit ¢, jointes aux conditions
(42), vraies pour ¢ = o, montrent que I'on a, quel que soit ¢,

(44) AP, = o, AQ, =0, AR, = o,
> d JdR
(45) ()w—r—-a%—*—-a%——o

La premiére équation (4o) et la premiére condition (44) donnent
sans peine la premiére des égalités

5 a&(P)+p=o,
JI(Q,)-I- qg=uo,

(46)
( a(R)+r=o.
Les deux autres se démontrent d’une maniére analogue.
Posons
S 9% R0

“=%2 v 9 T s’
/9% 0P R
(47) v dyl + - o_‘z\l"

0o, dQ, op,

Y= T T oy

D’aprés les égalités (38), (44) et (45) et le lemme démontré au n° 4, |
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il existe une fonction harmonique W' :
(48) - AY¥ =o,
telle que I'on ait
,__O¥ ,__d¥ ,__OF

U = — V= — ¥ = —
iz’ ay’ PEN

ce qui donne identiquement, & la place des égalités (47),

Iy — W) IR, 0Q, _
(T-*—?y 9 =™
A®—w) P, IR, _
(49) Tt T Y
(P —W)  dQ  dP _
ds toox T ady

Si, dans les égalités (26), on substitue & &, o, w, les quantités iden-
tiquement nulles qui forment les premiers membres des ¢galités (49),
on doit obtenir trois identités. Si Pon tient compte de l'identité (48),
ces identités deviennent

) J
; (ﬁm(tl).)-}-(—);m(l{ ) — wa(

2 dl AL A
0 J
5 {D;(Q((Ih)'f‘a—;eﬁ(l).)—-(—);{R(R,)
( O) () . 0‘1'- ()"‘l'
— (AT A+ A ) =0,
D(‘D,)—f——-Jl( ) — —-e]l(l’.)
’ DAY .
\ (A wA, % AR +A"T)F>— o

Les égalités (39), (46) et ( 35) transforment ces identités en

(A T A, .+A,,%';—f)=o,
. (2
(A L Wk ...+A,,%-F;),—_o,
9 P
52<A waa, A ...+A,,-d-t7,->_o.
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‘n d’autres termes, il existe une fonction f(¢) telle que I'on ait
o .
(51) AT +A%Y dt ot A = (0.

Soit I'(¢) une intégrale quelconque de 1’équation différentielle li-
néaire & coefficients constants

(52)  AF()+AEW A, ETO gy

% den
et posons
(53) ¥ —F({)=—9,.
Les égalités (51) et (52) nous donneront I'égalité
dq’g d'q’g —
AP+ A Zr+ .+ AP =0

L'égalité (48) donnera 'égalité
AD,=o
et ces deux derni¢res égalités donnent
(34) ®(P,)=o.

Enlin, les identités euvent évidemment s’écrire
) 9)P

d(d"_*..q:’) oR, 4Q, _ o
T T ™
v o(®,+®,) , 0P, OR, _
(53) ~y T
(P +®)  0Q,  IPy
0 T oy ©

Posons maintenant
(D = @o -+ @. + @2’

P=P, +P,,
Q=Q,+Q,,
R=R,+R,.

Journ. de Math. (5 série), tome V1. — Fasc, II, 1goo. 31
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Nous aurons A
D (D) = © (D) + ©(P)) + ©(D,)

ou hicn, en vertu des ¢galités (33), (39) et (54),
(56) ®(P) = o.

Nous aurons aussi

ALY = a(Py) +a(P,),

A(Q)=a(Q)+a(Q),
(R)=a(R,) +a(R,)

ou bien, en vertu des égalités (33) et (46),

(57) AP)y=o0, &A@Q)=o0, &a(R)=o.
Enfin, nous aurons
P dQ OR __ 0P . 9Q,  dRy P, 0Q . Ik,

Tt w Iy T d.v oy v s
ou bien, en vertu des égalités (30) et (45),

ra P 2Q
(Ob) Jx + ()v + % ().. =0

Comme les égalités (31) et (55) permettent d'éerive

w=9%_ B _ ‘19,

dy
~ .__d® 9P IR
(39) (~—J’y‘+-()—5~b;7
_ oP dQ aP
Y= T 9y’

on peut regarder le théoréme énoncé comme démontré.

14. Cherchons maintenant de combien de manicres différentes on
eut mettre une méme intégrale u, ¢, w des équations (26), sous la
o » Y ’
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forme (7), @ étant une intégrale de I’équation aux dilatations et P, Q,
R trois intégrales de 'équation aux rotations, liées en outre par I'¢ga-
lité (6).

Si @, P, Q, R constituent une premlcre détermination des quatre
fonctions dont il s'agit, pour que (® +@'), (P+P'), (Q+Q’),
(R +R') cn soient une seconde détermination, il faut et il suffit :

1° Que @' soit une intégrale de I’équation aux dilatations;

2° Que P, ', R’soient trois intégrales de '¢quation aux rotations,
liées par la relation

. oP'  9Q' R _
(Go) ar 9y + s =0
3» Que l'on ait
g . OR'  9Q'
wTYy T T
, : av 9P IR’
_ (()l) ( W—*_ ' 7);-._0,
g%/ dQ' o
| d., + = ‘I}; = 0.

Les ¢galités (Go) et (61) exigent, comme nous l'avons vu au n° 4,
que les cuatre fonctions @', I, (', R’ soient uatre fonctions harmo-
niques ; dés lors, au lieu d’exprimer que la premiére vérifie I'équation
aux dilatations ct les trois derniéres I'équation aux rotations, il revient
au méme de dire que ces quatre fonctions vérifient les équations

Qq,/ dnq,l
A._)-d—-—r +...+A —_ = (.),

(G2) AP+ A W

'()t

/ / aP’ P’ g"P’
\AOP + A5 o + A, o +oo+ A 5 = O

(63) ( A, Q'+ A, ‘)Q + A, ‘)"Q'—i- ALY

’ oL n aLn O!
I*R’ Jgu R’
\ 1'\ R -+ A, dt -t A dtz +..+ A” ()l" —

Prenons trois fonctions harmoniques P’, Q', R, qui vérifient les
égalités (Go) et (63); nous avons vu au numéro précédent comment
on pouvait constituer de semblables fonctions; d’aprés ce que nous
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avons vu au n® 8, il existe une fonction harmonique V, déterminée &
unc fonction prés de ¢, telle que 'on ait

DAL

ozt dy 05

. oV | P R
/, —_— —_— . ——— —
(0:') J dy - dz ("1,' =

av dQ’ Wl
ol dy

Prenons une de ces fonctions V. Des égalités (63) et (64) nous
lirons sans peine

5');( Ay dt P ”‘3)”::,) =
5‘);( V+A. m +An0();\)=
S(AvV+A T+ A,,‘f,"tY)=
ou bien
(65) AV + \.'))\, o+ A, (),,, Y=/,

D’autre part, la comparaison des égalités (61) et (64) donne
' =V 4+ F(1),
tandis que les égalités (62) et (65) donnent

Vo d¥V (¢ " F(¢ .
(66) AL+ AT AT — .

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Une intégrale u, v, w des équations (26) a été mise sous lu
Sforme (7), ot ® est une intégrale de Iéquation aux dilatations el
ot P, Q, R sont trois intégrales de Uéquation aux rotations, liées
par Uégalité (6). St on veut, d’une seconde maniére, mellre celle
intégrale sous cette méme forme, on peul, mais on peul seulement,
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ajouter aui fonctions P, Q, R trois fonctions harmoniques P,
Q, R vérifiant les égalités (61) et (63). On a alors & ajouter a la
Sfonction ® une fonction @' deéterminée & une fonction prés det,
tntégrale de Uéquation

AF() + A dr(e) LG

Ny — .« = 0.
Voodt

der
13. On peut, si Von préfére, choisir, pour Uajouler & la fonc-

tion ¥, une quelcongue des fonctions harmonigques @' qui intégrent
léquation (62).

Appliquons, en effet, & cette fonction ¢ la méthode de M. Carl
Neumann. La fonction @'(z, y, 3,¢) intégrant 'équation (66), il en
sera, en particulier, de méme de la fonction @' (&, 1, ¢, ¢); dés lovs, il
en sera de méme de la fonction U(z, y,z,1), lide & ®'(%,1,%,¢)
comme, d'aprés la premiére égalité (14), U(z, y,3) est lic 4 V&, 7,0);
Ia fonction U(&, v, {, 2) intégrera donc I'équation (66); en continuant
ainsi de proche en prochc, on trouvera que toutes les fonctions

Usi(E 0,4, 0)

vérifient Péquation

y QU N(E 0, L, 9" U (5,3, ¢
A.,U“’(E,‘G,C,l)*“:\. ‘_‘(‘b[r_,'i“z +-°-+An ____l(’_t";"L_ZL_)=(),

D’autre part, la méthode de M. Carl Neumann montre sans peine
que, quel que soit Uindice p, la séric

[()"d"(i,'r“t_,t) ()"U(E,"u:yl)]

aer - atP
()”U’(E\"I' :,t) ary” E”'UC’t)‘
+ [ dJer - atr J T

est uniformément convergente sur la surface S,
Des lors, la série

[0, 50 = UE LGOI+ UG, ¢ O = UG B )]+
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converge uniformément sur la surface S ety définit une fonction
(& 1,¢, ¢) qui vérifie 'équation

A 6(1971, l)—!-A d_g__(i%t_,i,_t_l_’_“._’_ A_nd” (3;,5, ¢) =o.

Cela posé, il suffira de joindre & la fonction @’ les déterminations
snivantes de P’, Q', R/,

..01 )1 -

P (x,y,3,t)=— E'T:fc(&',‘q,‘ﬁ, 1) Egcos(n,z) - d—:cos(u,y) ds,

0= 9=
Q(z,y, 3, t)=~—;';fc(£,v],t,,t) écos(n,x)—écos(n,z) ds,
o} o} '

Rz, y,5,0)=~— 5—'1-:/0(2,7;,2:, 1) -——cos(n y)— coe(n x) ds,
car ces déterminations vérifient les conditions (60), (61), (63).

16. On pcut donner une autre forme générale de 'intéerale des
_ 8 8
équations (26).
Soient u, v, w trois fonctions qui intégrent ces ¢quations. Nous savons
ue nous pouvons les metire sous la forme ® d¢tant une intégrale
] o
de I'équation aux dilalations

(67) ®(®) =0
ct P, Q, R trois intégrales de 'équation aux rot tions
(68) f(P)=0, a(Q)=0, &a(R)=o,
liées par la condition (6).

La condition (6), jointe & la proposition démontrée au n° 9, nous
enscigne qu'il existe trois fonctions A, B, C telles que 'on puisse
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éerire
p—JdC_dB
T dy 05
JA  0C
(22) =9 92
JB JA
R prite
. oA oB dC

Substituons dans les égalités (68) les expressions (22) des fonctions
P, Q, R. Nous trouvons les trois égalités que voici :

OR(C) _ oA (B) _

dy s !
OR(A)  OR(C) _

0s or . ”
OA(B)  OR(A) _

dx dy 0-

Ces égalités équivalent a la proposition suivante :
Il existe une fonction f(z, y, 3, ) telle que 'on puisse écrire

Jl(A)= d[(x’()::’z,t)’

a 0 3 ’z’
(69) a(B) = lﬁ?—d—;_*‘)
c‘R(C) — 0.[('1’7().::5").

Ces égalités nous donnent

; JA  odB 0C
Af(a;,y,:,l)::&t((—ﬁ—l-ayﬁ—a—)

-
=

ou bien, en vertu de I'égalité (23),
(70) Af=o.

La fonction f est donc harmonique.
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Considérons I'équation

~ Jr onF
(7[) f\ol‘+A|'d—z+ooo+AnW +f=0
¢t prenons, pour [ = 0,
- n—1
AF =o, A%l;:=o, Ciey %t_":_‘:()'

Nous aurons alors, quel que soit ¢,
(72) AF =o
et la comparaison des égalités (71) et (72) nous donnera I'égalité
A&(F)+f=o,

d’ot découlent les suivantes :

ﬁ(%—i)+%=(),
= ()=
a(%)+E =0

St nous posons

aF

a-—A'i‘a;’

(74) B=B+5;
oF

'{=C +5;’

la comparaison des égalités (69) et (73) nous donnera

(75) a(a)=o0, &B)=o, &a(y)=o.

La comparaison des égalités (23), (72) et (7./|).nous donne, d’ail-
leurs,

(76) 0 B S,

oz
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tandis que la comparaison des égalités (22) et (74) nous donne

p =9 _ 9%
. dy s
' da 0
(77) Q=5 -3l
g o
(“ 2 " 3

On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Une intégrale quelconque u, v, «w des équations (26) peut se
meltlre sous la forme

(u=9% 0 (08 92\ _ 9 (dx _ dy
“—ﬁx+quf w)‘&(&’ﬁﬁ)
« _ ot d/dy 9B\ d (o3 on
(78) ?v—;,»m;(@—a;)—a(a;-a;)'
_ ¢  d (0x vy d [y a3
.“’—a;’*’o.c(az—a;)“aj;(a;—a;)’

ot ® est une intégrale de Uéquation aux dilatations et ot a, 8,y
sont trois intégrales de U'équation aux rotations, lices par Uéga-
lité (76).

Réciprogquement, si, dans les égalités (78), on substitlue & ® une
intégrale quelconque de Iéquation aux dilatations et d o, 8,y trois
intégrales quelconques de I'équation aux retations, on obtient visi-
blement une intégrale des équations ( 26).

Remarque. — En vertu de I'égalité (70), les égalilés (78) peuvent
¢galement s’écrire

! ad
&u:;ﬁ—Aa,
: J¢
=) / =,‘__.__A’
0%
‘W=;,-£—AY.

Journ. de Math. (3¢ série), tome V1. — Fasc. II, rgoo 32
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CHAPITRE III..

FLUX LONGITUDINAL ET FLUX TRANSVERSAL.

17. Supposons que les trois fonctions
u(z, y, 5, 1), e(z, ¥y 5y 1), w(x,y, 5 1)

integrent les équations (26). Nous pourrons regarder ces trois fonc-
tions comme les trois composantes d'un certain vecteur, variable d’un
point & I'autre et d’un instant & P'autre.

Mettons ces trois fonctions, selon ce que nous enscigne le Chapitre
précédent, sous la forme

LI S
\u‘dw—‘_dy—_d—;’

0 JP JR

(7) ("—5;““7)?"5;’
_0e . 9Q oP

W—Ez-i—o—x—d—ya

ol @ est unc intégrale de 'équation aux dilatations et ot P, Q, R sont
trois intégrales de l'équation aux rotations, liées par la relation

JoP dQ  JR
(6) ()_.z'+ —07—'——55—'0'

Ce vecteur, que nous nommerons le flux fotal, peut se former par
composition de deux autres, dont I'un a pour composantes

0P o = 0% ,__d®
(7.;-" = -d—;a W = -‘)—5,

(80) U=



GENERALISATION D'UN THEOREME DE CLEBSCH. 247

tandis que I'autre a pour composantes

IR 00
w — ay Jz’
w__ 0P _dR
(81) V=g =
v 9Q _ o
W=9r " oy

Etudions quelques propriétés de ces flux.
Le premier, donné par les égalités (80), dépend de I'équation aux
dilatations

(D(‘I’) =o0.

Supposons que cette équation soit du second ordre et appartienne a
la catégorie d’équations aux dérivées partielles dont I'équation du son
est le type; qu’elleadmette des intégrales continues dans tout I'espace,
ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, mais pouvant pré-
senter, de part et d’autre d’une surface variable avec le temps, deux
déterminations analytiques différentes.

Imaginons, par exemple, que S (fig. 1) soit, & I'instant ¢, une sem-

Fig. r.

E xterieur

Intérieur

blable surface. Elle divise 'espace en deux régions; en .l'une de ces
régions, que nous nommerons ’extérieur, la fonction ® est identi-
quement nulle; en l'autre région, que nous nommerons I'intérieur, la
fonction @ admet une détermination analytique différente de o. S est
le front de I’onde.

La fonction ® devant étre continue ainsi que ses dérivées partielles
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du premier ordre, on aura, sur le front de I'onde,

® =o,
(82) g g o0
do = 0, 7‘-,' =0, IZ' == 0.

Le flux, identiquement nul & I’extérieur et sur le front de 'onde, est
infiniment petit en un point intérieur infiniment voisin du front de
'onde. Nous allons calculer ses composantes en un tel point.

Soient M,y (x,, ¥4y 3,) un point de la surface S et M(zx, y,z) un
point intérieur et infiniment voisin du point M,. Posons

w=&,+80, y=y,+8, 5=3z,+ 8.
Les ¢galités (82) étant vérifiées au point M, si 'on pose

q’o=®(xo,yoa Sy L), ¢ =@(x,y, 31),
on aura

. o 0'd, o, 9,
(83) , or oxt 8w + 0}’00 8 + 030 0x 03..

Supposons que le point M se trouve, comme le point M,, sur la
surface S; la direction M, M sera celle d’une tangente 6 en M, a la sur-
face S, en sorte que I'on aura

oz = M Mcos(8,z), 8y =M,Mcos(b,y), & = M,Mcos(0,s).
D’autre part, en vertu des égalités (82), on aura, au point M,

0P

-— = 0.
oz

L'égalité (83):1eviendra donc la premiére des égalités

9{;—;} cos(h, z)-i- s cos(O ¥Y)+3 cos(O,;) =0,
(8/') 00 > COS(O’ w) + lf)_yz" COS(O’ _)’) -+ d’y COS(O, .p) = 0,
0d,

| 9z 0m cos(9, z) + 5 cos(O,y) + ~——9 cos(0,3) =o.



GENERALISATION D'UN THEOREME DE CLEBSCH. 24y

Les deux autres s'établissent d'une maniére analogue.

Ces égalités sont vraies, quelle que soit la tangente 6 menée par le
point M, & la surface S.

Par le point M,, menons une demi-normale n,; vers l'intéricur;
prenons le point M sur cette demi-normale 4 une distance MM, = &n
du point M, ; nous aurons alors

N

éx =8&ncos(n; x), Sy =2dncos(n,y), ©z=-3Lncos(n;,z).

Calculons les valeurs de ', ¢, @ au point M. En vertu des éga-
lités (80) et (83), nous aurons

. re oe 92,
w=| EE?,O cos(n;, &) + 5o—-= 7.9 005(”«,)’) 95 -cos(n,,.,)]?n,

, [ oo, i e 0@0 -_]a
(85) (v= | 9705 cos(n; x) + 0 cos(n;y y) + 3z29y% cos(u; 5)|on,

v ) d!d’o . o!q’o dztpo . -
& =\ s, cos(n x) -+ Iyide, cos(n;, y) + rE cos(a;, o)] en.

Multiplions respectivement les deux membres des équations (85)
par cos (0, x), cos(0, y), cos(9, z) et ajoutons membre & membre les
résultats obtenus, en tenant compte des égalités (84); nous trouvons
Pégalité

w'cos(0, x) + ¢v'cos(0, y) + w'cos(0,z) = o,

qui équivaut 4 la proposition suivante :

En un point intérieur et infiniment voisin du front de Uonde, le
/lu:x représenté par les équations (80) est infiniment pelit et dirigé
suwan! la normale au front de Uonde.

11 est aisé de trouver la grandeur de ce flux, qui est

(86) N = w'cos(n;, z) + ¢'cos(n;, y) + w' cos(ny, ).

Par le point M, menons & la surface S deux tangentes 9, (’, rectan-
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gulaires entre elles. Nous aurons

cos?(ny &) + cos* (0, &) + cos? (0, x) =1,
(87)  § cos(n,y)cos(nry, ) + cos(f, ) cos(0, x) + cos (0, ) cos(V',x) = o,
| cos(n;, 5) cos(ny, @) + cos(h, 5) cos(0, ) + cos(V, 3) cos(V', z) = o.
En vertu des égalités (78) et (79), nous pouvons écrire

) d <b a*d,
‘_%— cos( ny, .z) + Srav cos(n,,y) + 3

cos(n,-,:)] on=u,

Ty 03
o,
rri rcos(0, ) + o cos(ﬂ,y‘) + 5 cos(O,s) =0,
‘:;q: cos(V, ) + 5-—> d cos(B’,y) + o= cos(O,n) =o.

Multiplions respectivement les deux membres de ces égalités par
cos(n;, x), Sncos(b, x), &ncos(b’, z) et ajoutons membre & membre
les résultats obtenus en tenant compte des égalités (87); nous trouvons
la premiére des égalités

0P o

Fre Yon = u' cos(n;, x),
(88) | (())J’to Sn= ¢ cos(n;y),

diq’o

rEl on = w' cos(ny, 5).
Les deux autres se démontrent d’'une maniére analogue.

Ajoutons membre & membre les égalités (88), en tenant compte de
I'égalité (86), et nous trouvons

(89) N=A®,¢n.

Laproposition précédemment démontrée est la raison pour laquel]e le
flux représenté par les relations (80) se nomme, en toutes circon-
stances, le flux longitudinal.
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18. Occupons-nous maintenant du vecteur représenté par les équa-
tions (81); les trois fonctions P, Q, R, qui servent & déterminer ce
vecteur, sont trois intégrales de I'équation aux rotations

éfl(ﬂ) =o0.

Imaginons que cette équation soit du second ordre et qu’elle puisse
admettre pour inlégrales des fonctions qui soient continues ainsi que
leurs dérivées partielles du premier ordre, mais qui admettent, de part
et d’autre d'une surface, des expressions analytiques différentes.

Soit, a 'instant ¢, S le front de Uonde. A V'extérieur, les trois
fonctions P, Q, R sont identiquement nulles; elles sont différentes de o
a lintéricur.

En tout point de la surface S, la continuité de la fonction P et de
ses dérivées partielles du premier ordre exige que I'on ait

k P =o,
(90) jop_ P _ o aP_ P _
[z= =% §w=% F=o

Si M, est un point de la surface S, si 0, 6’ sont deux tangentes rec-
tangulaires issues de ce point, on aura, en vertu de la troisiéme équa-
tion (9o),

P, 0P, *P,
;M cos(0, z) + d)% Fcos(f, y) + 5o o cos(, z) = o,

(90 t 9P,

PR cos(0', z) + cos(O',y)+ ly cos(0,5) =o.

D’autre part, soient n; la demi-normale intérieure menée par le

point My et M(z, y, z) un point de cette demi-normale & une distance
dn du point M,. Nous aurons

9*P, S >

(C) ) [ cos(n,,m)-}- () 1 COS(”:’)’) -i--i—]2 COS(n,,g)] on= %
Multiplions respectivement les deux membres des égalités (g1) et
(92) par cos(9,2) 8n, cos(¥', z) 8n, cos(n;, z) et ajoutons membre
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A membre les égalités obtenues, en tenant compte des égalités (87);
nous trouvons la premiére des égalités

| dP a*P 5 aP
?fy cos(n;, 3) = )00‘1 dn, 5o cos(nyy)= Bv_d: on,
2'Q 2Q ) =
(93) cos(n,,x)_ 3o d;:o on, 32 cos(niy 3) = oﬂ 0&'» n,
J*R JR
| }_)—x cos(n;,y) =z 0,;'0 on, (—l—-ycos(ni, z) = 5 0.;% on.

Les cinq autres s'établissent d’'une maniére analogue.
. Les égalités (81) et (93) donnent immédiatement

©' cos(n;, x) + 0" cos(n; y) + w” cos(n;y3) == 0

D’oti le proposition suivante :

En un point intérieur a Uonde et infiniment voisin du fron! de
Uonde, le flux représenté par les égalités (81) est infiniment petil
et paralléle au plan tangent a l’onde

C’est pour rappeler cette propriété que I'on donne, d’une maniére
générale, au flux représenté par les égalités (81), le nom de flux
transversal.

Le théoréme démontré aux n°® 11 et 412 peut alors s’énoncer ainsi :

Le flux total qui vérifie les égalités (26) s’obtient de la manicre
la plus générale en composant un flux longitudinal qui dépend de
I’équation aux dilatations et un flux transcersal qui dépend de
Péquation aux rotations.
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CHAPITRE IV.

EQUATIONS AUXQUELLES S,APPL[QUBN'I‘ LES CONSIDERATIONS PRECEDENTES.

19. Parmi les équations auxquelles s’appliquent les considérations
précédentes, nous citerons, en premier lieu, les équations des petits
mouvements des solides isotropes. Avec les nolations de Lamé, ces
équations s’écrivent '

0! 9
p—ag — wAu —(7\+(J-)£-=0,
dv 28
(94) poa — kA —(A+p) g =0,
atw

a6
pdT—y.AW—()»+p-)3§==0~

Elles sont de la forme (26).
L’équation aux dilatations est

p02 — (A+2p)A0 =0,

L’équation aux rotations est

%2
PW —_— (LAQ = 0.

Les conditions de stabilité donnant les deux inégalités

A+2p>0, > 0,
ces deux équations sont de la forme de |'équation du son :

2
%TT —a*Ap=o.

Ce cas est celui que Clebsch a considéré.

Journ. de dath. (3° séric), towe VI. — Fasc. II, rgoo. 33
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20. Les équations (94) renferment comme cas particulier les équa-
tions

[ 5 2
pAz +(h+ )52 =o,

o a0 O =

g8

wAw + (A + @) 5

(ui sont les ¢quations de I'équilibre d’élasticité pour un solide isotrope
soumis & des forces exclusivement appliquées i sa surface. L’¢quation
aux dilatations et I'équation aux rotations sont

A® = o, AQ = o.

Ce sont des équations de Laplace.

Ainsi, lorsqu’un solide isotrope est soumis a des forces appliquées
exclusivement a la surface quile termine, les composantes du dé-
placement peuvent étre mises sous la forme donnée par les égalités
(6) et (7), @, P, Q, R étant quatre fonctions harmoniques.

L &4

21. Nous citerons, en second lieu, les équations des petits mouve-
ments adiabatiques des fluides compressibles et visqueux.
Si 'on désigne par

¢ la densité du fluide,

IT la pression,

u, ¢, w les composantes de la vitesse,
& et v deux constantes,

les équations des mouvements finis des fluides compressibles et vis-
queux sont les ¢quations

10U du du Jdu Jdu 06
—E-d:;———éz +lta;+0;j—+ ‘P—d-;: — Au — V33

190 _ dv Jgv dv av 06

(96) ——E@-—d’?"ﬁ“ua—;-i-();y"i“‘va—:'—p.{sv—lﬁ’
100 Jw ow ow ds Jg8
—Ea—z'~-d—[+u~a—£+0-d—y+w5;—pAW— /(—,;»
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auxcuelles il faut joindre I'équation de continuité

(97) %§+p®+l¢gjz+vg—; +¢vg;f_—_-o.

Si le fluide est anim¢ d’un mouvement trés petit au voisinage d’une
position d’¢quilibre ol p, et T, sont sa densité ¢l sa température uni-
formes, les ¢quations précédentes deviendront, en négligeant les infi-
niment petits d’ordre supérieur au premier,

'\/——ég—g=%§ —p.Au—v:-;%,
(98) ‘ —éz—; = %% - y.An—-v%;,

(—;‘;%:%—p&v—-vg-
(99) §§+9, = o.

Si les petils mouvements en question sont supposés adiabatiques,
aux ¢quations précédentes, il faut joindre la loi de détente adiabatique

(100) M= f(ps p0s To) = F(p).
Moyennant 'équation (100), I'équation (99 ) devient

ol dF(z,)

% TR de, o,
d’oll .

Fu__, dl(e) 99

dzadt — PO dn oz’
) Jom _ dF(p,) 09
(““) ())’05_—3'0_79;_5;’

N dF(p) 08

dsdt 0 dsy, 03

Différentions les équations (98) par rapport i ¢, en tenant compte
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des équations (101), et nous trouvons les équations

d'u d Au — dF(p,) 08 0 de

o P dp, 9z Vaidz ="
e 4 dF(p,) 08 0 98 _

(102) 57— *3 Ay — &~ Oy ~ Vv o = o,
*w dF(p,) 08 d 06

..d?—l).d“tA‘v——Z-}o do —-2 S

Ces équations (102) sont du type (26).
L’équation aux dilatations est
26 dF ( Po

- )A® (b +v) 240 =o.

L’équation aux rotations est

d [du
3 t( u.AQ) 0.

D'ailleurs les équations (98) nous montrent immédiatement que les
rotations vérifient I'équation

i’—Ll—-p.AQ—-o,

qui est I'éguation de la conductibilité de la chaleur.

22. On obtient un type beaucoup plus général d’équations aux-
quelles s’appliquent les considérations précédentes en traitant le
probléme de la propagation des actions électriques dans un milieu
homogénc qui est & la fois conducteur et diélectrique.

Si l'on désigne par

e la constante des lois de Coulomb,

a® la constante des aclions électromagnétiques,
k la constante de Helmholiz,

¢ la résistance électrique spécifique du milieu,
F son coefficient de polarisation diélectrique,
f son coefficient d’aimantation,
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les théories de Helmholtz montrent que les composantes X, Y, Z du
champ électrique vérifient les équations :

[p:a’(l-a-/nf)dx J

P o+ AR F (o bnf) g — gAX
!;m(l-i—!mf)@__(l+4mF)(l+4‘nf)—— J'8 —0o
T kp oz k dz it — !
qm’(lp-i-éﬂf) ‘3‘3 +4natF(1+ 47 f) ,),a dt AY
(103) ﬁ frs(i+47f) 08 (1 +4mF)(1+4nf)—k d%8 0
T ks oy k dyoe —
- Z 0
aw(.P 2 4e/) X% | fraF 1+ 4 wf) Sk 0 AL
fre(i+4nf) 080 (1 +4meF)(1+ 4= f)—k ad%e —
Sy el 3 d3 0t

Ces équations sont du type (26).

L’équation aux dilatations, que vérifie également la fonction poten-
ticlle électrostatique V, est la suivante

(1 + 47F) 540 — 'k F 5 — 47 (40 — a2k 52 ) = o

L’équation aux rotations est
2
240 ~ 4ma*F (1 + 47 f) 52 — dr@?Gridnfy e

Mais on montre directement que les trois rotations ct les trois com-
posantes L, M, N du champ magnétique vérifient I'¢quation

AQ — 4ra’ (1 + 4n f) (3"‘: - ﬂ(—'oiﬁl—) =0

qui est 'équation des telégraphistes géndralisée, objet ’'une Note
de M.. Boussinesq (').

(') Voir un Article de M. Blondin dansla Lumiére électrique du 3 mars 18g4.
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23. Sil'on suppose que le milieu ne soit pas diélectrique,
F=o,
les ¢quations (103) deviennent

fra*(1+4nf) #*X (%AX

. P ot
(104) _[mra(l—i—./;'nf)gg_l+4r.'/'—-/\“0’8 —0
? kp dx k dz dt !

et deux analogues.

Ces équations, qui régissent la propagation de 'électricité dans un
milieu conducteur non diélectrique, sc raménent aux équations (102)
des petits mouvements adiabatiques des fluides visqueusx, si l'on rem-

place
X, Y, Z par u, v, w,

P — anr
fraGi+ gy B
(t+4=f—k)p -
Te@ kG hn)) par v,
€ . dF (py)
ak pat =g

Cetle remarque a été faile par Helmholtz.
24. Silon suppose que le milicu ne soit pas conducteur,

p = o,
les écpuations (103) deviennent

d - 0*X
E[[ma"’l‘(l + /mf)—ﬁz—

(105) s _Ax (o bmE) (- 4f) — k 8
’ k dr

=0,

et deux analogues.

D’ailleurs, dans ce cas, on montre directement que X, Y, Z vérifient
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les équations

-~ _m 02X (r+4nelF) (1 +4nf)—kdo
./lﬂagl*(l-i-/lu.f) o0 —AX — T f ‘)l ,

(106) (4ma*F(1+4= f)———AY O+ 4mF) (a4 4nf) — 4 98

on 2 ay=—"
g2 L 14+ 4meF) (1 + —h 9o
41» 2F(I+ uf) l)tz ( im )(/l A‘Rf) 0‘ = 0.

Ces équations, qui régissent la propagation des actions ¢lectriques
dans les corps di¢lectriques isolants, se raménent aux équations (94)
des petits mouvements des corps élastiques isotropes, si I'on remplace

\, Y, Z par i, ¢, w,
S I —— ar b
bra®F (14 4nf) P e’
(1 + §=:F ) +4n))—k A

[;ra’l\F(H-/.nf) par - —

On voit que le théoréme de Clebsch, généralisé comme nous I'avons

indiqué dans cet écrit, trouve son emploi dans les uestions les plus
variées de la Physique mathématique.



