JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

EMILE PICARD

Sur les intégrales doubles de seconde espece dans la théorie

des surfaces algébriques (premier mémoire)

Journal de mathématiques pures et appliquées 5¢ série, tome 5 (1899), p. 5-54.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1899 5 5 5 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1899_5_5__5_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur les intégrales doubles de seconde espéce

dans la théoric des surfaces algébrigues

{Premier Mémoire);

Par M. Emie PICARD.

On sait combien, dans la théoric des courbes algébriques, la dis-
tinction des intégrales abéliennes en trois espéces joue un rdle
important. Dans un grand nombre de questions, les intégrales de
premiére et de seconde espéce sont particuliérement intéressantes a
considérer. 1l est naturel de chercher & faire pour les intégrales
doubles attachées & une surface algébrique, c’est-a-dire pour les inté-
grales doubles

ff[i(z‘,y, 3)dxedy |f (2, y,3)=0]

(ol R est rationnelle en x, y et 5), une classification plus ou moins
analogue. On a considéré, depuis longtemps, les intégrales doubles
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de premiére espéce attachées 4 unc surface, et ces intégrales jouent
un réle trés important quand on présente sous une forme analytique
les célchres travaux de M. Neether sur les surfaces. On n’a jamais
cherché¢ jusqu'ici & ¢tablir une classification plus compléte. Je me
propose, dans ce premier Mémoire, de poser les hases d'une théorie
des intégrales doubles de seconde espéce dans la théorie des surfaces
algébriques, ct de montrer comment la notion d’intégrale de scconde
cspéce conduit & un nombre invariant, qui paralt distinct de ceux qui
ont ét¢ considérés jusqu’ici. Dans un second Travail, j'approfondirai
«uelques-uns des problémes qui sc posent d'enx-mémes, les proposi-
tions fondamentales unc fois établies; nous montrerons alors la con-
nexion intime qui existe cntre la théoric des intégrales doubles de
seconde espéce et I'étude des cycles linéaires sur une surface, ¢tude
dont je me suis occupé dans mes recherches antérieures et en particu-
licr dans ma Théorie des fonctions algdbriques de deur variables.
Les points essentiels du Mémoire actuel ont été indiqués succincte-
ment dans les Comples rendus (6 décembre 18975, 24 janvier 1898 el
24 octobre 1898).

1. — Des intdgrales doubles de seconde espéce.
1. Considérons unc surface algébrique
Sflr,y,5)=0
et soit une intégrale double rclative i cette surface
(1) ] f R(e,y,s)dedy,

R étant rationnelle en 2, y ct 5. Nous allons tout d’abord d¢finir ce

que nous entendons par intégrale double de seconde espéce ().
Prenons sur la surface un pointarbitraire A, que 'on peut toujours,

par une transformation préalable, supposer a distance finic. Si le

(') Nous dounnerons dans la Section IX une autre définition des intégrales de
seconde espéce, provenant de la considération des résidus de U'intégrale double.
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point A cst un point simple, nous dirons que l'intégrale (1) présente
le caractére d'une intégrale de seconde espéce, si I'on peut trouver
deux fonctions rationnelles U et V de x, y, 3, telles que, aprés avoir
formé 'intégrale double

(2) ff(%—g_-i-%;:)dxdy,

la différence des intégrales (1) et (2) reste finic au voisinage de A (on
considére, bien entendu, z comme fonction de x et ¥ quand on prend
les dérivées partielles de U et V par rapport & z et ). Si le point A
est un point multiple de f, on sait que I'on peut partager le voisinage
de A en un certain nombre de régions, telles que chacune d’elles cor-
responde birationnellement & une région R située sur une surface I,
et ne comprenant que des points simples de F; 'intégrale (1) présen-
tera en A le caractére d’une intégrale de seconde espéce, si ses trans-
formées, par chacunc des substitutions birationnelles 4 employer, pré-
sentent, en tous les points de la région correspondante R de la surface
correspondante F, le caractére d’une intégrale de seconde espéce. Si,
en tout point A de la surface /(4 distance finie ou & I'infini), l'inté-
grale (1) présente le caractére d’une intégrale de seconde espéce, cette
intégrale sera dite une intégrale double de seconde espéce. Il est
clair que les fonctions rationnelles U et V & employer pourront varier
avec le point A.

2. 1l importe tout d’abord de s’assurer que la forme des expres-
sions (2) est de nature invariante relativement aux transformations

birationnelles. On s’en assure de la maniére suivante. Envisageons
d’abord l'intégrale

. D(P, Q)
) S vaRde b

. D(P . , . . .
ou Dga:’ 2; représente le déterminant fonctionnel des deux fonctions I’
)

et Q de z et y;si l'on remplace les variables z et y par de nouvelles
variables z’ et 3/, I'intégrale devient évidemment

[ Sae
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et garde par suite la méme forme. Or, l'intégrale (3) rentre manifeste-
ment dans le type (2), puisqu'on peut I'écrire

S 12 (0%0) - 2 (022)]drdy.

Ceci posé, on peut donner & (2) la forme suivante

3 ety [z e

en faisant un changement de variables, on aura

300+ [ BePacar

et, d’aprés ce que nous venons de dire, chaque terme de cette somme
et, par suite, la somme se mettent sous la forme

[ (55 + 57 )d= &y

L'imegrale (2) a donc conservé la méme forme quand on a remplacé
les variables @ et y par les variables =’ et y'; c'est 'invariance que
nous voulions établir.

3. Remarquons, avant de continuer, qu’'une définition analoguc 4
celle que nous venons de donner pour lesintégrales doubles de seconde
espéce peut étre adoptée pour les intégrales simples de seconde espice
dans la théorie des courbes algébriques. Sil’on a la courhe

(@ y)=o,
les intégrales abéliennes de seconde espcce

[ R(=,y)dx,

relatives a cette courbe sont telles que, pour tout point A de la courhe,
on peut trouver une fonction rationnelle U(.c,y), telle que la diflé-
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rence

f R{x,y)dr — fiil% dr
reste finic dans le voisinage de A,

4. On sait que, pour unc courbe algcbrique, il m'existe ¢u’un
nombre limité d'intégrales abéliennes de seconde espéce, c’est-a-dire
qu’il existe un nombre limité d’intégrales abéliennes J de seconde
espéee, dont aucune combinaison linéaire n'est de la forme

[T
(a) ;L

(U élant rationnelle en x et y), ct telles que loute autre intégrale de
seconde espéce est une combinaison linéaire des intégrales J, 4 un
terme additif prés de la forme (a).

Nous devons nous demander s'il en est de méme dans la théorie des
surfaces algébriques. Nous allons montrer, pour répondre & cetle
«(uestion, qu’il existe un nombre limité g d’intégrales J de seconde
espéce, dont aucune combinaison linéaire n'est de la forme

(3) f [ 0y> dx dy

(P et Q ¢tant rationnelles en z, y cl 3), et telles que toute autre
intégrale de seconde espéce est une combinaison linéaire des inteé-
grales J, a un terme additif prés de la forme (8). La démonstration
de ce résultat sera la conséquence d’une longue suite de transfor-
mations de calculs qui vont faire ’objet des Sections suivantes. Nous
aurons ensuite & montrer qu'unc intégrale double de seconde espéce
relative & une surface f se change, quand on transforme bhirationnel-
lement f en une surface I, en une intégrale de scconde espéce de la
surface F. Ce fait ne résulte pas immédiatement du calcul du §2 et
demandera quelques explications.

Journ. de Math. (5¢ série), tome V. — Fasc. I, 18g9. 2
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1I. — Remarques générales.

5. Commencons par étudier les intégrales de seconde espéce ayant
la forme particulicre

(1) j_/ P((“;’ __';)),df dr (a> o et P’ étant un polynome),

cn supposant, comme il est permis, que la surface de degré
fle,y,3)=0

occupe une position arbitraire par rapportaux axes de coordonnées.
Envisageons I'intégrale simple

. P(r,¥,3)dx
(3) CETTA

relative a la courbe entre zz et =

f("”y.;a :): 0,

ol y est un paramétre. On sait que, par la soustraction d’unc expres-
sion de la forme
d Q(x, 5) o
f% ((r = a)**) ds

on peut ramener 'intégrale (5) i une intégrale analogue, ol o est
remplacé par 2 — 1. Toutcfois les cocfhclents du polynome Q(w, 5)
en z el 5 ¢lant des fractions rationnelles de y, il figurera dans la nou-
velle intégrale, au dénominateur, un polynome cn y. Il importe d’exa-
miner de quelle mani¢re y figure dans ee dénominateur. Soient z,
Zyy + ooy 2y les e racines de I'équation

f(a’}_” 3)=0;
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le polynome Q(a, ) est sculement assujetti & vérifier les équations
(=) f.(a,y,3)Q(ay3)+P(a,y,s)=0  (i=1,2,...,m).
I suffira de prendre pour Q(, 3) un polynome en s de degré m — 1,

ct il est clair (ue ses cocfficients contiendront, en dénominateur, le
résultant des deux équations

Sfla,y,3)=0, J:Cyyy3)=o.

\otre dénominateur admeltra donc pour racines simples les valeurs
de y correspondant aux points de la courbe

S(ay,3)=o0,
ou la tangente est paralléle 4 I'axe des z, ct pour racines doubles les
valeurs de y correspondant aux points doubles de cette courbe, si la

courhe n'a que des points doubles. Soit d’'une maniére générale A(y) ce
résultant; Uintégrale (4), par la soustraction d’une intégrale de la

forme
f f = d.c dy
(00 U est rationnelle en x, y, 5), se trouve ramenée 4 unc intégrale de
la forme
f/‘ P(r, y,3)dr zly
(x=ap="a(y) /[’

In continuant de la méme maniére, on arrivera évidemment i une
intégrale de la forme

ff (z, y,3)drdy
(@ =a)[A(NT*'F2
P> é1ant Loujours un polynome.

6. Puisque I'intégrale précédente est de seconde espéce, on peut,
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dans le voisinage d'un point arbitraire de la courbe (')
v) 2= a, flx,y,3)=0,

retrancher unc intégrale double de la forme

g . ‘)l) ()‘}\
de telle sorte que la différence reste finic dans le voisinage du point.
l.cs fractions rationnelles U et V sont nécessairenient de la forme

U= A(.r,y,:f), vV — B(.r, r.s'),
(& —a) (r—a)

A et B étant encore des fractions rationnelles, mais (ui nc deviennent
pas infinics, et supposons que B ne s'annule pas identiquement sur la
courhe ¥.

Si A est supéricur & & — 1, A s’annule nécessairement pour « = e,
ct par suite on peut, de proche en proche, réduire A & w —1. On peut
d’ailleurs dans tous les cas supposer

A=u —1

)

en multipliant, s'il est nécessaire, les deux termes de U par une puis-
samnce de » — a.
Nous avons donc |'expression

N Jd [ A(r, ), 3) 4 [B(r,y. 3)
(%) (7.;’[(.1:-—(1)!‘"] +Q)’[(.r—ct)FJ'

Si u est supérieur & un, la différence

. )
— (y. —_— l)‘\(.x,)/: :) -+ '(‘;}7 U("“,y’ :)

(') On peut supposer que cette courbe est indécomposable, car, les axes de
coordonnées étant arbitrairement choisis, les plans

&£ = consl,

coupent tous la surface suivant une seule courbe, en laissant de coté la surface
de Steiner et les surfaces réglées,
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s'annulera nécessairement pour la courbe (y), c'est-d-dirc que l'on
aura

~ (@ =DA@) 0+ By =o [avecf(ay,t)=ol.

On en conclut que Pexpression (¢), qui peut s'écrire

A(z.v,5 1 Jd B(x,y,z)J
oz [(.t-—a)l*— w—1 4)y (x —a)—t
Jd [B(x,7,3) 10 B(z,y,3)"
+—[(w—-a)l‘- ;A——l(—)_;(x——ajl’-"J

st de méme forme que (¢), sauf que p y est remplacé par w — 1.
Donc, en allant de proche en proche, on peut supposer & =1, cl, par
suite, la différence

s ~ oy @)

doit s’annuler pour x = a. On en conclut que

P(a,v,%)

DR ACH)

{ ¢tant la fonction de y définie par f(a, y, {) = o. La fonction ration-
nelle B(a, y, %) pourra nécessairement se mettre sous la forme

S(7,8),
Uiy’

S ¢t U ¢étant des polynomes, ct les racines de U(y) appartenant
a44(y). Ceci posé, formons la différence

[ GEnie — [ 4 2L dody.

Elle sera de la forme

/ Q(.z',y,.)d.z:(ly
W) f

Q etV étant des polynomes et les racines de W(y)appartenant a A( y).
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II1. — Premiére réduction, dans le cas des surfaces sans singularités.

7. Les transformations précédentes vont hientdt nous étre utiles.
Nous allons maintenant revenir a 'intégrale

ff‘ (r"a)’;) drdy,

supposce de seconde espéce, en supposant que la surface n'ait pas de
singularités. Considérons d’abord le cas ot le plan x = a n’est pas
tangent & la surface. Il va étre facile dans ce cas d’effectuer unc réduc-
tion en supposant a >1. Je dis qu’on peut déterminer deux polynomes
A(z,y,z) et B(x,y,3), de telle sorte que l'intégrale

ff[w a3 0 Alzygnz) _f)_!ii;ﬁz")],r.l-(/\.'

(.z-—a)‘ T or (r—a)y-i dr (r—a)? |

soit de méme forme que l'intégrale initiale, a étant remplacé par o — 1.
Il suffira que

P+(a=DALi= (£ 55 =15

passe par la courbe x = a, f(i¢,y, s) =o.
Prenons pour A ct B des polynomes en y ct {; on doit avoir

P(a,}’,‘C)-i-(a—-.)A‘/:'__(f i ,3]3)

divisible par f(a, y,¢); ou bien cncore y cl { étant deux lettres indé-
pendantes, il faut mettre le polynome P(a, y, {) sous la forme

P(a,y, D) =Afi+pfe+v/f  [oufdisigne f(a,y, ),

A, @ et v étant des polynomes en y et C.

Or, puisque lc plan x =@ n'est pas langent a la surface, la
courbe f(a,y,%)=o0 n’a pas de points multiples, les Lrois poly-
nomes f, f,, f; nc s'annulent pas simultanément. De plus on peut tou-
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jours supposcr que les solutions communes aux deux équations
f= (), f;j =0

sont des solutions simples; il suffit que 'axe des { ne soit pas paral-
léle & une tangente d'inflexion de la courbe f(a, y,{) = o. Ceci pos¢,
on peut choisir le polynome A(y, §) de maniére que la différence

P(a,y,8) =S,
s"annule pour les points communs i
f=o, fi=o.
P(a,y,0) = Afy=ufi+v/,

w ct v étant des polynomes en y et {, et de la se tirent A et B.
Nous pouvons donc conclure que, sous les hypothéses faites, £'/n-
tégrale proposée se raméne a

On aura done

/ Pz, y,s)dedy
(r—a)f:

8. L'intégrale ¢étant de seconde espéce, nous pouvons faire une
réduction encore plus compléte. En raisonnant comme au n° 6, on voit
(que I'on doit avoir

P(a, 7. 9 J ; :
—FE=5Barl) Sy =ol

La fraction rationnelle B(«,y,%) sera nécessairement un poly-
nome S(y, §) en y et { [la courbe f(a, y, {) = o n"ayant pas de point

double). Si I'on considére alors la différence

S [e2ss - 5 2e2] avay,

clle sera de la forme

f P(x,y, .,)d.r dy
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ot I’ est un polynome. Nous arrivons donc & la conclusion suivante :

La surface f(z,y,z)=o0 n’ayant pas de singularités, et lr
plan x=a n'étant pas tangent a la surface, une intégrale de
seconde espéce de la forme

f P‘%‘Z_{‘%%rﬂ’ (P étant un polynome)

se raméne par la soustraction d’intégrales du type

ff( )dxdy (U et V rationnels en «, y et 5)

a une intégrale de la forme

ff P(x,v,s)drdy
- 55

P étant toujours un polynome.

9. Le méme théoréme subsiste si le plan 2 = a est tangent a lasur-
face. Nous pouvons le démontrer trés facilement en nous reportant an
résultat du n® 8. Par la soustraction d’une intégrale de forme conve-
nable, nous avons ramené l'intégrale

P(r. ),u)dr(la
=

/‘ Q(x, y‘..)d.zdy
W s

a la forme

chaque racine b de W () correspondant & un point oui la courbe
/(aa Y 3) =0

a sa tangente paralltle & I'axe des 3. Or, les axes occupant unc posi-
tion arbitraire par rapport 4 la surface, on peut supposer qu’aucun des
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plans y = b n’est tangent & la surface. Nous sommes donc ramené au
cas précédent (« et y Ctant permutés), et nous acons le théoréme
énoncé a la fin du numéro précédent, méme si le plan x=a est
tangent a la surface.

10. Nous avons supposé que les axes occupent une position arbi-
traire par rapport i la surface; les plans considérés x = a coupaient
alors la surface suivant une courbe irréductible. Il est facile d’examiner
le cas ol il en serait autrement. Supposons que le plan z = a coupe la
surface suivant une courbe décomposable en deux autres, et soit A un
point commun & ces deux courbes. Reprenons l'intégrale

f P(w,y,s)dzdy'

(x —a)yif;

Nous pouvons d'ailleurs, comme plus haut, faire les réductions qui
nous rameéncront a 'intégrale

-

f P(x,y,s)dzdy
JJ (x—a)W(y)f:

Ou peut, dans le voisinage de A, retrancher une intégrale double de

la forme ,
[ G+ 5 ) dedy,

de telle sorte que la différence reste finie dans le voisinage du point.
En raisonnant, comme au n® 6, on voit que cette derniére intégrale
est de la forme

* Jd
=" 55 B(x,y, 2) dedy,

la fraction rationnclle B(x,y,s) ne devenant pas identiquement

infinic sur la section plane « = @. Il n’y a dans tout ceci aucune diffé-

rence avee le n® 6, si ce n'est que dans ce numéro nous nous placions

au voisinage d'un point gueleongue de la section plane, tandis que nous

nous plagons ici au voisinage du point particulicr A; d’ailleurs, la

courbe désignée (loc. cit.) par (v) est I'ensemble des deux courbes
Journ. de Math. (5* série), tome V. — Fasc. 1, 18gg. 3
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passant par le point A. On aura donc

l(a s 3) .
W fiay,s yB(a’) v 3)

pour 'une et 'autre courbe que définit 'équation f(a, y,s) = 0. Or,
on peut toujours mettre la fonction rationnclle B(z,y, 5) sons la
forme '

B(z,y,3)= Qli.‘f;_?’);;_) (Q ¢étant un polynome ),

le polynome R(a,y) ne contenant pas (x — a) en facteur (sinon
B serait infinie au moins sur unc des courbes de la section - = a). Si
done de I'intégrale proposce

/’fl (r,),3)drdy
JJ =W s
1 ()( T, ¥,y 5) .
/fdv [.L‘——-d “Ria,v) ](l'L dy
on aura unc intégrale de la forme

/‘f Q(r,y, s)d.z'ﬁ_y
. WSl

W(y) ¢tant un polynome cn y. Comme le plan des 3¢ peut étre sup-
posé avoir une direction arbitraire, on peut admetlre qu'aucun plan
de la forme

on retranche

y==C

nc coupe la surface suivant une courbe décomposable (en faisant
abstraction de la surface de Steiner ct des surfaces réglées), et finale-
ment nous arrivons a la méme conclusion qu’au numéro précédent.
Les considérations précédentes peuvent servir, d'une maniére plus
geénérale, & fairc la réduction de l'intégrale de seconde espéce

ff P(x,y,5)drdy
(r—a)yR(x, y)f7°
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le polynome R(i, y) ne contenant pas & — a en facteur; on raménera
celle intégrale, par la soustraction d’unc intégrale de la forme déji
tant de fois indicquée, a I'intégrale

P(x,y,3)drdy
ffV() R(x,7)/:

11. En restant toujours dans le cas d'une surface sans singularités,
nous allons enfin considérer une intégrale arbitraire de seconde espéce.
Les axes ¢étant pris arbitrairement, nous pouvons supposer que Pin-
tégrale reste en général finic dans le voisinage d'un point pour

leqquel /7 = o3 de plus C ¢tant une ligne n‘rcducnble de la surface
pour les points de laquelle U'intégrale peat devenir infinie, soit

R(x,y)=o0

la courbe irréductible qui est la projection de la ligne C sur le plan
des .cy-. La surface cylindrique

Riz,y)=o0

pourra couper la surface f suivant unc autre ligne irréductible que la
ligne C.

Soit I cette seconde ligne; les courbes C et T ont au moins un point
commun & distance linic que nous désignerons par A. L'intégrale
double considérée peut évidemment se mettre sous la forme d'une
somme d'intégrales du type

) (%, y,5)dedy
(€) ff WN[R(z, y)]*f.

En effet, toute fraction rationnelle de «, y, 5 peut s'écrire

Az, ),~)
“B(z,y)’

A et B étant deux polynomes, le premier en z, y, 5, le second en z
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et y. En regardant
!

comme une fraction rationnelle de z, on la décomposcra en {ractions
plus simples, dont les dénominateurs, en tant que polynomes en .,
soicnl premiers entre cux et puissances d'un polynome en z el y;
mais dans cette décomposition pourront s’introduire au dénominateur
des polynomes en y, figurés par V(y). Considérons donc l'inté-
grale (¢); dans le voisinage du point A, on doil pouvoir trouver deux
fractions rationnelles S(z, v, 3) et T (., y, 3) telles que la différence

) p('r\,’_ty z) -—_‘)—S— _ i)'E .
ff(f:': \V(_}’)U{ (-I',}')]z J.r d}’ d.l, (l)f

reste finic dans le voisinage de A. En décomposant S ¢t T en fractions

v

. JS daT . .,
simples, nous avons, pour la somme o T o des élements de la

forme
H(w,y,3)

W) eI

En sc bornant, dans S ct T, au lerme renfermant nécessairement
¢n dénominateur une puissance de R, nous avons unc intégrale de la

forme
/'f P(x,y,5)drdy
. W[ Rz, »)]8/;

qui, dans le voisinage de A (ce point pouvant étre exclu), ne devient
pas infinie sur la courbe

Rz, y)=o,
c’est-ia~dire sur les deux courbes C ct T'; il faut donc que

P("I'yy) 5)
[R(z,y)]#

reste finic pour R(x, y)= o, dans le voisinage de A, et, par suite,
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soit un polynome en z, y ct 3 (on peut appliquer ici un théoréme clas-
sique de Neether, puisque C ct T forment I'intersection compléte de

R = o avec la surface f).
On voit donc que finalement l'intégrale scra ramenée i

f P(x,y,s)dx d)f’
W) /:

ff P(xr, y,fz)dx dy.

Nous avons donc la proposition fondamentale suivante :

()

el finalement &

Si Péquation

./('1'7}/73)::0

représente une surface sans singulariiés, toules les intégrales de
seconde espéce relatices a celle surface sont de la forme

[ (G +5)dedy + [ [HE22dzdy,

U et V étant des fonctions rationnelles en x, y et 3, et P(x, y, 3)
représentant un polynome.

IV. — Mé&me réduction pour les surfaces quelconques.

12. Le théortme que nous venons d’¢tablir est général. Unce partic
dela démonstration préccédente subsiste enticrement 5 c’est celle qui est
contenuc dans le numéro précédent et qui s’arréte & la forme (7).

‘n permutant x et ), nous voyons donc que loutes les intégrales de
seconde espéce se raménent aux intégrales

A (e

et nous devons donc ¢tudier les intégrales de la forme

JI=eEm
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La surface, nous pouvons le supposer, n’a que des singularités ordi-
naires (unc ligne double avec points triples). On peut, de plus,
admettre que U'intégrale initiale ne devient pas, en général, infinic le
long de la ligne double (il suffirait, s’il en était autrement, de faire
unc transformation birationnelle convenable); il en résulte que P
s’annule le long de la courbe double. Enfin les axes de coordonnées
out une position arbitraire par rapport i la surface.

Supposans d’abord que le plan x = a ne passe pas par un point-
pince ou par un point triple de la courbe double, 11 'y a alors peu de
modifications & faire & la réduction du n® 7. Reprenons les notations
et les calculs de ce numéro; nous devons chercher a mettre I’(a, y, %)

sous la forme
7\.[;. -+ {J-f.r: -+ ‘/'/“

Le polynome P(a, y, 7) s'annule d’ailleurs pour les points doubles
de la courbe

Sf(a, y,0)=o.

Ici les trois polynomes f, f, f; s’annulent simultanément, mais on
peut supposer que f ct f, n'ont de tangentc commune cn aucun de
leurs points de rencontre. Il s’agit alors de savoir si I'on peut déter-
miner un polynome w cn y et {, de telle sorte que la différence

P—uf

soil de la forme A f, + vf. Les points communs &

f=0 ¢ fi=o0

sont dec deux sortes; les uns sont des points simples de f et n'appar-
ticnnent pas, par suite, & f; = 0. On peut choisir le polynome . de
telle sorte que la difféerence P — p f; s’annule en ces points. Les autres
sont points doubles de f; la différence précédente s’annule en ces
points; mais il faut de plus que, pour chacun de ces points, la courhe

P—pfr=0
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ait méme tangente que la courbe f) = o, et il est clair que 'on peut
. . A/ . .
choisir w de fagcon qu'il cn soit ainsi, puisque /), = o et f; = o nc sont
pas tangentes cn ces points.
Nous pouvons donc encore conclure que le cas de & quelconque se
rameéne a o =1.

13. On ne peut pas faire la méme réduction si le plan & = a passe
par un point-pince. Pour qu’clle soit possible, c'est-i-dire pour qu’on
puisse mettre I(a, y, {)sous la forme voulue, il faut et il suffit que la
tangente & la courbe

1"(‘%)’, C):: o,

au point-pince, soit la tangente au point de rehroussement dans la sec- -
tion plane x = a (').
Or, pour l'intégrale considérc¢e

/ P(r,y,3)dxdy dxa'y
(z —a) f'

la condition relative & la tangente pour la courbe P(a, y, $)=o0 n’cst
pas remplic en général. Nous allons montrer que I'on peut, par une
soustraction convenable, étre ramené & une intégrale de méme forme,
mais ot la condition voulue sera remplie. Commencons par quelques
remarques trés importantes pour la suite.

{!) On établit facilement que, si

Sz, y)=o0

représente une courbe ayant des points doubles et des points de rebroussement
ordinaires, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynome P(x, y)
soit susceptible de se mettre sous la forme

MA+wfi+vf: (A p,vétant des polynomes),

est que la courbe P = o passe par les points doubles de f, et aussi par les points
de vebroussement avec la tangente & f en ces derniers points comme tangente.
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14. J'envisage les expressions de la forme

(=) 5(7)+ 5(7)

U ¢l V étant des polynomesen z, y, 5.
Cherchons & quelle condition cette expression est de la forme

M(x.y,s)
i —_—
®) 2
M(z, y, 5) étant un polynome en x, y et 3. En développant I'expres-
sion ci-dessus, on a

U oV dU . 9V
BB BE B uin v gy
Tt T e L) e e

Il n’y aura pas de terme enf s1 Lf, -+ Vf. est divisible par f,

¢'est-d-dive si 'on a I'identité en &, y et z,
) Uf, +Vfe=Af,+ B/,
A el B étant deux polynomes. Nous allons voir (ue, dans ces condi-

tions, l'expression proposée a la forme demandée. [l suffit de montrer
b

(u'il ne reste pas alors de lerme cnfx ; or le cocfficient de 7—,— est
cgal &

K f= O fm Vs =V [+ AL

En différentiant par rapport 4 s l'identit¢ & laquelle satisfont U
et 'V, on voit de suite que ce coefficient est de la forme

Kf.+1/,

K et H étant des polynomes, ct I'on a
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Done, Uexpression (&) sera de la forme (B), si U et V salisfont
a Uidentité (Y)enx, y et 5.

13. Revenons maintenant au n® 43. Pour pouvoir ramener au cas
de « = 1, en suivant la méthode employée aux n® 7 ct 412, il faudrait
que dans I'expression

f P(x,v,s)dzdy
T(@—a¥fl

le polynome P (., y, s) qui s'annule le long de la courbe double fiit
tel que la courbe
P(a,y,z)=0

ciit, comme tangente au point-pince, la tangente au point de rebrous-
sement de la courbe f(a,y, 3)=o0. S'il n’en est pas ainsi, nous allons
montrer qu'on pecut faire une premiére transformation réalisant cette
condition. Formons la combinaison

-

qui peut s’écrire

S - e () + ()]

Prenons pour U un polynome tel que la surface U = o passe par la
courbe double ct par la courbe simple de rencontre de f= o et f; = o;
de méme prenons pour V un polynome satisfaisant aux mémes con-
ditions, en ajoutant en plus la condition que la surface

P(z,y,z)+(a—1)V =0,

soit tangente au point-pince 4 la tangente a f(a,y,s) = o dans le
plan & = a, et cette derniére condition peut évidemment &tre réalisée.
D’autre part la surface

Ufy+Vfi=o

Journ. de Math. (5* série), tome V. — Fasc. I, 18gg. 4
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a pour ligne double la courhe double de f et passe, comme U =
et V=o, par la ligne simple de rencontre de f=oct f,=o030n a

done
Uf,+Vfi=Af.+ K[
Enlin } l}l, restant en géncral finies sur la courbe double, F'expres-
ston ) i

5 () +5(7)

M(z,y,3)

s

sera de 1a forme

M étant un polynome s'annulant sur la courbe double. Done, par la
soustraction cflectuée, l'intégrale

— -.__._.... —

P(xr, ,.)dzdv
SIS

est remplacée par Vintégrale

Q(xx, ,.)dx dy
I Bt
ol « a la méme valeur mais ol le polynome Q satisfait & la condition
nécessaire pour notre réduction ultéricure, condition i laquelle ne
satisfaisait pas P,
Nous concluons de li que, si le plan x = a passe par un point-

pince, Uintégrale
]‘ P(z, v, s)dcdy
| =y

pewt, conune quand le plau ne passail pas par un poind-pince, étre
ramende au cas de 2 = 1.

Une démonstration analogue s"applique, avee peu de modifications,
au cas ol le plan & = a passe par un point triple de la conrbe double,
ct nous pouvons par consc¢quent conclure que toutes les intdgrales
de scconde espéce se raménent @ la forme

S st oy
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16. Allons encore plus loin, et établissons que I'on peut faire dispa-
raitre le facteur & — @ du dénominateur. Nous partons de I'intégrale
supposée de seconde espéce

f P(z,y,s)dzxdy
(z—a)/:

| P(, y, 5) s'annulant sur la courbe double].

Nous savons (n° 8) que dans le voisinage d'un point de la section
plane # = a, on obtiendra une intégrale restant finie dans le voisinage
de ce point en retranchant de l'intégrale précédente unc intégrale de

la forme
31

[ B(a, y, 5) ¢tant une fonction rationnelle de z, y et 3 ne devenant pas
identiquement infinie pour z = a]. Il résulte de la que l'on a

Herd = LBy D) [f(ay.t) =0l

La courbe f(a,y,{) = o ayant des points singuliers, nous ne pou-
vons pas conclure, comme au n° 8, que B(a,y,{) est un polynome
en y et {, mais il résulte des théorémes les plus simples sur les fonctions
algébriques d’unec variable, que ’on peut écrire

M(7,
B(a,y,!) = _LJ;:,Q

M(y,¢) ¢tant un polynome en y et § qui s’annule pour les points de
la courbe f(a,y,%)=o, qui correspondent & f; = o (si la courbe a
un point triple, la courbe M(y,{) = o, aura ce point comme point
double). Ceci posé, nous allons chercher & former un polynome
Q(w,y, 3) tel que la surface

Q(z,y,s)=0,
passe par les deux courbes de rencontre des surfaces

S=o, f;=°’
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(dont I'une est la courbe double que nous appellerons T, tandis que
l'autre C représentera le licu des points simples de la surface ot le
plan tangent cst parallile a 'axe des 3), et que l'on ait

Q(a,y,3)=M(y,3)+0(y,3) f(a,y,3),

4(y, s) étant un polynome arbitraire, ct oti, comme nous l'avons dit,
le polynome M(y, ) s'annule aux points doubles de la courbe

S(a,y,3)=0,

ct aux points simples de cette courbe ou la tangente cst parallélea O 5.
| Dans le cas ot le plan z = a passerait par un point commun aC et T,
la tangente a la courbe M(y, 5) = o en ce point scrait paralléle & I'axe
des ). La question revient & trouver une surface

Q(z,y,3) =0,

passant par C et T, et coupant d distance finie le plan z = a scule-
ment suivant la courbe M(y, 3) + 0(y, 3)f(a,y,3) = o.

La possibilité¢ de cette recherche résulte du théoréme général snivant
da 4 M. Castelnuovo sur lessystémes linéaires de surfaces : Un systéme
linéaire complet de surfaces défint par des lignes-bases et par des
points-bases découpe sur un plan arbitraire un systéme complet (ré-
gulier) de courbes, pourvu que le degré des surfaces dépasse une
certaine limite. Nous appliquerons ce théoréme au systéme lincaire
complet X des surfaces de degré A passant simplement par C ct T, ct
aux sections par le plan & = a. Le systéme linc¢aire X découpe sur le
plan z = a le systtme complet 5 des courbes de ce plan passant par les
points ot il rencontre C et I'(si # = & passe par un point P commun &
C et a T les courbes du systtme plan ont une tangente déterminée,
intersection du plan tangent & la surface en I avec le plan x = a),
pourvu que le degré A des surfaces soit assez grand. Parmi les courbes
du systéme o se trouve, si A est pris assez grand, la courbe composée
formée de la courbe

(a) M(y,s)+0(y,3)f(ay,3)=0
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et de la droite & linfini répétée un nombre convenable de fois. 1l y
aura donc, d’aprés le théoréme de M. Castelnuovo, une surface

Q(=,y, 3)=o,

coupant lc plan z = a suivant la courbe () et la droite & I'infini avec
un certain degré de multiplicité; le polynome Q remplira les condi-
tions requises.

On voit alors que l'intégrale & soustraire peut étre prise égale &

9 [Q(z,y,3)
SI5[Ee5R ] sy
D’ailleurs, I'expression

_0_ Q(w,}'.z)
dy[ S: ]
sera de la forme

ﬂﬁf;ﬁl (R étant un polynome)

puisque le polynome Q £, sera nécessairement de la forme A £+ K f
(n° 44), notre intégrale, par la soustraction dc I'intégrale ci-dessus,

est donc ramence i
ffl’(x._y, ;)dxdy‘
S

Nous arrivons donc finalement au théoréme déja obtenu pour les
surfaces sans singularités :

Etant donnée une surface
Sz y,5) =0
que Uon peut supposer a singularités ordinaires (une ligne double

avec des points triples), toutes les intégrales doubles de seconde
espéce relatives & celle surface, se rameénent par la soustraction
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d’une intégrale de la forme

[ )

(U et V rationnelles en z, y et 3) au type

f P(z,y,s)dzdy
J:
P(x,y,3) étant un polynome qui s'annule pour la courbe double.

V. — Théoréme fondamental sur le nombre limité
des intégrales de seconde espéce.

17. 1l s’agit maintenant de montrer que les intégrales de secondr
espéce

(]) f P(a:',y,..)dxdy

se raménent 4 un nombre limité d'entre elles. Nous ferons celte réduc-
tion en retranchant de I'intégrale précédente une intégrale

ff[dy( ) x(/)]d“’d}’a

ot U et V sont des polynomes.

18. Partons de I'intégrale (I), ot le polynome

P(x,y,s)

est de degré p, et désignons par P,(x, )y, 5) 'ensemble des termes
homogénes et de degré p dans P. Posons

U=yP,+H,
() V=2zP,+K,
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H et K étant des polynomes de degré p en z, y et 5. On peut choisir,
si p est assez grand, les polynomes H et K de degré p, de telle ma-
niére que Uon ait Uidentité

Uf,+ Vf,=Af,+Bf (A ct Bétant des polynomes),

identité qui peut s’écrire

P (yf,+afy+Nf,+Kf,=Af,+Bf.

Pour légitimer cette assertion, nous n’avons qu’i nous appuyer sur
la proposition de M. Castclnuovo dont nous avons déja fait usage
(n* 16). Considérons la surface @ représentée par I'équation

(®) Uf,+ Vf.,=o.
Elle passe par les deux courbes définies par les équations

f;=0, f",:o.

[.'une de ces courbes T est la ligne double de f; désignons I'autre
par C. Les axes ayant éLé pris arbitrairement, on peut supposer que C
ct T sont des lignes simples de rencontre de f, = o, f, = o. Ensuite @
coupe le plan de Finfini, suivant la ligne

) t=o0, P(yg,+z3,)=o0,

cn introduisant la quatriéme coordonnée homogénc ¢, et cn désignant
par g 'ensemble des termes homogénes de plus haut degré 7 dans f.
Réciproquement, toute surface de degré p passant par les courbes C-
ct T ct contenant la ligne planc (y) a le premier membre de son équa-

tion de la forme
Ufy+V/o

ot U ct V sont des polynomes de la forme ().
D’autre part, la surface ® cst aussi représentée par 'équation
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Elle passe donc par la courbe simple D de la surface f, définie par les
¢quations
f=o0, f.=o.

De plus, clle passe, comme nous le savions déja, par la ligne double,
mais nous voyons maintenant que @ est tangent & la surfacc

le long de la ligne double I'; réciproquement, toule surface passant
par D et par T, ct étant tangente 4 f,= o le long de T, a le premicr
membre de son équation de la forme

Af,+ Bf.

Considérons alors le systéme linéaire Z des surfaces de degré m + p
défini par les lignes bases simples C, D et T, avec la condition que le
long de T ces surfaces soient tangentes & f, = o. Si p est assez grand,
et parsuite 7.2 + p, ce systéme linéaire découpera sur le plande I'infini

tl=o0

le systeme lincaire complet de courbes de degré m + p, caractérisé par
les points-bases simples qui sont les intersections du plan de l'infini
avec les courbes C, D et T, avec la condition supplémentaire qu’aux
points d’intersection du plan de 'infini avec la courbe T, lacourbe soit
tangente a la surface f,= o. Or la courbe (y), considérée plus baut,
délinic par les équations

satisfait bien & ces diverses conditions, car la courbe
t=0, Y9, +xy,=0

qu'elle contient partiellement, passe par les points & 'infini de C, D
etT'. Les points & l'infini de I" satisfaisant aux équations
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la courbe y9,, + 29, = o dont 'équation peut s’¢crire
— 39, +my=0

est bien tangente 4 4, = o aux points doubles de 3.
Donc, si p est assez grand, nous pourrons certaincment trouver une
surface du systéme linéaire 2, donnée soit par I'équation

Uf,+Vfi=o,
soit par I'équation qui lui est identique

A/‘;-}— Bf‘: O,
ot U et Vont la forme (2).

19. Nous allons facilement achever la démonstration. Aprés avoir
déterminé U et V comme il vient d’étre dit, formons la différence .

P(e, 0y s) I Jd U> Jd VY],
7 —-,,_m+3[;);(z *63(.7;”’

nous allons voir qu’elle est de la forme

O(x,v,3)
—r

VE

ol Q est seulement de degré p— 1, tandis que P était de degré p.
On a l'identité en o, y, =

Ufi+ Vfi=Af,+ B/,

A cl B étant des polynomes respectivement de degré p +1 ct p.
D’aprés le caleul du n° 14, on a sur la surface f=o

al OV 0A

(0 Ly MY T T
o \7Z) T os\J) T 7

3

/:

Or, soient dans U, V, A, B les termes homogénes de plus haut degré

Journ. de Math. (5* séric), tome V. — Fasc, I, 18qgy. 5
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en x, y, 5 représentds respectivement par «, v, @, b; on aura d’abord

u=yP, v==ul,,
donc
P,(y3,+¢3.)=as.+ by,
d’ott I'on déduit
Py(— s34+ mz)=ay,+ b3,
d’ou se conclut

=—P 3+ A3
* 1 (M polyn. homog. en z, y, 5 de degré p + v —m).

On aura donc, comme on le vérific immédiatement,

du  dv da _ N> o
@—*—Zﬁ— D—;——-b__(p——-m—\‘—\%)l v+ 59

On pourra par suite, sur la surface f, écrire

U 9V )A : . :
St 5E— 9. — B=p—m 3P (), 3) + Quayy,3),
Q(i,y, 5) étant un polynome de degré p — 1 au plus. Nous concluons
donc de la qu’on peut passer de I'intégrale

j/ Pry,s)dedy
J. J:

ol P est un polynome de degré p, 4 unc intégrale de méme forme ot
I’ sera sculement de degré p — 1, pourvu que p dépasse une certaine
limite,

20. Nous pouvons enfin d¢duire de toutes les Lransformations pré-
cédentes le théoréme fondamental relatif au nombre limité des inté-
grales distinctes de seconde espice. Convenons de dire que des inté-
grales de seconde espéce sont distinctes, si aucunc combinaison
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lin¢aire de ces intégrales n’est de la forme

18+ )

U et V étant rationnelles en «, y, .
Le théoréme fondamental sur les intégrales doubles de seconde
espéce est alors le suivant :

1l 7’y a pour une surface algébrique gu’un nombre limité d’in-
tégrales doubles distinctes de seconde espéce.

Ou encore :

1l existe pour une surface algébrigue un certain nombre o d’in-
tégrales doubles distinctes dv seconde espéce

2 ey Ip’ *

telles que toute autre intégrale double de seconde espéce est de la
forme

ol + 2+ 42, P+/[(()z +%>/I.rdy,

les a dlant des constantes, ot U et NV des fonctions rationnelles
der,y,s.

21. La démonstration précédente s'applique & tous les cas. Pour
¢tabliv que toutes les intégrales

[ e deds

s¢ réduisent & un nombre fini d’entre clles, on pourrait se borner au
cas ol la surface est la plus générale de son degrs.

En prenant pour f(.x,y, 5) un polyrnome arbitraire de degré m,
on peut chercher facilement une limite du degré p. Reprenons Piden-
tit¢ fondamentale

Ufi+ V= Afl+ B
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en supposant que U et V sont de degré p + 1. On a alors

2 () 2 (L) = Q)
TAVE dz\f:) — f:

Q étant un polynome de degré p. Nous avons vu que dans Q(x, ), 5)
I'ensemble des termes homogénes de degré p sera égal & un polvnome
homogéne donné P, (i, y, 3), sil'on a
U=yl +H
v =Zl’: K l (II et K polynomes de degré p).
Formons alors 'identité
(@) P (rfo+2f) + U+ K= Af +Bf.

Dans Hf +K/,, o0 H et K sont des polynomes arbitraires de
degré p, lc nombre des arbitraires cst ¢gal &

SN2 (P+3)  (pmm+2)(p—m+3)(p—m+])
- 6 6 )

D’autre part, pour avoir unc identit¢ de la forme (@), il faut etil
suffit que la surface obtenue en ¢galant & zéro le premicr membre de

cette identité, que nous appellerons la surface ®, passe par la courhe
gauche

) S =0 Sfe=o.

Or, on sail que le nombre des conditions exprimant qu’une surface
de degré p passe par une courbe gauche sans point singulier de degré o
et de genre w est égal a

wd —w+1,

si i est assez grand ; dans le cas ol la courbe cst I'intersection compléte
de deux surfaces de degrés « et 8, on doit avoir

p2e+f—3.
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Dans la question actuelle

m(m—1)(am—2>5)
=) —+m, T = ( )2( + 1.

De plus, la surface @ a, quels que soient les arbitraires qui y figurent,
un nombre de points communs avec la courbe (y) égal & m(m — 1), ct
qui sont les m(m — 1) points a I'infini de (y); le nombre des condi-
lions est donc & diminuer de m(m —1). Le nombre des paramétres
sera au moins égal au nombre des conditions qui expriment que la
surface @ passe par la courbe (y), sil'ona

(n+D)p+2)p+3) (p—m+2)(p—m~+3)(p—m~+4)
3 6

>(p+m—1)ym(m—1i)—

m(m —a)(am—135)
2

Si py désigne le plus grand nombre entier positif pour lequel cette.
Inégalité n'est pas vérifiée, on pourra ramener toute intégrale

[ e

i une intégrale de méme forme, ou le degré de I” scra au plus p,. On

ne peul lrouver pour p, une expression simple, mais on vérifie facile-
ment ue

poS2m —4,
et l'on est par suite assuré de poucoir réduire @ 2m — 4 le degré du
polynrome cui figure au numérateur de Pintégrale double.
VI. — Recherche des conditions pour qu’une intégrale double

soit de seconde espéce.

[} 1 . ’
22. Nous venons de montrer que toutes les intégrales de seconde
1 M \
espece se raménent par une soustraction convenable a la forme

J [
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(le polynome P s’annulant sur la courbe double), ot le degré p du
polynome I cst limité. Mais toutes les intégrales doubles de cette
forme ne sont pas de seconde espéce. 11 faut maintenant exprimer que
cette intégrale est de seconde espice.

Nous n’avons rien & exprimer pour ce «qui regarde les points & dis-
tance finie de la surface

Sfle,y,3)=o0.

Nous avons sculement & examiner les points & 'infini, en supposant
d’aillcurs, comme il est permis, qu’avant toute réduction on ait fait
une transformation homographique.

Posons

Il
e
~<

i
ZJ -

fl
7N

et soit alors F(N,Y,Z)=o0 l'équation de la surface transformée.
I'intégrale prendra la forme

f -\p—:m-;) al \l:w\ : /‘)/I‘ (lY,
h 7

(N, Y,Z) désignant un polynome ui s’annule pour la courbe
double de F. Si p est au plus égal & m — 4, U'intégrale est de premidre
espéce. Soit donc

p>m— 4.

’ar la soustraction d’unc intégrale convenable de la forme (w7
et 12)
AX, Y, 7) J [BN.Y, Z) f o
ff'()\[ \N = J+ Y | TNp-on=n (N dY,

on obtient une intégrale

ffl K\, Y, /)(I\(l\

K(\,Y,Z) ¢tant un polynome s’annulant pour la courbe double.
D'apres le n° 16, pour que cette intégrale ait sur la ligne \ =o le
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caractére d’unc intégrale de scconde espéce, il faut ct il suffit que
Pexpression

K0,V.%)  1vire v g
oy (oY, Z)=ol,

soit la dérivée d’une fonction rationnelle de Y et Z. On pourra recon-
naltre s'il en est effectivement ainsi, ce qui entrainera en général

2% +m — 1

conditions, en désignant par = le genre d'une section plane quelconque
de la surface et par suite de la courbe F(o, Y, Z) = 0. Les conditions
reviennent en cffet & éerire que I'intégrale abéliennc

K(o, Y, Z) dY N g
TT/-Z(_),—‘YTZT l l ((),\ 5 /4) = 0|,

est algébrique; les 27 périodes cycliques doivent étre donc nulles, eL_
les m résidus relatifs aux points i 'infini, qui donnent seulement s — 1
conditions. On sait dailleurs (ue toutes ces conditions s’expriment
sous forme algébrigne.

23. Toutes ces conditions étant remplics, nous sommes assuré que
pour les points a I'infini de la surface

Sy, =0
qui correspondent i

X =o, Y = une valeur finic,

les conditions pour que I'intégrale proposée soit de scconde espéce se
trouvent vérifices. SiI'on avait posé
x = \[ [}
= T = ! S=
vy Y,

on aurait cu 'intégrale

I H(X,,Y,, 7 . , < ;o
ffy,—— """“IE‘TZ'“"")"'\““' IFANL Y 7)== 0.
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Pour les points de la courbe Y, = o, elle devrait en général avoir le
caractére d’une intégrale de seconde espéce, puisque cette courbe cor-
respond & X = o. Donc pour tous les points & I'infini de la surface I,
qui correspondent & Y, =o0 et 4 une valeur finie de X, se trouvent
vérifiées les conditions pour que l'intégrale soit de seconde espéce.
Mais on a

X
X,='\'., Y'::Ys

donc aux points de F exclus plus haut pour lesquels

X=o, Y ==,
correspondent sur I,
X,=o, Y,=o

et par suite pour les points a I'infini de la surface f pour lesquels
X=o, Y==x=

les conditions relatives & la nature de I'intégrale double sont bien
verifices.
Il reste enfin & examiner les points 4 l'infini de la surface / pour
lesquels
.« = une valeur finic, y =%}

comme ils correspondent nécessairement sur IY; i des points pour

lesquels
Y| = 0, X| = 0,

la conclusion est immédiate, ct les conditions voulues sont vérifiées.
Ainsi donc nous savons exprimer que Uintégrale double

f‘fl’( r, )' dz‘ dy

(le polynome P s'annulant sur la courbe double) est une intégrale
double de seconde espéce.
Ceci revient 4 exprimer qu'une certaine intégrale abélicnne est algé-
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brique; Le nombre des conditions est cn général égal a
2m4+m—1,

= désignant le genre d'une section plane quelconque de la sur-
face.

VII. — Caractére invariant de 'intégrale de seconde espéce.

24%. Nous avons maintenant & montrer qu'une intégrale double de
scconde espéce reste une intégrale de seconde espéce quand on effectue
sur la surface une transformation birationnelle. Nous avons déja vu
(n° 2) «que la forme des expressions

(1) ff<3l7+%)dl,dy

est invariante relativement & toute transformation birationnelle, mais
cela ne suffit pas pour établir 'invariance des intégrales de seconde
espéee. La difficulté provient des points fondamentaux que peuvent
posséder les transformations birationnelles. Soit, sur la surface

S(r,y,3) =0,

un point A, que Uon peut évidemment supposer simple, qui soit un
point fondamental de la transformation, c'est-a-dire (u'an point A
de f correspond sur la surface transformée

F(X,Y,Z)=0o

une certaine ligne. Envisageons une intégrale 1 de sceconde espéce de
la surface I ct recherchons si sa transformée ¢ relative 4 la surface f
posséde au point A le caractére d'une intégrale double de scconde
espéce. Lintégrale ¢ pourra devenir infinic le long de certaines lignes

F‘, rg, ooy Pk

passant par le point A; il résulte de ce que ¢ cst la transformée d'une
Journ. de Math. (5 séric), tome V. — Fasc, 1, 1809, 6
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inégrale de seconde espéce de la surface ¥ que I'on peut retrancher de
Pintégrale i unc intégrale double de la forme

(h=1,2,...,k) ff(db;, ()\,,) dedy ] (U,,ct\',,'l‘alim-lf

{ nellesenw, y ot 3)

telle que la différence de ces deux intégrales reste finie dans le voisi-
nage de A sur la courbe T, (en dehors de A). Nousallons voir que cela
suffit pour affirmer que I'intégrale ¢ présente en A le caractéve d’une
intégrale de seconde espice.

Les axes de coordonnées ¢tant supposés arbitrairement situés par
apport & la surface, nous éerirons i sous la forme

’ A(J")" 3)
(I) ff[“n(.z,)»)]a. l“,{(.l’ y)]m/’d‘ﬂd)s

les polynomes R de .r ct y étant irréductibles et premiers entre cux,
et s"annulant en A, tandis que A (i, ¥, 3) est une fraction rationnelle
de .2, v, 5 qui reste finic en ce point. On peut, par hypothése. re-
trancher de 7 une intégrale

38 5o

telle que la différence des deux intégrales reste finie dans le voisinage
de A sur la ligne I'y (en dchors de A)j nous supposons que pour T',
on ait R,(«, y)=o. En décomposant, comme nous 'avons fait tant
defois, U, et V, en ¢léments simples, nous ferons ainsi disparaitre R,
du dénominateur, mais en introduisant & la place une certaine puis-
sance de  — a (on désigne par a 'abscisse de A). En continuant ainsi
de proche en proche, nous retranchons de £ une intégrale de la forme

S (G + )ty

de telle sorte que la différence soit de la forme

0 EEZvm
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la fraction rationnelle B étant finie en A. Cette derniére intégrale j esl
évidemment telle que 'on peat en retrancher une intégrale de la
forme tant de fois cansidérée, de facon que la diflérence reste finie
dans le voisinage de A (en dehors de A) sur la ligne « = a.

En faisant les réductions les plus élémentaires, nous sommes ra-
mené au cas de a =1 et nous avons, par suite, en ayant fait seule-
ment des soustractions du type voulu, 'intégrale

C(x, y, 3) élant finie et déterminée en A. Nous pouvons d'ailleurs
supposer uc la courhe pour laquelle on a

1

m == O,
ne rencontre pas le plan & == @ en un point dont la coordonnée y soil
égale & b (en désignant par b la scconde coordonnée de A); dans le
cas conlraire, en cffet, il suffirait de faire tourner les axes Oy et Os
dans le plan des 5y sans changer I'axe O.x.

Ceci pos¢, d'aprés nos hypothéses, on peut retrancher de I'inté-
grale (2) une intégrale de la forme

/fdi [———“(J}"r' ;)‘| dedy
. y r—a .

|0t R(x, y, 5) est unc fonction rationnelle], et telle que la différence
des deux intégrales reste finie dans le voisinage de A (en dehorsde A )
sur la ligne « = a. Ceci entraine I'identité

I

G J .
Hlao = % R(a,y,%)  [surla courbe f(a, y,{)= o.
D’aprés ce que nous avons dit, la fonction rationnelle C(a, y, %)

veste finic pour les points de la courbe f (@, y, €)=o0, qui corres-
pondent & y = b. Donc, on peut mettre 'expression

R(a’y7 K)1
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sous la forme
M(y,%) ,
R(y)

M ¢étant un polynome en y et §, et R(y) ne s'annulant pas pour y = b.
Parsuite, si'on retranche de U'intégrale (2) I'intégrale

ffdy[ rl-w—(e%’lvi:y)]d“vdy’

on aura une différence qui sera de la forme
ffS(w,y, z)dedy,

la fraction rationnelle S étant finic et déterminée au point A. Ceci
montre que Pintégrale (2) et, par suile, Uintégrale initiale i pré-
sentent en A ce que nous avons appelé le caractére d’une intégrale
double de seconde espéce.

Ainsi s¢ trouve ¢tabli le caractére incariant de Uintégrale double
de seconde espécey le nombre désigné par ¢ au n® 20 est done wn
nombre invariant pour toute transformation birationnelle.

VIII. — Quelques exemples.

25. Nous avons dit au déhut, que nous nous proposions seulement
dans ce premier Mémoire de poser les bases de la théorie des inté-
grales doubles de seconde espéce, qui sera développée dans un second
Travail. Indiquons donc sculement deux exemples, pour ne pas rester
uniquement dans les généralités,

Considérons d’ abmd les intégrales de fonctions rationnelles

(1) ffS(w, y)dedy,

S ¢tant une fonction rationnelle de deux variables indépendantes «
et y. Il résulte immédiatement du théoréme général du n® 1, que de
telles intégrales, quand elles sont de seconde espéee, peuvent par la
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soustraction d’unc expression

2 S (G ) ey

étre ramenées a la forme

1) ffP(.z‘,y)d.uly,

I’ étant un polynome. En effet, on peut regarder (1) comme une inté-
grale relative a la surface

s=ar+by+ec.

1)’autre part, il est manifeste que U'intégrale (3) peut s’¢erire

ff%:z_d.c dy,

. 7
b L) ¢ ¥ P = —_—.
(Q élant un polynomc en . ¢t y, car on peut toujours posct P= I

Done, toutes les intégrales doubles de seconde espéce de fone-
tions rationnelles de x et y sont dela forme (2). Le nombre dé-
signd plus haut par ¢ est ici ¢gal & zéro.

Il ne sera pas inutile de reprendre dircetement la démonstration du
résultat précédent, sans s’appuyer sur aucun théoréme général. Soit

o Pty y)
h('l".y) - |."1(J—'p)')]:‘T:—-[Rm('l'? .y)]z""

les R ¢tant des polynomes irréductibles en x et y, que nous pouvons
supposcer contenir & la fois @ et y, ct premiers entre cux. Puisque
Pintégrale (1) est de seconde espéce par hypothése, on doit pouvoir
retrancher de (1) une intégrale de la forme (2), telle que la différence
veste linic dans le voisinage d’un point appartenant & la courhe

Ri(a,y)=o0.
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Ni nous décomposons U et V cn ¢léments simples par rapport &y,
relativement 4 chacun des polynomes R, nous avons

Az, y) B, (x,»
L= 2'[F‘l(év, NE’ V= 2[R (z, )')]‘

A, et B, élant des polynomes en y i cocfficients rationnels en . La
différence

. P] (2 y) B(r,y)
S(x,y) - 01%[3 (2, y)J ‘ ovz[n'm I ‘

ne doit pas étre identiquement infinie dans le voisinage d'un point
arbitraire satisfaisant & la relation

R, (z, y)=o.

Par cette soustraction, nous faisons donc disparaitre R, du déno-
minateur, cn introduisant cependant i la place un polynome en « seul.
Fn opérant maintenant relativement a R,, ct ainsi de suite, nous
voyons que, par la soustraction d’unc intégrale (2), nous ramenons
I'intégrale de scconde espéce (1) a l'intégrale

[ f 'Li_:‘_:t_;) dedy,

1> étant un polynome en « ct y, et V() un polynome cn i,
Celle derniére intégrale est la somme d’intégrales

/ f R(z)y™ dedy,

Jott R(x) est une fraction rationnelle de i, et m un entier positif] que
I'on peut éerive

d m+1
T)I%-Tffj}[[{(x))’ Jdedy;

clle est done de la forme (2), et nous retrouvons bien le résultat
annoncé,

26. Prenons encore, comme exemple, les surfaces qui correspondent



A
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4 . 9 ) . "
birationnellement & Pensemble de deux courbes g et ¢, c’est~a-dire les
surfaces pour lesquelles on a
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x =R, (aa £y o'y F“'),
y =Ry (e, 8,0, 8), [ ?(a,{s)r_n]
,

3 =R,(2,8,2,8), Y(o,8)=0
les R étant rationnelles en «, 3, @’ et 3/, et ccla de telle manitre (u'a
un point arbitraire (x, y, s) de la surface corresponde un scul couple
(a,3) et (2, 3"); nous désignerons par f(z, y, 3) = o I'équation de
la surface.

Soit

(1) [ R, Byda
unc intégrale abélienne de seconde espéce, non rationnelle, de la courhe

9(2,8)=o0,

(quc nous supposons de genre supéricur & zéro, ct soit parcillement
) S8 pyax

unc intégrale de sceonde espéce, non rationnelle, relative @ la courbe
de genre supéricur & zéro,

¥ (o, 'fj’)z 0.
J'envisage I'intégrale double
[[ R, B)S(x, B')dn e,

qui est manifestement de la forme

(6) [ [T, y,5)du dy,
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T ¢étant rationnelle en @, y ct z. Nous allons voir que cette intégrale
est une intégrale de seconde espice de la surface /. Les lignes, le long
desquelles l'intégrale (6) devient infinic, correspondent aux poles de
P'intégrale (4) ct aux poles de lintégrale (5). Si A est un pole de (4)
sur la courbe ¢ (on peut le supposer & dislance finic), on a, dans le
voisinage de cc point,

R(“ap)" “*‘r(“’ B,

¢ et U ¢tant rationnelles en a et 3, et p restant finic en A. L'intégrale

peut donc s’¢erire
(% +9)s(a 3) da da,
c¢'est-d-dire

fft%[u(“a B)S(«, 8] dada’-}-‘/.fdeacdz’;

le premier terme seul devient infini pour un point de la surface f pris
arbitrairement sur la ligne T qui correspond au point A de la courbe 3.
Or, cc premicr terme, d’apres les généralités du n® 2, cst nécessaire-

ment de la forme
j‘f dU, 0V,)dvdy

U, et V, ctant rationnelles en 2, y et 5. Donc, cn un point arbitraire
de la ligne T, I'intégrale (6) présente le caraclére d'une intégrale de
seconde espece. Pour les poles de ¢ on raisonnerait de la méme ma-
ni¢re, ct aussi pour les points correspondant & la fois aux péles de ¢
ct aux poles de ¢, et nous arrivons bien & la conclusion que I’intd-
grale (6) est une intégrale double de seconde espéce.

Une question intéressante se¢ pose immédiatement. Peut-on affirmer
(que l'intégrale (6) n’est pas réductible & une intégrale

ff(%—;- ‘%) dz dy?

Il en est bien ainsi, comme nous allons I’établir. Il faudrait mon-
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trer qque I'on ne peut pas troaver des fonctions
U(a, 8,2, tf) et Vg B’ o« ﬁ')
vationnelles ¢n a, B et &, B, telles que Pon ait (')

Y U ov
R(a, B)S(e, §)= 02 + 5

Nous ne suivrons pas cette voic algébrique qui exigerait des calculs
assez longs, et mous emploierons un détour. Dans 'hypothése de
I'identité précédente on aurait

(7) ffl{(a, B)S(a, ) dady —_-ff(%g + g-},) de do’.

Or, tracons dans le plan de la variable complexe « un cycle C relatif
a la fonction algébrique B de « définie par

¢(a,B)=0

et soit de méme, dans le plan o', un cycle C’ relatif & §. On peut sup-
poscr que les intégrales

[Rapde=0, [S(p)di=o

ne sont pas nulles ¢t nous aurons, en prenant l'intégrale qui figure au
premicr membre de (7), le long du continuum & deux dimensions
corrcspondant & I'ensemble de C et €', la valeur

ww’  (différente de zéro ).

Passons au second membre de (7); il est possible que U et V devien-
nent infinics en certains points de notre continuum (CC’), mais ceci

: U <1y . .

(') En prenant 5.’ °" considere, bien entendu, B comme fonction de «, et de
. Jav C1e . ,
méme dans le calcul de 37 °" considére 3' comme fonction de «'.

Journ. de Math. (5* série), tome V. — Fasc. I, 18qg. 7
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w'arrivera (u'en des poinls en nombre limité, couples de points que
j'appelle les points (AA”) (A étant sur C et A’ sur C'). Prenons

f %g(laz da'.
En intégrant d’abord par rapport & «, en laissant fixe le point (o', 3')
supposé distinct d'un point A’, nous avons un résultat nul. Donc tous
les ¢léments de l'intégrale sont nuls, sauf les éléments infiniment
petits & une dimension correspondant au contour C et au voisinage
d’un point A’. La méme remarque s’applique & la seconde intégrale

f/ %}l,dz da,

en intervertissanl sculement les accents. Nous voyons done que l'in-
tégrale

// R(a, 8)S(a', 8 dada

serait nulle, en laissant de coté un nombre fini d’éléments infiniment
petits dans une dimension. Comme pour ces ¢léments, la derniére
intégrale reste finic, ils n'ont pas d'importance pour la valeur de I'in-
tégrale, ctI'on aurait

/'fli(a,,fs)su, 3 ) dady = o,
L M P

ce qui est absurde, puisque sa valeur esl ww’ qui n'est pas nul. Nous
donnons donc ainsi un exemple d'intégrale double de seconde espice

j‘[T(.v,y, s)dedy
qui ne se réduit pas & une intégrale

(U et V ¢tant rationnelles en z, y et 5), el qui, en méme Lemps, n’est
pas une intégrale double de premiére espéce de la surface.
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IX. — Seconde définition des intégrales de seconde espéce.

27. On peut donner des intégrales de seconde espéce une définition
(qui fait intervenir la considération des résidus de lintégrale double.
Nous nous hornons d'aillenrs & une surface ne présentant que des sin-
gularités ordinaires. Soit

(1) [ [ RGny,5)dedy
une intégrale double attachée i la surface
Sz, y, i.')= o.

On peut toujours supposer que P'intégrale deviennc infinic seulement
le long de certaines courbes simples de la surface et pour les points &
Pinfini. Pour chacune de ces lignes et pour la ligne & l'infini, 'inté-
grale aura un certain nombre de résidus qui sont des périodes d'inté-
grales ahéliennes. Jen rappelle la définition, telle qu'elle résulte des
recherches de M. Poincaré sur les résidus des intégrales doubles. Si
(:estune ligne le long de laquelle R devienne infinic et représentée
par

3 =8(z,)), 9(,y)=o0,

prenons, y ¢tant regardé comme un paramétre, le résidu de la fone-
tion de z,

R(x,y,s).
Ce scra une quantité de la forme
7., 5), [# ()= o],

7. ¢tant rationnelle en « et y. Les périodes (polaires ou cycliques) de
I'intégrale abélienne

i [ 1) dy

relative & la courbe 3 sont les résidus de D'intégrale (1) relatifs a la
courbe C.
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28. Supposons que l'intégrale (1) soit de seconde espéce; je dis
qu'alors tous les résidus relatifs & C sont nuls. Réciproquement, si
tous les résidus relatifs & C sont nuls, I'intégrale (1) présente, en un
point arbitraire de C, le caractére d'unc intégrale de seconde espéce.

La démonstration de ces deux propositions va se faire a la fois.
Nous ne diminuons pas la généralit¢ cn supposant que la courbe C est
unc scction plane ou une portion d’unc section plane de la surface.
Nous avons alors, en supposant que le plan de la section soit x = o,
intégrale double

la fraction rationnclle S ne devenant pas identiquement infinie
pour z = o. En employant les réductions dont nous avons fait si sou-
vent usage, on peut supposer que & =1, ct I'on a alors l'intégrale

(2) ffg—(—‘%x’-—:-—)tlzd.y

Soit C la courbe (ou une des courbes) suivant laquelle le plan z = o
coupe la surface. Les résidus relatifs & la courbe C seront tous nuls,
si toutes les périodes de I'intégrale abclienne

f8C0,x, 0y dy

relative a la courbe C sont nulles. Mais on a alors pour l'intégrale pré-
cédente unc fraction rationnelle

Ky, 0
et, par suite, en retranchant de (2) Pintégrale
d k(y,s

la différence des intégrales (2) ct (3) reste finie en un point arbi-
traire de la courbe C, et, en tout point de la courbe C, elle reste finie
sur cette courbe dans le voisinage de ce point (le point pouvant étre
exclu).
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Réciproquement, si intégrale est unc intégrale de seconde espéce,
on pourra retrancher de (2) une intégrale de la forme

ff J “”::"')duly,

telle que la différence reste finie dans le voisinage de C; on a donc
. ) ,
S(0,y,8)=: (;j [T(o,y,0)]

pour la courbe C, ct tous les résidus relatifs 4 C sonl nuls.

De 14 nous concluons que, si pour toutes les courbes C ct pour la
courbe a l'infini de la surface, tous les résidus sont nuls, P'intégrale
est telle que, dans le voisinage de tout point d’unc de ces lignes, on
peut retrancher unc intégrale de la forme voulue, de telle sorte que
la différence des deux intégrales reste finic sur la ligne dans le voisi-
nage du point. D’aprés les résultats de la Section VI, ccla suffit & ¢ta--
blir que P'intégrale est de seconde espéce. La réciproque est d’ailleurs
¢vidente d’apris cc que nous avons vu plus haut.

Ainsi donc nous sommes conduit & unc scconde définition des inté-
grales de seconde espice par la considdération des résidus de ’inté-
grale double.

29. Terminons par une application des considérations (ui précédent
aux intégrales de fonctions rationnelles, en recherchant & quelles
conditions l'intégrale

() [ [ G dedy,

%

o I’ et Q sont des polynomes (dont le second est supposé irréduc-
tible), est une intégrale de seconde espéce. D’aprés ce qui précede, il
est nécessaire que I'intégrale abélicnne

» l’(.l','l') -
(3) J g

relative a la courbe Q(ir, y) = 0, se réduise & une fraction rationnelle
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de «x et y; c’est la condition pour que les résidus correspondant 4 la
courhe Q = o soient tous nuls. La condition est suffisante; on va voir,
en effet, que, si clle est remplie, on peut retrancher de (4) une
intégrale convenable, ct la différence mettra en évidence la nature de
intégrale.

On peut, par hypothése, mettre l'intégrale abélienne (5) sous la
forme

l (”1) N'(E'ﬂ) ; _
Q;',(-n")dr R(E) l(\)("’n)—"”L

M(%, 1) et R(%) étant des polynomes. Formons l'intégrale
. 0Q J M(z,y) 20 4 M(.z, y)
(6) f.[[dv dr (Q(w,y)l*(w))_ dz dy (Q(r y) Rz ))
elle est, comme nous savons, de la forme
aVv
ff( 09') X dy.

On voit immédiatement que la différence des intégrales (4) et (6) est
de la forme
S(.r, 1)
f V(s (lxdy,

S et V étant des polynomes : l'intégrale (4) est donc bien de seconde
espéce, puisqu'il en est ainsi de I'intégrale que nous venons de trouver
en dernier licu.

dedy:




