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DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Sur les intégrales doubles de seconde espèce 
dans la théorie des surfaces algébriques 

(Premier Mémoire); 

PAR M. EMILE PICARD. 

On sait combien, dans la théorie des courbes algébriques, la dis-
tinction des intégrales abéliennes en trois espèces joue un rôle 
important. Dans un grand nombre de questions, les intégrales de 
première et de seconde espèce sont particulièrement intéressantes à 
considérer. 11 est naturel de chercher à faire pour les intégrales 
doubles attachées à une surface algébrique, c'est-à-dire pour les inté-
grales doubles 

f j R(x,y,s)dxdy [/(*',/,-) = <>| 

(où 11 est rationnelle en χ, y et s), une classification plus ou moins 
analogue. On a considéré, depuis longtemps, les intégrales doubles 
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de première espèce attachées à une surface, et ces intégrales jouent 
un rôle très important quand on présente sous une forme analytique 
les célèbres travaux de M. Nœthcr sur les surfaces. On n'a jamais 
cherché jusqu'ici à établir une classification plus complète. Je nie 
propose, dans ce premier Mémoire, de poser les bases d'une théorie 
des intégrales doubles de seconde espèce dans la théorie des surfaces 
algébriques, et de montrer comment la notion d'intégrale de seconde 
espèce conduit à un nombre invariant, qui paraît distinct de ceux qui 
ont été considérés jusqu'ici. Dans un second Travail, j'approfondirai 
quelques-uns des problèmes qui se posent d'eux-mêmes, les proposi-
tions fondamentales une fois établies; nous montrerons alors la con-
nexion intime qui existe entre la théorie des intégrales doubles de 
seconde espèce et l'étude des cycles linéaires sur une surface, étude 
dont je me suis occupé dans mes recherches antérieures et en particu-
lier dans ma Théorie des fondions algébriques de deux· variables. 
Les points essentiels du Mémoire actuel ont été indiqués succincte-
ment dans les Comptes rendus (G décembre 1897, 24 janvier 1898 et 
24 octobre 1898). 

I. — Des intégrales doubles de seeonde espèce. 

1. Considérons une surface algébrique 

f(jc,y,z) = ο 

et soit une intégrale double relative à cette surface 

(<) /'/
 R

<
 x,y, ζ ) dx' dy, 

R étant rationnelle en x, y et z. Nous allons tout d'abord définir ce 
que nous entendons par intégrale double de seconde espèce (1 ). 

Prenons sur la surface un point arbitraire Λ, que l'on peut toujours, 
par une transformation préalable, supposer à distance finie. Si le 

(') Nous donnerons dans la Section IX une autre définition des intégrales de 

seconde espèce, provenant de la considération des résidus de l'intégrale double. 
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point A est un point simple, nous dirons que l'intégrale (i) présente 
le caractère d'une intégrale de seconde espèce, si l'on peut trouver 
deux fonctions rationnelles U et V de x, y, z, telles que, après avoir 
formé l'intégrale double 

<2> ff{f, + dl)dxdy^ 

la différence des intégrales (i) et (a) reste finie au voisinage de A (on 
considère, bien entendu, s comme fonction de a? et y quand on prend 
les dérivées partielles de U et V par rapport à χ et y). Si le point A 
est un point multiple de /, on sait que l'on peut partager le voisinage 
de A en un certain nombre de régions, telles que chacune d'elles cor-
responde birationnellement â une région R située sur une surface F, 
et ne comprenant que des points simples de F ; l'intégrale (^présen-
tera en A le caractère d'une intégrale de seconde espèce, si ses trans-
formées, par chacune des substitutions birationnelles à employer, pré-
sentent, en tous les points de la région correspondante R de la surface 
correspondante F, le caractère d'une intégrale de seconde espèce. Si, 
en tout point A de la surface f (à distance finie ou à l'infini), l'inté-
grale (i) présente le caractère d'une intégrale de seconde espèce, cette 
intégrale sera dite une intégrale double de seconde espèce. Il est 
clair que les fonctions rationnelles U et V à employer pourront varier 
avec le point A. 

2. Il importe tout d'abord de s'assurer que la forme des expres-
sions (2) est de nature invariante relativement aux transformations 
birationnelles. On s'en assure de la manière suivante. Envisageons 
d'abord l'intégrale 

(S) ffWr%dX(ly' 

où représente le déterminant fonctionnel des deux fonctions Ρ 
et Q de χ et y ; si l'on remplace les variables χ et y par de nouvelles 
variables x' et y, l'intégrale devient évidemment 

ff Suffix dy 
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et garde par suite la même forme. Or, l'intégrale (3) rentre manifeste-
ment dans le type (2), puisqu'on peut l'écrire 

//§^7)dx dy +//p(fy!rU dy ; 

( .eci posé, on peut donner à (2) la forme suivante 

//§^7)dx dy +//p(fy!rU dy ; 

eu faisant un changement de variables, on aura 

//tW> dx'dy +ffw^7Y)d·"dy' 

et, d'après ce que nous venons de dire, chaque terme de cette somme 
et, par suite, la somme se mettent sous la forme 

ff{jF + w)d*'dy'· 

L'intégrale (2) a donc conservé la même forme quand on a remplacé 
les variables χ et y par les variables x' et y'\ c'est Xinvariance que 
nous voulions établir. 

5. Remarquons, avant de continuer, qu'une definition analogue à 
celle que nous venons de donner pour les intégrales doubles de seconde 
espèce peut être adoptée pour les intégrales simples de seconde espèce 
dans la théorie des courbes algébriques. Si l'on a la courbe 

/(«»>■)= o. 

les intégrales abéliennes de seconde espèce 

f R(x,y)dx, 

relatives à cette courbe sont telles que, pour lout point A de la courbe, 
on peut trouver une fonction rationnelle TJ(.c,y), telle que la dillé-



SLR LES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. il 
ronce 

//(£ + %)dxdy 

reste finie dans le voisinage de A. 

4. On sait que, pour une courbe algébrique, il n'existe qu'un 
nombre limité d'intégrales abéliennes de seconde espèce, c'est-à-dire 
qu'il existe un nombre limilë d'intégrales abéliennes J de seconde 
espèce, dont aucune combinaison linéaire n'est de la forme 

<■> /£* 

(U éLant rationnelle en χ et y), et telles que toute autre intégrale de 
seconde espèce est une combinaison linéaire des intégrales J, à un 
terme additif près de la forme (a). 

Nous devons nous demander s'il en est de même dans la théorie des 
surfaces algébriques. Nous allons montrer, pour répondre à cette 
queslion, qu'/V existe un nombre limité ρ d'intégrales i de seconde 
espèce, dont aucune combinaison linéaire n'est de la forme 

(?> //(£ + %)dxdy 

(I? et Q étant rationnelles en χ, y et z), et telles que toute aulr*' 
intégrale de seconde espèce est une combinaison linéaire des inté-
grales J, à un terme additif près de la forme (β). La démonstration 
de ce résultat sera la conséquence d'une longue suite de transfor-
mations de calculs qui vont faire l'objet des Sections suivantes. Nous 
aurons ensuite à montrer qu'une intégrale double de seconde espèce 
relative à une surface f se change, quand on transforme birationncl-
lcmcnt f en une surface F, en une intégrale de seconde espèce de la 
surface F. Ce fait ne résulte pas immédiatement du calcul du §2 et 
demandera quelques explications. 

Journ. de Math. (5* série), tome V. — Fasc. I, 1899. 2 
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II. — Remarques générales. 

5. Commençons par étudier les intégrales de seconde espèce ayant 
la forme particulière 

( ί ) j'j 1 (α > ο et Ρ étant un polynorne), 

en supposant, comme il est permis, que la surface de degré m 

F5X?Y-) = <> 

occupe une position arbitraire par rapport aux axes de coordonnées. 
Envisageons l'intégrale simple 

/ - \ Γ Ρ(.r,y,z)tL· 
( ' J (*-<·)'/; 

relative à la courbe entre χ et ζ 

f(x,y,z)-o, . 

»ùy est un paramètre. On sait que, par la soustraction d'une expres-
sion de la forme 

/s(tSm-
1
'· 

011 peut ramener l'intégrale ( *>) à une intégrale analogue, où α est 
remplacé par α—ι. Toutefois les coefficients du polynorne Q(x, z) 
en χ el ζ étant des fractions rationnelles de/, il figurera dans la nou-
velle intégrale, au dénominateur, un polynorne en/. 11 importe d'exa-
miner de quelle manière / figure dans ce dénominateur. Soient j,, 
j?

a
, ..., z„, les m racines de l'équation 

/(«»/»-) = «; 
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le polynôme Q(#> s) est seulement assujetti a verifier les équations 

(* - I)f
g
(a,y, -/) 5/)H- v(a,y, z,) = ο (/ = 1,2,..., m). 

Il suffira de prendre pour Q(.c, z) un polynome en ζ de degré m — i, 
et il est clair que ses coefficients contiendront, en dénominateur, le 
résultant des deux équations 

f(a,y,z)= o, /X , V, -) = o. 

Notre dénominateur admettra donc pour racines simples les valeurs 
dey correspondant aux points de la courbe 

/(«,7, z)=o, 

où la tangente est parallèle à Taxe des z, et pour racines doubles les 
valeurs de y correspondant aux points doubles de cette courbe, si la 
courbe n'a que des points doubles. Soit d'une manière généralcA(y) ce 
résultant; l'intégrale (4), par la soustraction d'une intégrale de la 
forme 

f.f %'Uily 

(où L est rationnelle en x,yt -), se trouve ramenée à une intégrale de 
la forme 

Γ Γ Ρ(·Γ» J ) clv dy 
J J {x - a)*-^(y)f·' 

lin continuant de la même manière, on arrivera évidemment à une 
intégrale de la forme 

Γ Γ Ρ(·Γ» J ) clv dy 
J J (*-«)!>(/)]«-'/:* 

Ρ étant toujours un polynome. 

<>. Puisque l'intégrale précédente esL de seconde espèce, on peut, 
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dans le voisinage d'un point arbitraire de la courbe (' ) 

(γ) ./; = «, f(x, y, ζ) = ο, 

retrancher une intégrale double de la forme 

//(» + %)Ux,ly 
de telle sorte que la différence reste finie dans le voisinage du point. 
Les fractions rationnelles U et V sont nécessairement de la forme 

jj __ A(u?, y, ;) \
r

 _ iililllil, 
~~ (x — a)' ' ~~ (x — <*p ' 

A. et 11 étant encore des fractions rationnelles, mais qui ne deviennent 
pas infinies, et supposons que 13 ne s'annule pas identiquement sur la 
courbe γ. 

Si λ est supérieur à <x — ι, A s'annule nécessairement pour χ = a, 
et par suite on peut, de proche en proche, réduire λ à ut — i. On peut 
d'ailleurs dans tous les cas supposer 

X — *A — ι 

eu multipliant, s'il est nécessaire, les deux termes de L par une puis-
sance de χ — a. 

Nous avons donc l'expression 

ù Γ A(.r, r,s) Ι , dTB(.r,y,a)1 
' Ox L(J? — àfl {x-a)V- ] 

Si u. est supérieur à un, la différence 

- O - i)A<>>r·■+· ify Ή·1'»/.Z° 

(') On peut supposer.que cette courbe est indécomposable, car, les a\es de 
coordonnées étant arbitrairement choisis, les plans 

χ = const. 

coupent tous la surface suivant une seule courbe, en laissant de côté la surface 
de Steiner et les surfaces réglées. 
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s'annulera nécessairement pour la courbe (γ), c'est-à-dire que l'on 
aura 

-Ο — ι)Α(«./·ί)+ χ;ΰ(α,7,ζ) = ο [avec /(a,y, ζ) = ο|. 

On en conclut que l'expression (δ), qui peut s'écrire 

ΰ_ Γ Λ (χ.γ,ζ) 1 Β (χ, γ, s) Ί 

Οχ L( χ — α)Ρ_Ι μ — ι Oy {χ — a)P-,J 
_l_ È- Γ. !_ L JlifiZifl Ι 

Oy L (·*—«)|A !■·· — ι Οχ [χ —A°-U1 

est de même forme que (δ), sauf que μ y est remplacé par JA — r. 
Donc, en allant de proche en proche, on peut supposer JA = i, et, par 
suite, la différence 

p (·*·'/>Ό ν - ) 
a5Y° A-1 F4 

doit s'annuler pour χ— a. On en conclut que 

Οχ L( χ — α)Ρ_Ι μ — ι Oy {χ — a)P-,J 

ζ étant la fonction dey définie par/(«»/, ζ) = ο. La fonction ration-
nelle I3(«,y, ζ) pourra nécessairement se mettre sous la forme 

S (y
t

C) 
U(7) 1 

S et U étant des polynômes, et les racines de U(/) appartenant 
à ±(y). Ceci posé, formons la différence 

r ç ρuc,y,z)dxdy _ ç rà_ S(y,-) d dr ç ρuc,y,z)dxdy _ ç rà_ S(y,-) d d 

Kl le sera de la forme 
/' fQ(x, y, «) dxdy 
JJ W(yr) f> ' 

Q et V étant des polynômes et les racines de W(y) appartenant à à(y). 
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III. — Première réduction, dans le oas dee surfaces sans singularités. 

7. Les transformations précédentes vont bientôt nous être utiles. 
Nous allons maintenant revenir à l'intégrale 

r ç ρuc,y,z)dxdy _ ç rà 

supposée de seconde espèce, en supposant que la surface n'ait pas de 
singularités. Considérons d'abord le cas où le plan œ = a n'est pas 
tangent à la surface. Il va être facile dans ce cas d'effectuer une réduc-
tion en supposant α >J. Je dis qu'on peut déterminer deux polynômes 
A(x,y, s) et B(a·,/, s), de telle sorte que l'intégrale 

J J L(J7-rt)V« ôx U'-")*-1 àr Ti'-a)* I 7 ·J J L(J7-rt)V« ôx U'-")*-1 àr Ti'-a)* I 7 · 

soit de même forme que l'intégrale initiale, α étant remplacé par α — ι. 
11 suffira que 

Ι»4-(«_ Ι)Λ/:- (/:-£ -f,™) 

passe par la courbe χ — a, /(#,/, ζ) = o. 
Prenons pour A et 13 des polynômes en y et ζ; on doit avoir 

Ρ (a,y, ζ) + (« - |)A f, - (/: | - f
y
 §') 

divisible par /(a, y, ζ); ou bien encore / cl ζ étant deux lettres indé-
pendantes, il faut mettre le polynome Ρ(«,/, ζ) sous la forme 

P(a,y(C0 = λ/,' 4- p./; -4- v/ [ou/désigne /(«,/, ζ)|, 

λ, ρ et ν étant des polynômes en / et ζ. 
Or, puisque le plan χ = a n'est pas tangent à la surface, la 

courbe /(α,/, ζ) = ο n'a pas de points multiples, les trois poly-
nômes ne s'annulent pas simultanément. Déplus on peut tou-
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jours supposer que les solutions communes aux deux équations 

/=<>> /; = ° 

sont des solutions simples; il suffit que l'axe des ζ ne soit pas paral-
lèle à une tangente d'inilexion de la courbe f(a,y, ζ) = ο. Ceci posé, 
on peut choisir le polynome λ(/, ζ) de manière que la différence 

iw.o-v; 

s'annule pour les points communs à 

/="> /;' = "· 
On aura donc 

Ρ(α,/, Ό - λ/>'· = H- v/, 

υ. el ν étant des polynômes en y et ζ, et de là se tirent A et IL 
Nous pouvons donc conclure que, sous les hypothèses faites, l'in-

tégrale proposée se ramène à 

r rP{x,y,z)dcdy 
(x-a) f'z 

8. L'intégrale étant de seconde espèce, nous pouvons faire une 
réduction encore plus complète. En raisonnant comme au n° β, on voit 
que l'on doit avoir 

J J Ln^iÂ _ Λ -^rj dKdy<J J Ln^iÂ _ Λ -^rj dKdy< 

La fraction rationnelle B(rt,j·, ζ) sera nécessairement un poly-
nôme S (y, ζ) en y et ζ [la courbe /(«,7, ζ) = ο n'ayant pas de point 
double |. Si l'on considère alors la différence 

J J Ln^iÂ _ Λ -^rj dKdy< 

elle sera de la forme 
J'J* Ρ (x » y» z)dx dy 
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où Ρ esl un polynome. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

La surface f(x,y, s) = o n*ayant pas de singularités, et le 
plan χ — a n'étant pas tangent à la surface, une intégrale de 
seconde espèce de la forme 

ff p<(j-g)«y,'r <pύΐί,ηι,,n i>o|,>non,°) 

se ramène par la soustraction d'intégrales du type. 

f f 3jy) (U et V rationnel s en x, y cl z) 

à une intégrale de la forme 

j*j* Ρ(χ,y, s) djc cty ^ 

Ρ étant toujours un polynome. 

9.Le même théorème subsiste si le plan χ = a. esl langent à la sur-
face. Nous pouvons le démontrer très facilement en nous reporlanl nu 
résultat du n° 6. Par la soustraction d'une intégrale do forme conve-
nable, nous avons ramené l'intégrale 

Γ Γ P(.r, ), z)d.rdv 
(x-a) a 

à la forme 
C C Q(x,y,s)dxdY 

J J WO')/= ' 

chaque racine b de W(y) correspondant à un point où la courbe 

f(a,y, s) = ο 

a sa tangente parallèle à l'axe des z. Or, les axes occupant une posi-
tion arbitraire par rapporté la surface, on peut supposer qu'aucun des 
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plans y —b n'est tangent à la surface. Nous sommes donc ramené au 
cas précédent (x et y étant permutés), et nous avons le théorème 
énoncé à la fin du numéro précédent, même si le plan x = a est 
tangent à la surface. 

10. Nous avons supposé que les axes occupent une position arbi-
traire par rapport à la surface; les plans considérés χ — a coupaient 
alors la surface suivant une courbe irréductible. Il est facile d'examiner 
le cas où il en serait autrement. Supposons que le plan χ = a coupe la 
surface suivant une courbe décomposable en deux autres, et soit A 1111 
point commun à ces deux courbes. Reprenons l'intégrale 

J J Ln^iÂ _ Λ -^rj dKdy< 
J J (*-«>"/» 

Nous pouvons d'ailleurs, comme plus liant, faire les réductions qui 
nous ramèneront à l'intégrale 

f p (x,y> J ) dx ci ν 
JJ (& — a)V!{y)f'.m 

Ou peut, dans le voisinage de A, retrancher une intégrale double de 
la forme 

ss(dU/dx + dV/dy dx dy 

de telle sorte que la différence reste finie dans le voisinage du point. 
En raisonnant, comme au n° 6, on voit que cette dernière intégrale 
est de la forme 

ss 1/x-a d/dy B(x,y,z) dx dy 

la traction rationnelle B(;r,y, z) ne devenant pas identiquement 
infinie sur la section plane χ = a. Il n'y a dans tout ceci aucune diffé-
rence avec le n° G, si ce n'est que dans ce numéro nous nous placions 
au voisinage d'un point quelconque de la section plane, tandis que nous 
nous plaçons ici au voisinage du point particulier A; d'ailleurs, la 
courbe designee (/oc. CE/.) par (γ) est l'ensemble des deux courbes 

Journ. de Math. (5· série), tome V. — Fasc. I, 1899. 3 
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passant par le point A. On aura donc 

ι '(g,y,S) _ à p, -,/ w(y) f'z (a,y,z) = d/dy B(a,y,z) 

pour l'une cl l'autre courbe que définit l'équation f(a,y, -) = o. Or, 
on peut toujours mettre la fonction rationnelle ll(.z\ y, c) sous la 
forme 

B(x,y,z)ζ) = y y y (Q étant un polynoino ), 

le polvnome ne contenant pas (χ— a) en facteur (sinon 
H serait infinie au moins sur une des courbes de la section χ — a). Si 
donc de l'intégrale proposée 

Γ f V{x,y,z)dxdy 
J J (χ — a) W (j)/; 

on retranche 

Γ r<H'*,.r,s)da-dyΓ r<H'*,.r,s)da-dy 

on aura une intégrale de la forme 

Γ r<H'*,.r,s)da-dy 
JJ Wi.r)A ' 

\V(y) étant un polynôme en y. Gomme le plan des zx peut être sup-
posé avoir une direction arbitraire, on peut admettre qu'aucun plan 
de la forme 

y= C 

ne coupe la surface suivant une courbe décomposable (en faisant 
abstraction de la surface de Steiner et des surfaces réglées), et finale-
ment nous arrivons à la même conclusion qu'au numéro précédent. 

Les considérations précédentes peuvent servir, d'une manière plus 
générale, à faire la réduction de l'intégrale de seconde espèce 

f p(x>y>z)dj:(f.y 
J J (χ — α)«R(a?,/)/; ' 
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le polynomc R(x,y) ne contenant pas χ — a en facteur; on ramènera 
cette intégrale, par la.soustraction d'une intégrale de la forme déjà 
tant de fois indiquée, à l'intégrale 

Ç f !'(*»/> s)dxdy 
JJ V(/) H(^r,/)/: ' 

il. lin restant toujours dans le cas d'une surface sans singularités, 
nous allons enfin considérer une intégrale arbitraire de seconde espèce. 
Les axes étant pris arbitrairement, nous pouvons supposer que l'in-
tégrale reste en général finie dans le voisinage d'un point pour 
lequel f'z — o; de plus G étant une ligne irréductible de la surface 
pour les points de laquelle l'intégrale peut devenir infinie, soit 

R(x,y) =0 

la courbe irréductible qui est la projection de la ligne G sur le plan 
des .£>■*. La surface cylindrique 

\\(x,y) = « 

pourra couper la surface/suivant une autre ligne irréductible que la 
ligne C. 

Soit Γ cette seconde ligne; les courbes C et Γ ont au moins un point 
commun à distance finie que nous désignerons par A. L'intégrale 
double considérée peut évidemment se mettre sous la forme d'une 
somme d'intégrales du type 

Γ Γ V{x,y,z)djcdy 
w J J WO0[R(.r,y)]*/,' 

En effet, toute fraction rationnelle de x, y, ζ peut s'écrire 

Ç f !'(*»/> s)dxdy 
b{œ,y) 

A et Β étant deux polynômes, le premier en a?, y, ζ, le second en χ 
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ety. lin regardant 
ι 

!*(·*·, y) 

comme une fraction rationnelle de a?, on la décomposera eu fractions 
plus simples, dont les dénominateurs, en tant que polynômes eu ./·, 
soient premiers entre eux et puissances d'un polynome on χ y; 
mais dans cette décomposition pourront s'introduire au dénominateur 
des polynômes en y, figurés par V(y)· Considérons donc l'inté-
grale (ε); dans le voisinage du point A, on doit pouvoir trouver deux 
fractions rationnelles S(.x, y, z) et Τ (χ, γ, ζ) telles que la différence 

P(x,y,z) ds dt JJ [H(.,·,»·)]» ù.r dy\aJ aS 

reste finie dans le voisinage de A. lin décomposant S el Τ en fractions 

simples, nous avons, pour la somme ^ -h des éléments de la 
forme 

z) 

^ι(/)Ϊρμ·,.?')]λ/
5 

lin se bornant, dans S el T, au terme renfermant nécessairement 
en dénominateur une puissance de 11, nous avons une intégrale de la 
forme 

JJ [H(.,·,»·)]» ù.r dy\aJ aS 

qui, dans le voisinage de A (ce point pouvant être exclu), ne devient 
pas infinie sur la courbe 

R(x,y) =0 

c'est-à-dire sur les deux courbes C et Γ; il faut donc que 

P(x, y,z) 
[R(^,y)]P 

reste finie pour R(a?,y) = o, dans le voisinage de A, et, par suite, 
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soit un polynome en x, y et ζ (on peut appliquer ici un théorème clas-
sique de Nœthcr, puisque C et Γ forment l'intersection complète de 
Il = ο avec la surface /). 

On voit donc que finalement l'intégrale sera ramenée a 

(n)JJ W iy)f, 
et iinalement à 

y y z)dxdy 

Nous avons donc la proposition fondamentale suivante : 

Si Véquation 
f(x,y,z) =0 

représente une surface sans singularités, toutes les intégrales de 
seconde espèce relatives à celte surface sont de la forme 

//(£ + %)dx<ly+ff ,u dy< 
Γ el V étant des fonctions rationnelles en x, yelz, et Ρ Ο,/, ζ ) 
représentant un polynome. 

IV. — Môme réduction pour les surfaces quelconques. 

12. Le théorème que nous venons d'établir est général. Une partie 
de la démonstration précédente subsiste entièrement; c'est celle qui esl 
contenue dans le numéro précédent et qui s'arrête à la forme (η). 
Ln permutant x et y, nous voyons donc que toutes les intégrales de 
seconde espèce se ramènent aux intégrales 

Γ Γ P(x, γ, z)dxdv 
J J W(.r)/: " ' 

et nous devons donc étudier les intégrales de la forme 

Γ Γ P{x,y,z)dxdy 
JJ (*-«)"/; 
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La surface, nous pouvons le supposer, n'a que des singularités ordi-

naires (une ligne double avec points triples). On peul, de plus, 
admettre que l'intégrale initiale ne devient pas, en général, infinie le 
long de la ligne double (il suffirait, s'il en était autrement, de faire 
une transformation birationnclle convenable); il en résulta que Ρ 
s'annule le long de la courbe double. Lnfin les axes de coordonnées 
ont une position arbitraire par rapport à la surface. 

Supposons d'abord que le plan χ = a ne passe pas par un point-
pince ou par un point triple de la courbe double. 11 y a alors peu de 
modifications à faire à la réduction du n° 7. Reprenons les notations 
et les calculs cle ce numéro; nous devons chercher à mettre 1*(α,/, ζ) 
sous la forme 

\fr -+- V-A v/· 

Le polynome Ρ (β,/, ζ) s'annule d'ailleurs pour les points doubles 
de la courbe 

/(«,7,0=°· 

Ici les trois polynômes/, f , /ζ' s'annulent simultanément, mais on 
peut supposer que / et f n'ont de tangente commune en aucun de 
leurs points de rencontre. Il s'agit alors de savoir si l'on peul déter-
miner un polynome p. en y ci ζ, de telle sorte que la différence 

p - V-Â 

soit de la forme v/. Les points communs à 

/== ο et /; = ο 

sont de deux sortes; les uns sont des points simples de / et n'appar-
tiennent pas, par suite, à /ζ = ο. On peut choisir le polynome p. de 
telle sorte que la différence Ρ — \xf[ s'annule en ces points. Les autres 
sont points doubles de /; la différence précédente s'annule en ces 
points; mais il faut de plus que, pour chacun de ces points, la courbe 

Ρ - (Λ/< = Ο 



Sin LES INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE. ΪΛ 

ait même tangente que la courbe f'
y

. — o, et il est clair que l'on peut 
choisir α de façon qu'il en soit ainsi, puisque=oct/j = o ne sont 
pas tangentes en ces points. 

iNous pouvons donc encore conclure que le cas de α quelconque se 
ramène αα = ι. 

15. On ne peut pas faire la même réduction si le plan χ = a passe 
par un point-pince. Pour qu'elle soit possible, c'est-à-dire pour qu'on 
puisse mettre Ρ (a, y, ζ) sous la forme voulue, il faut et il suffit que la 
tangente à la courbe 

P(a,y,C)= o, 

au point-pince, soit la tangente au point de rebroussement dans la sec-
lion plane χ = a (1 ). 

Or, pour l'intégrale considérée 

f f P(-*>y>*)dxcly 
JJ (·£' — a)*f. 

la condition relative à la tangente pour la courbe Ρ (a, y, ζ) = o n'est 
pas remplie en général. Nous allons montrer que l'on peut, par une 
soustraction convenable, être ramené à une intégrale de même forme, 
mais où la condition voulue sera remplie. Commençons par quelques 
remarques très importantes pour la suite. 

(') On établit facilement que, si 

/(■*» y) = o 

représente une courbe ayant des points doubles et des points de rebroussement 
ordinaires, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme P(;r, y) 
soit susceptible de se mettre sous la forme 

λ/-+- μ/y-H ν/ρ (λ, μ., ν étant des polynômes), 

est que la courbe Ρ = o passe par les points doubles de/, et aussi par les poiuls 
de rebroussement avec la tangente à / en ces derniers points comme tangente. 
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14. J'envisage les expressions de la forme 

(a) d/dy U/f'z + d/dx 

l et V étant des polynômes en χ, y, z. 
Cherchons à quelle condition cette expression est de la forme 

(t) y,z) 

Μ(χ·, j, z) étant un polynome en x,y et z. En développant l'expres-
sion ci-dessus, on a 

cHJ d\ dV , à\ 

Sz s- /=* s'z% fz\Jzy rAJzv J*r*ySz s- /=* s'z% fz\Jzy rAJzv J*r*y 

Il n'y aura pas de terme en-~si U/J. -+- V/j. est divisible par /^, 

c'est-à-dire si l'on a l'identité en x, y et z, 

ω υ/; + ν/, = Α/; + Β/, 

Λ el Β étant deux polynômes. Nous allons voir que, dans ces condi-
tions, l'expression proposée a la forme demandée. Il suffit de montrer 

qu'il ne reste pas alors de terme cn~; or le coefficient de ~ est 
égal à 

Sz s- /=* s'z% fz\Jzy rAJzv J*r*y 

En difîérentiant par rapport à ζ l'identité à laquelle satisfont U 
et V, on voit de suite que ce coefficient est de la forme 

v;+H/. 

R et H étant des polynômes, et l'on a 

K = -^-B. 
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Donc, l'expression (a) sera de la forme (β), si U et V salisfonl 
à l'identité (γ) en χ, y cl z. 

13. Revenons maintenant au n° 13. Pour pouvoir ramener au cas 
de * = i, en suivant la méthode employée aux nOJ 7 et 12, il faudrait 
ciuc dans l'expression 

Γ f\>(x1y,z)dxdy 
JJ ' 

le polynome V(x,y, s) qui s'annule le long de la courbe double fût 
tel que la courbe 

ρ {a, y, 3)= ο 

eût, comme tangente au point-pince, la tangente au point de rebrous-
sement de la courbe f(a,y, z) = o. S'il n'en est pas ainsi, nous allons 
montrer qu'on peut faire une première transformation réalisant cette 
condition. Formons la combinaison 

P(g.y,«) _ à Γ U Ι _ à [* V Ι 
(.£ — a)"1/'. efyL(·* — α)Λ~χ/ζ\ àx L(# — _]' 

qui peut s'écrire 

P(x,y,z) + (%-i)\T _ ι Γ d /U\ _d/VV| 
(x-«)V; àx\f3) J' 

Prenons pour U un polynome tel que la surface U = o passe par la 
courbe double et par la courbe simple de rencontre de/= ο elf 'z = o; 
de même prenons pour V un polynome satisfaisant aux mômes con-
ditions, en ajoutant en plus la condition que la surface 

P(*»7> *) + («- I)v = o, 

soit tangente au point-pince à la tangente à f(a,y,z) = o dans le 
plan χ = a, et cette dernière condition peut évidemment être réalisée. 
D'autre part la surface 

U/>V/> o 
Journ. de Math. (5· série), tome V. — Fasc. I, 1899. t» 
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a pour ligne double la courbe double de f et passe, cormnc U = ο 
el V = o, par la ligne simple de rencontre de / — ο et f

s
= o; on a 

donc 
«'Λ+ν/

χ
= Afi+K/. 

Κηίίη j
t
 el γ, restant en général finies sur la courbe double, l'exprès-

sion 

d/dy U/f'z + d/dx V/f'z 
sera de la forme 

M(x,y,z) 

M étant un polynome s'annulant sur la courbe double. Donc, par la 
soustraction effectuée, l'intégrale 

f f s)dxdy 
x-a f'z 

est remplacée par l'intégrale 

C C Q (r*y^Jldx dv 
J J (x-a)v; 

où α a la niéine valeur niais où le polynome (,) satisfait à la condition 
nécessaire pour notre réduction ultérieure, condition à laquelle ne 
satisfaisait pas P. 

Nous concluons de là que, si le plan χ = a passe par un point-
pinne, l'intégrale 

r Γ P(.r, y, z)dxdv 
JJ {ï~a)*A 

peut, comme quand le plan ne passait pas par un point-pince, être 
ramenée au cas de α = ι. 

Une démonstration analogue s'applique, avec peu de modifications, 
au cas où le plan χ = a passe par un point triple de la courbe double, 
et nous pouvons par conséquent conclure que toutes les intégrales 
de seconde espèce se ramènent à la forme 

B(x,y,z) JJ {ï~a)*A dx dy 
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18. Allons encore plus loin, et établissons que l'on peut faire dispa-
raître le facteur χ — a du dénominateur. Nous partons de l'intégrale 
supposée de seconde espèce 

Ç Ç P(.r,y, *)dxdy 
(x-a) f'z 

|P(x· ,/,5) s'annulant sur la courbe double]. 
Nous savons (ηϋ 6) que dans le voisinage d'un point de la section 

plane χ = α, on obtiendra une intégrale restant finie dans le voisinage 
de ce point en retranchant de l'intégrale précédente une intégrale de 
la forme 

JJ {ï~a)*A x-a dx dy 

l»<* ,7, z) étant une fonction rationnelle de 7 et ζ ne devenant pas 
identiquement infinie pour χ — a]. Il résulte de là que l'on a 

^Ρ==£[Β(«..κ>Ϊ)] [/(«,/. ï> = « 1· 

La courbe f(a,y
y
 ζ) = ο ayant des points singuliers, nous ne pou-

vons pas conclure, comme au n° 8, que Β (α,/, ζ) est un polynome 
en y et ζ, mais il résulte des théorèmes les plus simples sur les fonctions 
algébriques d'une variable, que l'on peut écrire 

B-(a,y,C) = M(y,C) 

M(7, ζ) étant un polynome en y et ζ qui s'annule pour les points de 
la courbe /(α,/, ζ) = ο, qui correspondent à f[ = ο (si la courbe a 
un point triple, la courbe M(y, ζ) = ο, aura ce point comme point 
double). Ceci posé, nous allons chercher à former un polynome 
Q(#»7»z) tel que la surface 

Q(x,y,z) =0 

passe par les deux courbes de rencontre des surfaces 

/=0, /;=o, 
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(dont l'une est la courbe double que nous appellerons Γ, tandis que 
l'autre C représentera le lieu des points simples de la surface où le 
plan tangent est parallèle à l'axe des z), et que l'on ait 

Q(e,y, ζ) = M (y, z)-t-Q(y, s)f(a,y, ζ ), 

0(y, s) étant un polynome arbitraire, et où, comme nous l'avons dit, 
le polynome M (y, ζ) s'annule aux points doubles de la courbe 

f(a,y,z) = o, 

et aux points simples de cette courbe où la tangente est parallèle à Ο ζ. 
I Dans le cas où le plan χ — a passerait par un point commun à C et Γ, 
la tangente à la courbe M (y, ζ) — ο en oe point serait parallèle à l'axe 
des 5]. La question revient à trouver une surface 

Q(x,y,z) = o, 

passant par C et Γ, et coupant à dislance finie le plan χ — a seule-
ment suivant la courbe M (y, z) -+- 0(y, z)f(a, y, z) = o. 

La possibilité de cette recherche résulte du théorème général suivant 
dû à M. Castelnuovo sur les systèmes linéaires de surfaces : Un système 
linéaire complet de surfaces défini par des lignes-bases et par des 
points-bases découpe sur un plan arbitraire un système complet (ré-
gulier) de courbes, pourvu que le degré des surfaces dépasse une 
certaine limite. Nous appliquerons ce théorème au système linéaire 
complet Σ des surfaces de degré λ passant simplement par C et Γ, et 
aux sections par le plan χ = a. Le système linéaire Σ découpe sur le 
plan χ — a le système complet σ des courbes de ce plan passant par les 
points où il rencontre G et T(si χ = a passe par un point Ρ commun à 
C et à Γ les courbes du système plan ont une tangente déterminée, 
intersection du plan tangent à la surface en Ρ avec le plan x=* a), 
pourvu que le degré λ des surfaces soit assez grand. Parmi les courbes 
du système σ se trouve, si λ est pris assez grand, la courbe composée 
formée de la courbe 

(α) M(/, i)-t-0(/,s)/(a,/,s) = o 
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(>t de la droite à l'infini repétée un nombre convenable de fois. Il y 
aura donc, d'après le théorème de M. Castelnuovo, une surface 

Q(x, y, z)=0 

coupant le plan χ— a suivant la courbe (a) et la droite à l'infini avec 
un certain degré de multiplicité; le polynome Q remplira les condi-
tions requises. 

On voit alors que l'intégrale à soustraire peut être prise égale à 

ss d/dy Q(x,y,z)/x-a dxdy 

D'ailleurs, l'expression 
d Q(x,y,z) 
ày L A J 

sera de la forme 
R(y (Ii étant un polynome) 

puisque le polynome Qf'y sera nécessairement de la forme A/1.-+- K/ 
(n°fi), notre intégrale, parla soustraction de l'intégrale ci-dessus, 
est donc ramenée à 

Jj* v{x>y>z)djc(ly. 

Nous arrivons donc finalement au théorème déjà obtenu pour les 
surfaces sans singularités : 

Etant donnée une surface 

/(*>?> 3) = O 

que l'on peut supposer à singularités ordinaires (une ligne double 
avec des points triples), toutes les intégrales doubles de seconde 
espèce relatives à cette surface, se ramènent par la soustraction 
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d'une intégrale de la forme 

ff(§+â£)d*tly 
(U et V rationnelles en x,y et 5) au type 

J,P(x,y,z)dxdy 

P(.r, y, 2) étant un polynome qui s'annule pour la courbe double. 

V. — Théorème fondamental sur le nombre limité 
des intégrales de seconde espèce. 

17. Il s'agit maintenant de montrer que les intégrales de seconde 
espèce 

ο ff~ 
x,y,z)dxdy 

se ramènent à un nombre limité d'entre elles. Nous ferons celte réduc-
tion en retranchant de l'intégrale précédente une intégrale 

//[£(£)(£)]*** 
où U et V sont des polynômes. 

18. Partons de l'intégrale (I), où le polynome 

Ρ(*>/»-) 

est de degré ρ, et désignons par Ρ,(x,y,z) l'ensemble des tenues 
homogènes et de degré ρ dans P. Posons 

j U =yP, -+- H, 
(a) \ V = ®P, ■+■ K, 
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II et Κ étant des polynômes de degré ρ en x, y et z. On peut choisir, 
si ρ est assez grand, les polynômes H el Κ de degré p, de telle ma-
nière que l'on ail Videntité 

U/; V/J = A/,' -h B/ (Λ et Β étant des polynômes), 

identité qui peut s'écrire 

ΐ'ι (y/;. + *fl) + H/; + κ /;=a/; +- b/. 

Pour légitimer cette assertion, nous n'avons qu'à nous appuyer sur 
la proposition de M. Castelnuovo dont nous avons déjà fait usage 
(11" 16). Considérons la surface Φ représentée par l'équation 

(φ> u/;+v/> o. 

Elle passe par les deux courbes définies par les équations 

/r=°> /', = O· 

L'une de ces courbes Γ est la ligne double de/; désignons l'autre 
par C. Les axes ayant été pris arbitrairement, on peut supposer que C 
et Γ sont des lignes simples de rencontre de /'

Λ
.= o, f '

y
 — o. Ensuite Φ 

coupe le plan de l'infini, suivant la ligne 

(γ) ' = ». i\(r?', + x?'j:) = o, 

en introduisant la quatrième coordonnée homogène l, et en désignant 
par φ l'ensemble des termes homogènes de plus haut degré m dans /. 
Réciproquement, toute surface de degré ρ passant par les courbes C 
et Γ et contenant la ligne plane (γ) a le premier membre de son équa-
tion de la forme 

u/;+ v/;, 

où U et V sont des polynômes de la forme (a). 
D'autre part, la surface Φ est aussi représentée par l'équation 

A/>B/=O. 
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Elle passe donc par la courbe simple D de la surface /, définie par les 
équations 

/=o, Λ = ο. 

De plus, elle passe, comme nous le savions déjà, par la ligne double, 
mais nous voyons maintenant que Φ est tangent à la surface 

f'z = 0 

le long de la ligne double Γ; réciproquement, toute surface passant 
par D et par Γ, et étant tangente à fz = ο le long de Γ, a le premier 
membre de son équation de la forme 

A/>B/. 

Considérons alors le système linéaire Σ des surfaces de degré m -+- ρ 
défini par les lignes bases simples C, D et Γ, avec la condition que le 
long de Γ ces surfaces soient tangentes à f'

z
 = o. Si ρ est assez grand, 

et par suite m -f-p, ce système linéaire découpera sur le plan de l'infini 

l = o 

le système linéaire complet de courbes de degré m 4- /?, caractérisé par 
les points-bases simples qui sont les intersections du plan de l'infini 
avec les courbes C, D et Γ, avec la condition supplémentaire qu'aux 
points d'intersection du plan de l'infini avec la courbe Γ, la courbe soit 
tangente à la surface f'

z
 = o. Or la courbe (γ), considérée plus haut, 

définie par les équations 

t = o, p,(r?;+^?;)=o, 

satisfait bien à ces diverses conditions, car la courbe 

* = o, χο'χ + χψ'
χ
=ο 

qu'elle contient partiellement, passe par les points à l'infini de C, D 
et Γ. Les points à l'infini de Γ satisfaisant aux équations 

* = ο, = ο, φ = o, 
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la courbe ̂ 9^.-H #9* = ο dont l'équation peut s'écrire 

- 39;-+-m9 = υ 

est bien tangente à 9^ = ο aux points doubles de 9. 

Donc, si ρ est assez grand, nous pourrons certainement trouver une 
surface du système linéaire Σ, donnée soit par l'équation 

U f'+Vf'x =0 

soit par l'équation qui lui est identique 

A/:+H/=O, 

où U et V ont la forme (a). 

19. Nous allons facilement achever la démonstration. Après avoir 
déterminé U et V comme il vient d'être dit, formons la différence 

/: /, __ m + 3 l'Or \/l ) + 0.r \/l ) J ' 

nous allons voir qu'elle est de la forme 

(v> (·*,/>', 3) 
7- ' 

où Q est seulement de degré ρ — ι, tandis que Y était de degré p. 
On a l'identité en .r, /, ζ 

ilA'+V/; = A./>II/, 

Λ et 11 étant des polynômes respectivement de degré ρ ·+-1 et p. 
D'après le calcul du n° 14, on a sur la surface f= ο 

dV <)V <)\ 
d_ ( U \ ^ <]_ ( V \ dy d.r dz 
<\r\f'z) d.c \J'

Z
) ~J'

Z 

Or, soient dans U, V, A, 13 les termes homogènes de plus haut degré 
Journ. de Math, (ή* série), tome V. — Faso. I, 189(1. 5 
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en a?, χ, ζ représentés respectivement par «, c, a, b\ on aura d'abord 

u-y P
M

 e = ·/;!»,, 

donc 
P,(— vo'.H- /no) — ad. h- ^9, 

d'où l'on déduit 
P,(— vo'.H- /no) — ad. h- ^9, 

d'où se conclut 

« = — P
4
 j 4- λφ 

(λpolyn. homog. en x, ζ de degré p + 1 — ni). 
b—m Ρ, — Λ9.! 

On aura donc, comme on le vérifie immédiatement, 

Ty + 9S - 35 ~ & + 3Ï?· 

On pourra par suite, «a/· /« surface f, écrire 

dU/dy+ — 7h - IJ = (/»— + ■!)· ,(·'·,/,:) + <Ju·,/, :), 

Q(x,y,z)j) étant un polynome de degré ρ — ι au plus. Nous concluons 
donc de là qu'on peut passer de l'intégrale 

Γ (' ΙΌ', r, z)<Lvtfy 
ss f'z 

où Ρ est un polynome de degré ρ, à une intégrale de même forme où 
Ρ sera seulement de degré ρ — ι, pourvu que ρ dépasse une certaine 
limite. 

20. Nous pouvons enfin déduire de toutes les transformations pré-
cédentes le théorème fondamental relatif au nombre limité des inté-
grales distinctes de seconde espèce. Convenons de dire que des inté-
grales de seconde espèce sont distinctesy

 si aucune combinaison 
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linéaire de ces intégrales n'est de la forme 

ff( dè-¥%)(UJy· 

U cl V étant rationnelles en x, y, z. 
Le théorème fondamental sur les intégrales douilles de seconde 

espèce est alors le suivant : 

Il n'y a pour une surface algébrique qu'un nombre limité d'in-
tégrales doubles distinctes de seconde espèce. 

Ou encore : 

ïl existe pour une surface algébrique un certain nombre ρ d'in-
tégrales doubles distinctes de seconde espèce 

1 η 12 y · · · > 1 p> 

telles que toute autre intégrale double de seconde espèce est de la 
forme 

α, I, -h %■, L H-... -4- Bp lp -h I I* -h d.v dy, 

les a étant des constantes, et U et Y des fonctions rationnelles 
de y, z. 

21. La démonstration précédente s'applique A tous les cas. Pour 
établir que toutes les intégrales 

Çj~V(x,Y, z)dxdv 

se réduisent à un nombre fini d'entre elles, on pourrait se borner au 
cas où la surface est la plus générale de son degré. 

En prenant pour f{x,y, z) un polynome arbitraire de degré m. 
on peut chercher facilement une limite du degré p. Reprenons l'iden-
tité fondamentale 

U/r+-V/:;= A/>B/. 
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en supposant que U et V sont de degré p ■+■ ι. On a alors 

' ($)+'(*) = my), 

Q étant un polynôme de degré p. Nous avons vu que dans Q(·/',>', -) 
l'ensemble des termes homogènes de degré ρ sera égal à un polvnome 
homogène donné Ρ,(;/;,^, z), si Ton a 

lJ=
r

P
l

-f-H) 
(II et K. polynômes de degré p). 

V = a?P, -+- Κ J 

Formons alors l'identité 

(Φ) ν,(γ/;.+χ/:) + ιι/;+ κ/;= a/:+ is/. 

Dans h/;+k/; où II el Κ sont des polynômes arbitraires de 
degré p

y le nombre des arbitraires est égal à 

.. iP -+-')(/> + a) (ρ + 3) _ (/> — m H- a) (/) — m 4- 3 ) (p — m + 4) 
""G G 

D'autre pari, pour avoir une identité de la forme (Φ), il faut et il 
suffit que la surface obtenue en égalant à zéro le premier membre de 
cette identité, que nous appellerons la surface Φ, passe par la courbe 
gauche 

(?) /=°. f'.-o. 

Or, on sait que le nombre des conditions exprimant qu'une surface 
de degré p. passe par une courbe gauche sans point singulier de degré d 
et de genre π est égal à 

ud )~ 1, 

si p. est assez grand; dans le cas où la courbe est l'intersection complète 
de deux surfaces de degrés α et β, on doit avoir 

p = a + p — 3. 
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Dans la question actuelle 

m {m — 1) (a/n — 5) , 
tx — /) -f- m, t. = h i. 

De plus, la surface Φ a, quels que soient les arbitraires qui y figurent, 
un nombre de points communs avec la courbe (γ) égal à m ( m — i), et 
qui sont les m(m — i) points à l'infini de (γ); le nombre des condi-
tions est donc à diminuer de m(m — i). Le nombre des paramètres 
sera au moins égal au nombre des conditions qui expriment que la 
surface Φ passe par la courbe (γ), si l'on a 

( η 4- ι ) (ρ -l- % )(p 3 ) (/j-»i + j)(ju-/« + 3)(/j-//i + 4) 
3 β 

>(/) + «-!)/»(«/-,) î '· 

Si p
a
 désigne le plus grand nombre entier positif pour lequel celte, 

inégalité n'est pas vérifiée, on pourra ramener toute intégrale 

r r Iz)dxdy 
f'z 

à une intégrale de même forme, où le degré de Ρ sera au plus p0. On 
ne peut trouver pour p

0
 une expression simple, mais on vérifie facile-

ment que 
p

0
<zm - 4, 

et l'on est par suite assuré de pouvoir réduire à 'im — 4 t*' degré du 
polynome qui figure au numérateur de l'intégrale double. 

VI. — Recherche des conditions pour qu'une intégrale double 
soit de seconde espèce. 

22. Nous venons de montrer que toutes les intégrales de seconde 
espèce se ramènent par une soustraction convenable à la forme 

Jf^(^y^)drdy 
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(le polynome Ρ s'annulant sur la courbe double), où le degré ρ du 
polynorne Ρ est limité. Mais toutes les intégrales doubles de cette 
tonne ne sont pas de seconde espèce. Il faut maintenant exprimer que 
cette intégrale est de seconde espèce. 

Nous n'avons rien à exprimer pour ce qui regarde les points à dis-
tance finie de la surface 

f(x,y,z) = o. 

Nous avons seulement à examiner les points à l'infini, en supposant 
d'ailleurs, comme il est permis, qu'avant toute réduction on ait fait 
une transformation homographique. 

Posons 
ι Y Ζ 

' = x' 5== .V 

et soit alors F(\, Y, Z) = o l'équation de la surface transformée. 
L'intégrale prendra la forme 

1Xp-'m-4) H-(N,Y,Z) dXdY 

Il( \, Υ,Ζ) désignant un polynome qui s'annule pour la courbe 
double de F. Si ρ est au plus égal à /// — l'intégrale est de première 
espèce. Soit donc 

/>> m - 4. 

Par la soustraction d'une intégrale convenable de la forme (η°* 7 
et 12) 

d/dN A(X,Y,Z/xP-m-3 d/dy B(N,Y,Z)/Xp-m-n 

on obtient une intégrale 

J J Χ FÏ ' 

k(V*Y,Z) étant un polynome s'annulant pour la courbe double. 
D'après le n° 16, pour que cette intégrale ait sur la ligne \ = ο le 
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caractère d'une intégrale de seconde espèce, il faut et il suffît que 
l'expression 

J ΤΤ,οΓνΓ/.) |1μ«.Λ,/^) = Ο|, 

soit la dérivée d'une fonction rationnelle de Y et Z. On pourra recon-
naître s'il en est effectivement ainsi, ce qui entraînera en général 

2 t. m — ι 

conditions, en désignant par ζ le genre d'une section plane quelconque 
de la surface et par suite de la courbe F(o, Y, Ζ) = o. Les conditions 
reviennent en effet à écrire que l'intégrale abélienne 

J ΤΤ,οΓνΓ/.) |1μ«.Λ,/^) = Ο|, 

est algébrique; les 2π périodes cycliques doivent être donc nulles, et 
les m résidus relatifs aux points à l'infini, qui donnent seulement m — 1 
conditions. On sait d'ailleurs que toutes ces conditions s'cxpriincnl 
sous forme algébriqne. 

23. Toutes ces conditions étant remplies, nous sommes assuré que 
pour les points à l'infini de la surface 

/(.r,r, ;) = ο 
qui correspondent à 

X = ο, Y = une valeur finie, 

les conditions pour que l'intégrale proposée soit de seconde espèce se 
trouvent vérifiées. Si l'on avait posé 

"=T,' y= y,· :=r,' 

on aurait eu l'intégrale 

//V" ' ~ ̂ ^ ' M' · ( XI » ^ ο ) == < » I · 
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Pour les points de la courbe Y, = o, elle devrait en général avoir le 
caractère d'une intégrale de seconde espèce, puisque cette courbe cor-
respond à X = o. Donc pour tous les points à l'infini de la surface F, 
qui correspondent à Y, = o et à une valeur finie de X, se trouvent 
vérifiées les conditions pour que l'intégrale soit de seconde espèce. 
Mais on a 

χ,=;. y,=î< 

donc aux points de F exclus plus haut pour lesquels 

X = o, Y = oe, 
correspondent sur F, 

X, = o, Y, = o 

et par suite pour les points à l'infini de la surface f pour lesquels 

X = o, Y = oc 

les conditions relatives à la nature de l'intégrale double sont bien 
vérifiées. 

11 reste enfin à examiner les points à l'infini de la surface f pour 
lesquels 

χ = une valeur finie, y = oc ; 

comme ils correspondent nécessairement sur F, à des points pour 
lesquels 

Y, = 0, A, = 0, 

la conclusion est immédiate, et les conditions voulues sont vérifiées. 
Ainsi donc nous savons exprimer que l'intégrale double 

ΙΓΛ 

.r, j, ζ ) dx dy 

(lepolynome Ρ s'annulant sur la courbe double) est une intégrale 
double de seconde espèce. 

Ceci revient à exprimer qu'une certaine intégrale abélienne est algé-
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brique ; le nombre des conditions est en général égal à 

άτ. -f- m — i, 

t. désignant le genre (Fune section plane quelconque de la sur-
face. 

VII. — Caractère invariant de l'intégrale de seconde espèce. 

2i. Nous avons maintenant à montrer qu'une intégrale double de 
seconde espèce reste une intégrale de seconde espèce quand on effectue 
sur la surface une transformation birationnelle. Nous avons déjà vu 
(n° 2) que la forme des expressions 

<■> ff(& + %)dedr 

est invariante relativement à toute transformation birationnelle, mais 
cela ne suffit pas pour établir l'invariance des intégrales de seconde 
espèce. La difficulté provient des points fondamentaux que peuvent 
posséder les transformations biralionncllcs. Soit, sur la surface 

/(·'<,-) = o, 

un point A, que l'on peut évidemment supposer simple, qui soit un 
point fondamental de la transformation, c'est-à-dire qu'au point A 
de / correspond sur la surface transformée 

F(X,Y,Z) = o 

une certaine ligne. Envisageons une intégrale I de seconde espèce de 
la surface F et recherchons si sa transformée i relative à la surface/ 
possède au point A le caractère d'une intégrale double de seconde 
espèce. L'intégrale i pourra devenir inlinie le long de certaines lignes 

P1,ra, ..., rk 

passant par le point A; il résulte de ce que i est la transformée d'une 
Journ. de Math. (ό· série), tome V. — Fasc. I, 1899. ti 
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intégrale de seconde espèce de la surface F que l'on peut retrancher de 
l'intégrale i une intégrale double de la forme 

( * ff IRA ·*,/ )]*'· · ·ίη< ( *, /)ΓΛ'iU f,y' 

telle que la différence de ces deux intégrales reste finie dans le voisi-
nage de Λ sur la courbe ΓΑ (en dehors de Λ). Nous allons voir que cela 
suffit pour affirmer que l'intégrale i présente en Λ le caractère d'une 
intégrale de seconde espèce. 

Les axes de coordonnées étant supposés arbitrairement situés par 
rapport à la surface, nous écrirons i sous la forme 

( * ff IRA ·*,/ )]*'· · ·ίη< ( *, /)ΓΛ'iU f,y' 

les polynômes II de χ et y étant irréductibles et premiers entre eux, 
et s'annulant en Λ, tandis que A(.c, y, z) est une fraction rationnelle 
de .r, y, ζ qui reste finie en ce point. On peut, par hypothèse, re-
trancher de i une intégrale 

ss dU1/dx + dV1/dy dxdy 

telle que la différence des deux intégrales reste finie dans le voisinage 
de A sur la ligne Γ, (en dehors de A); nous supposons que pour Γ, 
on ait II, (x1, y) = o. En décomposant, comme nous l'avons fait tant 
de fois, U, et V, en éléments simples, nous ferons ainsi disparaître 11, 
du dénominateur, mais en introduisant à la place une certaine puis-
sance de χ — a (on désigne par a l'abscisse de A ). En continuant ainsi 
de proche en proche, nous retranchons de i une intégrale de la forme 

//(S-?)**. 

de telle sorte que la différence soit de la forme 

(j) B(x,y,z)/x-a dxdy 
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la fraction rationnelle H étant finie en A. Celte dernière intégrale y est 
évidemment telle que Ton peut en retrancher une intégrale de la 
forme tant de fois considérée, de façon que la différence reste finie 
dans le voisinage de A (en dehors de A) sur la ligne χ— a. 

Kn faisant les réductions les plus élémentaires, nous sommes ra-
mené au cas de α = ι et nous avons, par suite, en ayant fait seule-
ment des souslraclions du type voulu, l'intégrale 

(2) ffx^ïïidxdy< 

C(.x·, y, ζ) étant finie et déterminée en A. Nous pouvons d'ailleurs 
supposer que la courbe pour laquelle 011 a 

1 
C[u-, ν,*) "0. 

ne rencontre pas le plan χ — a en un point dont la coordonnée y soiJ 
égale à b (en désignant par b la seconde coordonnée de A); dans le 
cas contraire, en effet, il suffirait de faire tourner les axes Oy et Or 
dans le plan des zy sans changer Taxe Ox. 

Ceci posé, d'après nos hypothèses, on peut retrancher de l'inté-
grale (2) une intégrale de la forme 

ffx^ïïidxdy< 

|où R(#,y, z) est une fonction rationnelle], et telle que la différence 
des deux intégrales reste finie dans le voisinage de A (en dehors de A ) 
sur la ligne χ = a. Ceci entraîne l'identité 

G(a,y,E)/fEa,y,C)= 7$n(a<y>r>) [sur la courbc/(a,/, ζ)= o]. 

D'après ce que nous avons dit, la fonction rationnelle C(«, y, ζ) 
reste finie pour les points de la courbe /(a, y, ζ) = ο, qui corres-
pondent a y — b. Donc, on peut mettre l'expression 

R(a,y,C) 
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sous la forme 
M (j, ζ) 

HO·) ' 

M étant un polynôme en y et ζ, et 1\(y) ne s'annulant pas pour y = h. 
Par suite, si l'on retranche de l'intégrale (2) l'intégrale 

M(y,z)/ x-a R(y) 

on aura une différence qui sera de la forme 

ffs<* ,y, z)d.cely, 

la fraction rationnelle S étant finie et déterminée au point Λ. Ceci 
montre que l'intégrale (2) et, par .mile, Vintégrale initiale i pré-
sentent en A ce que nous avons appelé le caractère d'une intégrale 
double de seconde espèce. 

Ainsi se trouve établi le caractère invariant, de l'intégrale doubh' 
de seconde espèce; le nombre désigné par ρ au n° 20 est donc un 
nombre invariant pour toute transformation biralionnelle. 

VIII. — Quelques exemples. 

25. Nous avons dit au début, que nous nous proposions seulement 
dans ce premier Mémoire de poser les bases de la théorie des inté-
grales doubles de seconde espèce, qui sera développée dans un second 
Travail. Indiquons donc seulement deux exemples, pour ne pas rester 
uniquement dans les généralités. 

(Considérons d'abord les intégrales de fonctions rationnelles 

(1) jJ S (x,y)dxdy, 

S étant une fonction rationnelle de deux variables indépendantes χ 
et Il résulte immédiatement du théorème général du n° 11, que de 
telles intégrales, quand elles sont de seconde espèce, peuvent par la 

% 
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soustraction d'une expression 

('-> //( 3Ï
 + %)'Ud>'> 

être ramenées à la forme 

(']) JJ* ¥(x,y)dxdy, 

I* étant un polynôme. En effet, on peut regarder (i) comme une inté-
grale relative à la surface 

ζ = ax -t- by -h c. 

D'autre part, il est manifeste que l'intégrale (3) peut s'écrire 

dQ/dx dxdy 

() étant un polynôme en χ et y, car on peut toujours poser Ρ =dQ/dx 

Donc, toutes les intégrales doubles de seconde espèce de fonc-
tions rationnelles de χ et y sont de la forme (2). Le nombre dé-
signé plus haut par ρ est ici égal à zéro. 

1111e sera pas inutile de reprendre directement la démonstration du 
résultat précédent, sans s'appuyer sur aucun théorème général. Soit 

P(x,y) 
k ^ ί·Μ^·)]·ν.:ν)]*:.' 

les 11 étant des polynômes irréductibles en χ et y, que nous pouvons 
supposer contenir à la fois χ et y, et premiers entre eux. Puisque 
l'intégrale (1) est de seconde espèce par hypothèse, 011 doit pouvoir 
retrancher de (1) une intégrale de la forme (2), telle que la différence 
reste finie dans le voisinage d'un point appartenant à la courbe 

R« Oh/) = <>. 
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Si nous décomposons U et V en éléments simples par rapport à /, 
relativement à chacun des polynômes R, nous avons 

U =E u ~ <ώ[Β,(*,/>]*.' ~ sW 

A/ et B/ étant des polynômes en y à coefficients rationnels en x. La 
différence 

k ^ 'SJ Λτ / [ R| (λ?,/)]*. j dvj[M,(.r,y)]A. tk ^ 'SJ Λτ / [ R| (λ?,/)]*. j dvj[M,(.r,y)]A. t 

ne doit pas être identiquement infinie dans le voisinage d'un point 
arbitraire satisfaisant à la relation 

li,(x,y) = o. 

Par cette soustraction, nous faisons donc disparaître 11, du déno-
minateur, en introduisant cependant à la place un polynome en χ seul. 
Ln opérant maintenant relativement à Il3, et ainsi de suite, nous 
voyons que, par la soustraction d'une intégrale (2), nous ramenons 
l'intégrale de seconde espèce (1) à l'intégrale 

j dvj[M,(.r,y)]A. t 

Ρ étant un polynome en χ et y, et V(.r) un polynome en x. 
Celle dernière intégrale est la somme d'intégrales 

ffl{(x)ym(Îx(/y, 

|où R(.c) est une fraction rationnelle de x, et m un entier positif] que 
l'on peut écrire 

=τϊγγ//^ I —1rf>- î 

elle est donc de la forme (2), et nous retrouvons bien le résultat 
annoncé. 

2(1. Prenons encore, comme exemple, les surfaces qui correspondent 
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biralionncllcmcnt à l'ensemble de deux courbes 9 et ψ, c'est-à-dire les 
surfaces pour lesquelles on a 

χ = 11« (α, β, a', β'), 

y ̂ .(α,β,α',β'), Γ ?(«>?)= °~1 
-= = K

s
(«, ?, P')> L'K*'» β') = υ J 

les 11 étant rationnelles en α, β, a' et β', et cela de telle manière qu'à 
un point arbitraire (x, y, z) de la surface corresponde un seul couple 
(α, β) et (a', β'); nous désignerons par /(a?, y, ζ) — ο l'équation de 
la surface. 

Soit 

(i) jR(a,B) dx 

une intégrale abélicnne de seconde espèce, non rationnelle, de la courbe 

φ(α,β)=ο, 

que nous supposons de genre supérieur à zéro, et soit pareillement 

(·)) y S (α', β')ί/α' 

une intégrale de seconde espèce, non rationnelle, relative à la courbe 
de genre supérieur à zéro, 

}(α',β')= ο. 

J'envisage l'intégrale double 

ff R(* , β)8(α', β')ί/αί/α', 

qui est manifestement de la forme 

(6)f (<*<'> y, s)dxdy, 
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Τ étant rationnelle en χ, y et z. Nous allons voir que cette intégrale 
est une intégrale de seconde espèce de la surface /. Les lignes, le long 
desquelles l'intégrale (6) devient infinie, correspondent aux pôles de 
l'intégrale (4) et aux pôles de l'intégrale (ô). Si Λ est un pôle de (4) 
sur la courbe φ (on peut le supposer à distance finie), on a, dans le 
voisinage de ce point, 

R(«.P)=TK+P(«.P). 

ρ et U étant rationnelles en α et β, et ρ restant finie en A. L'intégrale 
peut donc s'écrire 

/y"?)S(a', B') da dx' 
c'est-à-dire 

5f P)S(a'> fj ?§ doute; 

le premier terme seul devient infini pour un point de la surface f pris 
arbitrairement sur la ligne Γ qui correspond au point A de la courbe φ. 
Or, ce premier terme, d'après les généralités du n° 2, est nécessaire-
ment de la forme 

ss dU1/dx + dV1/dy dx dy 

U, et V, étant rationnelles en œ, y et z. Donc, en un point arbitraire 
de la ligncT, l'intégrale (G) présente le caractère d'une intégrale de 
seconde espèce. Pour les pôles de ψ on raisonnerait de la même ma-
nière, et aussi pour les points correspondant à la fois aux pôles de ο 
et aux pôles de ψ, et nous arrivons bien à la conclusion que Vinté-
grale (G) est une intégrale double de seconde espèce. 

Une question intéressante se pose immédiatement. Peut-on affirmer 
que l'intégrale (G) n'est pas réductible à une intégrale 

ff{^+%)dxdy'1 

Il en est bien ainsi, comme nous allons l'établir. Il faudrait mon-
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trer que l'on ne peut pas trouver des fonctions 

υ(α,β,α',β') et V>, β,α',β') 

rationnelles en α, β et a', β', telles que l'on ait (') 

R(«. «Si*, ?")=£ + »· 

Nous ne suivrons pas cette voie algébrique qui exigerait des calculs 
assez longs, et nous emploierons un détour. Dans l'hypothèse de 
l'identité précédente on aurait 

(7) //
R

(
a

> P)
s

O'' ?
,

)
ώί,,

'
=

//(ϊ + 7?)
d

*
d

*'· 

Or, traçons dans le plan de la variable complexe α un cycle C relatif 
à la fonction algébrique β de α définie par 

φ(α,β)=ο 

et soit de même, dans le plan a', un cycle C' relatif à ψ. On peut sup-
poser que les intégrales 

jfU(a, β) dec = ω, ^S(a', β') tfa' = ω' 

ne sont pas nulles et nous aurons, en prenant l'intégrale qui figure au 
premier membre de (7), le long du continuum à deux dimensions 
correspondant il l'ensemble de C et G', la valeur 

ωω' (différente de zéro). 

Passons au second membre de (7); il est possible que U et V devien-
nent infinies en certains points de notre continuum (CC'), mais ceci 

(') En prenant ~ » on considère, bien entendu, β comme fonction de a, et de 

même dans le calcul de on considère β' comme fonction de a'. 

Journ. de Math. (5· série), toine V Fasc. I, 189g. 7 
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n'arrivera qu'en des points en nombre limité, couples de points que 
j'appelle les points (AA') (A étant sur C et A' sur C). Prenons 

ss dU/dx da da' 

En intégrant d'abord par rapport à oc, en laissant fixe le point (oc', β') 
supposé distinct d'un point A', nous avons un résultat nul. Donc tous 
les éléments de l'intégrale sont nuls, sauf les éléments infiniment 
petits à une dimension correspondant au contour C et au voisinage 
d'un point A'. La même remarque s'applique à la seconde intégrale 

fjdV/dx da da' 

en intervertissant seulement les accents. Nous voyons donc que l'in-
tégrale 

/ f K(a, (i)S(a', β')//αί/α' 

serait nulle, en laissant de coté un nombre fini d'éléments infiniment 
petits dans une dimension. Comme pour ces éléments, la dernière 
intégrale reste finie, ils n'ont pas d'importance pour la valeur de l'in-
tégrale, et l'on aurait 

jf jT R(a, β)8(α', β')</α dot! = ο, 

ce qui est absurde, puisque sa valeur est ωω' qui n'est pas nul. Nous 
donnons donc ainsi un exemple ft intégrale double de seconde espèce 

j j T(.e,y
1

z)dxdy 

qui ne se réduit pas à une intégrale 

//(S +dV/dy dx dy 

(U et V étant rationnelles en x, y et z), et qui, en même temps, n'est 
pas une intégrale double de première espèce de la surface. 
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IX. — Seconde définition des intégrales de seconde espèce. 

27. On peut donner des intégrales de seconde espèce une définition 
qui fait intervenir la considération des résidus de l'intégrale double. 
Nous nous bornons d'ailleurs à une surface ne présentant que des sin-
gularités ordinaires. Soit 

(i) H(.7:,y,z)dxdy 

une intégrale double attachée à la surface 

f(x,y,z) = o. 

On peut toujours supposer que l'intégrale devienne infinie seulement 
le long de certaines courbes simples de la surface et pour les points à 
l'infini. Pour chacune de ces lignes et pour la ligne à l'infini, Tinté-· 
gralc aura un certain nombre de résidus qui sont des périodes d'inté-
grales abéliennes. J'en rappelle la définition, telle qu'elle résulte des 
recherches de M. Poincaré sur les résidus des intégrales doubles. Si 
(! est une ligne le long de laquelle R devienne infinie et représentée 
par 

- =8(.χ·,.>'), çO,y)=o, 

prenons, y étant regardé comme un paramètre, le résidu de la fonc-
tion de .r, 

R Or, y, z). 

Ce sera une quantité de la forme 

L(x,y)Ι?0>/)= oj. 

'/. étant rationnelle en .r cl y. Les périodes (polaires ou cycliques) de 
l'intégrale abélienne 

2~' / ■/.{■»,y) dy 

relative à la courbe ? sonl les résidus de l'intégrale (1) relatifs à la 
courbe C. 
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28. Supposons que l'intégrale (i) soit de seconde espèce; je dis 
qu'alors tous les résidus relatifs à G sont nuls. Réciproquement, si 
tous les résidus relatifs à C sont nuls, l'intégrale (i) présente, en un 
point arbitraire de C, le caractère d'une intégrale de seconde espèce. 

La démonstration de ces deux propositions va se faire à la fois. 
Nous ne diminuons pas la généralité en supposant que la courbe C est 
une section plane ou une portion d'une section plane de la surface. 
Nous avons alors, en supposant que le plan de la section soit χ — ο, 
l'intégrale double 

Jp(x'*'-z)-ilx(ly. 

la fraction rationnelle S ne devenant pas identiquement infinie 
pour χ = o. En employant les réductions dont nous «avons fait si sou-
vent usage, on peut supposer que α = i, et l'on a alors l'intégrale 

(2) Jp(x'*'-z)-ilx(ly. 

Soit C la courbe (ou une des courbes) suivant laquelle le plan χ — ο 
coupe la surface. Les résidus relatifs à la courbe C seront tous nuls, 
si toutes les périodes de l'intégrale abélienne 

j s(°,/ΖΟΦ' 

relative à la courbe C sont nulles. Mais on a alors pour l'intégrale pré-
cédente une fraction rationnelle 

k-(/< 0 

et, par suite, en retranchant de (2) l'intégrale 

<3) ffix'*'-z)-ilx(ly. 

la différence des intégrales (2) et (3) reste finie en un point arbi-
traire de la courbe C, et, en tout point de la courbe C, elle reste finie 
sur cette courbe dans le voisinage de ce point (le point pouvant être 
exclu). 
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Réciproquement, si l'intégrale est une intégrale de seconde espèce, 
on pourra retrancher de (2) une intégrale de la forme 

Jp(x'*'-z)-ilx(ly. dxdy 

telle que la différence reste finie dans le voisinage de C; on a donc 

S(o,y,C) d/dy 

pour la courbe C, et tous les résidus relatifs à C sont nuls. 
De là nous concluons que, si pour toutes les courbes C et pour la 

courbe à l'infini de la surface, tous les résidus sont nuls, l'intégrale 
est telle que, dans le voisinage de tout point d'une de ces lignes, on 
peut retrancher une intégrale de la forme voulue, de telle sorte que 
la différence des deux intégrales reste finie sur la ligne dans le voisi-
nage du point. D'après les résultats de la Section VII, cela suffit à éta-" 
blir que l'intégrale est de seconde espèce. La réciproque est d'ailleurs 
évidente d'après ce que nous avons vu plus haut. 

Ainsi donc nous sommes conduit à une seconde définition des inté-
grales de seconde espèce par ία considération des résidus do l'inté-
grale double. 

29. Terminons par une application des considérations qui précèdent 
aux intégrales de fonctions rationnelles, en recherchant à quelles 
conditions l'intégrale 

(4)ÎÎ*ïB§lUdy< 

où Ρ et Q sont des polynômes (dont le second est supposé irréduc-
tible), est une intégrale de seconde espèce. D'après ce qui précède, il 
est nécessaire que l'intégrale abélienne 

(5) Jp(x'*'-z)-ilx(ly. 

relative à la courbe Q0*,

î<y) = o, se réduise à une fraction rationnelle 
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de x et y\ c'est la condition pour que les résidus correspondant à la 
courbe Q = ο soient tous nuls. La condition est suffisante; on va voir, 
on effet, que, si clic est remplie, on peut retrancher de (4) une 
intégrale convenable, et la différence mettra en évidence la nature de 
l'intégrale. 

On peut, par hypothèse, mettre l'intégrale abélienne (.») sous la 
forme 

Γ ( 5, τι ) M ( ?, r
(
 ) | f| ( Ε νΛ ni 

Q'n (E,n) R(E) 

Μ(ξ, η) et Η(ζ) étant des polynômes. Formons l'intégrale 

Oi) ff \&±( »<*■*> f H'J) \\d,:,(v, 

elle est, comme nous savons, de la forme 

Oi) ff \&±( »<*■*> f H'J) \\d,:,(v, 

On voit immédiatement que la différence des intégrales (\) et (6) est 
de la forme 

S(x,y)/V(x) dxdy 

S el V étant des polynômes : l'intégrale (4) est donc bien de seconde 
espèce, puisqu'il en est ainsi de l'intégrale que nous venons de trouver 
en dernier lieu. 


