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SUR I.LES FONCTIONS ABELIENNES SINGULIERES, 233

Sur les fonctions abéliennes singuliéres;

(Premier Mémoire)

Paz M. G. HUMBERT.

!

Considérons ua systéme de fonctions abélicnnes, 4 deux variables «
el ¢, ayant pour périodes normales

T 1, o & h
e: o, 1, h g

nous dirons que ces périodes vérifient une relation de forme singu-
liére ou relation singuliére, si elles sont liées par I'équation

(1) Ag+Bh+Cg'+D(*~ gg')+E=o,

oit A, B, C, D, E sont des entiers, qu’on peut toujours supposer, sans
nuire & la généralité, n'avoir aucun diviseur commun.

Les fonctions abéliennes dont les périodes vérifient une ou plusieurs
relations singuliéres, et que nous appellerons fonctions abéliennes
singuliéres, jouissent de propri¢tés importantes; on peut leur ratta-
cher des fonctions intermédiaires singuliéres qui ne sont pas des
fonctions théta aux mémes périodes. De plus, les fonctions abéliennes
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234 G. HUMBERT.

singuliéres admettent des transformations qui n’existent pas dans le
cas général, et ce sont enfin les scules qui soient susceptibles d’une
multiplication singuliére, extension de la multiplication complex«
des fonctions clliptiques.

Le présent Mémoire est consacré & quatre questions principales qui
correspondent & ses quatre parties :

1° La réduction, au moyen de transformations du premier ordre,
d’unc relation singuliére; on y verra apparaitre un invariant entier,
qui joue un rdle capital ;

2° et 3° L'¢tude des fonctions intermédiaires singuliéres ct des
courbes qui leur correspondent sur la surface de Kammer;

4° La formation de ’¢quation algébrique qui lie les modules d'unc
fonction ahélienne dont les périodes vérifient une relation singuli¢re.

Nous réscrverons, pour un second Mémoire, I’étude des transfor-
mations singuli¢res et celle des multiplications complexes.

Il va sans dire cque toutes ces théories s’étendent aux fonctions abé-
liennes d’un nombre quelconque de variables; nous aurons i revenir
sur ce sujet général.

PREMIERE PARTIE.

Invariant d’une relation singuliére.
1. Soit la relation singuliére
(1) Ag+Bh+Cg+D(l?— gg')y+E=o0.

Faisons subir aux périodes une transformation d’ordre quelconque £;
soient G, H, G’ les périodes nouvelles ui correspondent & g, &, &'; si
1 [ 2t ,_ .
I'on désigne par (@b);; la quantité a;); — a;b;, on a entre les périodes
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les relations d’Hermite (')

_(dbYoy + (dD)3; G + 2(@D)oy H + (db)oa G’ + (db)s (11* — GG')

g - (ab)ol -+ (ab),,G -+ Q(Gb)ogﬂ +(ab)ogG’+ (ab),.(ll’— GG’)’
h = (ad)oy +(ad)y G + [2(ad),; — k1 H +(ad)ps G’ + (ad),, (H?— GG') ,
(2) ) - (ab)m B R T S R S S R T R I
o — (@C)oy +(ac)y G+ 2(ac)sH + (ac),,,G'+(ac),,(ll’—GG’)’
LA (ab)m Lo TR T I T I
J2— er = (ed)py + (cd)yy G +3(cd)es 1 + (cd).,,G’-i—(cd),,(H’-—GG’)’
) ksl (ab)ul+ ..............................................

les dénominateurs sont les mémes dans les quatre formules; les a;,
b;, c;y d; sont seize entiers vérifiant les relations de la transformation
d’ordre k :

S (ad)oy + (be)ay = (ad )y + (bC)os :
= (ad) s + (be),s = (ad);3+ (be)sy = o,

(3)
' (ad)ys + (be)os = (ad) s + (be),y = k.

On peut remplacer ces relations par les suivantes qui leur sont équi-
valentes d’aprés M. Hermite :

(ah)oy + (ab),, = (ac),; + (ac),,
(/') = (b(l)‘m -+ (bfl)” = (Cd)o;, -+ (Cd).2 = 0,
(ad)y; + (@d)yy = (be)ys + (be),, = k.

Inversement, des équations (2), on peut tirer G, H, G’, H? — GG’
en fonction de g, A, g’ :

} G = (cd)os +(aC) o2 g +2(bc)os b +(db)ozé’/+(ab)os(/"_o"é")’
(9) (cd)ss+(ac)ss g + 2(be)syh 4 (db)ys g' +(ab)ey (B — g8")

.........................................................

It résulte de la forme des équations (2) que toute relation singu-

licre Ag+Bh+Cyg' +D(h*—gg')+E=o, entre g, &, g, sc

(') Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. XL; 1855.
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transforme en une relation singuliére entre G, H, G,

(6) A\ G+BH~+CG+D (H~GG)+ E, =0,

ol :

(A, = A(db);,+ B(ad),, -+ C(ac),,+ D(cd),,+ E(ab),.
B, = 2. (db)ss + Bl2(ad)os — K] -+ 2C (@), 2D (el o, + 3 Kb,

(7) {C, = A(db)y,+~ Blad),, + C(ar)+ D(cd),,+ E(ab),,.

D, = A(db)“ + B(ad),, + Clac),, + Dicd )y~ K(ab),s.

Ei == A{db),,+ B(ad)y, -+ C(ac)y,+ D(cd),,+ E(ab),,.

2. Cela posé, on vérilic immédiatement, en se servant de ces ex-
pressions et des relations (3) et (4) entre les a;, b;, ¢;y d;, Uidentité
fondamentale

(8) B2 — §A,C,— 4D, E, = k*(B*— §AC — {DE).

Par exemple, dans le premier membre, ot A, B,, G, D, K, som
remplacés par leurs valeurs (7), le coefficient de § A2 est

(db)s,— (db)y, (db)gy — (db)ay (D),
on peut U'éerive, puisque, d'aprés (4), (db)o, + (db),, = 0:
— (db)ay (db) 3 — (db)g, (db)ay — () (),

ce qui est nul identiquement. De méme, le cocefficient de § AB dans e
premicr membre de (8) est

(dbyys[2(ad)ys -~k | — (db),y (ad )y, — (dl) s, (ad),.,
~ (db)q5 (add)y, — (db),, (ad),,,

ce qu’on peut éerire, en tenant compte de (3) et de (),

— (db)os (ad),y — (db) s (ad)ys — (Ab)gs (ad )y, — (db),, (ad )y,
— (db),, (ad)y, — (b)), (atl),,,

quantité nulle identiquement.
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Calculons de méme le coefficient de B* dans le premier membre
de (8); c’est, en remplacant 2(ad),, — k par (ad)e; — (ad),, :

[(ad)e; — (ad), s |* — 4(ad )y, (ad)o, — 4(arl )y (ad),,,
[(ad)os + (ad),, |2,

c'est-a-dire, d’aprés (4), k*, comme dans le second membre de (8).
On vérifierait d'une maniire toute pareille les autres termes de la rela-
lion (8), qui se Lrouve ainsi démontrée.

Observons mainicnant que A,, B,, C,, D, E,, obtlenus sons la
forme (7), peuvent avoir un plus grand diviscur commun g, de sorte
que,si A=A, B, =B, ..., E =:F, l'identité (8) s’écrit

ou

(9) (B2 — (AN C = {DE) = *(B*— jAC =} DI).
Inversement, si I'on transforme la relation
NG+ BH+CG4+DIR—-GG) + 1 =0,

en y remplacant G, H, o', H?* — GG’ par lears valeurs (35). en g, /4,
gy h*— gg'y on retombe ¢videmment sur la relation singulicre (1),
dont on est parti, mais & un facteur entier prés 7, de sorte qu'on ob-
tient Pidentité, analogue & (9),

(10)  2(B2— §AC — {DE) = k2 (B2 — {A /- 4 DI,

Bornons-nous, pour le moment, au cas d’une lransformation du
premierordre (k=1); les identités (9) et (10)donnent immedintement
¢iat =1, 'esl-i-dire ¢ = 5% =1, et par suile

B2 — 4AC — 4D'E = B* — §AC — {DE,

c¢'est-i-dire que la quantité¢ B* — JAC — {DE reste invariable par les
transformations du premier ordre. Ainsi :

3. Une transformation quelcongue du premier ordre des pi-
riodes change la relation singuliére

Ag+Bh+Cg+D(h—gg)+E=o0,
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ot A, B,C, D, E sont des entiers sans diviseur commun, en une
relation singuliére analogue par rapport aux nouvelles périodes;
dans cette opération, la quantité

A=B?~4AC — 4DE
demeure invariable.

On appellera cette quantité A I'incariant de la relation singuliére;
¢’est un entier de la forme 4N ou 4N + 1, selon que B est pair ou im-
pair. Il résulle de la que la parité du coefficient B ne varie pas par les
transformations du premicr ordre.

Réduction d’une relation singuliére 4 la forme canonique.

4. On peut, par unc série de transformations du premier ordre,
ramener une relation singuliére & une forme canonique extrémement
simple, ne dépendant que de I'invariant.

5. Je dis d’abord qu’on peut faire disparaitre le terme en A* — gg'.

Effectuons, cn cffet, une transformation du premier ordre pour
laquelle on ait

a.=a,=bo= ba=c‘,=cz=d,=d,= dnzn

a,=1; dy= —1.
Les relations (3) entre les a;, b;, ¢;, d; se réduisent &
(11) b,c,~—bye, =1,

les autres ¢tant identiquement satisfaites.
I.a relation ‘

Ag+Bh+Cg'+-D(*—gg)+E=0

devient alors, si 'on remplace g, h, g, h* — gg’ par leurs valeurs (2),
une relation de méme forme en G, H, G, ou le coefficient de H* — GG’
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ct le terme indépendant ont pour valeurs

D,=—Ce¢, —Eb,,

(12) ~
E,=—Ab +De,+ a,(Ce,+ Eb)).

Il cst aisé de faire disparaitre D, : soit ¢ le plus grand commun
diviscur de C et de E; on prendra

Lk C.
(,2="§, "l=--.:‘:"

b, ct ¢, seront premiers entre cux, de sorte qu'on pourra toujours
trouver des entiers b, et ¢, vérifiant (11); quant & @, il restera arbi-
(raire.

6. Jedis, en second lieu, qu’on peut faire disparaitre le terme con-
stant. .
Supposons, en effet, la relation singuliére privée de terme en
2 L
P—ygg':

Ag+Bh+Cg' +E=o0:

effectuons la transformation du premier ordre (ui n'altére pas ket g,
et qui remplace g par g + 0, 0 ¢tant un entier queleonque; la relation
singulitre devient

Ag+Bh+Cg+E=o, E'=FE+ A0.
Je dis qu’on peut disposer de § de manicre que le plus grand commun

diviscur de C ct de F' divise A.
Soient en effet :

 le plus grand commun diviseur de A, C, E;
10, le plus grand commun diviseur de A et E;

[N P IENP]

|

sera premicer avee 8,.

>

D’aprés le théoréme de Dirichlet sur la progression arithmétique,
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on pourra choisir ) de maniére que

E A

L) N A
Uy 0y LILA

soit un nombre premier p, supérieur a (C : le premier terme et la raison
de la progression sont en cffet premiers entre cux; on aura alors

E'=E+A0=33,p.

. . ~ . . G
Le plus grand commun diviscur de F’ ct de C est alors §,, puisque 5
- "

est premier avee ¢, p, ce qui démontre la proposition ¢noncée.
Ainsi la relation singuliére peut étre supposée de la forme

(13) Ag+Bh+Cg +E=o0,
le plus grand commun diviseur, ¢, de C et E divisant A.

lectuons maintenant la méme transformation du premier ordre
(qu'au n® 3, la relation (13) devient

AG+B Il +CG+D, M —-GG)+ E =o,
avec (12):
D,= — Ce¢,— Eb,, E = —Ab +a,(Cei+ Eb)D,

¢t je dis qu'on peut annuler D, et E,.
Pour annuler D, prenons

f'":-a-’ b,z—?,
la velation (11) devient
l i (.
(B 3 -+ (,. =1,

et elle a des solutions en b,, ¢,, puisque 3 Eet (—8‘ sont premiecrs cnlre

cux. Soit b,, ¢, unc solution quelconque; on annulera E, si I'on peut
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choisir @, de manitre que
¢,(Ce, +Eb) = Ab,,
c¢’est-d-dire
a, 2= A[I| H
cela est possible, puisque ¢ divise A, par hypothése.
Ainsi une transformation convenable du premier ordre permet de
ramener la relation singuli¢re générale & la forme

(14) Ag+Bh+Cg'=o.

7. On peut encore pousser plus loin la réduction en employant les
transforinations du premicer ordre des deux types suivants :

8. Premier type. — Prenons

a=ty=by=b=c,=c,=dy=d,=0o.

Il résulte des formules (7) que la relation (14) garde la méme forme
en G, H, G5 ¢’est-d~dire qu'il ne s'introduit ni terme en I — GGy ni
Lerme constant : les quantités (db )y, (ad),,, (ac)y,y (db)y,, (ad)qy,
(ac),, sont en cffet toutes nulles.

Prenons en outre

Ca=a,, Cy= — Uy, dy=—, dy=b;
les relations (3) entre les «;, b,y ¢4, d; se réduisent a
U:’) aul’l"’al[’«=17
ct Pon a, pour cxprimer g, &, g en G, H, G’ :

;G — 20,011 + 3G,
h=—abG+ (ab,+ab,))H—abG,

o
=

/

g'= @G —2a,a,1l + @G

Journ. de Math. (5 série), tome V. — Fasc. L1, rNgy. 31
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La relation singuli¢re (14) devient alors

AG+BH~+C,G' =0,

élant posé
A =All-Bea,b,+ Ca3,
B,=— A0, + B(a,b,+ a,b,) — 2Ca,e,,
Cy= Al - Bea,b,+ Ca;.

Les coeflicients A,, — B,, C, sont précisément ceux (u’on obticnt
en ceffectuant sur la forme (quadratique

Aa?— B.‘Ly -+ C_)”
la substitution de déterminant 1 [ cause de (15)]
r=baz'+ by, y=ax'+a,y.

Ainsi, en désignant par (A, — B,, C,) une forme quadratique
(quelconque équivalente & la forme (A, — B, C) la relation singuli¢re
Ag + Bh+ Cg' = o0 peut sc ramener, par unc transformation du
premier ordre,

Ag+B,h+C,g=0.

9. Second type. — Prenons maintenant

Les relations (3) entre les a;, by, ¢, d; se réduisent &

dy—a,=1,

(16)

bye,— bye, =1,
ct la relation singuliére A g + BA + Cg' = o devient

AG+BH+CG+DMH- GG)+E =o,
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¢tant pose :
A’'= Ad,b,+ Ca,c,,

B’ =B,

C = Aby+ Ce,,
D'=—Ad,b,— Ca,c,,
E'=Ab,+ Ce,.

Annulons D’ et E': & cet effet, désignons par & le plus grand commun
diviseur de A et de C, de sorte que

A =ca, C=2y

2 ct y étant premiers entre cux.
Pour annuler E’, posons

b=y, Cy=—a;
annulons D’ :

(13) ad,by+ yasc, = o.
Les formules (16) s’écrivent alors
(18) dy=1+ ay, Ye + ab,=1.

Soit ( by, c,) une solution quelconque de la derniére équation (il en
eaiste, puisque « et y sont premiers entre eux ); la relation (17) donne,
¢n tenant compte de (18) :

ay=— ab,;
d’oll
dy=1+a,=1—ab,,
ct tous les nombres a;, by, ¢;, d; sont déterminés.
On aalors
A = Say(1 — ab,) + Sayab,= Suay,
B’ =B,
C =8ab,+ Sye,=8(yec,+ aby) = ¢;
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ce qui montre que I'on peut faire en sorte, par une transformation du
premicr ordre, que (¥ se réduise au plus grand commun diviseur de A
ctde C et divise A’

10. Cela posé, la relation singuli¢re ¢élant ainsi ramendée & la forme
Cag+ Bl + Cg'=o,

on peut supposer B et C sans diviseur commun. Effectunons maintenant
une des transformations du premier type pour laquelle on ait

a‘,=b,=a,=t, I).,:O;
la relation singulitre ci-dessus devient, par les formules du n* 8 :
(C2—B+C)G+(B—2C)H+CG =o0.

Le plus grand commun diviseur des cocfficients de G ct G’, ¢'est-
a-dire de C(z — 1) — B et de C, est celui de B et de C, c'est-d-dire
I'unité; on pourra donc, par unc transformation du sccond type,
ramener la relation singuliére précédente 4 une forme analogue, on
le coefficient de g’ sera unité,

(19) Ag+Bh+g'=o.

11. Distinguons maintenant deux cas sclon que B est pair ou impair
(on a vuau n° 3 que la parit¢ de B ne changeait pas dans les trans-
formations du premicr ordre).

1° Si B = 2D, la forme quadraticue

Az? —aBxy + y?
peut s’écrire
(y — B'x)*+ (A —B?)a?;
clle est donc équivalente & la forme
(A —-DB?)X2+ Y2,

ot il n'y a pas de terme en XY. Par suite, d’aprés le n° 8, la relation
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singulitre (19) peut, par une transformation du premicr type, sc
ramencr & la forme

(19 bis) Ag+4g'=o.
2° Si B =2al¥ +1, la forme
A — 2B+ )zy + y?
est ¢quivalente a la forme

(A=DB*—=DB)X?— XY + Y3,
car clle s'éerit

(y =Bz —(y-DBx)r+(A—B?—DB)a?;
donc la relation singuliére (19) peut se ramencr & la forme
(19 ter) Ag+l+g=o.

Observons maintenant que la quantité A = B?* — 4AC — 4 DE cs1
un invariant; si donc A est la valeur de cet invariant pour la relation
singuli¢re générale dont on est parti; on aura

—4A,=A, si B est pair,
1—4A, =4, si B est impair;
ce qui détermine A, ct A en fonction de A. Voici donc le théoréme
tinal :
12. TuiéorkMe. — Soit une relation singulicre quelconque
Ag+Bh+Cg'+D(h*~gg)+E=0:

si son invariant A =13 — 4AC — {DE est divisible par 4, c'est-
a-dire si B est pair, on peut, par des transformations du premier
ordre des périodes, la ramener au type

A

;8 t&=0;
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et $i A est de la forme 4N + 1, c’est-a-dire si B est impair, au type

———2'-— +,l+g--0.

. Corollaire. — 11 résulte de la que deux relations singuli¢res
13. Coroli 11 résulte de la que d lat I
yuelconques, de méme invariant, sont dquivalentes, c’cst-a-dire
pcuvent-étre ramenées I'une 4 I'autre par unc transformation du
premier ordre : 'une et I'autre en effet peuvent étre ramences & un
scul et méme type, ot ne figure ue l'invariant. Ainsi, dans le sens
qui vient d'¢tre attribué a I'équivalence,

Toutes les relations singuliéres de méme invariant sont équiva-
lentes.

Propriétés de Vinvariant,

14. Turonrime. — L'invariant est esscntiellement positif.
Prenons, en cffet, la relation singuliére sous la forme

(20) ag +ph+yg'=o,

on a

A= [~ jay.

Pour qu'il existe des fonctions abéliennes de «, ¢ ayant pour couples
de périodcs 1,050,152, b3 h, g’, il faut (et il sufﬁt), comme on sait,
(qu’en d(.swn.mt par 2, k,, 2, les parties imaginaires de g, A, o
(g=g,+1g,,...), onait

] 4 glba < 0.
Ona entre g, /,, g\ larelation, déduite de(20):
g+ Bh, +vg, =0,

et si I'on tire 4, de cette équation pour le porter dans Dinégalité pré-
cédente, celle-ci devient

algl + (20y - B g, g + 15V <o,
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Pour qu'il puisse cxister des valeurs réelles de g, g vérifiant I'iné-
galité, il faut évidemment que le trindme en g, ct g ait ses racines
réelles et distinctes, c'est-d-dire que

(207 — B) — faiy>0 ou B(B = fay)>o,

c'est-d-dire A > o, ce qui démontre le théoréme.

15. TusonkMe. — Si Uinvariant d'une relation singuliére est
carré parfait, une intégrale abélienne de premiére espéce corres-
pondant aux périodes considérées est réductible a une intégrale
elliptique ; et réciproquement.

En cllet, pour qu’unc intégrale de premiére espéce se réduise a unc
intégrale elliptique, il faut ct il suffit que les périodes de u + Av se
réduisent & deux, A désignant une constante convenable. Les périodes
simultanées de u, ¢ étant 1,05 0, 15 g, A3 hy g, los périodes de u+Ac
sont

L N g+M, h+2Ag

si donc w ct o’ sont les périodes elliptiques, il faut et il suffit que I'on ait

1 =nm,0 4+ n,w,
A=m,w+no,
(a1) '
g+ N =m0+ n,0,
h4+Ag'=m0+ n,0';
les m;, n; élant des entiers. On en conclut, en ¢liminant A, w et w’, la
1) ’ , b

relation de forme singuliére, entre g, h, g',

() [ 0= (g L (am)is = (ama)
( = (nm) g + (nm)y (B2 — gg') — (nnt)ss.

Je dis que linvariant correspondant est un carré parfait, ce qui revient
a ¢lablir que Pexpression

[(nm),3— (nm),, ]* + 4(nm)g,(em),, + 4(nm),,(nm),,

est un carré : c'est en effet le carré de (nm),,+ (nm),,.
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Ainsi, dans le cas elliptique, il cxiste entre les périodes une relation
singuli¢re dont I'invariant est un carré; réciproguement, si 'invariant
d'une relation singuliére est le carré 22, cetle relation est ¢quivalente &
la relation nk — 1 = 0, qui a méme invariant : le tableau des périodes
peuat done étre ramené, par une transformation du premier ordre, &

I 0 g )
b ’ <B4 n
0 I < o’
’
’ ’ n -2

ce qui prouve hien qu'on est dans le cas clliplique; et il y a deux inté-
grales réductibles aux intégrales elliptiques.

16. Remarque 1. — Les considérations précédentes fournissent
unc nouvelle démonstration du théoréme de Weierstrass-icard (')
swr la réduction des intégrales hy perelliptiquesde genre deux aux
intégrales elliptigues; clles montrent également, ainsi ue M. Picard
Pa vérili¢ divectement (2), que la forme de Weierstrass

m 4
h==ou nh—m=uov
est ¢quivalente a la forme 2l —- 1 == 0, car Pinvariant est #? dans les
deux cas.

17. Remarque I1. — L'invariant A étant positif et de 'une des
formes 4N ou 4N + 1 a pour plus petite valeur 1: ce cas ne corres-
pond pas & de véritables fonctions ahélicnnes, puisque le tableau des
periodes peut se ramener, en faisant # =1, i

, o & I,

o, 1, 1, g%
L] . .
c'esl-a-dire

I, o, g, o0,

0, 'y O, &5

(") Bulletin de la Société mathématique de France, t. X1, p. 43.
(*) Ibdd., v. X1, p. 133.
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les fonctions hyperelliptiques correspondantes sont alors des combi-
naisons rationnelles guelconques de fonctions séparément elliptiques
par rapport aux variables « et ¢.

18. Intégrales réductibles. — Lorsque A est un carré parfait,
A = n?, on obtient les deux intégrales réductibles aux intégrales ellip-
tiques par la formule & + Ao, ol A est choisi de maniére que les
périodes de u + Ao se réduisent 4 deux : ces deux périodes, w et o',
et la quantité A vérifient les relations (21), d’ot I'on a déduit 1a rela-
tion singuliére (23).

Soit done Ag +-Bh+Cg' +D(h*— gg')+ E=o0 la rclation
entre les périodes; en écrivant qu'elle est identique a (22), on a

(nm),,= pA,
(nm), — (nm)y,== o0,
(a3) —(am)ia=2¢C,
(llm)0| = PD’

~ (nm),,;=sE,
3 . Sy ' .
7 étant un entier. Eliminant w et o’ cntre les équations (21) on trouve

(nm),, — Mnm)y,+ (g + Ab) (nm),, = o,
(nm)yy — A(nm)yy+ (b + Ag')(nm),, = o.

Multiplions la seconde de ces relations par A et ajoutons & la pre-
micre, il vient, en tenant compte de (23),

—pC+ B+ (g +Me)pD — MpA + ML +2g8)pD =0,
ou, en ordonnant par rapport 4 A,
NM(Dg'—A)+A(aDh+B)+Dg—C=o,

ce qui donne pour A les deux valeurs

s — —2Dh—B = \/ID* ("= gg") + 4DBA + ;DAg = 4DCg + B'— {AC,
- a(Dg'—A)

Journ. de Matl: (v -rw), tome V. — Fasc. III, 18gg. 32
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En vertu de la relation Ag +Bh + Cg’' + D(h*— gg') = — L, la
(uantité sous le radical est B* — 4 AC — 4DE, c'est-a-dire 45 donc
- —aDh—Bx\a ou L —aDA—Bxya
T TTa(Dg =Ry’ > 2(Dg—0C)

ce qui donne les deux valeurs cherchées de A.

19. Exctension d’un théoréme de M. Poincaré. — M. Poincaré a
montré que, s'il existe plus de deux intégrales réductibles aux inté-
grales clliptiques, il en existe unc infinité; ce qui, dans notre langage,
s'¢nonce ainsi :

S’il eciste entre les périodes deur relations singuliéres pour
chacune desquelles Uincariant soit carré parfait, il existe une infi-
nité de telles relations (').

Plus généralement, nous allons établir que :

S’il existe entre les périodes deux relations singuliéres dont I’unc
ait pour invariant un carré parfait, il y a une infinité de telles rela-
tions.

Soient, en cffet, les relations

(24) Ag +Bh +Cg" +D(*—gg') +E =o,
(25) Ag+Bh+Cg+D(—-gg)+E =o,
ol

A=DB*—4AC - 41DE
est le carré n®.
On cn déduit, en multipliant par les entiers g el 7 et ajoulant, la
nouvelle relation singuliére

o=(Ap-+A0)g +(Bp+B,a)h
+(Cp+Cio)g' +(Dp+Dyo)(h*— gg') + Eg + ks,

(') American Journal of Mathematics, t. V111, p. 306.
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dont I'invariant (4 un facteur carré prés) est
Ag*+Mps + A, 5%,
A, désigne l'invariant de la relation (23) ct M une fonction dc A,
B,....E;A,, ..., E,, qu'il est inutile d’expliciter.
L théoréme est qu’on peut déterminer la fraction % d'une infinité de

manicres différentes, de telle sorte que le nombre Ag?+ Mps + A, 5? soit
un carré; or on peut écrire ce nombre, en remplagant A par 2?, ct en
désignant par 0 un entier quelconque,

(np+03)*+s[Mg -+ 4,5 — 2n0p — 0%c],

et ce sera un carrc si 'on prend & de telle sorte que le terme entre cro-

chets s’annule, c'est-i-dire si

P . a
02— 3, T M—2a0

o, puisque 0 est quelconque, unc infinit¢ de solutions.
C. Q. F. n.

DEUXIEME PARTIE.

Fonctions intermédiaires singulidres.
20. Soit un systéme de périodes normales des variables « et ¢

1, o, g h

4
0, I, /‘, g3

cn changeant au besoin les signes de g, £, g’ simullanément, on a le



252 G. HUMBERT.

droit dc supposer que la partie imaginaire, g,, de & est positive; il en
scra de méme de la partic imaginaire, g, de g’, 4 cause de l'inégalité
nécessaire b} — g, g, < o.

A Texemple de Briot et Bouquet (') et de M. Poincaré (), nous
appellerons fonction intermédiaire toute fonction entiére de u, ¢ qui
se reproduit, multipli¢e par une exponentielle ¢+*+", quand u, ¢ aug-
mentent d’une période.

En désignant par f(«, ¢) une telle fonction, on a ainsi

S(u+1,0) = A f(u, 0),
Suyo1) =S fu,v),
S(u+ g0+ h) = et flu,v),
S+ by o+ g)= A fu,0).

En multipliant f(«,¢) par une exponentielle e +*“ <"/ q,b, ...
étant des constantes, on peut évidemment disposer de ces constantes
dc maniére que le produit de I’exponentielle par f(u, ¢), produit que
nous désignerons par 3 (&, ¢), vérifie les relations

pe+1,0)=9(u0)
o(uy0+1) = "3 (u,v);
il suffit pour cela de prendre
2a=—M\, h=—u, d+a= -y,
2C = — Wy, f+e=—w,
) est une constante, égale 4 — u,.
La fonciion §(u, v) satisfait donc aux conditions
?(u + 1, O) = "?(u’ 0))
o(u, v +1)=p(u,v)e™,
¢(u+ g, 0+ h)=23(y p)eMrEr ey
‘ ?(u + h’ ) +gl) — ?<u’ v)e).lu e (-‘,l.

(1)

(1) Traité des fonctions elliptiques.
(2) American Journal of Mathematics, 1. VIII, p. 316.
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Pour que les deux premiéres équations soient compatibles, il faut
que
0 = 2xin,

n étant entier; de méme, la premiére ct la seconde combinces succes-
sivement avec les deux autres donnent

A= —anil, N=aznil, p=a%i(m—ng), W=27i(m —nrh),

l, 'y m, m' étant entiers. Enfin la combinaison des deux derniéres
relations (1) donne

Mo+ pg' =Ng—+ph+ 297i,
q ¢tant entier. En remplacant A, ., N, @’ par leurs valeurs ci-dessus,
on trouve
lg+(m 4+ Dh—mg — n(h*— gg')+ ¢ = o;
si donc les entiers I', m’ - I, m, n, ¢ ne sont pas nuls i la fois, il existe
entre g, h, g’ une relation singuliére.

Dans le cas ot
l'=ln'+l=m=n=q=o,

les relations deviennent

o(u+1,0) = 9(uyv+1) =3(u,r),
o(u+ 8,0+ h) = e u+ry(u, o),
p(u+hyv+g')=e ™Yoy, 0);
la fonction ¢(u, ¢) est alors une forction théta. Ainsi, dans l¢ cas ol
il n’y a pas de relation singuliére entre les périodes, les seules fonctions

intermédiaires sont les fonctions théta et leurs produits par des expo-
nentielles ™+

. 21. Supposons, au contraire, qu'il y ait entre g, A, g’ unc relation
singuliére, et ramenons-la, par une transformation du premier ordre
des périodes, & la forme

ag +Bh+yg'=o.
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On a alors, en désignant par k un entier,
l'=— ak, m + = — Bk, m = vk, n=gq=uo,

et les relations (1) s’éerivent

s(v+1,0)=9(u, 0o +1)=9(u,v),
(2) Co(U+ gy v+ h) =™tV (U, 0),

?(u + ,t, v_+_g:)_____ ezni[-kau—(1+kp;v]+v?(u’0).

Si k est nul, la fonction ¢ (%, ¢) est une fonction théta d’ordre l;
si k2o, il entre dans la définition de ¢(u, ¢) deux nombres entiers,
l etk, que nous appellerons les indices de la fonction intermédiaire

singuli¢re g(u,v).

22. Considérons maintenant le déterminant ¢ des coefficients
de u, ¢ dans les exponenticlles qui figurent aux seconds membres des
deux derniéres équations (2)

e = I(l+kB) + ayh® == I*+ Bkl + avk*.
Je dis que, en général, & n’est pas nul. Car, si g = o, on a

L —BEVB—any

k 2 ’

ce qui exige que B* — 4ay, c’est-d-dire l'invariant A de la relation sin-
guliére entre les périodes, soit un carré parfait. Ainsi, ¢ ne peut étre
nul que dans le cas elliptique.

23. Cas clliptique. — Avant d’aller plus loin, supposons-nous
placés dans le cas elliptique, / et & étant tels que = o, et étudions les

fonctions (i, v) correspondantes.
A cet cffet, supposons y = 1, comme nous en avons le droit, dans la

relation entre les périodes; soit

B2 — 4fa = n?,
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ce qui donne
o B
T4
lLes nombres f et n sont nécessairement de méme parité.

l . \
On a pour £ en écrivant ¢ == o,

Supposons, par cxemple,

Cela pos¢, nous savons qu'il y a deux fonctions de la forme « + Av,

1 . . e
ou 5 & + ¢, qui n'ont que deux périodes; les deux valeurs correspon-

dantes dc -sont (n° 18)

1 —BxEe
-T2

>~

Prenons pour variables nouvelles, 4 la place de u el ¢, ces deux
fonctions, en posant

U == B+n

¢+ —u,

-—n
nV=r¢+ —B—z—u;

la fonetion 5 (u, ), qui vérifie les relations (2), devient une fonction
7.(U, V), et ces relations donnent sans difficulté

,(U+_,V+) y(U “*",V+3"‘)=7'(U,V),

20 2n

L(U ‘s—-i-—,flr.+. = V B—n g+ = )__/(L V)(,inl/f/zl+;

2n

1 ‘mnﬂi-(-v'
‘/.(U-f—p“*‘”/:—r- \/—i—a l¢+‘;)=x(U,V)ezk A
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Si I'on pose

>

;3-4—/1 h ’ a_n
— O e — frd o
Q an © 7 4’ Q an ® +

-
4

(|

on déduit de 14, en tenant compte de la relation singuli¢re

(3) £t e s Bhr g =0,

les équations nouvelles :

7L +1,V) = x(U. V1) =2(U, V),
(/i) ‘ Z.(L- -+ Qq V'—}- Q’) — x(U, V)(’,ﬁtilmu.x.-,’
sr.m-n""3

7(U+ 5P, v - 2R =y (U, V)™

U+

La combinaison des deux derniéres donne facilement
(3) 7(UG,V 4 nQ) ==y (U, V)e",

v" étant une constante.

D’ailleurs 4 (U, V) ayant, en vertu de (4), les périodes 1,0; o, 1,
et étant une fonction entiére, peut se développer par la formule de
Fourier

(G) 7.(U’ V) =Echmnpl;+-qV).
Exprimons que cette série vérific (5); il vient, si A,,Z o,
enm@aQ/ =",

d’ot, en remplacant Q' par sa valeur,

L

3 — T .
q[‘ 2"g+lz_|::—'—-.+lz,

2wl

E ¢tant un entier. Une telle relation ne peut avoir lieu pour deux va-
leurs ¢ et ¢,, de I'entier ¢; car on en déduirait, par soustraction,

(9—90)[9';"g+1¢] =E - E,.
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Soient alors gy, &y, g’ les parties imaginaires de g, /, g’; on aurait

Lo =3,
1 2 DU

ct de la relation (3) entre les périodes on tirerait
d'ou

ce qui est contraire a I h) pothése initiale.

Par suite, dans la série de Fourier (6), ¢ est constant et égal 4 ¢,5
en supprimant le facteur ¢*™", on voit que y (U, V) est une fonclmn
de la seule variable U, et les relations (4) montrent que c’est une
fonction théla.

Inversement, on établit sans difficulté qu'unce fonction théta (clhp—
tique) de U vérifie des équations de la forme (2), avec 2 = o.

Remarque. — Sil'on avait supposé

! :_?_t’_'
= :

2
on aurait trouvé de méme une fonction théta de la seule varviable V.
Ainsi, dans le cas elliptique, & peut étre nul; les fonctions inter-
mddiaires correspondantes sont, & un facleur exponenticl pris,
des fonctions théta elliptiques d’une seule variable.

24. Laissant de coté le cas de ces fonctions théta elliptiques, nous
avons le droit de supposer ¢ différent de zéro; nos résultats sappli-
«queront aussi bien au cas elliptique u’au cas général.

Reprenons la relation entre les périodes sous la forme

avr.*..ph.*.va' =0,

ct revenons aux ¢quations (2) qui caractérisent une fonction intermé-
diaire singuliére 9(u,¢), d'indices [ et k3 & n’é¢tant pas nul, on peut
Journ. de Math. (5 série), tome V. — Fasc. I, 18qq. 33
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faire le changement de variables

() ju=—(I+kB)U—kyV,
’ | o= ka U— IV,

d’ot1 'on tire

eU=—1lu+ kyy,

8 =0+ Bkl + ayh®.
8V =— kau—(1+k3)v, +pRliE e

® |

La fonetion ¢ (&, ¢) devient alors unc fonction (U, V), et les deux
premicres équations (2) donnent

(@ M(U—pV-3)=0(U+4L v ) =g, v,

N
n

d’ou l'on déduit, en désignant par p et 5 deux entiers arbitraires,

o(U NP AL c‘+a""’) =0(L, V).
En prenant g = — [ — kB, 6 = ka, ona
6(U+1,V)=106(U,V),

ct 'on voit de méme que

(U, V +1) = (U, V).

Enfin, si I'on pose

—_ % — - op or! —_ KAy — A '
G = Ig-:-lx(l:, H=— l/z-t-b{,, _ kag — (L4 kBYh (')

0
] 0 “

G — —/fzh——gl+k{i)g’

(1) Les deux valeurs de H sont les mémes, en vertu de la relation

ag+Bh+yg'=o0.
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les deux derniéres ¢quations (2) donnent

0(U + G, V+ H) =™+ 0(U, V),

(10) . , . ) i
WU + 1LV 4+ G') = ™2+ (U, V);

en y joignant

B(U +1,V)=0(U, V+1)=0(U, V),

on voit que §(L, V) est unc fonction théta, d’ordre 3, aux périodes
1,0; 0, 135 G, H; H, G'; mais ce n’cst pas une fonction 0 quelconque,
a cause des relations (g) :

@ 0(U-pV-E)=0(Uu+i v e, v).

)
]

23. Conditions d’ecistence des fonctions intermédiaires singu-
li¢res. — Pour qu'il existe des fonctions théta de U, V vérifiant (10),
deux conditions sont nécessaires et suffisantes :

1° Endésignant par G, H,, G/ les partics imaginaires de G, H, (v,
il faut que I} — G, G, < o.

Or on a, en désignant par g,, 4,, g, les partics imaginaires de g,

hy g
G, = - by o+ kgl H = =l kygy _ —kzg— (L4 AB) A,
1= R = 3 = 3 L
G o= —hxhy— ({+ AB) g,
ll == ——_———-0\__*’
d’on

Vo= $| — M+ kyg | —hag, — L+ EkB) A, |
T 1 ’ 4 ,
— 5| =g+ hyh ][ = kad, —(L+ kB)g\ | = 53(A: — g,g)).
ct I'inégalité a véritier devient, puisque 2} — g, g, < o,
(11) s>>0, cost-i-dire P+ Bhl+ ayk* > 0.

2° En sccond licu, il faut que 3, ordre de la fonction théta, ait le
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signe conlraire a celui de la partic imaginaire de G5, c'est-i-dire que G,
soit négalif; ainsi

(12) — g+ hkyh, <o,

inégalité évidemment compatible avec la précédente, ct sur laquelle
nous reviendrons,

26. Si les indgalités (1) et (12) sont vérifices, il existe des fonc-
tions théta, 0(U, V), salisfaisant aux relations (10); clles sont, comme
I'on sait, fonctions linéaires ct homogénes de 22 d'entre elles. 11 reste
& voir si, parmi ces fonctions, on peut en trouver qui vérifient les
relations ().

27. Observons d'abord, pour simplifier éeriture, qu'en faisant le
changement de variables U= U, + 2%, V=V, + u, A et u étant des
conslanles, on peut déterminer ces constantes de maniére que (U, V)
salisfasse aux égalités (10), ot v et v ont des valeurs fixées & 'avance.

(33 .G’

On a donc le droil de supposer v = 27/ - v =axw ~ de sorte (ue

la fonetion (U, V) est telle que
0L +1,V) =0(U, V1) =0(L, V),
(3) O GV 11y = S g, vy,
BU + 1L, V Gy = "“*f’o(l V),
(14) 0(1 — ’_!;—)~e(u A, ’_’_*“_“)_—.0(1',\)

Or on peut cxprimer les fonctions 0(U, V) qui satisfont aux
¢quations (t‘i) cn fonction linéaire et homogine des ¢2 fonctious

Buus Outy vy Opye oo (03 py g < 3) délinies par

.

. . > ip+pdqg+ad,
(l;\) prl(lj,"\)—zZ!‘*ﬂ"P*Pa‘U""I*"‘"Vl() ‘/P P29+

¢ et s variant par valeurs entitres de — = it + 3, ¢l f (., y) désignant
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la forme — (Ga?+ 2oy +G'y?); on a mis le signe — devant
Gi.e? ... parce que la partie imaginaire, i, de G est négative.

Les fonctions @, vérifient les relations (13); de plus, il est évident
que

| : . 1xil .
(16) ’ SM(U-O-;;-, \).—-_c i(-)M(U’V)’

Pour que 0, salisfasse aux équations (14), il faut et il suffit que p
¢l ¢ soient choisis de maniére que

(17) —lp —kag=m3, hyp—(+k3)qg=us,
m et u élant entiers; ¢’est-a-dire
(18) p=—m(l+k3)+nka, g=—mky—ul

Combicen y a-l-il de systtmes de valeurs de p et ¢ de cette forme,
compris entre o inclus et ¢ exclus?

Pour le voir, considérons p et ¢ comme les coordonnées rectangu-
laires d’un point dans un plan; tous les points p, ¢ représentés par les
formules (18), oit m et n prennent toules les valeurs enticres, sont les
sommels d'un réscau de parallélogrammes, construit avec les périodes
— (L + kB) — iky et ka — il, ct dont un sommet est a I'origine. Toul
revient & chercher combien il y a de ces sommets i P'intérieur du carré
de coté ¢ construit sur les parties positives des axes : si l'on observe que
les quatre sommets de ce carré sont des sommels du réseau (ce qui se
reconnait de suite), on en conclut que le nombre cherché est le quo-
tient de aire du carré et de I'aive du parallélogramme. L'aire du carre
est 325 celle du parallélogramme est ([ + k8) { + kyka, c'est-a~dire e;

. et . . .
il y a done ¥ = ¢ sommets du réscau dans le carré, Povigine étant

comptée, mais non les trois autres sommels du carré.
Soient alors p,, ¢, Pay §a5 +-3 Pas ¢ les 8 systémes de valeurs
correspondantes de p, ¢ les ¢ fonctions

ep.q.(U’\r)’ Qlt.q.(U’ V)’ tey apsﬂa(u’ V)’

satisfont scules, parmi les fonctions @ ,,, aux ¢équations (13) et (14):
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en d'autres termes les fonctions entiéres qui vérifient ces équations
s'expriment cn fonction linéaire et homogéne de ¢ d'entre elles.

Remontons maintenant des variables U, V aux variables &, ¢, nous
avons ce théoréme :

1o g h

28. Soil un systéme de périodes y telles gu’on ait la

3] ] (3
relation

ag+Bh+vg=o,

%, 3, ¥ étant entiers sans diviseur commun ; désignons pai* g, h,. &,
leg pa/ ties imaginaires de g, hy g’ el supposons Ii— g, g <o,
g, el g >o.

Soient L et k deux entiers, tels que la quantité ¢ = I* + Bkl + oy k*
soll positive el que — by, + kyh, soit négatif (*); il existe des fone-
tions intermédiaires singulitres, 3(«, ¢), d’indices L et k, c’est-a-dire
vérifiant les relations

; s(u+1,v0) =g(uy v +1)=125(u,v),
?(u —+ gy <+ h) — ?(u’ ‘\)L,ﬁwi(-ll¢+/¢10')+‘4,

(2)
-.’ P(u+hy o+ g') = g(u, 0)crmitm it

v ety désignant des constantes arbitraires donndes. Ces fonclions
s'expriment en fonction linéaire et homogéne de ¢ d'entre elles.

1l serait aisé d’avoir le développement en série de chacune de ces
3 fonctions, en sc servant de celui de 0,,(U, V); nous trouverons plus
loin des développements un peu plus généraux d'une manicre directe.

29. Remarque 1. — Reprenons les inégalités nécessaires

u ') I*+ B/\l-l— 1“’11"”") 0,
(12) —lg +hvh, <o.

La premicre s’éerit
(a1 + By — k(8 — day) > o,
el Fon sait (n" 14) qu«- Pinvariant A = 3‘ fay cst > 0.

('y On verra plus bas (n” 29) que ces deux conditions se réduisent a une seule.
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Regardons £ ¢t k comme les coordonnées d’un point dans un plan et
construisons les deux droites réelles A'O A, 'O B qui ont pour ¢qua-
tion [+ 8kl + ayk?® = o : clles passent par Porigine O.

Construisons de méme la droite C'O C qui a pour ¢quation

— lg. + /\"‘,'/t. =0;

je dis qu’elle est dans 'angle des droites A’OA et BOB qui ne com-

Fig. 1.

prend pas axe des £. En effet, cn substituant dans 2 + BAl + ay h* les
valeurs / = o, k = o, on trouve le signe + ; en substituant [ = v/,
k = g,, on trouve

vhi+ g Bhi+ag),

¢'est-d-dire, puisque a g, + B4, + v, estnul, y*(A} — g, g7), résultal
négatif.

1l vésulte de la que les deux inégalités (11) et (12) ne sont vérilices
(ue si le point £, & est dans 'angle BOA, qui comprend la partie posi-
tive del'axe des / (région non ombrée) : g, est en effet > o.

Comme il y a, dans cet angle, une infinité de points & coordonnées
enlicres, il y a une infinité de systémes de valeurs de £, k correspon-
dant & des fonctions intermédiaires singuliéres.

Pour un quelconque de¢ ces systémes de valeurs, la quantité
20+ Bk cst positive : en cffet, la droite 2/+ Bk =0 est dans la
région ombrée, car en faisant /=@, k = — 2 dans £ + BAl + ayh®,
on Lrouve

— (B~ 4ay),
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quantité négative; par suite, pour tous les points de I'angle BOA,
al + Bk est positif.,
L'inégalité (11) ¢ (2 + 8h)* — k*A > o donne alors

(19) al + Bk >\VAmod &k

et il est clair, géométriquement, que cette inégalité, si clle est vérifice,
entralne les inégalités (r1) et (12) @ c'est donce la seule it laquelle les
indices / ot k soicnt assujeltix.

30. Remarque 11, — W vésulle de ce qui précede que, sify & est un
systeme de valeurs vorifiant Pinégalité (19) et ne un entier posilif, les
systémes mly mk et 1+ m, k vérilieront aussi celte indgalité.

On peut voiv aussi (ue, si , &’ est un systéme analogue, la méme
propriété appartient au systéme [+ ', k + i’ : cela résulte de ce que
le produit de denx fonctions singuli¢res d’indices 4, & et 2, &' est évi-
demment une fonetion singulicre d'indiees 1 4+ /'y k + 5 ¢’est une
fonetion théta si b + ' = o,

al. Remarque TH. — 5i 1, k vévilient Vinégalité (1g), on pourra
trouver une infinité d'entiers /7 tels que le systéme £/, — A la vérifie
aussi 2 cela vésulie immédiatement de ce que la partie positive de 'axe
des £ est dans Pangle BOA. En d’autres termes, étant donndée une
fonction intermédiaive singuliére 4, on peut en trouver une infinité
d'autres 37 telles que le produil 437 soit une fonction théta,

Zéros communs 4 deux fonctions intermédiaires singulidres.

32. Reprenons les relations de transformation du n® 24

w=—(+k3)L —AyV\,
o= ke U — /\,

(111]

ol = — lu + kvyv,
8V =— kau -- (I + kB)e.
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Je dis qu'a un systéme (U, V), déterminé aux périodes prés, ne
correspond qu'un scul systéme (u,¢), aux périodes prés @ car si l'on
augmente [ et V d'une période du tableau

1, o, G, 11,

o, 1, H, (v,

ol
Gz ...[—’,,,‘ .:' l'._fl‘ ,
H= = Ih+ kg —kag —(1+k3)h
-_ "‘"—-"a~——.—..._ —_ _______a-_‘—- D
jroe krh = - k)

]

on reconnait immédiatement que « et v augmentent d'une période du
“tableau
1, o g h
o, 1, h, g.
Inversement, je dis qu’a un systéme («,¢) correspondent 2 sys-
temes U, V. Donnons, en effet, 4 «, ¢ les valeurs

u-+ 0+ 4+ ah, v+ 0+ sh+ 3y,

0.0, 2, 5 ¢tant des entiers quelconques, il vient

— fonr ¢ — foor ' — . — oy o’
= R 10;”0 Pl i L Pl b b
X — _— . (3 ) — L - 3 0’
\ :<Az~u~_a(l_+k;$)t_+ ka8 (81+/n,) ’

-+ 3

+

— kg _8(14.“3)/; PYLY —§t+/.-{a);,~_

Lies coefficients de p dans les deux seconds membres étant respec-
tivement G et H, ceux de o étant H et (&, on peut supposer ¢ = o,
7 =0, sans changer U, V aux périodes prés; tout revient ainsi i
chercher combien on obtient de systémes distinets aux périodes pres

Journ. de Math. (3¢ séric), tome V., — Fasc. 1fl, 18gy. 3"
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par les formules

Ui TEENY e A AR

PA 3

lorsque 0 et § prennent toutes Jes valeurs enticres.
Deux systémes 0, 0 et §,, 0, donnent le méme systéme U7, V' aus
periodes pris si

— 1O —=0)+ k(0 b))

]

a0 = 0y LA ADW=0) _ oH 4 s
- — 4 r .

=m+gG+3H,

Les entiers 2' el o° sont nécessairement nuls, sinon, en égalant les
parties imaginaires dans les deux membres, on trouverait

FG,+7H,=0, P+ 76 =0,
doi H; — G, (5 = o, ce quiest impossible (n® 2i3). On a done

— 1(B—=0,) + ky(U=0,) =uma,
— ka0 — 0,y — ([ + kB0 —0,)=nc,

¢t Fon en conclut, comme au n® 27, qu'en considérant 0 et 0" comme
les coordonnées d’un point, deux points 0, ¥ et 0,, 0, donnent le méme
svstéme (U, V') ¢'ils sont deux points homologues d'un réseau de
paralltlogrammes, et réciproquement.

Ce résean est construit sur les périodes

— (L +k3)+ ika, —ky —il;

il a lorigine pour un de ses sommetx, et l'aire de son parallélogranune
est 3,
Iy aura autant de systemes (U, V) correspondant a un systéme
(ueyv ) qu'il y ade points (0, 0’) i coordonnées enti¢res dans un paral-
lélogramime du réseau ; or, I'aive du parallélogramme étant g, ce nombre
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de points est évidemment 2, en comptant 'origine et en excluant les
trois autres sommets. Ainsi :

A un systéme (u, ¢) correspondent o systéemes (U, V) distinets
wns périodes pres.

a3, 1l est maintenant facile de trouver le nombre de zéros communs
it deux fonclions intermédiaires singuli¢res; cest-d-dire le nombre des
solutions communes aux deux équations 3(u,¢) =0, §,(u,¢)=o0:
deux solutions qui ne différent que de périodes ne sont pas regardées
comme distinetes.

Supposons que les deux fonctions intermédiaires considérées aient
pourindices /, k et I', k'; nous les représenterons par 3.4, ¢4, et leur
nombre de zéros communs par

N(b ki UK

il est clair, en effet, qu'il ne dépend que des nombres 4, ks 1, k.
| Foir, par exemple, le raisonnement de M. Poincaré pour trouver le
nombre de zéros communs i deux fonctions théta (').]

o%. Distinguons maintenant plusieurs cas.

1° Supposons I'={, k' = k. En ce cas, la transformation employcée
aun® 24 change .4 et 5, 4 en deux fonctions théta de Uet V, d’ordre 2.
Ces deux fonctions ayant, dapres M. Poincaré (*), 26% zéros communs,
et 3 systemes (U, V) correspondant a un systéme (u, v), le nomhre

. , 36t
des zéros communs & 374 el 374 ost - = 23; 0n a done
(20) N ksl k)= 28 4+ 2381 + aay k.

2° Supposens /' =1, k'=o0. La fonction g, 4 est alors une fouction
théta, 3(u, ), du premicr ordre; si 'on désigne par j(«) el j, () deny
intégrales abélicnnes de premicre espéce appartenant i la courbe de
genre deux f(x, y) =o, qui correspond au systtme de périodes

(') Bulletin de la Société Mathématique de France, t. \.
(}) 1bdd,
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,o0i0,1: g ks b, g, ona identiquement
Zlj(e)y + v j(£)+ v, ] =0,

v el v, ¢lanl des constantes.
D’aprés cela, le nombre des zéros communs a gpa(u, v et d S0y
est le nombre des racines de I'équation

(21) sl j(x) +9y fi(x)+ v, | =0.

On sait trouver ce nombre lorsque 5,4 est une fonction théta, ¢ est-
a-dire une fonction admettant les périodes 1,05 0, 1 et telle gue

e)(,, + Yy v+ h ) — o 2Rilnsconst e.)(”’ ).

O(u~+hy v 4 g") = pmmilosemst-Q( gy )

on établit, dans la théorie des fonctions abéliennes, que le nomhre
cherché est la somme du coefficient de - 271 dans la premiére expo-
nenticlle et du coefficient de = 274¢ dans la seconde, e’est-a-dire [+ /,
ou 24, Le méme vaisonnement, appliqué dans los mémes termes ().
a la fonction 9,4 qui a les périodes 1,05 0, 1 el qui salisfait i

a

?M( U+ gy ¢+ h ) = % - hye eonst. DalIr vy,

?“_( " —+ /p' e ,-'-.’) — ST hau -fld-/lﬂ)l',qmln\L?l'k(,I. v ).

montre que le nombre des racines de Féquation (21) est encore la
somme des coeflicients de — 2xie dans la premiére exponentictle o1
de — axie dans la seconde. cest-i-dive [+ 1 + Bh == ol + 3k,
Atnsi
\([, ks, 0)= al + :d/u',

quantité qu’on sait dtre toujours positive (n° 29).
Si I'on observe que le produil de / fonetions théta du premier ordre
est une fonetion théta dordee 7y il est clair (ue

(22) Nkl ooy=1l(2l+ 3k) =21l + 3AI"

(*) Voir, par exemple, JorvaN, Cours d’ dnelyse. »° édition, LI p. 617-618.
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3° Supposons k' = k. Soit, par exemple, /> l'. Le produit de ¢,
par une fonetion théta d’ordre [ — I est une fonction ¢4, par suite

N kst ky=N(LAiLky = N(L ksl =T, 0)
d’od, en vertn de (20) et (22),
(23) NG kY =2l + Bk(I+ 1)+ 22vk?,

4° Supposons 4, k, l', k' quelconques, mais toutefois &k et &' de méme
signe. Si m est entier el positif, la puissance m de 3,4 est une fouction
Tmtky Clo par suite,

NCmdymbes nl ynlk'y = mnu NCL AU,

m et nélant entiers el posilifs,
Prenons m = ek, n = ek, e élant +ssi ket K> o, el ¢ danl —
sihelth’<o;ona

N(L kiU k) = z'ﬁ NCeh't, shib's ekl ehh),
ct. dapres (23),

Nk UKy = ﬁ,[e/{k'll'—l— Bebh'(eh' I + ekl ) + vayh* k2|,
¢ esl-a-dire

(2h) NG kst R y=all + 3K L+ Ky + 22kl (sikk > 0).

59 Enfing si l, by Uy K sont queleconques ot & > o, K < o, en multi-
pliant g, 4 par g _x le produit sera une fonction théta 2., 3 on a
en effel observé (n° 31) qu’on peul toujours Lrouver une infinité d'en-
tiers 7 tels qu'il existe une fonction 3 . Il vésulte de la que

NCLES U RY=N(G R+ 0y = N Ty — 1),
ct, d'apres les formules (22) el (24)

N ks k) .
=2+ )+ Bkl + ') — 2ll! = 3(— I + KU') + 2av ki,



270 G. HUMBERT.

c’est-i-dire que, dans tous les cas,
(29) Nk U Ry =2l 4+ B(&'L+ KT ) + 22y kK,
formule générale qui contient toutes les précédentes.

o8. Remarque 1. — 1l est aisé de vévifier que si &y ket 1, k' satis-
font, comme cela doit étre, & Uinégalite (19), c'est-a-dive si les
points /, k, et £, k' sont situés dans 'angle BOA (n® 29). le nombre

2l + B(K A+ Ity + 22y b
est toujours positif, Car la droite
oyl + BNy + lx) +2ay.0h" = o,

ol y et x sont les coordonnées courantes, est la polaire du point /', &
par rapport aux droites A’OA ct B’OB; elle n'est donc pas dans 'angle
AOB: sidonc onsubstitue a y et ., dans le premier membre de l'équa-
tion de la droite, les coordonnées I, ki et £,k de deun points de cet
angle, on obtient des vésultats de méme signe, ¢'est-i-dire (ue

|26+ B(K L+ Kty + 2okl || 22+ 28K [+ 229 h72 | > 0,
et le second facteur étant > o, le premier Pest également,

36. Remarque 11, — La formule générale (25) qui donne le
nombre des zéros communs & deux fonctions intermédiaires singu-
litres 974, 92,4 s'applique au cas, exclu jusqu'ici (n® 24%) oir 3,4 st
une fonction théta d’une seule variable (correspondant i un cas ellip-
lique et & £ = o). Car si g 4~ est unc fonction intermédiaire telle que
2" ne soit pas nul, le produil 979 4 st une fonction intermédiaire
(jui n’est pas une fonction théta d’une variable, et on a évidemment

N(LWEs U K y= N+ kR UK ) = NSU R k),
=o2(l+ U+ B|(L+ UK +LCh -+ K|+ 2ay (b + L)
—2l'l =B + k) — 220 Kk,
c'est-a-dire
N(L ks Uy R ) = 2ll + 8k T+ k') + 2aykh.

¢, Q. F. D.
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Fonotions intermédiaires normales.

37. Cherchons s'il peut exister des fonctions intermédiaires paires
ou impaires en « ct .

La fonction intermédiaire {a plus générale étant (n» 20-21)
le produit d’une fonction g, par unc exponenticlle go+bur-ert+dus/v,
il sagit de reconnaitre si le produit e®*+/¥y, ,(u, v) peut élre pair ou
impair, En le désignant par I, ,(u, ¢), on voit que F,,(u, ¢) satisfait
anx relations

Fou+1,0) = A, F(u,v),
Fiu, ¢+ 0 =B, F(u, v),
l“(” + é’a V- ,‘ ) — A2 ,,:rm‘( I F(u., '..4)’
Fe+h, v+ g) =B, ernd b thBi ¥ (g, ¢y,
les A el B étant des conslanles.
De plus F(— u, — ¢) == F(w.v); en exprimant que cette der-
ni¢re relation est compatible avee chacune des précédentes, on trouve

sans difficulté les valeurs des constantes A,, B,, A,, B,, de sorte (ue,
en désignant par o, o', 0, 1" des nombres égaux 4 o ou 1, on ohtient

F(u+1,v) = "% [, v,
YV F(uy e +) = S (ur, 0).
(2b) - . , ‘ .
' l"(ll +gyv+h) = ATE ITEAushyy, e i(-lg+hy A I (u,v),

V(14 Iy o 4 gt ) = VR il b B ik BT R (g ),

Ainsi les fonetions intermédiaires paives ou impaires, d'indices £ et k,
verifient nécessairement les relations (26); inversement, nous appel-
lerons fonctions intermédiaires normales celles qui satisfont & ces
relations, gu’elles soient ou non paires ou impaires.

w |
Nous dirons que la caractéristique de ¥(u, ¢) est - l

T.es fonctions normales de caractéristique nulle sont celles pour
lesquelles o = ' =0=1§":-o0.
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38. Nous aurons besoin des fonclions intermédiaires normales pour
étudier les courbes tracées sur les surfaces de Kummer singulidres
el former I'équation aux modules qui correspond & une relation singu-
litre entre les périodes; en particulier, nous étudierons celles (les
fonctions normales qui sont paires ou impaires et nous rechercherons
pour quelles demi-périodes elles s’annulent.

A cet effet, nous commencerons par indiquer le développement en
série d'une fonction normale.

Développements en série.

9. La fonction normale F(u,v), d'indices [ et &, qui vérifie les
deux premiéres relations (26) peut se développer en série de Fourier
sous la forme

. [ : w'
. ~ AR (m s 2R e
"(uv"):ZAm.n" (5 1.

m.n
ir abréger les caleuls ultérieurs, nous poserons
Pour abréger | leuls ultén no

. . , . ,

\ B Ril‘;“(”““:!)‘!""(mL(;—’H"*(‘T)')"GL("“:;—)').I
—_— ? .

Xmn man C s

ot (g, H,, G} désignent les quantités

PR (L+Ah3)g+hyh
(10 = ~~———»-_-_L..\ — D,
3

. o —hkag+lh (I k})h+hyy
(27) (M= ZEREE L IR

‘v —/l"l,l-f—l",',

l‘):'-—--—--’\‘»—n --'

On deéduit de 1a

g =1Gy,— kyH,,
h =katy+ ({+k3)H,=IH, - kyG,,
& =kaH,+ (I +kB3)G,.
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Le terme général de la séric F(x, ¢) s’éerit ainsi

B ’Mti(m-o- %‘-)u-v- Hh'(n-b- (—:~ ) ‘nl [cn(’l""!;'" ”“‘”'n(’"‘“ !;'") ('“‘ “%‘) ""G;(”“" "li,‘ "J
man ! ’

ce (que nous éerirons ¢galement
g
Bm.u lm.n(u’ ")'

Ixprimons maintenant que I (x, ¢) vérific la troisieme des relations
(26), c'est-a-dire que

A (1) W
(,01:1 Bm i ,rm i "i'm I_(m-o- ;)g+(l: +3 )h]
2 , ,

. l'lti(—lll#-‘"}'v—llg-f'-k\’/l)
= B r . (0 2 !
ml,n—-ky Lmrdn-ky © .

Les exponenticlles en u et ¢ se détruisent dans les deux membres et
il reste, aprés un caleul qui ne présente aucune difficulté,

— plmi
Bm.n =e ‘Bm +n-ky*

Dc mnéme, en exprimant que I'(«, v) vérifie la quatritme des rela-
tious (26), on Lrouve

— Wi
L . Bm,n"‘ ' Bm'kz,rul-o-k.%-
Linfin, si I'on pose
. %—‘[‘)(m(l-v»kB)—uk:)*ﬁ'lmk?-&-nl;]
Bm,n = (/m,n e ’
on a

~ Al
(-‘m,/a == Cm+[.n—luy = (‘m ko -l4-kBe

Ainsi Gy, ne change pas quand on augmente m et 2 de [ et — kv,
oude ha ct !+ kB; géométriquement, si m,n sont les coordonndes
rectangulaires d’un point dans un plan, C,, , a la méme valeur en tous
les points homologues d’un réseau de parallélogrammes, construit sur
les périodes { — ik+, ku + i({+ k@). Construisons ce réseau a partir
de Porigine, ct appelons parallélogramme principal celui qui a pour
sommets les points O, A, B, C de coordonnées :

O:e=0, y=o; B:z=ka, y =1+ kB;
Are=l y=—hy; C:r=Il+ke, y=~—l\'~(—+—l+k{$.

Journ. de Math. (5 série), tome V. — Fasc. 111, 18gg. 35
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L’aire de ce parallélogramme est 8, il y a donc, & son intérieur ct
sur les cotés OA, OB, £ points de coordonnées entiéres; soit p, ¢ un

Fig. .

]

de ces points (parmi lesquels figure Porigine) ; & ce point et aux points
homologues dans le réscau correspondent, dans F(u, ¢), les termes
pour lesquels m =p + lp+kas, n=¢q — kyp + (I +kB)s, g cla
¢tant des entiers quelconques. La somme de ces termes est, & un fac-
teur constant prés, la série @, ,(u, ¢) :

2 21:1(',:—+lp+ka¢+-%')u+zm[,/-/.~yp ;-(I+A~{$m+"?’"|.,
" . ol

X
s¢ pmiphrol)

. ) o’
TS peiprkare g g—kyge (ka3
b

S (e, y)désignant la forme
G2+ 2l zy + G, y*.

Comme p ct ¢ peuvent recevoir ¢ systémes de valeurs, correspon-
dant aux points & coordonnées enticres du parallelogramme principal,
on voit que toute fonction singuliére normale, d’indices L et &, F(u,v),
estune fonction linéaire et homogéne, quelconque d’ailleurs, des
s séries correspondantes ®,,. Ces séries sont concergentes. car si
I'on désigne par G,, H,, G’ les partics imaginairves de G,, H,, (¥, je
dis que

H - 6G,G <o et G, >o.
Iin effet, d'apres (27),
¢ (2 - G,G))
=[~hkag,+ W] [(I+kB)D,+kvg,
— [+ kB)gi+ kvl [ kah, + g, | = (h*—g,2)) ¢,

H_'O!
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ce qui démontre la premiére inégalité. Reste a établir que
U+ kB g, +kylh,>o.
Or, / et k ¢tant des coordonnées courantes, la droite
(+k3) g +hyh,=o0
n'est pas dans 'angle BOA (n°29), car, sil'on fait {=8g,+yh,,
k = — g,dans le trinéme [* + 3Al + k*ay, on trouve y*(4} — g,4),
résultat négatif. Comme g, est > o, Pexpression lg, + k(8 g, +Y/,)
est positive pour tous les points /, k de 'angle BOA, ce qui établit la
proposition.
Les ¢ fonctions @, , sont évidemment distinctes linéairement.
Remarque. — Dans toute la suite de ce Mémoire, nous suppo-
serons, comme nous en avons le droit, v =1, c’est-a-dire que nous

rameéncrons la relation singuliére entre les périodes a la forme

ag +3h+ g =o.

Fonctions normales singulidres paires et impaires.

40). Cherchons maintenant s'il y a des fonctions normales paires ou
impairves. Plusicurs cas sont & distinguer.

41. Caractéristique nulle. — On a

la fonction @, ,(u, v) est

q)l, q( u, 9) — 2 emip Hp4-hao)u -2 Tilg-kp ~{(-+-AB)0] Pl S (p +lp+kaG,q- ho+ (+k{)o) .
(204

Si ¢ et ¢ désignent des cntiers quelconques, il est clair qu'on ne
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change pas ®,, en changeant p en

p+el+éka
ctgecen
q—eh+e(l+kB),

car cela revient 4 augmenterget adeeet e’

Maintenant changeons dans @,,(«,¢) les signes de uete : cela
revient & changer simultanément les signes de p, ¢, ¢, 5, sans altérer
u ct ¢, ct, par suite,

(28) O, (—uy—ve)=90_, ,(u,v)

ct, d’aprés la remarque précédente, pour que @, (u, ) soit paire, il
faut et il suffit que

p=—p+el+cka, g=—q—ch=+e(l+kB),
c’est-a-dire
(29) 2p=ctl4-¢ha, 2¢g=—ch4(l+kB).

On peut supposcr, sans diminuer la généralité, que £ et ¢’ sont égaux
4 0 ou & 1; car augmenler ¢, par exemple, de 2, revient & augmenter
p et g de et —k, ce qui ne change pas la fonction @,,. En d’autres
termes, on trouvera les fonctions @, paires ¢n prenant les valeurs
entiéres de p et de ¢ données par les ¢quations (29) ot e et &' désignent
oou 1; il n’y a pas de fonction @, , impaire.

On voit que les équations (29) sont toujours satisfaites pour
¢ =¢ =0, p=g=o0, c'esl-i-dire que ®,, cst loujours pairc. Résol-
vons ces ¢quations par rapport a s ct ¢ :

3
( 0> = [),\ +29l.

42. Faisons maintcnant des hypothéses :

1° & (c'est-a-dire I + Bkl + ak?) est impair. — Les relations (30)
montrent (ue ¢ ct ¢ sont pairs, c'est-d-dire ¢ = ¢'= o.

Il n’y a donc pas d’autre fonction ®,, paire que @, ,. Maisla somme
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de @, (u,v) et ®_,_,(u,v) est paire, d’aprés (28), et la différence

. . o e e g . 8—1 ¢+
impaire. On voil ainsi qu'il existe 1 + —— = —

. o g 3—1 . . . o 4. .
yaires d'indices /, k, et —— fonclions impaires, linéairementdistinctes.
| s Ity 2

2° 2 est pair. — Ce cas se subdivise en deux autres :

a. — k pair, [ (nécessairement) pair. — Les équations (29) donnent
des valeurs entiéres de p, ¢ pour les quatre systémes de valeurs (0, o),
(0,1), (1,0), (1,1)deect e : il y a donc quatre fonctions ®,, paires;

-4

les 3 — 4 autres combinées deux & deux donncnt ~—> fonctions nor-

/
males paires alizd impaires. Donc, on a finalement -—-—-é fonctions nor-

inales paires et ——:—'-i impaires, lin¢airement distinctes.

b. — k impair. — Alors 8, ccst-a-dire 2 + Bkl -+ ak® étant pair,
« cst de la parité de * + B/ou (I + B).
Les équations (29) s’écrivent suivant le module 2

ozel+el(l+8), o=me+e(l+p) (mod2).

Quelle que soit la parité de /, elles se réduisent & une seule, la
seconde. On peut donc faire ¢ = o ou 1, ¢ s’en déduit : il yadonc deux

. . . . 042 . .
fonctions @, paires, ct, par suite, on a —— fonctions normales paires

c—2a . . . o .
el —— fonctions impaires, linéairement distinctes.

Ainsi, en résumé :

Nombre des fonctions normales singuliéres d’indices 1, k
¢t de caractéristique nulle,

Paires.  Impaires.

s . 841 3—1
SEMPAIr .o e 3
2
. 3 ¢ —
hpair..................... +4 s—4
2 )
o pair 34 a S B=0+Bkl--ak?)
Kimpair................. .

»
(5~
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' 43. Caractéristique quelconque. — La fonction @, , a pour expres-
sSion

(I)J,_,I(ll, V) :20 21‘1(,’4 lp+kag+ ?)m«lxi[l/—lp-h 11-kBra s !‘.;.J,,
3

. . (7] . !‘:_)_'
< c“ii?Q‘W) eﬂlf(p+lp+lu’)+-i y =kt k817 7 )'

Si e et ¢’ sont des entiers quelconques, on voit que, si 'on change
petgenp +el+ekact g —ek + ¢ (L + kB), cela revient & changer
petaen §+¢ g+ ¢ dans la premiére et la troisieme exponentielle :
®,,, s¢ reproduit done multiplié par le facteur ¢™®+*%  qui est égal
a =,

Changeons maintenant &, ¢ en — u, — v : cela revient & changer
simultanément p, ¢, p, 0en — p — o, —¢g— o', —p, — g, dans la
premiére et la troisieme exponentielle ; comme la deuxi¢nie demeure
inaltérée par ce changement, on voit que

Ppo(—ty —v) =@y w(u,v).

Par suite, pour que ®,,(, ¢) soil paire ou impaire, il faut ctil suffit
(qu’on ait, en désignant par e, & deux enliers ¢égaux doout :

p=—p—o-+cl+ha,
q = ——s/n‘—l—e'(l—%—/.‘{f);
&, sera paire si ™+ = | impaire si = — 1.
P P y HOP

Les relations précédentes s'écrivent

‘ 2p+w= el +cha,

30 | 2¢ +o'= — ek +¢(L+kB),

d'ol

(32) ei:(zp-i—w)(l—i—k{ﬁ)~(2q+w’)/fa.
ge=(2p+w)k + (2¢ + o)l
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44. Distinguons deux cas :
* & impair. — Les relations (32) donnent alors, suivant le
module 2,
emw(l+k3)—whka

(mod 2);
EEEI0Y § + o'l
ce qui donne un scul systéme de valeurs pour ¢ et ¢, c'est-a-dire u'il
n’y a qu'une scule fonction @, , paire ou impaire.
Elle est paire si €) + ¢'0'== 0 (mod 2), ¢'est-a-dire si

of(L4+ kB30 + k0| + o[- kad + 10|20 (mod 2),

el impaire dans le cas contraire. 11 y a done, par un raisonnement déja
S . . 3—1 . . '
fait, —— fonctions normales paires et —— fonclions normalesimpaires,

ou inversement.

2° & pair. — Subdivisons encore ce cas en deux:

a. — k pair, | (nécessairement) pair. — Les relations (31)
donnent, suivant le module 2,

®7 o0, o o,

c¢’csl-a-dire @ = o' = 0. Si donc w ct ' ne sont pas nuls & la fois, il
n'y a pas de fonction @,, paire ou impaire; c'est-i-dire (u'il y a

3 . . . .
~ fonctions normales paires, et autant d'impaires.

Si w = w’ == 0, on peut salisfairc aux équations (31) en prenant ¢

t ¢ égaux & volonté 4o ou 15 il y a donc quatre fonctions @, qqui sont
paires ou impaires, sclon la parité de €0 + €0, c’est-a-dire suivant la
parit¢ des quatre nombres o, 0, 0, ) + 0. Comme § et 0" ne sont pas
nuls simultanément, puisquc la caractérisliquc n’est pas nulle, deux de

ces quatre nombres sont pairs et deuximpairs. Donc il ya deux fone-

3—4
s® i t i ) ilyas = - fone-
tions &, paires et deux impaires; par suite, il y a 2 + - f ]

tions normales paires ct autant d'impaires.

Lin résumé, dansle cas de ¢ pair et & pair, il v a-  fonctions normales
8 ‘
2

yaires ct — impaires, lin¢aircment distinctes.
I ’
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b. — k impair. — En cc cas, ¢ élant pair, on a

azz=l(l+B)  (modz2),
et les équations (31) s’¢éerivent, suivant le module 2,

szel+ e l(l+3)
w=z¢ +¢ (I+3)

(33) (mod 2);
on en conclut

w=lw  (mod2).

Si donc o n'est pas de méme parité que (o', il 0’y a pas de fonc-
. . . 3 . . . a .
tion ¢, , paire ou 1mparre, et, par suite, il existe 2 fonctions normales

paires et autant d'impaires, lin¢airement distinctes.
Si o' ==lw’'(mod 2), la premiére équation (33) est une conséquence
de la seconde, qui donne

e=w+e(l+B) (mod 2).

On peut donc prendre ¢’ =o ct 1 : on a deux valeurs correspondantes
de ¢, ct parsuile deux fonctions @, , paires ou impaires, sclon la puri
de &) +¢'0', c'est-a-dire du nombre

Do’ &' 0"+ 0(/ + B)].

Si 0"+ 0(/+ 3) est impair, la parité de ce nombre change avec celle
de ¢, de sorte qu’il y a une fonction @,  paire el unc¢ impaire, d'ot

3 . . . .
= fonctions normales paircs et autant d’impaires.

Si 0+ 0(/ + B) est pair, les deux fonctions @, , sont paires lorsque
w’ est pair; elles sont impaires dans le cas contraire. On a donc

42 . . 8—12. . .
- fonctions normales paires et —; — lmpaires, ounversement, sclon

(que 0w’ est pair ou impair.
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%3, Le tablcau suivant résume tous ces résultats.

Nombre des fonctions normales singulicres d'indices |, k, et de caractéristique

non nulle,

g o[(L+ KB)D = 0]+ o [— o+ I0'] pair. ..
< impair
' id. impair. .

>~
-]
[
=
~

.
3 pair

. ) 0o puir...
toutefois si £ impacr, ‘ !

w + {o' ety + 0(l + B) pairs '

b’ impair. .

Paires.

341
9

Impaires.

b)
3=

3

0o

281

(=0 +3kl-+2/?

Ces résultats supposent que la relation singuli¢re entre g, £, g"a é1é
ramenée & ag + 34 + g'= o; L et k sont les deux indices des fonc-
(-4 o ’

lions considéréces, L 2 == I 4 Bkl + ak?.

46. Remanque I. — Désignons par F(#, ¢) une fonction normale,
d’indices /, k, de caractéristique nulle, et qui soit paire ou impaire;

considérons la demi-période
Uy I

T 4
2 .

olt g, &, A, X" sont 0 ou 1; et posons

(34)  Y(uy) - ertiomsmtpoiestir (4 ¥,

g+ VA, K= lent e+ 'y
2 2 ' 2 2 2 27 0?

(t)l
)

On vérific aisément que $(u,¢) est une fonction normale, soit
paire, soit impaire, d'indices /, k, et dont la caractéristique est dé-

Journ, de Math. (5° série), tome V. — Fasc. [[1, 18gg.

36
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finie par
‘co:— I\ + kan 0==—le+ ke

35 "
( )) ( w=: — ,‘7\_*_(1_‘_]‘;‘)7\1’ 0= — kot _(1_}_,‘3)‘,(m0( %)

In¢ersement, siPon se donne o, 0, o', 0/, et si I’on suppose 2 impair,

ces ¢quations donnent toujours pour A, 2’ ct ¢, ¢ des valeurs entiéres
’ . ol .

(oour), car le déterminant ¢==1(mod 2), par hypothése. On en conclut,

puisque les 2 fonctions normales d’indiccs ly ky ct de caract.érietiqw-

donnéequelconque, se dlvm-nlon fonclmmpmrcs et 2= fonctions

impaires (ou invcrscmcnt, n°® 45) :1° que les '—— fonctionsd o premier

groupe sc déduisent des

L fonctions paires de mémes indices et de

(-au'actcnsuquc nullc parl’ nddlllon & u, ¢ d'unc méme demi-période:

4—1
L fonctions du second groupe se déduisent des —

)

4

29 qque les -
2

fonctions impaires de caractéristique nullé par I'addition de la méme
demi-période, le tout i un méme facteur exponentiel pres (34).

Aux quinze demi-périodes, autres que u = o, v = o, correspondent
ainsi les fonetions des quinze caractéristiques non nulles.

47. Remangque Il — Supposou.s s pair et k lmpau' Les ¢ fone-
0 o

tions normales d'indices /, & et de caractéristique 00 se divisent
J !

0 . G . . e . . ey
en é paires clé impaires, sauf pour les caractéristiques (ui vérilient

a by

les congrucences
=z lw, 0=0(l+B) (mod 2),
(n° 43).
Ces caractcristiques remarquables sont au nombre de quatre, i
savoir :

®==0 0 /4 !
=0 0 1
(mod 2),
0 =o 1 0 1

V=0 [+0B o [+8

parmi elles figure la caractéristique nulle.
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Supposons alors que, dans la formule (34), F(u,v¢) désigne une
fonction normale, paire ou impaire, d’indices /, k ctde caractéristique
nulle; la caractéristique de $(u, v) sera, en faisant k==1 dans (35)
etaz=={(l+8):
wi A+ ({+8)N], O=le+¢

(mod 2),
wz=: A+ ({(+B)N, V==(l+8)(le+¢)

c'est-a-dire que
wz=lo, V==0(l+8);

{(«,¢) appartient donc & unc des quatre caractérisiiques remar-
quables. On déduit de 1a, sans difficulté, les résultats suivants :
1° Si 'on augmente «, ¢ d’une des quatre demi-périodes telles que

AN+ (+B)N==o0, le + ¢ ==0,
c'est-a~dire d’unc des (uatre demi-périodes définics par

g ==0 0 1 I
g =o0 0 l /
A=o0 [+3 o [+

N=o I 0 1

(mod 2),

les fonctions singuli¢res paires (ou impaires) de mémes indices /, k,
ayant une des quatre caractéristiques remarquables, se transforment
respectivement les unes dans les autres.

2¢ Les & fonclions normales d'indices (I, k), de l'une des trois
caractéristiques remarquables, autre que la caractéristique nulle, se

. . $+ 2_ . 3 —2. . . y
divisent en —— paires et —— 1mpa1rcs, ou inversement (n° 43): les

P ]
it fonctions se déduisent de:

+ 2 . . " e
fonctions paires de caractéris-

uquc nulle p.u* 'addition & u, ¢ d’une méme demi-période; et les

iduisent des — 2 fonctions impaires de caractéris-
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tique nulle par I'addition de la méme demi-période. 11 y a dailleurs
(uatre demi-périodes répondant a la question.

TROISIEME PARTIE.

Courbes singuliéres sur les surfaces de Kummer.

48. Considérons une surface hyperellipticue singuliére quelconque,
c’est-i-dire une surface pour laquelle les coordonnées d’un point sont
des fonctions abéliennes singuli¢res de deux paramétres, @ et ¢

Dans mon Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques (ee Journal,
11X, ¢ série, p. 42 ct 43), j'aireconnu, cn partant d’un important
théoréme de M. Appell ('), que I'équation de toute courbe algébrique,
tracée sur une quelconque de ces surfaces, s’obtient en égalant & zéro
une fonetion intermédiaire, et réciproquement.

Si la surface hyperelliptique est singuliére, elle admettra done des
courbes algébriques qui n'existent pas dans le cas général, el qu'on
obtient en anuulant les fonctions intermédiaires singuliéres; ce sonl
ces courbes singulicres que nous allons maintenant ¢tudier, en suppo-
sant que la surface hyperelliptique sur laquelle elles sont tracées est
une surface de Kununer.

49. Nous représenterons paramétriquement la surface de Kummer
par le procédé de M. Weber (Crelle, t. 84) : les coordonndes homo-
génes &, y, 5, { d’un point sont des fonctions théta du second ordre,
normales et & caractéristique nulle. Ces fonctions ¢lant loutes paires,
i un point de la surface de Kummer & correspondent (aux périodes
prés) les deux couples d’arguments u, ¢ et —u, — ¢; il en résulte sans
difficulté que I'équation d’une courbe quelconque tracée sur Ks'oblicnt

(") Journal de Math., §° série, 1. Vi, p. 195-196.
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en annulant une fonction intermédiaire paire ou impaire, ct récipro-
«quement (voir, par cxemple, notre Mémoire cité plus haut, p. 48
¢t 40); en d'autres termes :

l’équation d’une courbe elgébrique tracée sur la surface de
Kuinmer 8, s'oblient ea égalant a séro une fonclion intermédiaire
normale, paire ou impaire, de caractéristique quelconque; etréci-
proqucuient.

Si la fonction intermdédiaire est une fonction théta, c’est-a-dirve si
son indice & est nul (n°21), la courbe est une courbe ordinaire,
existant sur toute surface de Kummer; si A est différent de zéro, la
fonction intermédiaire et la courbe correspondante sont singulicres,
et péciproquement.

D’apres cela, les courbes ordinaives sont un cas particulier des
courbes singuliéres; il suffira, dans les formules relatives aux secondes,
de supposer k = o pour les appliquer aux premicres.

50. Degré d’une courbe singulicre. — Soit Fyi(u, ¢) = o I'équa-
tion d'une telle courbe; son degré est la moitié du nombre des zéros
communs a 1,(e, ¢) et & unce fonction théta paive, d’ordre deux, el
de caractéristique nulle; c'est-i-dire & Fyi(w,¢) et & une fonction
I, (1, ¢) 5 d'apees la formule (25) du n® 34, le degré est donc

i(2.al+B.2k), Cclest-d-dire o/ + 3k,

(uantité toujours positive (u®29).

Sif: o (mod2), c'esl-d-dire si 'invariant A de la relation fonda-
menlale entre les périodes est de la forme 4n, on voit que le degré
des courbes singulicres est toujours pair; si f=:1 (mod 2), c’est-d-dire
sidestde laforme 47 + 1, le degré peat étre pair ou impair, sclon la
parité de .

31. Familles de courbes singulicéres. — Les fonctions singulicres
normales, de mémes indices 4, £, de méme caractéristique (quelconque
d’aillcurs), ct (ui sont, soit paires, soit impaires, sont des fonctions



286 ' G. HUMBERT,

linéaires et homogénes d’un certain nombre d’entre clles (n® 40-44) :
les courbes qu'on obtient sur la surface de Kummer cn les égalant &
z¢ro, apparticnnent donc & une série linéaire, nous dirons qu’clles
forment une femille de courbes singulicres.

Unc famille est donc déterminée : 1° par les indices I et k; 2° par
Ia caractéristique; 3° par le caractére de fonction paire ou impaire des
fonctions normales correspondantes. Par suite, i des indices donnés
{, k correspondent, puisquil y a scize caractévisliques, rente-deux
familles de courbes singulicres.

Si k = o, les trente-deux familles deviennent des familles de courbes
ordinaires, puisque les fonctions normales correspondantes sont des
fonctions théta.

$#2. Les courbes d’une méme famille singuliére passent toutes par
un cerlain nombre de points doubles de la surface de Kummer, comme
on va I'élablir. Auparavant il est utile de rappeler quelques définitions
et propriétés relatives aux points doubles.

83. Poinits doubles de la surface de Kummer. — lls sont au
nombre de scize, situds six & six dans seize plans dits singulicrs, (ui
touchent respectivement 8 suivant unc conique. Leurs arguments u, ¢
sont les scize demi-périodes, c’est-a-dire

— ! [y 187
u=je +ihg+3Nh,
o =& +3Ah +3 Ny,

ol g, &, A, A" sont ¢gaux & o ou 1.

Rappclons d’abord la notation que nous avons proposée (') pour les
seize plans singuliers et les seize points doubles; les plans singuliers
sont représentés respectivement par un des seize symboles :

’

'y, 12, 13, 1y, 21, 22, ..., 44,

obtenus en combinant un des caractéres 1, 2, 3, 4 avec un des carac-

(') Ce Journal, t. IX, §° série, p. 58.
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Leres 1’y 2', 3, 4’5 les scize points doubles sont représentés par les
mémes symboles (avee parenthéses)

(), (12, .., (4Y).

Les six points doubles situés dans le plan 22’ sont

(a8), (ar), (), (Ba) @Gx), ().
de méme, les six plans singuliers cqui passent par le point (22) sont

od, ay, ad, Ba, vy, 2o;

Quatre points doubles forment un groupe de Rosenhain, lorsque
le tétracdre qui les a pour sommets a pour faces (quatre plans singu-
liers : il y a quatre-vingt de ces tétracdres. Si Pon dispose les carac-
téres 1’y 2, 3', 4" sur unc ligne horizontale, dans un ordre (uelconcue.
ctles caractéres 1, 2, 3, 4 sur unc ligne paralléle située au-dessous, dans
un ordre ¢galement quelconque, etsi 'on represente le point (22”) par
la droile qui joint les caractéres « ct o/, les symboles graphiques des
groupes ou tétracdres de Rosenhain sont

ayyd LY

VAVY AA

«w By o

De méme, quatre points doubles forment un groupe de Gaipel

| . )
lorsque le tétracdre qui les a pour sommets n’a pour face aucun plan
singulicr : il y a soixante tétratdres de Gopel ayant pour symboles
graphiques

AR Pl

Le symbole graphicque des six points doubles situés dans un méme

plan singulier est
/N

Indiquons enfin les symboles de groupes remarquables de huit
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points, formant ce qu'on peut appeler un octaddre de Gapel, ot (ue
nous retrouverons par la suite : ce sont

M D s A
1l y a trente de ces octatdres.

54. Quant & la relation entre la notation symbolique et les demi-
périodes correspondantes, elle st marquée au Tableau suivant :

Dewi-periodes corvespondantes.

-~

Symboles. S e, . W,
(1 5 P 0 0 0 m
(12 e ivenvvnnn.., 0 | o 0
(21")eeevii.... . ' ) 0 o
(.11 P [ i " 0
&1 1 PP 0 0 ] 0
(€LY PP 0 i 1 0
[0/ 50 P 1 0 1 0
(43" )eeevenooo. .. ' | ' 0
(13 e, 0 0 0 1
[C110 TP, 0 1 0 I
(23 )eevnan . 1 0 !
(€110 TR ' ) i
(33 )eeevivina.t. ) 0 ' I
€13 0 1 1 1
(43" )it ) 0 ( ]
1/ P ) 1 1 '

La demi-période ¢, ¢, A, A est

=

03. Il est intéressant de voir ce que deviennent les symboles ci-
dessus, quand on ajoute aux scize demi-périodes une méme demi-
période, autre que u = o, ¢ = 0; voici les résultats, qu'on vérilic
immeédiatement & Faide du Tableau précédent.
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o

. . ) . 1 . )
Ajouter la demi-période u = 57 ¢ = o revient & permuler 1 et 2,3

cl 4, sans changer 1', 2/, 3/, 4'; c’est-a-dire que la demi-période, qu’on

obtient en ajoutant i, o & (23'), est (13'). Ainsi :

L'addition de la demi-période s =o0, ¢'=1, } =0, \'=0 permute 1 et 2; 3et4; ... de méme:

» »
» »
» »
» »
» »
» »
» »
» »
n »
» »
» »
» »
» »
» »

- .- Q QO m = O Q == Q QO ~-

o]

" QO = O = QO =0 =0 =0 =

o

- = O O O O Mmoo om o= O

o

- e s o= = om O C O O O

»
»
»n
»
»
»
»
)]
»
»

»

1y 2%
1, 23
I, 3;
I, 4;
1, 3;
1, 4;
i, 34
1, 3,
1, 415
1, 3,
1 3;
L4
1, 3;
L 4

3, 4';

3, 451,25 3,4

2, 4
2, 3;
2, 4;
2, 3;
2’ 4's
3) 4;
2, 3,
3) -/H
2, 4;
2, 3;
2, 4;

2, 3;

1 ',
1,125
! 1.
', 2';

1 I}
1, 33

ll’ 4[;
v, 3
1, 3,
vy 4
v, 4

Zéros remarquables des fonctions normales, paires ou impaires.

56. Toutes les fonctions normales paires, de caractéristique don-
née, correspondant & des indices [ et &k donnés, ou toutes les fonctions
normales impaires correspondantes, s’annulent pour une demi-période
quelconque, c’est-a-dire pour

|

(1) {

o

Il

1 1 1.,
;s—*—;)\g—f- 5)\/:,

1, 1 Lo, .,
;e+;)\h+;7\g.

On a en cffet, d’aprés les relations mémes qui définissent une fonc-

tion normale F (%, ¢), d’indices [ et k,

Flu+e+rg+Nho+e+M+Ng')
— F(u’ v) eni(un+¥oi+)0+l’0’)x eam‘l(— 2t kv)+ 2RI N[~ kau - ({+ 5B

< RN (— I8+ KA1+ 2RIV (—th + kg') < TN —hah— (k18]

Journ. de Math. (5 série), tome V. — Fasc. III, 18gy.

37
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Si I'on fait, dans cette relation,

u=—-§e—--;—7\g-—i7\'h, c———-—g—e-———lh—--l’g

N e r e (r (fl
el si, pour abréger, on désigne par — — et — — ces valeurs de u, v,
il vient

F (f, 2{) =F (__ 2, — _‘11) enilw +ewo ).0+).'0’+l(c).+e')«')+k(¢').+a:‘;.’+-fle’).';].
2° 2 2 2

Si donc le nombre
(2) N=eo+ew+MN+N+I(eh+&N)+k(e N+ aek' + fe')')

est pair, la relation précédente montre que les fonctions F(x, o) im-
7

. ., Q@ 9 , .
paires s'annulent pour la demi-période -» —-; sicenombre cst impair,

ce sont les fonctions F(, ¢) paires qui s'annulent.

87. 1l est aisé de trouver les demi-périodes qui annulent les fonc-
tions F («, v) paires ou impaires. Plusieurs cas sont & distinguer :

88. Prewmier cas : k est pair. — Le nombre N (2) est alors de
méme parité que

ew + 0 + M + N0+ I(eh+€N):

donc, ©, ', 0, 0' étant donnés, c'est-a-dire la caractéristique étant
donnée, les fonctions normales paires (impaires), pour lesquelles / a la
méme parité, s'annulent pour les mémes demi-périodes. En particulier,
clles s’annulent pour les mémes demi-périodes que les fonctions thétu
normales paires (impaires) dont I'ordre a la parité de /; géométrique-
ment, si k est pair, les courbes des familles singuliéres passent sur lu
surface de Kummer par les mémes groupes de points doubles que les
courbes des familles ordinaires. Ainsi (') :

k étant pair,

(1) Voirnotre Mémoire : Sur lessurfaces hyperelliptiques, t.1X de ce Journal,
he série, p. 73-74.
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Si l est pair, 8 = U + Bkl + ak? Uest également :

]
1° Les

-: : JSonctions singuliéres normales paires, d’indices 1, I

etde caractéristique nulle, ne Sannulent simultanément par aucune
. , , gr 844 .. ,

demi-période : il leur correspond une famille, —;—i —1 foisinfinie,

de courbes singuliéres ne passant par aucun point double de la sur-
Sface de Kummer;

2° Les i—;:-[—' Sfonctions singuliéres normales impaires, de carac-
téristique nulle, sannulent pour les seize demi-périodes; il leur
correspond une famille, E—E—[' — 1 fois infinie, de courbes singu-
liéres passant par les seize points doubles ;

3° Les % Sonctions singuliéres normales paires, de caractc-
ristique donnde non nulle, Sannulent pour huit demi-périodes et
les % fonctions normales impaires de méme caractéristique s’an-
nulent pour les huit autres; il correspond respectivement é ces deur
séries de fonctions deur familles, % — 1 fois infinie chacune, de

courbes singuliéres; les courbes de la premiére famille passent
toutes par huit points doubles formant un octaédre de Gopel, les
courbes de la seconde famille passent par les huit autres points
doubles qui forment aussi un pareil octaédre.

Si l est impair, & est également impair :

Les ¢ fonctions singulicres normales, de caractéristique donnér

—1

2

impaires, ou inversement, selon que la caractéristique est paire ou
S41

. . . 8 +1
impawre (') : aux - Sfonctions correspond une famille, — !

Jois infinie, de courbes singuliéres passant par six points doubles
situés dans un méme plan singulier de la surface de Kummer; aur

, 8+1 . . .
quelconque, se divisent cn —— fonclions paires et Sonctions

(') La caractéristique est paire ou impaire, selon que wd + w8’ est pair ou
impair.
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3 —1 . . 3 - 3 . .
—— Jfonctions correspond unc famille, —— —1 fois infinie, de

courbes singuliéres passan! par les dix autres points doubles.

59. DzuxikMe cas : k est impair. — Le nombre N (2) a la parité
de
€0 ~+ &'+ A0+ N+ {(eA + & N) + ¢/A+ aeh + Be'N,

D'ailleurs I + B/ + a=¢(mod 2), et en remplagant a par sa valeur
lirée de cette congruence, on est ramené au nombre

ew 4 £'w 4+ A0 4+ N0’

3)
@ + U(A+ &N)+ €A+ el + (L + B)ed + Pen.

Distinguons maintenant trois sous~cas désignés ci-dessous par 1, If,
lL

60. 1° ¢ est impair. — D'aprés le n° 46 les fonctions singulicres
normales paires ct impaires, de caractéristique donnée quelconque, se
déduisent (4 un facteur exponenticl prés) des fonctions singulidres
normales, paires et impaires ou impaires et paires, par I'addition & &, v
d’unc demi-période.

1l suffit donc d’¢tudier les demi-périodes qui annulent les fonctions
paires ct impaires de caractéristique nulle.

l.e nombre (3)estalors, en y faisant w = w'=0=0=oete=1,

L(eh +eN) 4+ X+ eN 4 I(L+ B)eN + Be'w,

ce qui s’écrit
[¢+ ][N+ N+ B)] + &N,

S'il est =1, les fonctions paires de caractéristique nulle s’annulent
pour la demi-période (¢, ¢/, A, \'), sinon ce sont les fonctions impaires.
Or 1’équation

zy +3t=A  (mod2),

ou z, y 3, {sontoour, a sz solutions si A==1, et dix si A=o;
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pour A =1, ces solutions sont

rz=o0, 0, I, 1, 1, I,

3=1, 1, 1, 0, 0, I,

b=, 1, 1, 0, 1, oO.

Les fonctions paires, de caractéristique nulle, d’indices / et &, s'an-
nulent done pour les six demi-périodes

e== 1, " 1, 0, o, o,

g== |, L L+, 1, 1, L+,

. (mod 2).
=l 8, (+8+1, (+83, 1, {+B8+1, 1,

W= o, 1, I, o, 1, o.

Les notations symboliques de cessix demi-périodes sont les suivantes,
suivant la parité de et de {:

3 2 v
\ Lpair... (a3), (43) (a8), (3¥) (34), (b)) DX
v 2 3
ﬁpair ¢
v 3N 2
( Limpair. (44", (28), (43, (32'), (14), (&) |[LAT |
L3 ? 1 3
2 3 »
Lpair... (483", (33), (4%) (32, (18, (4) 7|
[ 3 2 A}
8 impair

Limpair. (a4'), (4), (%), (32), 34, (1) N
2 3 »

On a ainsi trois types de groupes de six pointsdoubles de & (lesdeunx
derniers revenant évidemment au méme) qu'on peut caractériser
aisément au point de vue géométrique.

Le premier type : (23'), (43'), (24'), (32"), (34’), (42’) est formé
par les six sommets non communs & deux tétraédres de Gopel qui ont
un sommet commun (22').
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Le deuxiéme type : (44'), (2%'), (43'), (32’), (14'), (41) est formé:
par les six sommets non communs & deux tétraédres de Rosenhain qui
ont un sommet commun (42’).

Le troisicme type : (43'), (23'), (44'), (32'), (14'), (42’) est formé
par les six sommets non communs & un tétraédre de Gopel et 4 un
tétraédre de Rosenhain qui ont un sommet commun (41).

Les fonctions impaires, de caractéristique nulle, d'indices [ ct &
s"annulent pour les diz demi-périodes (ui n’annulent pas les fonctions
paires,

On passe enfin du cas de la caractéristique nulle 4 celui des carac-
teristiques non nulles en ajoutant une méme demi-période a chacun
des groupes ci-dessus ; les notations symboliques des groupes nouveaux
se déduisent des précédentes par les régles du n® 58, ct 'on reconnait
(que les systémes de six points doubles correspondants possédent encore
les mémes proprié¢tés géométriques. En résumé :

61. L. k étant impair, si ¢ est impair :
-Les & fonctions singuliéres normales, d’indices l et k, de carac-

e e , . o+ . .
téristique donace quelcongue, se divisent en —— fonctions paires
2
2—1 . . . . . ES .
ol —— foncuons impaires, ou incersement (') : atr — fonctions
. S+1 .o , .
correspond une famille,—— — 1 fois infinie, de courbes singu-
licres passant toutes par six points doubles, non situés dans un
. . . . S—1 .
méme plan singulier, de la surface de Kummer; aux — fonctions
. 8—1 . . .
eorrespond une famille, —— —1 fois infinie, de courbes singu-

licres passant par les dix autres points doubles.

Comme il y a seizc caractéristiques, on trouve ainsi, pour ! et &
donnés (k impair), séize groupes remarquables de six points doubles,
qui ne dépendent que de la p'mtc de ! etdef ct quise déduisent de 'un
d’cux par I'addition d’une des quinze demi-périodes autres que (o, 0) :
on vérific sans difficulté que deux quelconques de ces groupes ont

(') Selon que w[(/+ B)8 + 0'] + w'[— ad -+ 18] est pair ou impair (n° 43).
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toujours deux points communs et deux sculement; les huit points non
communs forment un octaédre de Gopel; enfin un méme point singu-
lier appartient & six groupes.

62. 2° 2 est pair, et la caractéristique est telle que
w=lw; (=0l + B) (mod 2).

Comme d’aprés le n° 47 on passc au cas de la caractéristique non nulle
enajoutantune demi-période convenable aux fonctions normales, paires
cl impaires, de caractéristique nulle, nous supposerons encore

w=0=0=0=o0.
l.e nombre (3) est alors, en faisant §==o, de la parité¢ de

[(eh+ €N) + &N+ UL+ B)eN + BN,

ce qui s’écrit

Le'~+ el][A+ N (+B)]
On a donc & étudier une congruence de la forme
zy=A  (mod 2).
Si A ==1, on a nécessairement z =1, y =1, d'ot
g+el=1, A+N{+B)=1 (moda),

ce qui donne pour zéros des fonctions paires, de caractéristique nulle,
d’indices [, k, les quatre demi-périodes
e==0, 0, I, Iy
=1, I, l+1, 11,
A=1, [+B+1, , (+B+1,

[
)\=O, I, 0, |
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Les notations symboliques correspondantes sont, suivant la parité

defBetde!:
Lpair.................
3 pair s
Limpair...............
lpair.................

8 impair

{impair. ..............

(32",

(34",

(14",

(14",

!

(34 )

(4a'),

(4v'),

(43",

(41"),

(34")

(43')

[ 2 2 S
* 3

Si 3 est pair, les quatre points forment donc un groupe de Gopel;
si B est impair, un groupe de Rosenhain.

Les fonctions impaires, de caractéristique nulle, s’annulent pour les
douse demi-périodes qui n’annulent pas les fonctions paires.

Pour passer au cas des trois caraclérisliques remarquables non
nulles telles que w=!lw’, ('=0(l + B), il suftit d’ajouter unc demi-
période aux groupes de quatre points ci-dessus; on retrouve soit le
méme groupe (pour quatre demi-périodes y compris o, 0), soit lrois
autres groupes, dont chacun correspond & une des trois caracléris-
tiques. Le Tableau suivant fait connaitre ces groupes de quatre points,
selon la parité de B et de /; on y arécrit le groupe qui répond 4 la
caractéristique nulle.

B pair.
{ pair. L impair.
(32"), (34"), (43'), (44", (32°), (14'), (41"), (23),
(317), (33), (41'), (43", (42'), (34'), (3y'), (13",
(12'), (4), (33"), (34", (r2'), (34", (31"), (43",
(1), (13, (3r'), (3d'), (a2'), (44"), (21'), (33),
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8 impair.

{ pair. l impair.
32), 114, (42"), (2§), (32", (34"), (&), (4%).
31y, (13), (§'), (23, (31), (33, (4", (4%),
(1a'), (34'), (22'), (4%'), (19"), (1), (21"), (a3),
('), (33, (ar'), (§3)), (23'), (ad), (1), (13).

Cie Tableau montre que, dans chaque cas, les quatre groupes de
quatre points comprennent une (et une scule) fois chacun des seize
points doubles; deux quelconques d’entre cux forment un octaédre
de Gopel; si B est pair, chaque groupe est un groupe de Gopel; si 3
est impair, un groupe de Rosenhain. kin résumé :

63. 1. & étant impair, si ¢ est pair :
Les ¢ fonctions singuliéres normales, d’indices L et I, apparte-

o o
nant @ Unne des quatre caractéristiques remarquables y
’ , : - T+,
telles que o:z:lw’, 0'==0(0 + 3) (mod2), se divisent en —— fone-

2

. . 3—a2
tions paues el

—— fonctions impaires, ow inversement, selon

S+ 2
2

que Doy est pair ou impair : awx Jonctions correspond un:

. 3+ .. . . .
Samille, —— — 1 foisinfinie, de courbes singulicres passant toutes

B
-~

; 2 Sone-

. . 8--a .. . ,
tions correspond une famille, — = Soisinfinic, de courbes sin-

par quatre points doubles de la surface de Kununer,; aun.

gulieres passant par les douse autres points doubles.

Awr quatre caractéristiques correspondent ainsi quatre groupes
de quatre points doubles, dont Uensemble forme les seize points
doubles de la surface.

64. 3° & est pair et la caractéristique ne vérific pas

w=lw, 0=0(l+B) (mod 2).

Journ. de Math. (5 série), tome V. — Fasc. 1II, 18¢gy. 38
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b3
- . % . . LX3 I3 LEd .
En ee cas, il y a ~ fonctions paires d'indices 4, k et autant d'impaires:

la caractérvistique ne peut étee nulle. Le nombre (3) s'éerit, en y faisant
r) RN R

e+ 0+ N+ N0+ L(eN+eN) 4+ A+ I(L+ 3) el + Be'N,
co qui s'éerit

[e+el+ 0N +R({+B)+o'|+|e+ 0+ 01+ 3)]|w+lo|
+ N[O+ 0L+ B+ o]0+ 0T+ B8)) + o |01+ 00(L+3)+0).

Pour trouver les demi-périodes qui annulent les fonclions paives, il
faut exprimer (que ce nombre ==1 (mod 2); ce (ui, en représentant
par £ les termes de la seconde ligne, formés de quantités connues,
donne une congruence de la forme

wy + (w4 lo') + 1|0+ 0L+ B8)| =0 +1 (mod a).

Or, par hypothése, o + Lo’ el ) 4+ 0(/ + B) ne sont pas pairs i la
fois, de sorte que, si w + lw’==1 par exemple, on peut donner & z,
¥y, tles valeurs o ou 1 et en déduire toujours une valeur de 5. On a
donc en tout huit solutions en x, y, 3, {5 a une de ces solutions ., y,
3, L correspond la solution ene, €', 4, A’ :

¢ +el+0 wiE L e+ 0+ 00+ fB)=3,
7\. -+ -/\l(l + (s) -+ LO’&-.—"—;)’, 7\':,.75 [,

ce (ui donne un ct un seul systéme ¢, ¢, A, A'. Donc les fonctions nor-
males paires s’annulent pour Auit demi-périodes, et les fonctions im-
paires pour les huit autres : les groupes de points doubles corres-
pondants ne dépendent, d’aprés (4), que de la parité de /et de 3.
Comine les caractéristiques qui ne vérifient pas w==lw’, ('==0({+f)
sont au nombre de 16 — 4 =12, on trouve ainsi, pour { ¢t § de parités
données, 2 < 12 = 24 groupes dc huit points doubles; ces groupes
sont associés deux a deux de telle sorte que les huit points doubles
qui ne font pas partic d’un groupe appartiennent a l'autre. Il suffira
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donc d'écrire douze des vingt-quatre groupes; les douze autres s'en
déduisent immédiatement. Voici les résultats

2 pair.

{ pair.

(’l ) (a4') (43") (32") (12) (13') (ar)) (3l

(44" (a4) (43) () (1)) (13") (22') (32)
(44" (28") (32") (41") (11') (12") (23') (33"
(44") (43') (32') (14") (22') (23") (1) (3Y')
(44" (43") (1f") (41" (21) (23") (12) (4)
(44" (32) (14") (41") (21) (22') (13") 3
(24') (43") (32') (41)) (ar’) (a2') (23') (34")
(44" (24 (§3") (14" (33") (34") (11') (ar)
(44) (a') (14") (41") (31") (34") (13") (a3
(24) (32) (14') (41) (42") (11') (21') (31")

(24)) (43") (32") (14") (42") (13") (23') (33")
(43" (32) (14') (41" (11") (12) (13) (3%)

et les douze groupes associés.

impair.

(23) (43') (24") (34") (11") (13') (14)) (29)
(24") (32') (34") (43") (1) (12) (1§)) (33)
(23') (43) (32") (42) (1)) (13) (13") (459
(43 (32") B4 (42') (23") (1) @) (41)
(33) (32) (34") (47 (21)) (a2)) (13) (33)
(43") (24" (32) (42)) (21) (2) (14") (4%)
(23) (43) (24") (d2) (33) (1) (1) (A1)
(23') (43") (24") (32') (31") (33) (12) (22)
(%) (43) 34 ¢4 (1) @33) (1F) (43
(23") (28") (32') 34") (44" (11) (21) B1)
(3 (1) BF) (42) (") (44) (13) (22)
(43" (24) (32') 31") (41") (44) (13) (33))

et les douze groupes associés.

3 impair,

{ pair.
T ———— - - ~

(32') (34") (43") (12" (13") (14) (2v') @3Y¥)
(34") (4r) (43") (11") (13) (14") (22") (42')
(32) (34) (4) (11") (12") (14) (23') (33')
(32) (41') (43") (1) (12") (03 (29" (41"
(34) (41') (43" (21") (23) (24) (14) (42")
31) B4) (&) (1)) (22) (24) (13) 33)
(32") (34") (43") (22" (23)) (24") (1) (31')
(32") (4 ) (43") (21) (22 (23) (4 (34)
(32') (41)) (43") (31) (33) (12') (12") (42))
(34) (4!) (43" (1) (3%) (15) (24) (144
(32°) (34) (41") (42") (44" (11') (ar') (31)
(32) (34) (43) (42" (44) (13) (23) (33)

et les douze groupes associés,

R ——— 1 =

L impair.
(33) (42") (24) (12) (13) (21) B1) (il'}
(32) (42) (24) (1) (1) (23) (33") (43)
(32) (14" (42" (1) (12') (13) B4) (4)
(32") (14) (§2) (21) (2%") (13) (33) (43)
(32) (1) (1) (a3 (23") (1) @Br) (41
(32" (H) (24) (1) (23) (a3) 34) (4%")
(14" (1) (a7) (33) 34" (1) (21) (A1)
32") (14" (24) (1) 33) (34) (12)) (29)
(14" (42" (24) B) 31 (13" (23') (43)

(32) (14" (28) G4) (1) (ar) B1') (43)
(13) (157) (24") (4v) (43") (44) (12)) (22))
(32) (14) (24) (4r") (44") (13") (23") (33))

¢t les douze groupes associés,
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On peut faire sur ces Tableaux les remarques suivantes :
1° 8 pair. -- 1l 'y a huit plans singuliers qui contiennent respecti-
vement quelre points d’un groupe; par exemple, pour le groupe

G4 (24) (43) (32') (1) (1%) (21) (31,
ces huit plans sont
42, 22, 4v, 23, 1, 1y, 33 3%.

(Considérons un de ces plans : il conticnt, outre quatre points du
groupe, deux autres points doubles; ces deux points et les quatre
points du groupe non silués dans le plan forment un des groupes de
six points rencontrés aux n™ 60-61; si { est pair, ce groupe de six
points est un de ceux qui correspondent a [ impair, et inversement.

Chacun des groupes de huit points comprend deux points de I'un
ruelconque des quatre groupes de qualre points rencontrés au n® 62,
et qui correspondent a la méme parité de L. .

2° B impair. — Iy a dewr plans singulicrs qai contiennent respec-
tivement cing points d'un groupe; par exemple, pour le groupe

(32) (37) (43 (12h) (F) (1) () (3,

ces deun plans sont
i’ oet 33

Un de ces plans contient en outre un sixiéme point double; ee point
et les trois points du groupe non situés dans le plan forment un des
groupes de quatre points (Rosenhain) rencontrés au n® 62 : si / est pair,
c’est un des groupes de (quatre points qui correspondent a £ impair, et
inversement.

En résumeé :

65. L. k étant impair, si ¢ est pair :
Les o fonctions singuliéres normales, d’indices 1, k, appartenant
a l'une des douze caraciéristiques qui ne vérifient pas les con-
~

Vope _ ‘o ) Y )
gruences o =l @'~ 0(L+ 3)(mod 2), se divisent en - fonctions
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. ] , . . . .
paires el - fonctions impaires; G ces deur groupes de fonctions

2

. ¢ e
correspondent deur familles, 5 — 1 Joisinfinie chacune, de courbes

singuliéres; les courbes d’une famille passent loutes par huit
points doubles de la surface de Kummer, et les courbes de Uaulre
SJamille par les huit autres points doubles.

66. Remnarque 1. — D’une maniére générale, tous les groupes de
points doubles rencontrés aux n* 88-63 nc dipendent, pour une carac-
téristique donnée, que de la parité de B, de let de k.

67. Remarque II. — Sik est impair, lcs groupes de points doubles
situés sur les courbes singuliéres d'une inéme famille possédent la
propriélé suivante : un plan singulier quelconque contient toujours
un nombre pair de ces points lorsque 3 est pair, et un nombre impair
lorsque 8 est impair. Cela résulte, soit des Tableaux donnés ci-dessus,
soit de ce qu'une courbe (singuliére ou non) tracée sur la surface de
Kummer touche les seize plans singuliers en tous les points, autres
que les points doubles, ol elle les rencontre; par suite, dans chaque
plan singulier, clle passe par un nombre pair ou impair de points
doubles, selon que son degré (20 + 3 k) est pair ou impair,

68. Remarque IIl. — 11 résulie des propositions ci-dessus ue,
dauns tous les cas : '

Une famille de courbes singuliéres, d’indices 1, k, qui passent
loutes par 2 points doubles de la surface de Kummer, est

(0—s—+2)

Sots infinie.

On pose toujours

¢ =+ Bkl ak®.

C'est également vrai, bien entendu, pour les familles de courbes
ordinaires, quirépondent au cas particulier de & = o.
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Genre des courbes singuliéres sur la surface de Kummer.

69. Soicent x, y, 5 les coordonnées cartésicnnes non homogines
d’un point de la surface de Kummer &, on a

/;.) M= - ,o— o - —
( ) 00(” ")’ ) eo, ~ o ’

les @ étant des fonctions théta du second ordre, paires et de caracté-
ristique nulle.

l)éeignons par l",(u, ¢) une fonction normale (uelconque, d'indices
!, k, paire ou impaire, et de caractéristique donnée; par la courbe
l',,__u. tracée sur B, menons une surface d'ordre quelconque n,
S(,y,3) = o, quicoupe cn outre & suivant une courbe C(w,v)=o0;
on a, en désignant par S(u,¢) ce que devient S(.x, ¥, 3). quand on 'y
remplace x, y et 5 par leurs valeurs (5) en w et ¢ :

“) S(a, vy =F, <“">e~a;'r;'

Par la courbe C(u, ¢) = o menons une surface quelconque d’ordre o,
7(,¥,3) =0, onade méme

. Clu, ),
(7) s(uyv) = F(u, ‘)U”(" ‘)’

¥'(«,v) étant une fonction normale de mémes indices et de méme
car lclerlsthu(‘ (quc I, p.m'e ou unpan‘c en méme lemps (ue I3
car, d'aprés (6) et (7), F' est une fonction quadruplement périodique
paire.
Cela pos¢, d’aprés un théoréme bien connu de M. Nother, toute
différenticlle abé¢lienne de premicre espéce appartenant i la courbe
Fy(u,0) = o est nécessairement de la forme

m(z ) s)
(8) s’ K= S’k'd'

¢n désignant par K(x, y, 3) = o 'équation de la surface K.
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Réciproquement, une différentielle de ce type n’est pas toujours de
premiére espéce si la courbe I, présente des singularités; mais nous
n’aurons besoin que de la premiére partie du théoréme.

70. Remplagons maintenant, dans la différenticlle (8), «, y el =
par leurs valeurs en «, ¢, et tenons compte de ce que, sur la courbe
considérée, l‘o(u, ¢) est nul.

On a, d’apres (6),

<y ()l‘ ' dr ' ()}' . 3
- —_ + 8 %
' 6" - 5 cJu + s-"t) S du
dl“o [ Y o v/ ())’ , 03

T 8] = Dege 850 + .50

De méme, K (z, 0) étant nul identiquement,

s O r()y l')v
0= I\fﬁ_f_[\?’d +l\=04

0= I\;“’)’,-;-l\' 3’ +K. % "‘

‘)0

Js
d’o0, en éliminant -—ol 3

N NN | i
(\ l\ hsl\.,)—i—%(h).‘\:—h: I\Y)_ o l\:.

du du 8,
()L' X N l) ' ()l" G
s (SLRD—S0K) + SE(SK "1\)“,)(."53'\:’

L, par suite,

de dy Jl 0_}') (()l"o Jdr JdF, d.c \) K
v e

(0) (S = SK)(50 0 — 50 5 i T
Dailleurs
dr = :—;T'; du + 3;:" dv,
Mot Loy,

0= -
Ju



309 G. HUMBERT.

dp == oF, 0r _ dF, dzr\ du_
' 0¢ du du dv _‘2!‘:0_
(%)

Portant cetle valeur de du, la valeur (7) de 9 ct la valeur (9) de
S, K, — S, K} dans la différentielle (8), celle-ci devient

ce qui donne

dr dy dx dy

(10) F(u‘, c") {)l_lmd.g , av du du.
oy K
(%)
Observons enfin que, sur la surface &, l'intégrale double

jfﬁ&

est de premiére espéce el se réduit o dudy sil'on remplace x et y
1

par leurs valeurs (5) en « et ¢; on a ainsi

du gv O du v

(¢ar on peut supposcr le facteur constant égal & l'unité). La différen-
tielle (10) s'écrit alors
< du
(1 Flu, ¢y ——-
de
Telle est la forme nécessaire des différentielles abéliennes de pre-

miére espéce appartenant a la courbe Fy = o; I'(u, ¢) y désigne une
fonction de la méme famille que ¥ (u,¢).

71. Réciproquement, il est clair que toute différenticlle de la
forme (11) cst une intégrale abélienne appartenant & la courbe
F,(&,¢) = 03 on le voit, par exemple, en refaisant en sens inverse les
calculs précédents.

Pour qu'clle soit de premiére espece, il faut et il suffit, si la courbe
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F,= o posséde un point double, c’cst-a-dire un point vérifiant les

relations

JF JdF
Fo=o, Gui=0 =0

qque la courbe F = o passe par cc point; en général, sila courhe Fy=o
4, en un point, unesingularité o, il faut ct il suffit que la courbe F=o
posséde en ce point la singularité o', adjointe de 3. Ainsi :

Les différentielles abéliennes de premiére espéce appartenant a
une courbe Fy(u,v) =o sont de la forme (x1), oit F(u, ) est le
premier membre de Péquation d’une courbe de la méme famille
que la proposée et adjointe a celle-ci.,

72. Les courbes d'une méme famille passent toutes (n** 38-65) par
28 points doubles de la surface de Kummer, s pouvant étre nul. Nous
allons montrer :

1° Qu'clles n’ont pas d’autre point commun, simple ou multiple;

2” Qu'aucun des 25 points doubles de 8 par lesquels elles passent
n’est multiple sur clles toutes.

Soit, en effet, Fy(u, ¢) = o une quelconque des courbes de la fa-
mille, ne présentant aucunc singularité spéciale par rapport aux
autres : les courbes de la famille formant une séric dinéaire tracée sur
unc surface & ,sans lignes multiples, n'ont pas foutes des points singu-
liers variables d’une courbe & 'autre; si done la courbe Fy= o a des
singularités, cclles-ci sont fixes et communes, dé¢s lors, & toutes les
courbes de la famille. Soit alors F = o une autre de ces courbes; la
diftrentielle abélicnne

F(u, V) ) du

IT,
o

est de premiére espéce sur Fy= o, puisqu’en tout point singulicr de
F,= o, s'il en existe, la courbe F = o présente la méme singularité.
Le genre, p, de Fy = o est donc ¢gal au nombre des fonctions F(u, ¢)
lindairement distinctes, diminué d’une unité (car on doit exclure la

Journ. de Math. (5* siric), tome V. — Fasc. 111, 8yg. 39
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fonction F,); on a ainsi, en vertu du n° 68,
(12) p=;:;@—s+2) (S=0+Bki+ak?).

Dailleurs, d’aprés un théoréme classique, la courbe Fo=o0 est
coupée par les courbes F, qui sont ses adjointes les plus générales, en
2(p — 1) points mobiles, c’est-a-dire que les deux équations

Fo(u,v) =o, F(u,v)=0

ont 2.2(p — 1) solutions non fires, deux & deux égales ct de signes
contraires. Le nombre total des solutions communes étant (n° 34 ) égal
4 28, on a, pour lec nombre des solutions fires,

28 —[|(P—' ')’

c’est-a-dire 25, d'aprés (12).

I1 en résulte que les courbes Fy = o, F =0 n'ont pas d’autres points
communs fixes que les 2s points doubles de &, par lesquels passent
toutes les courbes de la famille, ct que les 25 points sont simples sur
ces courbes.

73. Nous allons maintenant étudier les singularités que peuvent
présenter les courbes d’une méme famille en un des points doubles de
la surface de Kummer 8.

74. Soit O le point double de & qui répond & u=o0, v=0; on
verra, sans difficulté, que les raisonnements ci-aprés s'appliquent &
tout autre point double.

Si les courbes d’une méme famille passent toutes par O, comme ()
cst simple (n° 72) sur la courbe générale de la famille, I'équation de
celle-ci s’obtient en annulant une fonction impaire, F(«,0),deuety:
par suite, les courbes dela famille qui admettent O comme point mul-
liple, Padmettent comme point multiple d’ordre impair, 2 + 1.

Pour exprimer que O est un point multiple d’ordre 2g +1 pour
une courbe de la famille, il faut écrire que, dans le développement
de Maclaurin de la fonction impaire F(u,¢), les termes d'ordres
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1,3,5 ...,(2q — 1) en u et ¢ disparaissent, ce qui donne
2+4+6+...4+29 ou g(g+1)

conditions au plus. Nous disons au plus, parce qu'il pourrait arriver
(ue ces conditions fussent réductibles entre elles.

De méme, si O n'est pas un des 2s points communs & toutes les
+ courbes de la famille, I'équation de la courbe la plus générale de cette
famille s’obtient en annulant une fonction paire, F(#, ¢), dc uete;
les courbes de la famille qui admettent O comme point multiple, I'ad-
mettent done comme point multiple d'ordre pair, 2r. Le nombre des
conditions exprimant que O cst multiple d’ordre 2r est

I +34+54+...+2r—1
ou r* au plus.

75. Expression géncérale du genre d’une courbe. — Supposons
(u’'une courbe tndécomposable, appartenant a une famille d’indices/, £,
ait, en un point double ,0, de &, un point multiple d'ordre 2r, i
hranches distinctes : quel abaissement de genre produit une pareille
singularité?

Soit F, (u, ©)=o0 la courbe considéréce; les différenticlles abéliennes
de premiére espéce qui lui appartiennent sont du type

F(,0) 755
(%)
ol F(u, ¢) cst le premier membre de I'équation d'une courbe de la
méme famille que Fy=o0 ¢t adjointe a celle-ci, c’est-d-dire devant
présenter en O un point multiple d’ordre 27 — 1 au moins. Mais, ¢n
vertu du numéro précédent, les ordres de multiplicité du point O sur
les diverses courbes d’'une méme famille sont de méme parité : la
courbe Iy (u, v) = o admet donc nécessaircment O comme point mul-
tiple d’ordre 271, c’est-a-dire qu'elle est assujettic a »* conditions a«
plus. La diminution de genre st donc 7 au plus.
Dec méme, si la courbe Fo(u, ¢) = o a, en un pointdouble de &, un
point multiple d'ordre a¢g + 1, & branches distinctes, la diminution
correspondante du genre est ¢ (g <+ 1) au plus.
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Enfin, il est clair qu'un point double, non situ¢ en un des scize
points singuliers de &, diminue le genre d’une unité; ety en général,
un point multiple & branches distinctes d’ordre 4, le diminue de
]

S (k= 1), au plus.

Soit alors une courbe Fy(z, ) = o, appartenant a une famille d'in-
dices I, &, dont toutes les courhes passent par 2s points doubles de &.
Supposons que F, présente les singularités suivantes :

1 En chacun de ces 2 points, des points multiples & branches dis-
tinctes d'ordres respectifs

21y 2ty ey 24+ 15

2° n chacun des 16 — 25 autres points doubles de &, des points
multiples @ branches distinctes d’ordres respectifs

2Py 2y s eey 28 geny)
3° En d’autres points, des points multiples ¢ branches distinctes
F’ordres

hyy by ...

Un ou plusicurs des nombres ¢;, r; h; peuvent étre nuls, clest-
d-dire ue la courbe considérée n'a aucune singularité au point cor-
respondant,

Lc genre des courbes de la méme famille que Iy est (n 72)

—;;('3-.9—1—2);

si p est le genre de Iy, on a donc, en vertu des résultats relatifs a
Pabaissement du genre,

(13) p2i(B—s+2)—Eq(g+1)— S —Zh(h —1).

Soit d'ailleurs I¥ (%, ¢) = o une quelconque des courbes de la mée
famille que la courbe I%,, ct adjointe & celle-ci; les deux équations

Fo(u,v)=o0, F(u,¢)=o,
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qui ont en Llout 2¢ solutions communcs, en ont 4(p—1) non fixes
(n°72); comme la courbe F(#, ¢) = o présente les mémes singularités
que la courbe Fy= o aux seize points doubles de & (n® 75), et un point
d’ordre A—1, au moins, en chaque autre point multiple d’ordre /4
de Fg,ona

(13) 4(p=1)=2¢—4Er* =32(2¢ +1))—Eh(h —1)—N,

le terme N étant mis pour tenir compte des autres points fixes d'inter-
section de IF, avee les courbes I, s'il y en a. On en déduit, en ohser-
vant que Z(2¢ +1)*=4Eq¢(q +1) + 25,

(15) pg;;-(a—s-;- 2)——21”——2/{((1-*-1)—';;3’!("—')

el, par suite, en comparant avec (13), on voit qu'il faut prendre le
signe =, cc (ui donne la formule

(16) p = (B + Bkl+ak?—s+2) = Er*—2g(g+1)— 2h(h—1).

76. Remarque 1. — La seconde partic de la démonslration préce-
dente ne s'applique pas si la courbe F, est unicursale, c’est-d-dire si
p=no0, parce qu’il n’existe alors pas de courbe I («, 0) : la formule (1 4)
peut done n’¢tre plus vérifice.

11 st ais¢ d’en donner une démonstration valable.

Soit ®(«, ¢) une fonction normale de méme caractéristique que la
fonction F,(u, ¢), paire ou impaire en méme temps que celle-ci, d’in-
dices [+ 2m, k3 m ¢tant un cntier >o (uelconque. Les courbes
®(u, v)= o passent par les 25 points doubles de & communs i toules
les courbes de la famille qui comprend I (n° 66).

Parmi ces courbes @, considérons celles, ¢ (u, ¢) = o, qui sont ad-
jointes & Iy elles présentent aux points singulicrs de I, les singula-
rités que présentaient tout & Iheure les courbes adjointes 1¥: on de-
montre sans difficulté qu'elles coupent Fyen 2(p — 1) + m (20 + 3k)
points mobiles (*); de sorte (ue, en raisonnant comme plus haut et cn

(') Voir une démonstration analogue dans notre Mémoive : Sur les swrfuces
hyperelliptiques, t. 1X de cc Journal, 4¢ série, p. 152.
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employant la formule (25) du n® 34, ona

f(p~1)+2m(2l+Bk)=2l(l+2m)+Bk(2l+2m)+ 20k?
~4EZr*—X%(2¢+1)*—=Zh(h—1) — N,

cc qui, les termes en i disparaissant, donne & nouveau la formale (14).
Or les courbes @ dépendent linéairement de

-:;[(l-i— 2m)* + Bk(l+2m) + ak? — 5 + 2|
parametres (n® 68), et I'on peut toujours prendre /z assez grand pour

qu'il y ait unc au moins de ces courbes adjointe a IF,. La formule (16)
est done générale.

77. Remarque Il. — Nous avons supposé, en établissant la for-
mule (16) du genre, que les points multiples de la courbe F, = o
ctaient & branches séparées; s'il en est autrement, cette circonstance
ne peut ¢videmment que diminuerle genre, de sorte qu'on a, en ce cas,

(17) pgi(a-— s+2)—~Xr*—Nq(g+71)— %le(h —1).

78. Decs raisonnements précédents résulle aussi, sans difficulté, la
proposition suivante :

Considérons, parmi les courbes d’une famille donnée, d’indices /, 4,
passant simplement par 2s points doubles de £, cclles, C, quiadmettent
un ou plusicurs de ces points pour points multiples d’ordres donnés, &
savoir :

Chacun des 25 points pour points d’ordres respectifs 2¢;+ 13
Chacun des 16 — 25 autres points doubles pour points d’ordres res-

pectifs 273

et supposons que ces courbes ne soient pas toutes décomposables.

Les courbes C forment évidemment unc série lincaire; clles dé-
pendent d’'un nombre de paramétres p qui est égal i leur genre, ct
qui a pour expression

(18)  p=:(B+Bkl+ak®—s+2)—Er1—Eg(g+1).
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Elles n’ont en commun aucun autre point, simple ou double de &,
que ccux qui interviennent dans leur d¢finition; elles n’ont pas non
plus, puisqu’elles forment une série linéaire, de point multiple variable
d’une courbe & I'autre.

Cas elliptique.

79. Nous avons jusqu'ici laiss¢ expressément de coté (n° 24), dans
le cas elliptique, les courbes qui correspondent & des indices [, k
tels que 8, c’est-a-dire $* + Bkl + ak?® soit nul : d’aprés le n° 23, ces
courbes s’obtiennent en annulant une fonction théta elliptique d’une
seule variable, Uou VY, desorte qu’clles forment deux familles, évidem-
ment linc¢aires, U = const. ¢t V = const.

Les courbes d’une de ces familles ne passent évidemment foutes par
aucun point double de la surface de Kummer &.

On cétablit sans difficulté, en suivant la marche du n° 23, les pro-
positions suivantes, dont plusieurs se trouvent déja énoncées dans
notre Mémoire Sur les surfaces de Kummer elliptiques (*).

80. Posons toujours A = n*; chaque courbe U == const. s’obtient
individucllement en annulant unc fonction théta elliptique de U, paire,
et d’ordre deux : si l'on revient aux variables anciennes, u eto, a cette
fonction correspond une fonction intermédiaire singuliére normale, de
caracléristique nulle, et paire, pour laquelle les indices sont

l=8+n, = — 2,

Il'y a deux de ces fonctions linéairement distinctes.
Or ce nombre, deux, est compris dans la formule gencralc "=, du

n° 42, qui donne lc nombre des fonctions normales paires, de caracte-
ristique nulle, d'indices , k; 3 désignant toujours I* + Bkl+ ak®:
+4

a 3
pour ¢ = o, —

est bien ¢gal & 2.
Le degre des courbes U = const. s’obticnt (n® 36 ct 50) par la for-
mule génc'tale 2!+ Bk, ce qui donne 2x.

(') American Journal ofMat/zemaace t. XVL
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Les courhes V = const. donnent licu & des remarques semblables;
leurs indices sont :
l=—08+n,  k=2;

elles sont aussi de degré an.

On verrail sans difficult¢ que toutes ces courhes sont de genre un:
les courbes U = const. ont le méme module; de méme, les courhes
V' = const.

On démontre enfin, par les raisonnements mémes du cas général,
«ue pour les indices

I
{= (3 + n), h=—1,
el pour chacune des quatre caractéristiques remarquables
w=lw, 0=0(+§),

342

il existe » ¢'est-d-dire une fonction normale, soit paire, soit 1~
b} ?

paire, s'annulant pour quatrc demi-périodes, conformément aux
Tablcaux du n°® 62.
Mémes résultats pour les indices

I=(—=B+n), k=1

Il y a ainsi, dans la série des courbes U = const. ou V = const.,
(quatre courbes remarquables, passant par quatre points doubles de &5
elles sont d'ordre 2/ + 3k, c’est-d-dire n, ct de genre zéro.

D’aprés cela, les courbes exclues jusqu'ici sur les surfaces de
Kummer elliptiques rentrent dans le cas général, ct toutes les for-
mules précédemment établies leur sont applicables.
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QUATRIEME PARTIE.

Equations modulaires. /

81. En vertu d'une proposition rappelée plus haut (n° 48) ¢t qui
dérive d’un beau théoréme de M. Appell, I'éguation d'une courbe
algébrique tracée sur une surface hyperelliptiffe quelconque s’obtient
nécessatrement en annulant une fonction ingrmddiaire : si done, une
surface de Kummer & admet une courbe algfbrique qui n’existe pas sur
la surface générale, c’est (qu'il correspond a cette courbe une fonction
intermédiaire singuliére; 8 est donc une surface de Kuniner singu-
licre.

Les surfaces hyperelliptiques répondant a des fonctions abéliennes
singulicres sont donc caractérisées par ce fait qu'on peut y tracer des
courbes algébriques n'existant pas dans le cas général : on en déduit
immddiatement une importante conséquence.

82. Les coordonngées d'un point d'une surface de Kummer peayent
s'exprimer en fonction rationnelle de deux paramétres, « et y, el dex
deax radicaunx

Vet —)(n=ae)(1 — we)(r — var),

V() (= hy)(F—= wy ) (L= vy)s

les constantes A, @, v (ou leurs racines carrées) sont les modules des
fonctions abéliennes lices & la surface. Exprimons maintenant qu'une
surface ainsi définic paramétriquement admet une courbe algéhrique
de degré donné, n'existant pas dans le cas o}, w, v sont quelconques :
nous arrivons ¢videmment & unc ou plusicurs relations algébriques
entre ces modules A, w, v. D'ailleurs, dans le cas d'une surface wne fois
singuli¢re, c'est-d-dire dans le cas o les périodes g, A, g’ ne sont
lides que par une seule relation singuli¢re, il ne peut exister entre les

Journ. de Math. (3¢ série), tome V. — Wusc. I, 18yq. 40
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modules qu'une seule relation, laguelle est nécessaivement algébrigue
pae ce qqui préeéde, Ainsi

A toute relation singuli¢re entre les périodes d’une fonction
abiélicnne de genre dewr, correspond une relation algébrigue entre
les modules.

Nous nommerons cetle relation équation modulaire; dans ce qui
suil, nous nous proposcrons de former I'équation modulaive (qui corres-
pond & une relation singuliere donnde entre les périodes.

83. La méthode que nous suivrons consistera essenticllement a
exprimer que la swface de Kummer admet des courbes algébriques
n'existant pas dans le cas général; au licu de traiter 1e probléme dans
Fespace, nous le raménerons & une question de géométrie plane, en
projetant sur un plan la surface et les courhes qu'on y peut Lracer, le
point de vue étant un des seize points doubles, que nous supposerons
toujours étre le point (117).

Avant d"aller plus loin, nous devons entrer dans quelques explica-
lions, relativement a cetle projection,

84. Lafligure (), ci-dessous, veprésente la section par un plan quel-
conque, 1, des six plans singuliers de la surface de Kummer passant
par le point double (11') : ces six droites forment, comme on sail, le
contour appavent de la surface sur le plan 11,

Sur chacune des six droites on a inserit le symbole du plan singulier
correspondant : 127, 13, 14/, 21/, 3¢, 41’5 au point d'intersection de
deux droites, on a mavqué le symbole du pointdouble, autre que (117,
commun aux deux plans singuliers correspondants, de sorte que les
(quinze points ol les six droiles se conpent deux & deux sont les pro-
jections, sur le plan 1I et & partir du point double (i11”), des guinze
autres points doubles de la surface.

Soit maintenant une courbe G, tracée sur Ia surface de Kummer K,
el rencontrée en un seul point mobile par chacun des rayons (ui la pro-
jettent & partiv du point (r1) ¢ sa projection sur le plan II sera une
courhe E (nscrite au contour apparent de 8, c'esl-d-dire une courbe
tangente aux six droites de la figure () en tous les points ol elle
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les vencontre, les points doubles du contour, c'est-ii=dire les points
d'interseetion des six droites entre elles, étant seuls e.cceptes,

Fig. (1)

(189

-

N
(21

835. lnversement, une courbe X donnée dans le plan 1L et inserite au
systeme des six droites, est-clle la perspective d'une courbe € de la
surface de Kummer, rencontrée en un seul point par les rayons ui la
projettents en daulres termes, le cdne qui a pour sommet le point
double (117) et pour base la courbe ¥ coupe-t-il la surface & suivant
dear courbes distinetes.

Supposons que le point (117) soil pris pour le sommel .« = o, )=,
7= o du Wtracdre de eéfévence; Péquation de 8 est de la forme

(1) U, + 2U,t+ U, = o,

U,, Uy, Uy étant des polynomes homogénes en .y y, 5 de degros
marqués par Pindice. Le edne circonseriti & i partiv du point (117)
est Ui — U, Uy == o, el se décompose en six plans, quisontles six plans
singuliers passant par (11); on a done identiquement

Ui~ G, U, -0, 2,00, 0,0,
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Cela posé, pour qu'un cone de sommet (11’) coupe & suivant deuy
courbes distinctes, il faut ct il suffit ¢videmment que, sur ce cdne, les
deux valeurs de ¢, tirées de I'équation (1), soient rationnelles en
Ly ¥y 3, c'est-a-dire que U3 — U,U,, oule produit P, P, ... P, soil
ralionnel. En d’autres termes, en désignant par X = o I'équation du
cone, ou celle de sa base dans le plan 1l pris pour plan t = o, il fant
el il suffit qu'on ait identiquement

NP, D,...P==M? + XQ,

N, M, Q étant des polynomes en x, y, 5. Telle est la condition ¢
laquelle doit satisfaire la courbe inscrite ¥ : on voit que toule
courbe inscrite au systéme des six droites P; ne répond pas & la ques-

tion, car en général pour une telle courbe X, on a sculement 'identité
RP,Py...P==M2+Y¥Q

le polynoeme R n'élant pas nécessairement un carré.

86. Obscrvons, pour terminer ces généralités, que les six plans
singuliers passant par (11) touchent un coéne du second ordre, celui
des tangentes a la surface de Kummer au point double (11); on sait
de plus que si l'on fait correspondre d’une maniére univoque un para-
meétree .« & chacan des plans tangents de ce cone, ct st @,y @y, ...,
sont les valeurs du paramétre correspondant aux six plans singuliers
considérés, les fonctions hyperellipticues lices & la surface de Kummer
dépendent du radical

viv—a,)(x—ay)...(x — a,).

Lec probléme de former les équations modulaires ou, ce qui est la
méme chose, les équations enlre ¢, @, .. ., @, revient donc & trouver,
pour chaque relation singuli¢re entre les périodes, une relation géo-
métrique caractéristique centre les six plans singuliers qui passent
par (11°), ou entre les six droites (tangentes @ une méme conique )
de la figure (F) qui précéde.

87. Pour micux fairc comprendre la méthode que nous suivrons,
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nous l'appliquerons d’abord aux deux cas particuliers non elliptiques
les plus simples, & savoir ceux ot 'invariant A de la relation singuliere
entre les périodes, el qui est nécessairement de la forme 4N ou 4N+ 1,
al'une des valeurs 5 ct 8; lc cas de A =1 a é1é exclu au n°47 comme
ne correspondant pas & de véritables fonctions ahéliennes; celui de
A = 4 cst clliptique, et nous en dirons de suile quelques mols.

Cas de A= 4.

88. La relation singuliére entre les périodes peut se ramencr i la
forme (n° 412)
—g+g =0
¢'esl-a-dire que
°0=—1, 3:0, Y=1.
On a pour ¢
3 =B,

On sait (n° 80) qu'il existe sur la surface de Kummer & deux sérics,

simplement infinics chacune, de courbes de genre 1 et de degré 2y 3,
cest-d-dire de biquadratiques gauches; dans chaque série, quatre
des biquadratiques se réduisent & des courbes d'ordre moiti¢ moindre,
c’esl-d-dire & des coniques, passant chacune par quatre points doubles
de &. Ces coniques correspondent (n° 80) aux indices =1, k=1
pour mne série, et [=1, k = —1 pour I'autre; les Tableaux du n° 62
montrent (u'une conique du premier groupe ct une conique du second
passent par les quatre mémes points doubles : par exemple, deux
coniques passent par les points

(1), (22, (33), (4%).

Projctons I'une d’clles sur le plan ITa partir du point (11°); la per-
spective est une droite X qui passe par les trois points marqués (22").
(33", (44") delafigure (I7). Ainsi, pour une surface de Kummer ellip-
lique, d'invariant A = 4, ces trois points sont en ligne droite, c'est-
a-dire que :

St une surface de Kumemer elliptique a pour invariant Quatre,
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les sti: plans singuliors qui passent par un quelcongue de ses points
doubles, et qui touchent comme d’ordinaire un coéne dw second
ordre, forment (rois couples vn incolution,

On peut transformer cetle propriété par polaires réciproques : la
surface de Kummer étant sa propre transformée dans dix corrélations,
qui font correspondre les points singulicrs aux points doubles el inver-
sement, o arrive a ce résultat bien connu ¢

Sur wne surface de Kummer elliptiqee répondant ¢ A =4, les
sta points doubles situés sur une méme conique d’un plan singulier
forment lrots couples en involution ou, ce qui recient au méme, un
hecagone de Brianchon.

Une parcille surface estle tédracdroide de Cayley : réeiproguement,
toute surface de Knmnier jouissant de la propric¢ié précédente est un
etracdroide; M. Klein Pa ¢tabli (Math. Annalen, t. 1, p.217), ot
cela résulterait aisément d'ailleurs des méthodes générales qui vont
ctre développies,

Cas de A :=35.

89. La relation singulicre entre les périodes peut alors se ramener
8 I
(n® 12) au type
. . —g+ht+g=o0,
e'est-a-dire que
a=—1, B=r,

f

La quantité ¢ estici
=P+ Bkl +ayk*=F+kl- k.
Les valewmss =1, h =1 sont telles (Jue
2l + Bk > va mod k;

ily a done (n° 29) des fonctions intermédiaives singulicres d'indices
1, 12 pour ces valeurs de L et &, ¢ prend la valeur 13 par suite (n® 43),
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il existe ane fonction intermédiaive normale, de caractéristique
donnée quelconque et F'indices 1, 15 cette fonction est soil paire, soil
impaire, sclon la caracléristique. A une des seise fonctions ainsi dé-
finies correspond, sur la surface de Kuminer &, unce courhe d'ordre
2! + B, ou trofs (n° 50); passant par si points doubles de & (n° 61)
et unicursale (n072) : ainsi, dans le cas de A = 5, lasurface de Kummer
admet seise cubiques gauches, dont chacune passe par six points
doubles, et qui se dédaisent de P'une d’elles (n° 46) par Laddition de
demi-périodes aux arguments hyperelliptiques u, ¢.

Iy a d'aillenes sur & seise autres cubiques gauches, qui corres-
pondent aux indices { = 2, k = — 1, pour lesquels on a encore g=1
et 2l + Bk = 35 les Tableaux du n® 80 permettent d’étudier, avee la
plus grande facilité, la disposition six & six des scize points doublex
sur les teente-deux cubiques; nous n'insislerons pas sur ce point.

Parmi les seize cubiques de chaque groupe, iz passent par le point
double (11”) (ne 61). La cubique «ui répond aux indices 1, 1 etala
cavactéristique nulle ne passe pas par ce point; elle contient (n® 60)
les points (24'), (447), (23'), (32°), (34"), (11"): pour en déduive une
des cubiques passant par (117), il suffit d'ajoater kv demi-période qui
correspond & e =0, ¢=1, A=1, N =03 car le nouveau groupe de
six points doubles s¢ déduit du préeddent en permutant ¥ et 4, 2.¢t 3
dans les symboles ci-dessus (n° 35), ce qui donne les points

Gy (), (), (a2), (26), (v).

90. Drojctons maintenant cette seconde cubique sur le plan 1T i
partiv de (117), la perspective cst une conique S qui passe par les cing
points de la figure (F) marqués (347),(14),(33"), (227) (217, el qui
est inscrite au systéme des six droites de la figure. Conmue les cing
points indiqués sont des poinls doubles de ce systeme et qu'ils sont
les sommets d'un pentagone formé par cing des six dvoiles (voir la
figure), Ja conique B doil toucher la sixi¢me droite 41"

Nous obtenons ainsi une propric¢té simple des six plans singuliers
de & qui passent par le point double (11°), dans le cas ot les périodes
des fonctions abéliennes correspondantes vérifient une relation singu-
liére d’invariant 5 :
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Les six points doubles situés sur une méme conique de la surface
e Kummer singuliére qui répond & A = 5, sont tels qu’il existe une
conique passant par Uun d’eur et inscrite & un pentagone formé
parles cing autres.

91. Réciproguement, montrons que si cette condition ou la con-
dilion corrélative est satisfaite, la surface de Kummer cst nécessai-
rement singulitre, et que l'invariant correspondant est 5.

92. L’hypothése est qu'il existe, dans le plan II, une eonique X,
langente a une des six droiles de la figure (F), et circonscrite & un des
pentagones formdés par les cing autres; je dis que le cone qui a pour
base la conique E ct pour sommet le point (11) coupe la surface de
Kummer 8 suivant deux courbes distinctes. Soit, en cffet, M=o
Féquation d’une cubique quelconque du plan 11, passant par les cing
sommels du pentagone précédent ct par le point de contact ¢ de la
coniqque Savec la sixiéme droite ; en désignant toujourspar’, =o, ...,
I’s= o les équations des six droites, la courbe d'ordre sic

PP, ~ (M=o,

ot ) est un paramétre quelconque, a ¢videmment pour points doubles
les cing sommelts du pentagone, ct touche la sixi¢me droite au pointg.
Celle courbe a ainsi, avec la conique 2, douse inlersections qui sont
fixes quand 0 varic; si 0 est choisi de mani¢re qu'elle passe par un
nonveau point de Z, elle se décomposera en deux courhes, dont 'une
est X,y de sorte u’on aura identiquement

P,1,...Pe=z0, M2+ 30O,

ce qui démontre bien (n° 83) (ue le cone du second ordre de sommet
(11') et de base X coupe & suivant dew.e courbes distinctes, C et C'.
La conique E passc par cing des points de rencontre des six droites
delafigure (1) @ les deux courbes C et €7 passent donc, simplement
chacune, par cing points doubles de & et ne passent par aucun autre
point double, sauf peut-étre le point (11°). Elles passent nécessai-
rement par ce point, qui est d’ordve de multiplicité impair sur chacune
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d’clles; car, cn vertu des résultats des n°* 58-65, il n’existe pas de
courbe algébrique sur unc surface de Kummer passant simplement
par cinq points doubles sculement. D’ailleurs les cinq points doubles
en question ct le point (11') ne sont pas dans un méme plan singulier
de R, puisque les cinq sommets du pentagone auquel la conique  est
circonscrite ne sont pas sur uzre des six droites de la figure (F): il en
résulte que & admet des courbes algébriques passant, avec des ordres
impairs de multiplicité, par six points doubles non situés dans un
néme plan, ce qui ne sc présente pas (n® 58) pour des courhes non
singuliéres, ni pour des courbes singuliéres dont I'indice & est pair :
R est donc une surface de Kummer singuliére, etles seconds indices
k, K relatifs & C et C' sont impairs.

93. Soit alors
ag+Bh+g=o0

la relation singuliére qui correspond & #&; désignons par / et k les in-
dices de C; par 2¢4 + 1 I'ordre de multiplicité de (11") sur cette courbe.
Ledegréde Cest 2/ + 84 (n°50); son genre est zéro, car elle corres-
pond point par point sa projection, la conique X; de plus elle ne peut
évidemment admettre d’autre point multiple que (11'). On a alors, en
écrivant que la projection de C & partir de (11°) est d’ordre deux, et en
appliquant la formule (16) du n® 75 sur le genre,

a=2al+ Bk — (29 +1),
o=F +Bhl+ak’~s+2—2q(q+1).

Ici s =3; éliminant ¢ entre ces relations, on trouve, en posant
A=f3—fa:

WLLICIE T )

d’ou, nécessairement, puisque & doit étre impair et A positif de I'une
des formes 4N ou 4N + 1,

4 =). C. Q. F. D,

Journ. de Math. (5* série), tome V. — Fasc. III, 18gg. 4t
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94. Equation modulaire. — En vertu de ce qui précéde ct du
n° 86, pour exprimer que le radical

V(e —a,)(«—ay)...(e —a,)

conduit & des fonctions abélicnnes singuli¢res avec l'invariant cing,
il suffit de considérer une conique dont les tangentes correspondent
d’unc maniére univoque 4 un paramétre, et d’¢erire gu'il existe unc
seconde conique touchant la tangente de paramétre a,, ct circonscrite
a un pentagone formé par les tangentes de paramétres a,,,,a,,a,, a5,
prises dans un ordre quelconque.

Pour simplifier, supposons @, = =, ce qui ne diminue pasla généra-
lité 5 le radical est alors

Vv —a)(x —ay)... (r—a,);

prenons pour conique fondamentale la parabole y = *, dont les tan-
gentes ont pour équalion générale

y+20x+0t=o,

 étant un paramétre arbitraire; & ) = o« correspond la droite de
Pinfini.

Pour déterminer le pentagone, prenons les cing tangentes (ui cor-
respondent aux valeurs a@,, a,, ..., a, de 0, dans l'ordre @, «,, a,,
a,, a;: il sagit d’exprimer que la conique cqui passe par les cing som-

Fig. 3.

mets A, B, C, D, E touche la droite de I'infini, c'est-i-dire est une
parabole.
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Le probleme ne présente aucune difficulté, et voici le résultat final :

Pour que le radical

Ve —a,)(x—a,) (e —a,)(x —a,)(«— ay)

conduise & des fonctions abéliennes dont les périodes normales

soient liées par une relation singuliére d’invariant cixq, la condi-
tion est

i (a,—a)+ ai(a,— a;)+a3(as—a,)+ aj(a,—a,) +aj(a, — a, )|
<|@i(ay—a)a,a; +ai(a,—a;)a,a,+. ... ..+ ai(a,— ay)a,q,|
= |a*(a,—a)a,+a)+aj(a, —a)a,+a,)+...+ & (a,— a,)a,+a,)|*.

95. Remarque. — Si le radical ¢tait pris sous la forme géndérale

v(r—o)(x— a,)...(& — «,), on passerait de ce cas au précédent

par la substitution ¢ = » ag désignant une guelcongue des six

&£~ 2
racines. Les racines du polynome du cinqui¢me ordre en £ qui figure

. . 1
maintenant sous le radical sont

— (i=r,2,3,4,5), ctil suffit de¢
i %

les substituer dans un ordre quelconque, aux a,, a,, ... a; dc la for-
mule précédente pour avoir la condition cherchée.

96. Conséquences géomélriques. — Si la conique T existe dans
le plan 11, on vient de voir que la surface £ est singuli¢re et corres-
pond a I'invariant cinq : outre la cubique dont la perspective est Z, la
surface & admet onse autres cubiques passant par (11°), (n° 89); par
suite il existe, dans lc plan II, onze coniques analogues & X, c'est-
A-dire tangentes i unc des six droites de la figure (I) ct circonscrites i
un pentagone formé par les cing autres droites,

Les Tableaux et les résultats du n® 60 permettent d'étudier la dis-
position des points doubles de & sur les onze nouvelles cubiques, c'est-
a-dire la disposition des pentagones inscrits aux onze nouvelles
coniques du plan II; on arrive ainsi & un théoré¢me de Géométrie ¢lé-
mentaire, qu'il est intéressant de rattacher aux fonctions abéliennes,
ct que nous ¢noncons sous sa forme corrclative :
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Soient a, b, ¢, d, e, f six points d’une conique : s’il existe une
conique passant par f el inscrite au pentagone dont les sommets
successtfs sont a, b, c, d, e, il existera une autre conique passant

par a el inscrile au pentagone dont les sommets successifs sont [,
ey by e, d.

Comme a est un quelconque des sommets du premier pentagone, on
obtient ainsi non pas une, mais cing coniques nouvelles; ces cinq coni-
ques ct la conique inscrite au premier pentagone sont les perspectives
dessix cubiquesd’un méme groupe (n°89) qui passent parle point (x1").

Les six cubiques de I'autre groupe ont pour projection six coniques
définies par la propriété suivante, qui est connue d'ailleurs par les
théorémes de Poncelet :

Soient a, b, ¢, d, ¢, fsix points d’une conique : 8’il existe une
conique passant par f et inscrite au peatagone dont les sommets
successifs sont a, b, ¢, d, ¢, il existera unc autre conique passant
également par f etinscritc au peatagone dont les sommels succes-
sifs sonta,c, e, b, d.

A chacune des six premiéres coniques correspond ainsi une des six
conigues du second groupe.

Cas de A =8.

97. La rclation singuli¢re entre les périodes peut se ramener & la
forme (n°® 12)
. —2g + g'=0;
par suite
% =—2, S:(), Y =1,

g ={2— 2k

lies valeurs { =2, k=1 conviennent pour indices de fonctions
intermédiaires singuliéres (n° 29) ct donnent & = 2. Il existe donc

3+2 T . L
(n° 42) —',"7-, c’est-a-dire deux fonctions normales, de caractéristique
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nulle, et d’indices 2,1; géométriquement, on peut ainsi tracer sur la
surface de Kummer & une série simplement infinie de courbes d'ordre
21, c’est-d-dirc d’ordre quatre : ces courbes passent par les quatre
points doubles de & dont les symboles sont (n® 63)

(321)’ (34,)’ (A,lﬁ’), (44,)’

elles sont de genre un (n* 72).

Pour [ = 2, k = — 1 et la caractéristique nulle, on obtient de méme
une scconde séric simplement infinie de biquadratiques gauches (de¢
genre un) passant par les quatre mémes points, ct I'on voit sans diffi-
culté qu'unce biquadratique quelconque de la premiére série ct unc
quclconque de la seconde sont sur une surface du second ordre.

A chacune des frois autres caractéristiques remarquables (n°* 45
¢t 63) correspondent de méme (pour ! = 2, k = ==1) deux séries de
biquadratiques, passant toutes par quatre mémes points doubles de &,
qui sont ici, pour chaque caractéristique :

@), (33), (4v), (43),
(12%), (14')9 (23’), (2-/!')9
(”I)’ (13')1 (211)a (23,)-

Parmi les biquadratiques de I'unc des séries qui passent par (32°),
(34"), (42'), (44'), il en est une qui passe par (11°) et qui y a néces-
sairement un point double (n° 74); sa perspective sur lc plan II, a
partir de (11'), est une conique X passant par les quatre points de la
figure (F) marqués (32"), (34"), (42'), (44’) et inscrite au systéme des
six droites de cctte figure : comme les quatre points indiqués sont les
sommets du quadrilatére formé par les droites 31, 12/, 41', 14, la
conique I touche les deux autres droites 13 ¢t 21°. Done, corrélative-
ment :

Lessia points doubles situés sur une méme conique de la surface
de Kummer singuliére qui répond a A = 8 sont tels qu’il exisie un«
conique passant par dewx d’entre eur et inscrite a un quadrilatére
forme par les qualre aulres.
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98. Réciproguement, on établit comme au n° 92 que si cette con-
dition est vérifiée, c’est-a-dire si la conique 2 existe, le cdne qui a(11')
pour sommet et X pour base coupe & suivant deux courbes distinctes,
CetC.

Ces courbes, en vertu de ’hypothése, passent, simplement chacune,
par les quatre points doubles de R de symboles (327), (34'), (42),
(441'), et nc passent par aucun autre point double, sauf, peut-étre, par
(1)

Il n’y a, sur aucune surface de Kummer, dc courhe algéhrique pas-
sant simplement (ou avec des ordres de multiplicit¢ impairs) par cing
points doubles (n** 58-65), il faut donc que (11”) soit, sur Cet (¥, un
point de multiplicit¢ paire (I'ordre zéro pouvant convenir); enfin
comme unc surface de Kummer non singuli¢re n’admet pas de courbe
algébrique passant simplement par quatre points doubles (n° 88),
A cst nécessairement une surface singuliére, ct les courbes C, C' sont
des courbes singuliéres. Leur genre est zéro, puisque chacune corres-
pond point par point a sa projection, la conique Z; les indices & qui
leur correspondent sont impairs (n°® 38).

Soit alors ag + B4 + 2’= o la velation singuli¢re (ui correspond
a B désignons par (et & les indices de la courbe C, par 27 'ordre de
multiplicité sur cette courbe du point (11'), qui est évidemment son
scul point singulier. On a, en ¢éerivant les formules relatives an degre
et au genre de G, comme au n° 93,

:'221‘*"3,\'——-2["
"zjl;[l"'-i—fi/r/—f-x/i’-&-s—2]_ -

Ici s = 25 I'élimination de 7 entre ces &quations donne, ¢n posant
toujours A = B2 — fa,

8 —(al+8k—4)
A= -l ,

et comme A doit étre enticr, positif del'une des formes 4N ou 4N + 1,
et que k est impair, les scules valeurs admissibles sont A =8 et A = 4.
Ainsi, la condition énoncée plus haut, c’est-&-dire existence de la
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conique Z, entralne, pour la surface de Kummer considérée, la néces-
sité d'étre singuliére avec 'invariant 4 ou l'invariant 8; en traduisant
analytiquement cette condition, on trouvera donc i la fois les équations
modulaires pour A = 4 ct pour A = 8.

99. E’guat[on modulaire. — Pour 'obtenir, prenons le radical
fondamental sous la forme

ve(e —a)) (e — ay) (e —a,) (v —a,);
considérons la parahole y = x? et les six tangentes
y+20z+0'=o,

((ui correspondent aux valcurs =, 0, @,, a,, a,, a, de 0 : il faut exprimer,
d’aprés ce qui précede, qu'il existe une conique circonscrite au quadri-
latére formé par les quatre dernitres tangentes, prises dans 'ordre
€,y Oy, @y, &4, cttouchant lesdeux premiéres, a savoir la droite de I'infini
ct la droite y = o. Le calcul nc présente aucune difficulté; on trouve
en facteur la quantité (a,a, — a,a,)?, qui, égalée & zéro, exprime
(que les six tangentes forment trois couples (o, 5 a,, a,; @,, @,) en
involution : c’est 'équation modulaire du tétracdroide (n* 88).
[’autre facteur obtenu cst '¢quation modulaire pour A = 8, d'oti lc
théoréme :

Pour que le radical Jyu(r — a,) (z — a,) (v — a,) (x — a,) con-
duise a des fonctions abélicnnes dont les périodes normales sorent
lices par une relation singulicre d’incariant nuir, la condition rst

hayaaza(a,+ ay)(a,+ a,) —2a,a, — 2a,a, |*
=(a,— a-s)n(at - a:l)n(ala:) + aya,)*.

100. Remarque. — On cn déduirait sans difficulté, comme au
n® 95, la formule correspondante, lorsque le polynome sous le radical
est du sixiéme degré, ct de racines o, @, ..., %,
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104. Conséquences géoméiriques. — En considérant les autres
séries de biquadratiques qui passent simplement par quatre points
doubles de & (n°97) autres que (11'), on obtient, en tout, six de ces
biquadratiques ayant un point double en (11°); on voit de suite qu’elles
sont deux 4 deux sur frois cones du second ordre ayant (11’) pour
sommet; il y a dés lors dans le plan I 4rois coniques Z, sections de
ces trois cones par le plan. En se reportant au Tableau des points
doubles par lesquels passent les biquadratiques ct en raisonnant comme
au n® 96, on arrive i cetle proposition ¢lémentaire

Soient, sur une conique, trois couples de points non en involution;
s'il existe une conique passant par les points d’un des couples et
inscrite av quadrilatére qui a pour sommets opposés les points
de chacun des deux autres couples, il existera deux autres co-
niques analogues qu’on obtient par la permutation des trois
couples.

Ce théoréme est d'ailleurs bien facile 4 établir directement; il est
curieux de le voir li¢ aux propriéiés d'une surface de Kummer singu-
liére.

102. Remargue. — Il convient de rapprocher des résultats obtenus
dans les cas de A = 5 ct A = 8 une proposition que nous avons ¢tablic
ailleurs (') pour le cas elliptique de A = .

Si A =9, la surface de Kummer correspondante admet (n° 80)
deux groupes de uatre cubiques gauches, passant chacunc par quatre
points doubles; dans chaque groupe, unc cubique, ct unc seule, passe
par un point double donné de R], (11") par exemple. En la projetant
sur le plan II & partir de cc point, on obticnt une conique I, inscrite
au triangle formé par trois des droites de la figure (F) et circonscrite
au triangle formé par les trois autres. On démontre sans difficulté
que, réciproquement, si la conigue I existe, la surface de Kummer est
singuli¢re et répond & I'invariant newf. Ainsi, par corrélation :

(') American Journal of Mathematics, t, XVI, p. 238. M. O, Bolza a re-
trouvé la méme propriété dans un Mémoire des Math. Annalen; il a bien voulu,
par une Note publiée dans le t. LI du méme Recueil, reconnaitre notre priorité



SUR LES FONCTIONS ABELIENNES SINGULILRES. 329

Les six points doubles situés sur une méme conique d’une surface

de Kummer singulicre qui répond a A == g, sont tels qu’il existe

une conigue passant par lrois de ces points et inscrite au triangle

formé par les irois wutres. [éciproquement, cette propriété n’appar-
lient qi'a une: surface de Kummer singuliére d’invariant neuf.

L’équation modulaire correspondante se déduit de la avec la plas
grande facilité,

Cas général d’'un invariant A pair.

103. Pour former I'équation modulaire dans le cas d'un invariant
pair, ou pour tronver une propri¢lé géométrique, caractéristique de
ce cas, appartenant aux six plans singuliers qui passent par un méme
point double de la surface de Knmmer correspondante (n°® 86), on
s'appuiera sur deux propositions.

Théorémes fondamentaux.

104. 1. Soit une surface de Kummer 8, jouissant de la pro-
priété suicante :

Les six droites suicant lesquelles les six plans singuliers passant
par un méme poinl doubl: coupent un plan quelconque sont telles
gt il eeiste un sysieme, p fois infint, de courbes 2, indécomposables,
de genre p et de degré 2\, dont chacune passe par les quatre
sommets d’un quadrilatére formé par quatre des six droites el
touche, partout ailleurs, les six: droites en tous les points oiv elle
les rencontre :

1° La surface 8 est singuliére; son invariant A est pair eta pour
maximum

(1) A=8(x—p),

N — p est dis lors nécessairement positif ;

2° Réciprogqueinent, toute surface de Kummer singuliére dont
Uinvariant est de la forme (1) jouit de la propriété géomdtrique
indiquée.

Journ. de Math. (5 série), lome V. — Fasc, T, 18y, 42
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103. 11. Soit une surface de Kummer R, jouissant de la pro-
priété suicante :
 Les six droites définies plus haut peuvent se répartir en trois
couples, de telle sorte qu’il existe un systéme, p fois tnfini, de
rourbes X, indécomposables, de genre p et de degré 2\ + 1, dont
chacune passe par les sommets des (rois couples et touche, partout
ailleurs, les six droites en tous les points ois elle les rencontre :

1° La surface B est singuliére; son invariant A est pair et a pour
mazximum

(2) A= 42 (A +1)—2p +1],

A(X +1) — p est dés lors nécessairement positif ;

2° Réciproquement, toute surface de Kummer singuliére dont
Uinvariant est de la forme (2) jouil de la propriéié géométrique
indiguée.

106. Rerearque. — On peut reconnaitre directement que Pexistence
des courbes Z, définies ci-dessus, entraine bien une relation modulaire,
c’est-a-dire unc relation entre les six droites de la figure (I7).

Placons-nous, par exemple, dansle cas du théoréme I : les courbes
Z sont d’ordre 21, de genre p, et sont soumises, par les conditions de
passer par quatre points ct de toucher partout ailleurs les six droites,
4 6A conditions. Leur équation générale doit dene, a priori, ren-
fermer un nombre de paramétres égal &

$3A(2A + 3y —3(2h —1)(2ah — 2) + p — G},

c’est-a-dire p — 1. Or I'hypothése est que ce nombre est p, ce qui
¢tablit bien unc relation entre les six droites.

Un calcul analogue s’applique au cas du théoréme II.

Avant de donner la démonstration des théorémes fondamentaux,
montrons comment on peut les appliquer a la formation de la propriété
caractéristique modulaire,
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Equations modulaires.

107. Pour obtenir I'équation ou la propriété¢ géométrique modu-
laire qui correspond & un invariant A pair, nous distinguerons, puisque
A est multiple de 4, les deux cas de

A =8N ct A=8N+4.

108. Supposons obtenues les équations ou propriétés modulaires
pour tous les invariants A pairs, jusqu’'a A = 8N, exclusivement.
Faisons dans la formule (1) A = 8N, ce qui donne

N=N\N—p.

Prenons, pour}, le plus petit entier positif dont le carré atteigne
on dépasse N; on a alors p par la formule

p=A\—N.

Il résulte alors du théoréme fondamental 1 que, pour la surface de
Kummer singuli¢re d'invariant 8N, les six droites de la figure (F') sont
telles qu'il existe un systeme, p fois infini, de courbes X, d’ordre 2
ct de genre p, dont chacune passe par les quatre sommets d'un quadri-
latére formé par quatre des six droites, ct touche ces droites en tous
les autres points ou elle les rencontre.

C’est bicen li une propriét¢ des six droites, c'est-d-dire une propriéts
modulaire; réciproquement, en vertu du théorémelI, clle ne peutappar-
Lenir cn oulre qu’a des surfaces de Kummer singuli¢res d’incariants
pairs, et inféricurs @ 8N. Si donc on traduit analytiquement la pro-
pri¢t¢ précédente (ce qui peut se faire par un nombre fini d’opérations
algébriques), on obtient, non seulement I’équation modulaire pour
A = 8N, mais les équations modulaires pour certains invariants pairs
plus petits, ¢quations qu’on a supposées obtenues au préalable. Il ne
restera donc qu'a débarrasser 1'équation modulaire compléte de fac-



332 G. HUMBERT,

leurs connus d’avance, pour avoir, sans facleur élranger, 1'¢quation
modulaire cherchée relative 1A = 8N ().

109. Supposons de méme obtenucs les équations modulaires pour
les invariants pairs jusqu’a A = 8N + 4, exclusivement. Parlons cette
fois de la formule (2) ol nous ferons A = 8N + 4 :

4N +1=(2A+1)*— 4p.

Prenons, pour 2A + 1, le plus petit entier impair dont le carré
atteigne ou dépasse 4N + 15 p aura la valeur

p=)\()\+])~N.

Alors, par le théoréme fondamental LI, pour la surface de Kummer
singuli¢re d’invariant 8N —+ 4, les six droites de la figure (I¥) peuvent
sc répartir en trois couples, de manitre qu'il existe un systéme p fois
infini, de courbes X, de genre p et d’ordre 22 + 1, dont chacune passe
par les sommets des trois couples et touche en A points chacune des
six droites.

C’est 1a unc propriéié modulaire qui, d'aprés le théoréme 11, ne
peut appartenir en outre qu'a des surfaces de Kummer singuliéres,
d'invariants pairs et inféricurs 4 8N + 4. On voit dés lors, comme plus
haut, qu’on pourra obtenir, d¢harrassée de facteurs étrangers, I'équa-
tion modulaire pour A =8N + 4.

110. Le probléme de la formation des ¢quations modulaires, dans
le cas d'un invariant pair, peut donc étee considéré comme résolu
théoriquement, par une méthode algébrigue (ui permet d’opérer de
proche en proche : mais, pratiguement, la solution analytique serait
fort difficile & obtenir, méme dans des cas rés simples, & cause de la
longucur des calculs. La Géomdétrie du moins, en substituant la pro-
prict¢ modulaire & I'équation algébrique, donne une idée assez nette
du résultat : nous y reviendrons d’une manicére plus étendue aux

ne 124-131.

— o = i PR, U

(*) Nous reviendrons plus loin (n° 131) sur les (acteurs étrangers.
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11 nous reste maintenant 4 démontrer les théorémes fondamentaux.

Démonstration des théorémes fondamentaux.

111. Levue. — Une courbe singulicre tracée sur une surface
de Kummer ne peut élre Uintersection compléte de celte surface ot
d’une autre surface.

Car, en vertu du mode méme de représentation paramélirique
(n® 49), l'intersection complite de la surface de Kummer et d'une
surface d’ordre n s’obtient en annulant une forction théta, normale,
d’ordre 2n ct de caractéristique nulle : pour une intersection com-

pléte, Uindice & est donc nul, ce qui prouve bhien qu'une telle courbe
n’est jamais singulitre.

112. Corollaire. — Le rayon, qui joint & un point double de la
surface de Kummer un point d’une courbe singuliére, ne rencontre
pas constamment la courbe en un second point, sinon celle-ci serait
I'intersection compléte avec un cone ayant le pointdouble poursommet.

En d’autres lermes, la projection sur le plan 11, & partir du point
double (11"), d'une courbe singuliére (uelconque, est une courbe du
méme genre, inscrile au systtme des six droites de Ja ligure (1)

(n° 84).
Démonstration du théoréme I.

115. Supposons (u'il existe, dans le plan 1I de la figure (1), des
courbes & d'ordre 224, de genre p, en nombre p fois infini, dont cha-
cune passe par les quatre sommels d'un quadrilatére formé par quatre
des six droites, ct touche partout ailleurs ces six droites : montrons
d’abord que la surface de Kummer 8 est singuliére, ct, pour cela,
¢tablissons que le cdne, quia pour sommet le point double (117) et

pour basc une quelconque des courbes X, coupe & suivant deux courbes
distinctes.

114. L’équation générale des courbes ¥ contient, par hypothise, p
paramétres: py, pa, - . -y Pp Sous une forme évidemment algébrique.
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On peut toujours, puisque le triangle de référence est arbitraire, sup-
poscr que l'équation de la courbe générale Z contient un terme en z?,
de sorie que cette ¢quation est de la forme

(3) S=a?+V, 2y + Vo5 .. . =0,

V5 Yy . .. étant des fonctions algébriques des paramétres g.

Soient z, y, 5 un point d’unc courbe X, de paramétres g, , p,, ..., 35
& +dz, y + dy, 5 + ds un point, voisin du premier, sur la courbe £,
de paramétres g, + dp,, ..., pp,+dp,; 0na

o
=

oz g ., oc ox
dm55+dy¢7;+d'35+d‘°'(7.°—a+"'+d'°” 0,

quels que soient dg,, .. ., d3,. Si donc (z, ¥, 5) cst un point double
de la courbe X, les courbes

(/) IE.-—O g“'_:—-o .d_x.—-o
4, do 02y cevy JPP_ ’

(ui sont du méme ordre, 2], que X, passent par ce point double : cc
sont, d¢s lors, des courbes adjointes i .

Daprés la théorie des enveloppes, les courbes (4) passent par les
quatre points communs & toules les courbes I et par les GA — 4 points
olt la courbe ¥ = o touche les six droites de la figure (I') : comme,
d'unc manicre générale, les courbes d’ordre 2A adjointes & une courbe
du méme ordre ct de genre p coupent celle-ci, en dchors de scs points
multiples, en 2( p — 1) + GA points, on voit que les courbes

N 3
() 0,%4—03%%-...-&0,;—;:0,
ou les 0; sont des constantes arbitraires, coupent la courbe £ = o en
2(p—1) + 6L~ 4 — (6X —4), c’est-d-dire en 2(p — 1) points mo-
biles.

En d’autres termes, les courbes (5) découpent, sur la courbe E=o,
des groupes de 2(p — 1) points mobiles, parmi lesquels p — 1 sont
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arbitraires, puisque I'équation (3) renferme p — 1 constantes arbi-
traires ().

Ccs groupes de points appartiennent donc, sur la courbe de genre p,
X =o, 4 un systéme spécial, dans le sens de MM. Brill et Naether :
d'ailleurs, sur une courbe de genre p ct d'ordre n, le scul systéme
sptcial de 2( p — 1) points est celui que découpent les adjointes d'ordre
a— 3; il en résulte que les 2(p — 1) points mobiles ot une quel-
conque des courbes (3), courbe que je désignerai par M = o, coupe
la courbe £ = o, sont sur unc courbe d'ordre 27 — 3, N = o, adjointe
a Z.

Cela posé, soient toujours ,=o0, P,=o0, ..., P, =0 les équations
dcs six droites fondamentales; considérons la courbe, d’ordre 41,

(7) N:P,P,...P,—0M?=0o,

ol 0 désigne un paramétre variable, ct cherchons ceux de ses points
d'intersection avec I qui restent fixes quand 0 varie.

(') Pour metlre ce raisonnement a I'abri de tout reproche, il faut établir qu'il
n'existe pas d’identite de la forme
J= Js

(6) -‘\:+!\|'()—Pl +"’+Al"0—9';::°'

les A, étant des constantes en x, y, 3, c'est-a-dire des fonctions des ;. On voit

d'abord que A doit &tre nul, puisque, d'aprés (3), S contient un terme en 2.
. . = %

qui ne figure dans aucune des fonctions ;‘;)?5 en remplacant alors &, &
Vi 1

par leurs valeurs tirées de (3), 'identité donne naissance aux identités suivantes

€N Pyy P9y o0y Pp ¢

oV, oWV,
Al-a?: -*-....-PA,,—JE = 0,
gV
1\]}‘);‘3—*-.. Foeeneas = 0,

Ces relations prouvent que les fonclions V; sont fonctions de p —1 d'entre
elles, au plus; par suite, I'équation (3) de = ne contiendrait que p —1 para-
métres, au lieu de p, comme c’est I'hypothése, Il n’existe donc aucune identité de
la forme (6). C. Q. F. D
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Les courbes M =0, N =0 &ant adjointes i X, on voit, de suite,
que les points singuliers de ¥ comptent, dans l'intersection avee les
courhes (5 ), pour

2] aA(2A —3) — 2(p — 1)}

De plus, les quatre sommets du quadrilatére par lesquels passent
toutes les courbes X et les 2(p — 1) points communs aux courbes
M=o, N=o0, £=o0, sont évidlemment des points doubles des
courhes (7), et complent dés lors pour

B4-4(p—1)
intersections.
Enfin, les courbes (5) touchent évidemment la courbe T = o aux
6GA — 4 points ol celle-ci est tangente aux six droites P’;= o, car la
courbe M = o passe par ces points, ainsi qu'on I'a vu plus haut; de la

12A — &
nouvelles intersections fises.
On trouve ainsi, au tolal, que les courbes (7) ont, avee Z, un nombre
d’intersections fixes égal &

AN =3)—4(p=-1)+8+4(p—1)+123A—§,

c¢'est-d-dire 825 comme Sest d'ordre 2\ et les courbes () d'ordre 4A.
on peut déterminer § de maniére que, pour § = 0, la courbe (7) ail
un nouveau point de rencontre avee X, qu'elle conticndra deés lors
tout enti¢re; on aura ainsi identiquement

(8) Nep P, Py —0,M?==2Q,
¢e (ui prouve bien (n® 83) que le cone de sommet (11') ct de base ¥
coupe la surface & suivant deux courbes algébriques distinctes, Cet C'.
de méme genre, p, que la courbe I, & laquelle elles correspondent
point par point.

113. On cn déduit immédiatement que & est singuliere. En cffet,
les courbes I passant simplement par quatre des points communs
deux des six droites de la figure (IF), les courbes C (et C') passent
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toutes, simplement, par quatre points doubles de &, ct ne passent si-
mullanément par aucun autre point double, le point (11’) pouvant
étre excepté. Comme il n'existe pas, sur une surface de Kummer ordi-
naire (n°* $8-66), de courbe algéhrique passant simplement par quatre
points doubles et ne pouvant, cn outre, contenir qu'un autre point
double, & est nicessairement une surface singulicre.

116. Détermination de Uinvcariant. — Les courbes C étant singu-
licres ct passant simplement par quatre points doubles, leur second
indice A est impair ct le point (11°) est, sur chacune d’elles, multiple
d’ordre pair, 27, r pouvant étre nul (n°* 88 ct 74). Soit

ey +ph+g=0

la relation singuli¢re qui correspond & la surface &; { et k étant les
indices de C, le degré de cette courbe est (n° 80) 21+ Bk, ctl'ona,
en éerivant que la perspective Z, de C, a partir de (11°), est de degré
2A:

(0) a2k =20+ Bk — 2r,

ce qui montre (ue 3k, et par suite B, est pair. On peut donc supposer
(n° 12) 8 = o, ct la relation singuliére sera

_N/g+gr=0’ (N/>0)
de sorte que, par (9)

(10) A=1I0-1r.

117. Ferivons maintenant que Cest de genre p. La courbe C geéné-
rale a un point multiple d’ordre 2, en (11'); elle peut avoir d'autres
points multiples, répondant aux points multiples de sa projection T :
en vertude la formule (16) du n° 75 et de la remarque du n° 77, son
genre p a unc expression de la forme

(r1) p=;E—-Nk)—r—p,

le terme — p’ (ot p'Zo) étant relatif aux points multiples autres
Journ. de Math. (i série), tome V. — Fasc. 11I, 18q0. 43
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(que (11'), et aux branches confondues que peut présenter la courbe (.
c¢n ce point.
I’ ¢limination de 7 entre (10) et (11) donne

N — 2(02— p) — 2 p'— (I —2))*
= 4

ct, par suile, la valear maximum que puisse prendre Uinvariant 4\
est, en faisant p'= o0, { = 2%, k =1 (car k est impair),

A=8(N—p).

Clest précistment ce (il s’agissait d’établir, conformément i
I'énoncé du théoréme I.

118. H reste, pour terminer la démonstration de ce théoréme, i
montrer que toute surface de Kummer &, dont 'invariant est 8 (22— p),
jouit de la propriété relative aux courbes 3, c¢’est-a- dire que ces courbes
existent dans le plan de la figure (F).

Si A est de la forme 8(A? -- p), la relation entre les périodes peut
¢tre supposce du type

—2(R=p)g+g'=o.

Considcrons les indices | = 24, h =1 : ils sont admissibles, car on
vérifie de suite (n° 29) l'iné¢galité nécessaire ct suffisante
242yA mod k, ou 422ay2(N = p).
La quantité ¢, qui répond & ces indiees, est

6= 412 —2(N— p) = a(N+ p).

Elle est paire. Par suite (n° 42 ct 63), il existe %(8 ~+ 2) fonctions

intermédiaires normales, d’indices 2A, 1, de caractéristique nulle,
paires, s'annulant simplement pour les quatre demi-périodes (32'),
(347, (42), (44')

A ces fonctions correspond, sur la surface de Kummer &, une famille
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de courbes algébriques d'ordre 4 passant simplement par quatre
points doubles : celles d'entre clles, G, qui ont en (11”) un point mul-
tiple d’ordre 2°A, sont (n° 78) de genre

po=;lAM— 2R —p)| - ¥ =p,

et forment un systéme linéaire p fois infini.

Les projections des courbes C, & partir du point (1), sur le plan
de la figure () sont donc des courbes X, de degré 24, de genre p, for-
mant un systéme p fois infini, ct passant toules simplement par les
(quatre points de la figure marqués (32"), (34"), (42'), (44'), pointsqui
sont les sommets d'un quadrilatére formé par quatre des six droites
de cetie figure. Enfin (n** 84 ct 112) les courbes I touchent les six
droites, en dehors de ces points, partout ot clles les rencontrent.

Cet ensemble de propositions constituc la seconde et dernidre partic
du théoréme fondamental qu'il sagissait d’¢tablir (*).

Démonstration du théoréme II.

119. Elle se fait d’'une maniére toute parcille; les courbes C appar-
tiennent alors & une famille de courbes passant toutes simplement par
quatre points doubles de &, parmi lesquels est le point (11”). Nous

.o . B .
w'insisterons pas sur le raisonnement, qu'il suffit de calquer sur le pré-
cédent.

120. Remarque. — Au n° 114 nous avons supposé implicitement
(que p n’est pas nul, c’est-i-dire que la courbe E n’est pas unicursale.
Si p = o, le raisonnement fait pour ¢tablir I'identité (8)

(8) N2P, ... D, — 0, M2:== X0

(') Les courhes C formant un systeme’ linéaire sur &, les courbes ¥, dans le
plan 1I, forment un systéme du second ordre, c'est-i-dire que les paramétres

variables p,, 4, ..., gp figurent au second ordre dans I'équation générale de ces
courbes,
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ne s’applique plus, mais il est bien facile de lui en substituer un
autre.

L’hypothise est qu'il existe une courbe Z, de genre zéro, passant
par les quatre sommels d’un quadrilatére formé par quatre des six
droites ;= o cl touchant ces six droites partout ailleurs.

Pour démontrer I'identité (8), il suffit d’établir qu'en chaque point

de ¥, la fonction P,P,...P?, est lc carré d’unc fonction rationnelle M
2 [} N

des coordonnces. Or, supposons les coordonnées homogénes, , y, s
d’un point de ¥, exprimées en fonction rationnelle entitre d'un para-
meltre ¢, unc scule valeur du paramétre répondant & chaque point :
tout polynome en ¢, 3(¢), scra rationnel en x, y, z. D'ailleurs, cn tout
point de X, P, P,...P; est un polynome en ¢, et ce polynome cst un
carr¢ parfait, puisque, en vertu des hypothéses géométriques, sex
racines sont deux & deux égales : ona done, en tout point de X,

M ‘13
pP,pP,..P= ¢ () = [N-(-l'a Y 3>J‘a

C. Q. F. D.
Cas général d’un invariant A impair.

121. Nous énoncerons, sans démonstration, les deux théorémes
fondamentaux qui permettent de former I'équation modulaire; les
explications données aux n°® 143-120 ct celles des n°® 92-93 relatives
a A =15, permellront de reconstiluer les raisonnements sans aucune
difficulté.

122. 1. Soit une surface de Kummer 8 joutssant de la propricéié
suicante :

Les stx droites suivant lesquelles les six plans singuliers passant
par un méme point double coupent un plan quelcongue sont telles
qu’il existe un systéme p fois infini de courbes X indécomposables,
de genre p et de degré 2\, dont chacune passe par les sommets
d’un triangle forme par trois des six droites, et touche, partout
atlleurs, ces six droites en tous les points o elle les rencontre :

1° La surface B est singulicre; son incariant A est impair el a
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pour maxcimum

(12) A=8(A—p)+1;

20 Ifeczproquemenl, toute surface de Kummer singuliére domt
Pincariant est de la forme (12) jouil de la propriété géomelrzgun
indigude.

. Soit une surface de Kummer 8 jouissant de la propricté
suivante :

Les siz droites définies plus haut sont telles qu’il existe un sys-
teme p fois infini de courbes T de genre p et de degré 2, dont
chacune passe par les cing sommets d’un pentagone formé par cing
des sic droites et touche, partout ailleurs, ces six drottes en tous lr's
points oi elle les rencontre :

1° La surface 8 est singuliére, son incariant A est impair el a
pour maximum

(13) A=8(N—p)—3;

2° Réciproquement, toute surface de Kummer singulicre dont
Uincariant est de la forme (13) jouit de la propriété géométrique
indiguce.

Equations modulaires.

125. Les deux valeurs (12) et (13) de A sont respectivement des
formes 8N 41 ¢t 8N + 3, qui sont les deux formes que peut prendre
un invarviant impair 4P + 1 on en conclut, comme aux n* 107-109,
(qu'on pourra théoriquement former de proche en proche I'équation
modulaire qui répond & un invariant impair quelconcuc.

Propriétés modulaires générales.

124. Les théorémes qui nous ont servi a former les équations
modulaires sont des cas particuliers d’une proposition plus étendue,
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(qu’on peut employer au méme but ct qui permet de simplificr souvent,
en pratique, les calculs indicqqués précédemment.

125. Reprenons le plan de la figure (IF), ct supposons qu'il existe
clans ce plan des courbes 2, de degré d, de genre p, formant un sys-
ttme p fois infini, ct jouissant des propri¢tés suivantes :

1° Elles passent simplement, ou avee des ordres impairs de multi-
plicité, 2¢,+ 1, 2¢,+ 1, ... par n des quinze points de rencontre des
six droites de la figure deux & deux : pour ettre en évidence la parit¢
de n, nous écrirons n = 2v + ¥, v ¢tant 0 ou 1;

2° Elles passent, avee des ordres de multiplicité pairs, 27, 27, ...
par d’autres de ces quinze points : tous ces points multiples, aussi
bien que les précédents, étant & branches distinctes '

3° En dchors de ces points multiples fixes, clles n’ont (que des points
doubles ordinaires, dont aucun, pour la courbe  géncérale, n’estsur la
conique que touchent les six droites (');

4° Elles touchent les six droites en tous les points ou elles les ren-
contrent, les points communs 4 deux des droites exceptés.

126. On démontre, comme au n° 114, que le cone qui a pour
sommet(11°) et pour base une courbe X quelconque, coupe la surface
de Kummer & suivant dcux courbes distinctes G et . 11 est clair que
les courhes C ct €’ sont de genre p, et admettent chacune pour points
multiples d’ordres respectifs

2.+ 1, 20,1, .5 28, 2 ...

les points doubles de & qui ont pour projections les points multiples
lixes des courbes X : ces points multiples de Pespace sont, pour Cet C',
a branches distincles.

Les courbes C et €' passent ainsi, avec des ordres impairs de multi-
plicité, par 2v + v points doubles de &, ct peut-étre aussi par le

(') Ces restrictions ne figuraient pas dans les énoncés des théorémes fonda-
mentaux, qui sont absolument généraux et conduisent dés lors, sans obstacle
possible, aux équations modulaires. C'est pour cette raison que nous avons établi
séparément ces théorémes,
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point (11'). Si =0, (11") est un pointd’ordre pair; si f =1, d'ordre
impair, car, d’aprés les n® 38-66, lc nombre total des points doubles
de &, par lescuels passe une courbe algébrique avee des ordres
impairs, est pair : dans tous les cas, on peut done dire que (11') est,
sur les courbes C (ou C'), un point multiple d’ordre 2m + 7, et que
ces courbes ont des points d’ordre impair en 2(v + 1) points doubles
de K. Ces 2(v + ) points forment nécessairement un des groupes de
(quatre, six, huil, dix, douze ou scize points rencontrés aux n” $8-66,
¢t 'on reconnait de suite, cn se reportant & la figure (1) et la notation
des points doubles, si ce groupe répond & une valeur paire ou impaire
de I'indice k.

Ainsi, la scule configuration des points fixes d'ordre impair des
courbes 3 donne la parité de indice & qui correspond aux courbes €
(ou C"), ct cette configuration n'est pas arbitraire.

Je dis maintenant que le point (t1’) est multiple @ branches dis-
tnctes sur C et €& : il saffit évidemment d’établir que le cone de
sommet (11°) ct de base X coupe, suivant des génératrices distincles, le
cone des tangenles de & au point (11'), ou, ce qui revient au méme,
que la conicjue touchée par les six droites de la figure (I7) ne passe par
auncun point multiple de 2 ct ne touche pas 2.

Or, par hypolhése, la courbe générale T n’a aucun point multiple
sur la conique; tout revient & démontrer que les courbes X ne touchent
pas loules la conique.

~ oy, e e . J3 .
S'il en était ainsi, les courbes 5~ = o (en gardantles notations du
Vi

n® 114) passeraicnt par les points de contact de la conique et de la
courbe = de paramétres g, : les courhes

J= 9L M
0‘()—;'-*—'03672%-...-*—0,,-0—:;‘ =0

couperaient alors ¥ en moins de 2(p — 1) points mobiles, ce (ui esi
impossible, car il n’y a pas, sur unc courbe de genre p, de systéme de
groupes de moins de 2(p — 1) points ayant une multiplicité ¢gale
ap—u. '

Enfin, comme points mulliples mobiles, les courbes C ne peavent
avoir que des points doubles répondant aux points doubles de lenr
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projection X; mais il n'est pas nécessaire ¢évidemment cqu’a un point
double de ¥ corresponde un point double de C. Si donc p’ est le

nombre des points doubles mobiles des courbes C, p' sera au plus ¢gal
an nombre des points doubles mobiles des Z.

127. Cela posé, soit
ag+Bh+vg'=o0

la relation singuli¢re qui répond & la surface 8 : si celle-ci est ordi-
naire, «, 3, v sont nuls, mais les formules (ui vont suivre s'appliquent
tonjours. Représentons par (/, k) les indices des courbes C, la parité
de k ¢tant connue par ce qui précéde, et écrivons les formules rela-
tives au degré et au genre de C. On a (n® 50 et 75)

(14) 2l+Bhk=d+2m+n,
(15) ( Pp=:;(B+Bkl+ayk®—v—142)
i
—2¢(g+1) —Zrt—m(m+n) ~p',
en sc souvenant qu’on a désigné par 2m + v 'ordre de multiplicité
du point (11').
L’équation qui donne le genre (n® 78) est applicable ici sans modi-

flication, tous les points multiples de C étant  branches distinctes. En
¢liminant m entre (14) et (15), ct posant toujours

B* — Gay = 4,
on trouve
A*=2d*+2(n—1)*— 4v+6C

6
(16) —8[p+p +2q(qg+1)+Zr| —(20l+ Bk —2d)?,

ou, en introduisant le nombre » = 2v + v, et observant que v est o
ourt,

(1) A= sdl—an—8(p+p' —1+32q(g+0)+2r]—(al+ Bk —ad)
/ = 7 .

Cette cxpression dc l'invariant A contient, outre p’, deux- entiers
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indéterminés, k et /, ou mieux k et 20+ Bk — ad, qui figurent tous
deux au carré et dont la parité cst connue : celle de k I'est par unc
remarque précédente; celle de 2/ + Bk — 2d, par Péquation (14),
est la méme que celle de d + v.

Observons que si k cst impair et, par suite, sirement différent de
z6ro, les courbes C sont singuli¢res, ainsi que la surface &; pour que
celle-ci puisse étre ordinaire, il faut que l'équation (17) soit satisfaite
pour k = o, c'est-a~dire qu'on puisse déterminer / et p’ de maniére &
annuler le numérateur de A.

128. Réciproquement, supposons qu’on puisse trouver des entiers
k, [ et p’ tels que la valeur (17) de A soit positive, entiére, de 1'unc
des formes 4N ou 4N + 1; bien entendu, &, /et p’ sont soumis aux con-
ditions de parité ou de limitation qu'on a indiquées plus haut. Nous
allons montrer que, la figure (F') étant supposée dépendre d'une surface
de Kummer singuli¢re d'invariant 4, il existe, dans le plan de cette
figure, des courbes X vérifiant les conditions énoncées au n° 125.

129. Pour simplifier, nous donncrons la démonstration dans un
cas particulier, qui correspond & celui du premier théoréme fonda-
menlal ci-dessus, c’est-a-dire quc nous supposerons n =o, ¢;=o,
ri=o,v=2 et d=2A. Il sagit alors d’établir I'cxistence, dans le
plan de la figure (F), de courbes Z, de degré 2, de genre et de multi-
plicité p, passant simplement par les sommets d'un quadrilatére formé
par quatre des six droites et touchant ces six droites partout aillcurs :
'hypothése est que A est défini par

([8) A:S)"_S,"};sp'_!‘m,s
car le nombre 2/ + 8k —2d de la formule (17) est de méme parité
que & + ¥, ici 2; on peut donc le désigner par 20.

Quant au nombre £, il est impair, car le groupe des quatre points
par lesquels passent simplement les courbes X correspond i un indice A
impair. Dés lors, en vertu de (18), A est de la forme 4N, et la rela-
tion singuliére correspondante peut étre supposée du type

1
— g +g'=o.

Journ. de Math. (5° série), tome V. — Fasc. III, 18qq. : &4
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Considérons alors les fonctions intermédiaires normales, de carac-
téristique nulle, paires, et d’indices (£, k),  élant donné par

2l — fA =20 ou =2\ + w;

ces indices sont admissibles, car on voit de suite que 2/ 2 yAmod k. La
quantité & qui leur correspond est

(19) s=a2(N+w)+a2p+2p;

clle est paire, de sorte que les fonctions normales considérées sont au
04+3 4. , . . .
nombre de - lin¢airement distinctes, et s’annulent pour les quatre

demi-périodes (32'), (34'), (42'), (44).
A ces fonctions correspond, sur la surface de Kummer &, unc famille

de courbesd’ordre 2/ ou 41 + 20, -:- fois infinic, passant par les quatre

points doubles dont on vient d’écrire les symboles. Parmi ces courbes,
considérons celles, C, qui ont en (11°) un point multiple d'ordre
2(\ + w) ct qui possédent en outre p’ points doubles variables de 'une
a l'autre.

Les courbes C dépendent dés lors de

w92

—(h+w)—p,

ou, d’aprés (19), de p paramétres au motns, leur genre est aw plus
celui que donne la formule générale du n° 78, car les conditions impo-
stes peuvent entrainer d'autres singularités qui, nécessaircment,
diminuent le genre. En désignant ce genre par p, on a ainsi :

wier

Pcé - (7"*""’)2 _P”
c'est-i-dire

psp

Les projections des courbes C sur le plan de la figure (F) sont des
courbes I, d’ordre 4\ + 200 — 2(A + w) ou 2°A, de genre p,, formant
un systéme p, fois infini ( p,2 p), passant par les points (32'), (34'),
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(4'), (44’) dc la figure, et touchant partout ailleurs les six droites;
tout revient & démontrer que p, = p, = p, ou, en vertu des inégalités
(ui précédent, que p, ne peut étre supéricur & p,.

Or, si p,, puy .. sont les p, paramétres dont dépend I'équation
générale = o des courbes Z, le systéme linéaire

04)2

oz _
'B—P—l «e==0,

+ 0, a‘;; cee
découpe (n® 144), sur la courbe X de paramétres p;, un systéme
de groupes de 2(p, — 1) points mobiles et de multiplicité p, — 1.
Comme sur unc courbe de genre p, il n'y a pas de systéme de groupes
de 2(p, — 1) points, plus de p, — 1 fois infini, il faut nécessairement
(jue p, soit au plus égal & p,. Cc. Q. F. D.

130. Une démonstration semblable s'applique au cas général, et
aussi au cas particulier ot & et le numérateur de A dans (17) sont
nuls : la surfacc & est alors une surface non singuliére.

Applications,

131. 1. Si lon forme, par la méthode du n° 108, I'¢quation
modulaire pour A =8N, en posant N =A% — p, la formule (18) et Ia
théorie précédente montrent qu’on obliendra cn méme temps les
“uations modulaires pour les invariants

BN —8p' — fu?

A’ 7

)
k ¢tant un entier impair, @ un entier quelconque, p’ un entier au plus
¢gal au nombre des points doubles d'une courbe Z, d’ordre 24 ct de
genre p, cest d-dire

PSak—3h+1—p.

On connait ainsi les facteurs étrangers dont il faut débarrasser
I"équation modulaire. Cette remarque s’applique aux autres cas,

A=8N—+4, 8N+1 ou 8N+5.
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132. 11. A étant donné de la forme 8N, par exemple, posons

8N =8A?— 8X,? ou N=A—-Xr?,

ce qui cst toujours possible, car il suffit de prendre pour A le plos
petit enticr dont le carré atteigne ou surpasse N, ct d’exprimer la
différence A? — N par une somme dc cjuatre carrés , r,, 'y, 1'y. Alors,
en exprimant qu'il existe, dansle plan de la figure (F), une courbe uni-
cursale Z, d'ordre 2], passant par les sommets d'un quadrilatére
formé par quatre des six droites, ayant des points d’ordre 27, 2r,,
2r,, 21, en quatre autres des points de concours des six droites deux
4 dcux et touchant ces droites partout ailleurs, on obtient le produit
des équations modulaires pour les invariants compris dans la formule

832 —8p' — 8Zrt— fu? 8N —8p'—fu?
l\" onu U‘*—ZT——’

A=

k ¢tant un entier impair, » un entier quelconque, p’ un enticr au plus
égal &
2N = 3h+1—=2r(r—1).

On voit qu’on peut obtenir ainsi les équations modulaires pour les
invariants 8N en prenant pour I une courbe unicursale, ce qui sim-
plific notablement les calculs.

La méme remarque s'applique aux invariants

8N+4, 8N-+1, 8N+5.

133. III. 1l est clair enfin que la théorie générale précédente
donne, pour former les équations modulaires de proche en proche,
d’autres procédés que ceux qui dérivent des théorémes fondamentaux :
dans chaque cas particulier, on aura & choisir le plus avantageux.

Cas partiouliers et exemples.

134. Dans le cas de l'invariant A = 12, les propositions générales
donnent les énoncés suivants :
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Lorsque les six droites de la figure (V) peuvent se répartir en
trois couples A et A’y Bet B, Cet C, de telle sorte qu’il existe un
systéme simplement infini de cubiques passant par les sommets des
trois couples et touchant en outre les six droites, la surface de
Kummer correspondante est singuliére et répond a Uincariant
12 ou a Uinvariant 8, et réciproguement.

Comme on sait caractériser autrement la figure (I') qui répond i
I'invariant 8, ce théoréme donne la propriété modulaire caractéris-
tique pour l'invariant 12.

On pourrait voir que dans le cas de A =12, il n'y a qu'un systéme
de cubiques satisfaisant aux conditions de I'énoncé; dans le cas de
A =38, il y en a deux : ccla tient & cc que, dans les calculs du n° 129,
on peut donner & v lesigne ==, mais w étant nul pour A = 12, le double
signe n'introduit aucune différence.

De méme :

Lorsquelessizdroitesde la figure (F) peucent se répartir en trois
couples A, A’y B, B'; C, U, de telle sorte qu’tl existe une cubique
passant par les sommets des trois couples, ayant un point double au
point d’intersection de A et de B, et touchant en outre les droites
A, B, C, C, la surface de Kummer correspondante est singuliére,
et répond a linvariant 12 ou a l’invariant 8.

135. Voici d’autres exemples :

Lorsquelessixdrottesdela figure (F) peucent se répartir en trors
couples A, A’; B, B'; C, C, de telle sorte qu’il existe une quartique
unicursale passant par les 12 points d’intersection des trois
couples deux a deuzx, la surface de Kummer correspondante est
singuliére et répond a l'un des invariants 16, 12, 8, 4, et récipro-
quemeadt.

Lorsque les six droites forment un hexagone auquel on peut
inscrire et circonscrire un systéme p fois infini de quartiques de
genre p(p= o, 1, 2, ou 3), la surface de Kummer correspondante
est singuliére et répond a Uinvariant 28 — 8p, ainsi qu’d tous les
invariants pairs inféricurs, et réciproguemen.
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Terminons par un exemple qui convient & une surface non singuliére :

Etant données six droiles tangentes & une méme conique, il
existe une infinité simple de cubigues planes passant par les six
sommels du quadrilatére complet formé par quatre quelconques
de ces droites, passant par le point de rencontre des dewx autres et
touchant en outre chacune de celles-ci.



