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DETERMINATION DU GROUPE DES EQUATIONS NXUMERIQUES. 200

Sur la détermination du groupe des équations numériques;

Pas M. Epvosn MAILLET.

Nous nous proposons ici :

1° De déterminer tonte une série d’équations numériques de degre
premier dont le groupe est symétrique ou alternd:

2* De montrer que I'équation «® £ gr+qg=u0, o0 2;—1¢t g
sonl premiers, a son groupe deu fois transitif quand ¢ est supéricur
aune certaine limite fonetion de 2.

I1.
Tukonene 1. — Soit 'équation algébrigue irréductible
(1) Jery=al+ g\l g\, kg =0

(p et q nombres premicrs différents ow non, p impair, A, ....
A = entiers). On peul toujours délerminer une infinilé de systémes
de valeurs des coefficienis A, ..., A, de(v), de facon que Péqua-
tion (1) ait au moins 21 +1 racines réelles et dewr racines imagi-
naires, et, par suite, que son groupe conticnne lo groupe alterné si
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I'=1 quand p =5 et si p—1— 20 3(p), 2(p) élant une foue-
tion u de p, telle que (')

A
(4 + u)(/; + u log ;)

) = —~ .
! 4

quand p > 5.

En effet, on sait (*) que I'>quation (1) est irréductible et que son
groupe G est primitif. Si celte équation a 22 + 1 racines réelles, avee
21 +1 p, clle aura p — 2\ — 1==ay racines imaginaires x,, x,, ...,
Eypry Lapy L S1 Tyiey Cb 2y sont conjuguées (<), G contiendra la
substitution (*)

U=(ryay)...(p ),

en sorle que la classe de G est S22 : d'aprés un théoréme counu (V),
la classe de G étant 2g(p), si G ne conlient pas le groupe alterné de
p ¢léments, (v contiendra ce groupe alterné si 1 < 2. < %(p).
Cherchons a déterminer A, A,, ..., A,_,, de facon que 24 soit
< %(p), en remarquant que 3(p)>2, quand p > 5. La méthode i
employer pour p =5 scra la méme, on fera /= u =1.
Soient

(2) Oy %y, e, 2y avee p—1—s(p)<al p -3
des nombres entiers réels donnés £ o, avee

< <o < Ay
Si

(‘) gn xezn R :521

(') Jompan, Joarnal fiir Math.. p. 248; 1875,

() Sermer, Algébre supéricure, t, 1, p. 244; 1885. '

(*) Voir notre Note des Mémoires du Congrés de Sainl-Etienne, 18y3 (Asso-
ciation frangaise pour l'avancement des Sciences, p. 196).

(*) Jorpan, loc. cit.



DETERMINATION DU GROUPE DES EQUATIONS NUMERIQUES., 207

sont des nombres entiers réels > o, posons :
(/l) ./(“1)::"*'?' .f(ﬁ-:)z—;‘ao veen f(,“zl)r‘_(gzls

les scconds membres étant alternativement positifs et négatifs.

Si les quantités A, ..., A, sont déterininées de facon & étre des
entiers satisfaisant 4 (4), P'équation (1) aura au moins 2/ -1 racines
réelles, puiscue p est impair,

Or les équations (4) s'éerivent

S afl Al o+ gA 2, g =+ B,

(5) all +—gA2)t + ...+qA %y g = ~-l$,,
a D Al L+ qA,,_.a,,—_f-q::— .32,.

Llles permettront, en principe, de déterminer 2/ des quantités A, ...
A, en fonction des p — 1 — 222 autres. Si I'on choisit ces derpié¢res
de facon que (1) ail 2y racines imaginaires (w.>>o0) et que A,, ...,
Ap_.. soicnl entiers, on aura 2u.5p —- 2/ —1< %(p), et G contiendra
le groupe alterné.

Proposons-nous, par exemple, de délerminer les 2/ premiers coceffi-
cients en fonction des autres : la méthode & employer dans les autres
cas sera la méme.

(5) donne

(6) | TR e .
( ’/1\ a,' ‘+...+ ql\ ,d,‘, = \lu"' f"—'l'

Le déterminant de ces équations est

=4 P2 -2
al™, el o, af
p-1 p-1 p~al
o2, “, cen % : —
A= qal 2 2 * ’ 2 - .(Iu(zlaa‘ o L 2143,

.y ey sy e ree s

»=3 pP-2
“J/ [ “21 ) soey GM
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ol
2/ 2l
R I
2f-1 a4l -2
A_ a._. F] 12 ’ o0y I
2 = .
cey eeaay
2~y 20~z

Gap 9 Fyp Ty eeey

4, ¢tant un déterminant de Vandermonde formé du produit des quan-
Ulds a;—aj, avee 1> 7, i=1,2, ..., 2l el j==1,2,... 2l —1,esl
# o. Donc A £ o.

Les équations (6) donnent alors

. . 1 7 ’ . I’ '
(7) A= [(Mi+ 3048, —(My—3,) 3, +...].
¢l des expressions analogues pour A, ..., Ay, &7, A, ... étant des
déterminants mineurs de A.

On peut d’ailleurs, toujours, A,y ..., A, ¢lant des entiers arbi-
trairement choisis, déterminer lex quantités positives 3., 8., ..., 3,.
Fune infinité de manicres, de facon que Pon ait

(8) Mi+8¢ M, — 8, oz=My — By 20 (mod ).

moyennint (uoi les équations (7) donneront pour Ay, ..., Ay, des
valeurs entiéres. A deux systémes distinets des valeurs 8., ..., 3,
correspondront pour un méme systéme de valeurs des quantités 2, ...
%ary Auriyy ooy A,y des équations (1) distineles,

Cecei posé, il restera & déterminer les enliers arbitraives Ay, - ...
A, en nombre p —y— 2/2 2, de fagon que (1) ait au moins deux
racines imaginaires, moyennant quoi G conliendra le groupe alterné
de p élements.

Pour cffectuer cette détermination de la manicre la plus générale,
on pourra recourir au théoréme de Sturm. Nous nous contenterons (*)

(') Voir, par exemple, NIEWENGLOWSKI, Hlzébre, 1, 11, a¢ édition, p. 383-385,
el p. 410,
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de remarquer que, d’aprés des théorémes connus, P'équation (1) aura
des racines imaginaires :

1* Si le polynome

(9) AP 4 Ay P e+ A £

esk tel que la somme du nombre des variations que lui ct son trans-
form¢ en -— . présentent (théoréme de Descartes) soit < p — 2/;

2* Si dans le premier membre de (g) il manque un terme entre
deux termes de méme signe, ou plus d’un terme entre deux termes de
signe quelconque (théoréme des lacunes)

3° Si le polynome () a au moins trois coefficients consécutifs,
dont le premicr ne fait pas parlie, ¢t (ui sont en progression géomé-
Lrigue;

4° Si le polynome () a an moins (uatre coefficients consceutifs,
dont le premier ne fait pas partie, et qui sont en progression arithme-
tiue.

Et ainsi de suite.

Dans tous ces cas, (1) jouit, en cffet, des mémes propriétés, et G
contienl Je groupe alterné.

1.

Lexye L. — Soit V une fonction symétrique entiére a cocefficients
entiers des racines ., ..., £, d’une équation algébrique

N\ =u"+a,x" ' +...+dy,r + a,= 0,
dont les coefficients, sauf le premier qui est égal ¢ 1, sont des
entiers tous dicisibles par le nombre premicr q. StV ne contient
aucun terme indépendant de x, ..., x,,on a
Vico (mod ¢).
En cffet, appliquons, pour le calcul de V en fonction des coeffi-

cients a,, ..., @, la mé¢thode de Waring. On aura, en conservant les
Journ. de Math. (3 séric), tome V. — Fasc. 1, 18gy. 27



210 ED. MAILLET.

notations de Serret ('),

V=V, +A(—1)beigi-dolr gt =V 4D,
\ \',1= Vn+ l)n

' \'p—- = \'yu'*' l";_ 19
ot Vy est indépendant de x,, ..., z,.

Le terme qui occupe le premier rang dans Vest Ax?el...ct, ol
d"aprés Uhypothése faite sur 'V, a + 3 +...+ 4> 0. Donc

V—V,=o0 (modgq).

De plus, V. — N ne conlenant aucan terme indépendant de ., ...,
2y ¥V, n'en contiendra également ancun.
n continuant le raisonnement, on voit qu'il en est de méme de
Vay ooy Vo etque Py, Py, L0 sont ==z 0 (modg). Done V= o.
sera ¢ unc fonction enticre & cocfficients entiers des coefti-
V lonc fonctlion enticr ocfficients entiers d ft
cients @, ..., a, ne conlenant aucun terme indépendant de ces coef-
ficients, ct, par suite, sera == o (modg).

Lemme 1. — Soit
XN=x'4+a,L"" +...4 ¢, 2+ a,

un polynome de degré quelconque dont les coefficients, sauf le
premier qui est égal & 1, sont des entiers divisibles parq (g élant
premier), el ott a, == g*(#21). X\ « pour facteurs irréductibles
des polynomes entiers a coefficients entiers ok le terme de degré le
plus élecé en x a pour coefficient Uunité, etote le terme indépendant
de x est = ¢*, acec 2> 0.

X @ au plus u facteurs irréductibles.

(') Serger, Algebre supérieure, v. 1, p. 3835 et suiv.; 1885,
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Nous nous contenlons d’énoncer cc lemme qui généralise un lemme
connu ct s'¢tablit comme lui (').

Tueoneme I1. — L'équation irréductible
(10) ¥ Eqrtqg=o0 (g premicr)

a son groupe G d’ordre ==o[mod 2p(2p —1)|, sauf peut-ire
pour des valeurs de q limitées en fonction de g. St 25 — 1 est pre-
mier, G est deux fols transitif, sauf peut-étre pour les mémes va-
leursde 4.

Soient I'équation
(11) S(e)=a" + dp_yx + a,= o,
avee n=12g, a,_, =*¢q,aq,==%xy¢,
(l2> 'l"|, 'I;:l’ M4 'l’.ll’
ses racines. Considérons I'équation

(13) 2(3)=o0,

de degre v=C] =

nn—1 . ~ .y
nin—1) ayant pour racines les C} (uantités
2

5. j=x;+x;(5 j). Les deux équations (11) et (13) sont ¢quivalentes.
En effet, la vésolution de (11) entraine ¢videmment celle de (13);

réciproquement, les égalités

Ly Uy =Sy, Ly =50 LyFL =3, ey &, +E,= 5,

(') SErnew, Algébre supiérieure, t. 1, p. 244; 1883,
Une démonstration semblable mootrera encore que si

N=ut 4+ N4+ At gt (n > 0)

est tel que Ay = o (mod 7) quand j > ¢, X n’a de diviseur rationnel z¥ +... %
que siv<i. Si, par exemple, { =1, il faudra v=1; alors si X n'a pas la racine
&1, c'est-a-dive a fortiorisi \; 21 + ng, X est irréductible.

Comp. Nerro, Math. Ann., t. XLV, 1896, p. 82 et suiv.
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permettant de déterminer les vacines (12) en fouction linéaire ration-
nelle des z; ;, la résolution de (13) entraine celle de (11).

Ceci post, je dis que I'on a
(14 ([ 2=+ N
i) | avee Ap==0 (modg), quand ok <.

En effet, Uéquation (13) est le résultat de Pélimination (') de e
entre les ¢quations (11) et

13) q’(’a~)-/(’)+'——- f"( S SPR “2'){‘:—’./'”(.0)::0.
Si Fon pose
(10) (D) =@z, 3) P&y 7). . P(t 3),

on pourra prendre

(17) o(3)=W(s).
Alors, pour prouver que (11) a lieu, je dis qu'il suffit de montrer
l[ll(.‘
[U(G)E= s+ = Bz 4+ g,
(R)

avee Byz=o (modg),  quand o <k < oy,
En effet, on aura

L“( )]‘—"W-FZ\ - '+(A +2A, )22'""4— Ve

(19) \ + (A 42 N o2y ) s
’ H+ (2A; A oy 2N Ny o 2 )3 L+ A
ol

Y(z)=35"+A3""+...+ A,

(V) Sermer, Algébre supéricure, t. I, p. 208; 1885,
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Dabord A,, ..., A, sont entiers, d’aprés un lemme connu (1),
puisque By, ..., By, le sont. Identifiant (18) et (19), on obtient
2\, =B, =0 (mod g),
A} +2A,==B,=24, (modg)

I R I I A AP I R R R ) »

| Al= ¢,

(20)

c'ost-da-dive que (14) a licusi g >2
Ltablissons done (18).
Dapres (16), le cocfficient de la plus haute puissance 3 de =

dans (18) est [-/%fff) |" = 1. Les cocfficients des termes de (18), autres

que le premier, sont une somme de termes provenant du terme
(5 —2x)"" (35— 2x,)"", oudes autres termes du produit (16).
Les seuls qui ne contiennent aucune des racines &£, ..., x, sont, cn
remarquant que

j '- . . .
LU = = 1) (= o) o )
avee @, =1,  d,-; =0, si > >0,

des produits de quantités @, _;, dont une aw moins est Lelle que j <,
ety par suite, sont divisibles par ¢. Ces coefficients sont done (lu la
forme V -+ multiple de ¢, V' étant une fonction symétrique enticre i
coeflicients entiers des vacines ., . .., 2, ne conlenant aucun terme
indépendant de ey, ooy, ;s dapres le lemme 1, Voest divisible par ¢,
ety par suile, ces coeflicients sont divisibles par ¢.

Enfin, le terme A indépendant de 5 dans (18) est

A;-:=1]%~\,~=[1[fm—-.- P e 2O

avee

Ni= @y + 27" C) — 2G4+ 2 Cl 4o (=) 2

(') Senrer, Algébre supéricure, t. 1, p, 243; 1885,
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Or

(1=2)=1—20C, +22C —. .. +(—1)'2"Cy=(—1)'=1,

puisque # est pair : il en résulte de suite que le coefficient de «; " dans

X; est nul et
Al= a, .= q*%,
puisque @,-, = % 4.

Les équations (14) et (18) sont ainsi ¢tablies.

Appliquons le lemme I & I'équation (14) : 3(5) a 5 facteurs irvé-
ductibles g, 94, ..., 3¢ de degrés respectifs d, d,, ..., dyy avee 5S¢;
les termes indépendants de s dans ces facteurs sonl respectivement
¢*y ¢by ...y @b et tous > 15 10n a

( nin—1)

Vdy+dy+.. o+ = — =g(25—1),
(21 ) ! 2 b v
( by+by+...+ bs= 3.
Considérons les équations irréductibles
(22) f =0, T2 =0, ce s 9p== 0.

Soient I, F,, ..., Fg leurs groupes de substitutions, d'ordres
respectifs ,, &y, .« . .y Fg, divisibles par d,, d,, ..., d; respectivement ('),
G le groupe de (10), d’ordre ¢.

La résolution de I'équation (10) réduit le groupe de ¢, = o a I'unité,
puisqu’clle entraine la résolution de (13), par suite celle des équa-
tions (22). Il en résulte (?) que la résolution de ;=0 riduit le
groupe de (13) & un groupe d’ordre -"—'1 Donc ¢ esl divisible par 5;, par
suite par d;. La connaissance des quantités «; peut donc donner des
indications sur la valeur de ¢.

(') JoroaN, Traité des subst., Liv. 111, Chap. I, th. 1L
(?) Id., th. XI11L
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Je dis que Pon a les inégalités

N4,

)

(23) r/”'ﬁa“:(l-c—-l/”

En effet, soit 2 une limite supérienre du module des racines de (10);
on aura, en désignant par [0] le module d’une quantité quelconque §

:[J = .lf"+.'l/'j,
< .
|:,~.j!_§_|.z',-| -+ ].L'j|;:zoz.
or g est le produit des d; vacines de 3;,= o et, par suile,
< .
('-zll) ’[o'-(‘!a)’s

il reste a déterminer o,
(10) donne
P Sl e a | Sl + g
et toute limite supéricure 3 des racines réelles positives de
a2 — i — q=o0
. |]]| -l" v O * ) > d-n(-———
est telle que [;f 2.3, en sorte qu'on peut prendre 8 = a.
1
Choisissons 3 == 1+ % ' (2]) entrainera ( 23).
Ceci posé, les im'-;.-'nlil(w 23) ne seront toutes possibles, (quand ¢ est
suflisannent grand, ¢ élant donné, que si 'on a

{23) o (2 —1)b; (F==1,2,...,%).

Supposons qu'il en soit ainsi; ou ne pourra avoir, pour une valeur
particulicre 5 de ¢,

d. > 25 —1) b,

sans quoi les inégalités (25) additionnées membre & membre, en
tenant comple de cette dernict re, donneraient

di+.+de=3z(25 —1)> (25 — Dby 4.4 D) = (25— 1),
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ce qqai est absurde, Done (25 ) entralne

et
dizo(mod g — 1),
On en conclut
G=o(modag —1),

Le théortme proposé résulte alors immédiatement de ce que :
1 G o(modag) puisque (10) est irréductible et G transitif;
22 quand 2g — 1 est premier, G ocontient une substitution civenlaire
d'ordre 2¢ - 1 et est deux fois transitif, C. Q. F. D,

~



