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REDUCTION DES INTEGHALES MULTSPLES GENERALISEES. 191

Réduction des intégrales multiples généralisées ;
] &

Paw M. Cu.-J. DE LA VALLEE-POUSSIN.

1. — Définitions et objet du Mémoire.

L. Jai publi¢ en 1892, dans ce méme Journal, un Mémoire étendu
dans lequel jai étudié les propriétés des intégrales généralisées de
fonctions illimitées. J'y ai recherché sous quelles conditions Pinté-
grale double étendne a une aire T

S, /Ceryyar

est rédactible & deux intégrales géncralisées simples, conséeutives,
entre les limites de T.

Le cas le plus intéressant, les autres 8’y raménent d'ailleurs, est
celui on la fonction f(x, y) est toujours de méme signe. Dans ce cas,
moycnnant une restriction (vérilice dans toutes les applications que je
connaisse), la condition nicessaire et suffisante pour que la réduction
soit possible est qu’elle conduise & un résultat déterminé,

Jai cherché & supprimer loule restriction i ce théoréme : je n'y
suis pas parvenu; mais la méthode nouvelle (ue je vais exposer con-
duit a des résultats plus généranx que celui-la. 1 me parait intéressant
de les faire connaitre, car ils jetlenl une certaine lumiére sur une
(question importante et conduisent, en lous cas, i une solution géngé-
-ale du probléme de la réduction des intégrales doubles.
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2. Avant de préciser le résultat principal de cette étude, je dois
rappeler les définitions des intégrales généralisces telles (que je les ai
données dans mon premier Mémoire.

A cet effet, j'associe i la fonclion f i intégrer, supposée tonjours
positive, une fonction f, définic comme il suit :

fuo=f st [fong
= ] Soan.
Je pose ensuite, par définition, Uintervalle (a, &) ct Faive T étant
limités,

ol o
fim j Sulwyde = [ f(x)de,

nwd,

li_f‘.‘,S.,f"(““’Y )dT = Sf/(‘”’ ¥)dT.

3. Ces relations ne sont bien déterminées que si la fonction £, (.r)
ou la fonction f,(z, y) sont inlégrables, 'une dans Uintervalle (a, 0)
et P'autre dans l'aire T, quel que soit 2. Dans le cas contraire, il y a
une intégrale par défaut et une intégrale par exces, toutes les deux
bien détermindées; je les représente par

|| )] |
ful)der, [ fu(e)yde;
14 E
S-. S, y)dT, Srf,, (,y)dT.

Les intégrales par défaut et par excés de la fonction illimitée /'seront
par définition les limites de celles-la quand » tendra vers 'infini;
celles-ci seront donc délerminées ou infinies. On aura, par exemple,

DPhlb LpN)
f/(.z‘)dx.—:: limff,,(.z-)dx,
. :
Sf(w,y)(l'l‘ = lim S Sa(e,y)dT.
n=w T
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4. Yappelle discontinuité de f(x) au point z la limite de 'oscilla-
tion de f(x) dans I'intervalle infinient petit (x — &, = + ) et je la

représente par
disc f(x).

De méme, la discontinuité de f(x, y) est la limite de P'oscillation
de f dans une aire infiniment petite autour du point (xz,y); je la
désigne par

disc f(x,y).

La discontinuité sera le plus souvent différente, si 'on considére

f(x,y) comme fonction de z seul ou de y seul; je représente ces deux
discontinuités partielles par

disc, f(x,y), disc, f(x,y).

Il résulte ¢videmment de cette définition de la discontinuité que la
fonction disc f(x) cst une fonction qui atteint sa limite supéricure
dans tout intervalle.

5. Définition de la fonction m f. — La méthode que nous allons
exposer repose sur les propriétés d’une fonction m f liée 4 la fonction f
par les définitions suivantes :

® Si f () dépend d’unc seule variable z,
mf(z)

désigne le minimum de f(ir) dans un intervalle mﬁmment petit com-
prenant le point z.

2° Si f(xz,y) dépend de deux variables z ct y,
mf(z,y)

désigne le minimum de £z, y) dans une aire infiniment petite autour
de (z,y).

6. Réduction des intégrales doubles. — 1.a fonction m f permet
de résoudre, dans le cas général, le probléme de la réduction des inté-
Journ. de Math. (5 série), tome V. — Fasc. I1, 18gq. 25
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grales doubles. Nous allons démontrer en effet que si, f(ic, y ) élant S o,
I'intégrale double

ST/‘(;::,_)*) AT

a une valeur déterminée : elle est toujours égale au résultat de deur:
intégrations simples par défaut sur m f(x y), effectuées, entre les
limites de Uaire T, Ainsi, si celte aire est limitée par les valeurs «
limites de Uai , I

et bdew et celddey, onaura

b, h e D ad 0ooh

ST,/‘(.D,)-)(Z]‘:‘[‘ ([.:;‘[ mfrly:" (I_yf m fdr.

I3

Ce théoréme s'étend aux intégrales d'un ordre quelconque.

I1. -- Propriétés des fonctions /.

7. Propriétésde la fonction m [ d’une seule variable.— lin dési-
gnant par /() unc fonction quelconque de «, la nouvelle fonction

mf(x)

jouit des propriétés suivantes :

1 Elle atteint sa limite inférieure dans tout intervalle (e, ) et cetle
limite est la méme que celle de f(.r) dans Pintervalle (¢ — 0, b + o).
Seulement cetle limite peut étre inaccessible pour f(ix).

2° Supposons (ue f soil 5o el puisse croitre indéliniment dans I'in-
tervalle (@, b); décomposons Uintervalle («, b) en intervalles infini-
ment petits Az par les points «y, 2y, ... 3 soit §; le point de Iinter-
valle Ax; ou 2 f alleint son minimum ; on aura, 'intégrale étant prise

par défaut,
N

[ S(r)de= limz m f(%) A,

.

D’une part, en effet, on a, quel que soit »,

»7'1'/‘”(.“.) dr >2 m “(Ei)_\,l-”
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donc, pour « infini,
| N

[ SCeydze s mf(5) A,
ety en faisant tendre les Az vers o,

[

[ S(x)de= Iimz mf(E) A,

D’autre part, les Az tendant vers zéro, on a

f Su(x)du = Innz m fo(% ,)Aw‘-zlimZm/(E,-)Ax,-;

done, en faisant tendre n vers 'infini, ct en ayant égard & P'inégalite
obtenue d'abord,

[P ]
[ feyde =1im > m f(%) Az,

Si au lieu de choisir les points §; comme nous venons de le faire, on
les prenait arbitrairement dans Uintervalle Ax;, on aurait done

[ ()]
[ S(r)dx; limz mf(%)Ax,.

8. Propriétés de la fonction mf de deuwr variables. — Soit
S(r, y) une fonction de deux variables et y dans un domaine T rec-
tangulaire, limité par les valeurs @ et b de & et ¢ et d de y; la nouvelle
fonction

mf(x,y)

atteindra sa limite inféricure dans toute portion de laire T ct elle
jouir'n, en outre, des propriéiés suivantes :

1 En tout poml (=, B) on m f est ﬁmc, on peut, quelquc pelu que
soit ¢, lui faire correspondre un nombre ¢ tel que la condition

mfa+hyB+k)—mf(x,B)>—c¢

ait licu, pourvu que | A | et | k| soient < 3.
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C’est une conséquence de la définition de m £, car, si cette condition
ne sc réalisait pas, m f(a,B) ne serait pas la limite inféricurc de
m f(x, y) ni, par suite, celle de /(z, y) dans une aire infiniment petite
autour de (a, $).

2° Si la fonction m f(, 3) cst limitée quand « varic dans inter-
valle (a, D), & tout nombre ¢ correspond un nombre ¢ assez pelit pour
qu’on ait, quel que soit z,

mf(x,3+k)—mf(e,8)>—e— disc,m f(x+ 0, 3)
(— I < 0 < ')9

pourvu que l’on ait | k] < c.

Si cette condition ne se reéalisait pas dans I'intervalle (a, 0), cet
intervalle contiendrait au moins un point X tel que la condition ne sc
réalisit pas non plus dans un au moins des deux intervalles arbitraire-
ment petits (X — ¢, X) ou (X, X + ¢), par exemple dans le second.
Mais ceci est faux, car on peut d’abord supposer & assez petit pour que
les deux inégalités

| f(, B) — mf(X, B)| < disexm f(X, B)+ %’
mf(xy B+K)y—mf(X,p)>—2

aient lieu, pourvu que |z — X | et | k| soient < 8, 1'une par la définition
de la discontinuité au point X, ’autre en vertu de la propriété 1°. Cela
fait, on aura, pour toute valcur de z dans I'intervalle (X, X + 2),

mf(x,B+k)—mf(x,f)>—c—disc,m f(X, ).

Ce résultat contredit notre hypothése, dés que ¢ devient < ¢, car X
peut alors sc représenter par x -+ (.

3° Soient A et B deux nombres > o, si m f(x, 3) est constamment
> A dans l'intervalle (a, 4) de z, on peut supposer 3 assez petit pour
qu’on ait aussi dans cet intervalle

mf(x,B+k)>A-DB,

pourvu qu’on ait | k] < 0.
En effet, si la relation opposée m f(z, B + k) Z A— B pouvait se véri-
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fier pour des valeurs infiniment petites de k, les valeurs correspon-
dantes de x auraient au moins un point limite § ol I'on aurait

mf(%,B)zA—DB,

ce qui contredit I'hypothése.

III. — Théorémes fondamentaux.

9. Avant d’énoncer le théoréme qui va jouer le réle essentiel dans
mon analyse, je dois encorc démontrer lc lemme suivant :

Soicnt ¢ (x) une fonction limitée dans Uintervalle (a, b) et O une
Sfonction de x qur varie d’une maniére arbitraire entre —1 et +1:
on aura

Enb Enb
limf discg(« + ) dcs f disc g (¢ ) de.
E=0vgy «

Soit d’abord % un nombre arbitrairement petit; décomposons («, b)
cn intervalles successifs Az; par les points z,, 3, ..., Z;y ... ; soil &
le point ou discg () atteint son maximum dans l'intervalle Ax;; on
peut supposer tous ces intervalles suffisamment petits pour qu’on ait

E b
f disc 5 () dw3 Y, disc (&) Az — n.

D’ailleurs on peut toujours admettre que §; désigne unc des limites
de I'intervalle Az;, car cette condition se réaliscra toujours enajoutant
les points &; aux premiers points de subdivision.

Les points x; ¢tant en nombre limité, on peut aussi supposer (ue &
est assez petit pour que I'on ait en chacun de ces points

discy (x; + 0¢) S disc g (z,) + .

Cela fait, le maximum de disc 9 (x + 0¢) dans l'intervalle Ax; ne
pourra surpasser la quantité

disc (%) + ",
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el I'on aura, par conséquent,

[ 2P
f dise 3 (e + 02) d"'izdisc (%) Ac;+ (b -a)

T

Eqb
= f discy(x)dw+ 7+ (b — ).

L.e nombhre 7 étant aussi petit que I'on veut, le lemme est démontré,
Voici maintenant mon théoréme fondamental.

10. Tutonine. — Si lintégrale par défaut

:l.bmf(.n, Brdx

n'est pasinfinie, & toul nombre positif ¢ correspondent un nombre u
et un nombre 3 tels gu’on ait, pour | k| < ¢,

Db

[ mf(x,B)ds — ¢,

a

E.

/ hm/},(_z‘, B+ kde>

et cetle relation subsiste a fortiori pour les valeurs plus grandesde n.

Choisissons d’abord » assez grand pour qu’on ail

bab bLb
. . €
(1) ] m fo(x,8)dr > f mf(x,B)de — -~
*a ta
Choisissons maintenant un nombre ¢’ assez petit pour qu’on ait, § dé-
signant une fonction arbitraire comprise entre —1 et +1,

i Eab
f disc,m f,(£ +0¢',8)dx + ¢ (b — a)

(2) Enb .
<“£ disc,m f, (2, 3) dw + =;

cette condition peut se réaliser, en vertu du lemme du n° 9 qui
préceéde.
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Entin, on peut prendre ¢ suffisamment petit pour (u’on ait constam-
ment, pourvu que | k| soit < 2 (n° 8, 2°),

mf (e, 8+ k) —mf,(x,8)> — ¢ — disc,me fr(a + 02, ).
On conclut de cette relation

K

fhmf,,(x, B+k)dr

“u

Enh
Zf [mfn(‘/“ﬁ) - ‘lis"x’”fn("" + 0¢, p)—-»s'J(I.l',

et a fortiori | puisque max (A — B)SmaxA — maxB|

kb

f m fo(e, B + k) dx
B E b E h .
,/ mf,(z,B)dc —f disc,m f,(x + 0¢', B) duw — ¢ (b — a),

o

enfin, @ fortiori, cn vertu de 'inégalité (2),

E b .
s j mfu(e,d +k)dr
(.‘> «

“

E b E b
‘ >/ m fo(z,8) tl.l‘—f discm f,(x, B) dv —

~ohe
.

Ajoutons les inégalités (1) et (3) et observons que
E

b Kb b b
f mfo(e,B)dr — ’ disc,m f,,(xy 8) dur = / m [, 8)dr,
“ “a ‘tu

nous ohtiendrons I'inégalit¢ du théorveme.

11, Tuiorine. — Réciproquement, si l'intégrale par défaut

[

tua

2
mf(e,B)dr ==,
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on aura, k et n tendant arbitrairement vers leurs limites,

b
l‘im mf,(e, 8+ R)yde ==
=0 Ja
n= o

Soicnt, en effet, H et K deux nombres arbitrairement grands; divi-
sons l'intervalle (&, b) en p parties par les points z,, @, ...: soit Ax;
un de ces intervalles et A, le minimum de m f («, 8) dans cet inter-
valle (si ce minimum était infini, A, serait un nombre fini arbitraire).
On peut supposer p assez grand pour qu'on ait

2A,~Aw,~> InH+K;

ensuite on peut prendre ¢ assez petit pour que l'on ait, dans chaque
intervalle Az; de x, pourvu que | k| soit < ¢,

K
l)lf(.'l/', (‘ -+ k)> I\,'—' -,’-:-—a"
comme on I’a vuau n°8, 3°.
Cela fait, pourvu que n soit supéricur & la plus grande des quan-
tités A,, on aura, dans les mémes conditions,
Kk
mf,(e,p+k>A— Y

(13
donc

1]
f m fo(c, 3+ k) dr >2 Ade;, — K> 1L

«

Cette relation, ot H est arbitraire, se vérifiant pour » assez grand ct 3
assez petit, le théoréme en résulte.

12. Tutorime. — Soit B, le point o la fonction de y

Enb
mf mf,(x, y)dx

alteint son minimum dans Uintervalle (¢, d); on peut faire tendre
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en méme temps 3, vers une limite détrrminée Betnvers Uinfini;

0o aura
b, b

KEnal
fim mf mf,(x,3,) dw;[ mf(x, ) dur.
"o M “u

Si le second membre est infini, le premier le sera aussi en vertu du
théoréme précédent supposons-le done fini et déterminé.

Dans ce cas, (uelque petit que soit ¢, le théoréme avant-précédent
donnera, pour n suffisamment grand et | 3, — B| < 2,

E b b, b

m f mf,(r,8,)dc ;/ mf(x,B8)de —e.

g “u
On peut faire tendre a la fois 2 vers Pinfini ct & vers zéro; & la

limite, on obtient la relation & démontrer.

IV. -- Réduction des intégrales doubles.

15. Tutorkme. — Sila fonction f(x, y) w'est jamais négative
dans le rectangle T, limité parlesvalears a et b de x ot ¢ et d de y,

Pexpression
[ Y]

[ty [ msie, yyde

est comprise ontre les limites d’indétermination de Iintégrale
double

ST Jir, y)dT,

une part, en ellet, ona
bad b, b

nSTﬁdT ;:"STz)z')",‘ dT ;‘[ d_yfu‘ mf,de.

Done, en faisant tendre 7 vers Uinfini, et puisque £ est au moins

Journ, de Math. (5 scérie), tome V. - Fasc. 11, 18gq. 26
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) “S JdT Zlim T”‘l)’ y /‘”"fnd‘” ii’fqd)’ l’/'llmf dr.
T n= o \ A J,

D’autre part, divison’s (¢, d) en intervalles conséeutifs Ay, par les
points ¥y, ¥y, ..., ctsoit §;, le point ol

E b

m { w fo(x, y)dz

atteint son minimum dans P'intervalle Ay;; on aara

r.ST Jud1 ;f['" d),‘r;[l.h‘ fode ;Z Ay, mz' "m Fulty Bomy

On peut faire tendre 2 vers Pinfini, et en méme temps, dans chaque
intervalle Ay,, le point 3;, vers une limite $;; le théoréme du n 12
s‘applicque & chacun de ces intervalles; il vient done

E | U
S fdT iz Ayif mf(x,B8)de.

Faisons maintenant lendre Lous les intervalles Ay, vers zéros il
viendra (n° 7, 2°)
b b

(2) EST/ dT ;.lf d(ly[ mf(x, y)de.

Des relations (1) et (2) on conclut e théoréme. Celui-ci donne alors
immédiatement le snivant :

14. Tuktorine. — 8¢ lintégrale double vst déterminée dans
I'aire T, on aura

S Jfdr =hbfhdw:’[~mf(ly=hf’l(1yyl,r)zj'clw,
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et Uintégrale double se réduit & deux intégrales simples conséeu-
tives, effectuées par défaut, dans un ordre arbitraire.

Remarques. — Dans tous les cas ot l'on a

Wil 13
f dy[ (f—=mf)de=o,
¢ v u

en particulier dans tous les cas pratiques dans lesquels la différence
J — m fne difféere de zéro qu’en certains points ou sur certaines lignes
rectifiables en nombre limité, on aura aussi

1

S far = "["dy f fds,

ct I'intégrale double se réduira 4 deux intégrales simples par défaut,
sans qu'il soit nécessaire de modifier la fonction

Dans tous ces cas aussi, on retrouve le théoréme démontré dans
mon premicer Mémoire et 'on peut réduire Uintégrale double a deur:
intégrales simples, effectuces sur la méme fonction, pource qu’on
trouve un résultat déterminé.

15. Généralité du théoréme. — Le théoréme du n® 14 donne une
solution tout & fait générale du probléme de la réduction des intégrales
doubles. En effet, dans tous les cas, f peut étre considéré comme fa
différence de deux fonctions positives ct, pourvu que le domaine d'in-
tégration T soit limité, il sera intérieur & un rectangle T’ que l'on
pourra prendre comme domaine d’intégration, & condition de poser
/=0 en dechors de T. Enfin, le cas o T scrait infini se raméne au
précédent par un changement de variables.

V. — Extension aux intégrales multiples quelconques.

16. Le théoréme du n°® 43 est général et s’applique & une intégrale
multiple de n'importe quel ordre, effectué sur une fonction positive,
comme nous allons 'expliquer trés succinctement.
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Soit une intégrale généralisée de Tordre p
t S .f('l'n'""n ceny Jf,,) (l'r,,
TI'

¢lendue i un domaine T, limité par les valeurs «; et b, de .,
(I=1,2,..., p); si clle n'est pas déterminée, nous désignerons les
limites d'indétermination ou les intégrales par défaut et par exeés par
les notations

b k.
R g Y .
(2) ST’:/'(I'] o br,,'/ darT,.

Soit ensuite, en chaque point m £, la limite inféricure de f dans o
domaine infiniment petit autour de ce point, la valeur de Pexpression

Wb Vb, b,
(%) f dr, f dr,. .. f mfde,
h7h LT L4 “p

est comprise entre celles des expressions (2). En particulier, si Iinté-
grale (1) est déterminée, Pexpression (3) lui sera ¢gale.

On prouve le théoréme, en montrant qu'il est veai pour p varviables
il estyrai pour (p —1).

La démonstration se fait alors exactement comme pour le cas de
deux variables, en remplacant dans tous les raisonnements Fintégrale

f.h/'r/x

par une intégrale de Pordre (p — 1). H est bien inutile de la reprendre
en détail,

simple



