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APPLICATION DYNAMIQUE DES ELEMENTS D'UN SYSTEME ORTHOGONAL. 135

Nouwvelles cxpressions des éléments d’un systéeme orthogonal

par les fonetions sigma d’un seul argument ct leur applica-

tion & la rotation de corps solides liés Unun a Uautre;

Par M. E. JAHNRE.

Dans un Mémoire, couronné par I'Académic des Sciences, M™ de
Kowalevsky a ramené aux quadratures un nouveau cas important du
probléme de la rotation d’un corps solide pesant autour d’un point
fixe. Dés lors, I'attention des géométres les plus distingués s'est diri-
gée vers d’autres cas du méme probléme.

M=e de Kowalevsky a réussi & exprimer, au moyen des fonclions
hyperelliptiques de deux arguments, les trois composantes de la vitesse
de rotation suivant les axes rectangulaires fixes, et trois des ncuf
cosinus directeurs. Cependant, & cause des difficultés du caleul, elle
s'est dispensée de représenter les six autres cosinus ct les trois compo-
santes de rotation suivant les axes mobiles. C'est M. IF. Kotter ui a
comblé¢ les lacuncs laissées par M™¢ de Kowalevsky.

De plus, M. A. Wangerin ct, quelques années plus tard, M. V.
Volterra ont Irait¢ un cas trés intéressant et important de la rotation
de corps solides liés 'un & Pautre. M. Wangerin a montré que ce cas
sc raméne aux quadratures, et M. Volterra a représenté, au moyen
des fonctions sigma de Weierstrass, les trois composantes de rotalion
suivant les axes mobiles, et trois des neuf cosinus directeurs, mais
les expressions définitives des six autres cosinus directeurs et
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des trois composantes de rotation suivant les axes fixes manquent
encore,

Dans ce Mémoire je m'occupe du méme probléme pour en donner
lu solution compléte. En méme temps je ferai voir quon peut obtenir
tous les ¢éléments dudit probléme d’un seul coup et presque sans aucun
caleul, de sorte ue la solution en paralt étre réduite & un haut degre
de simplicité et d’¢légance.

Dans ce but, j’ai adopté unc méthode toute différente de celle qu’ont
employée M™ de Kowalevsky et MM. F. Kotter, A. Wangerin,
V. Volterra, W, Stekloff, A. Ljapunoffet R. Liouville. Ces géométres
ont pris pour point de départ les principes de la Mécanique afin d’en
déduire les équations différenticlles, et en ont cherché les intégrales
par des raisonnements ingénicux. La nouvelle méthode, due & M. F.
Caspary, sépare netlement la partie analylique de la solution de celle
qui apparticnt a la Mécanique, ct clle est fondée sur un théoréme ana-
Ivtique teés général découvert par M. F. Caspary. Ce théoréme lie les
neaf cosinus &, d'un systéme orthogonal ct les six quantités

. e 2
== — (@uda, + ayday, + apda,,) ‘ foy by L=, Z‘)’;’ ) '
. 2 | Y
A |
S ax, day, + apday, + @y day, | 31,2 \

que ML F, Caspary a appelé les quinze éléments d'un sysitme ortho-
gonal, aux fonctions théta d’'un nombre queleonque d'arguments. Les
expressions des éléments d’un systéme orthogonal par les fonctions
théta se deéduisent d'identivés algébriques au moyen des transforma-
tions du second degré. Elles satisfont & certaines ¢quations, tantol
algébriques, tantot différenticlles. Les unes se présentent dans les
problémes de la Mécanique dont on cherehe les intégrales, tandis que
les autres fournissent les relations algébriques par lesquelles ces inté-
grales sont liées entre elles; les unes et les autres renferment encore
des arguments et des fonctions (uelconques qui se déterminent par les
données de la question proposée.

Pourillustrer sa méthode, M. I¥. Caspary en a donné deux applica-
tions : l'une relative au probleme de la rotation d'un corps solide,
o il retrouve les rvésultats dus & Jacohi, Lotlner, Dumas, Hal-
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phen et & MM. Hermite, Darboux et Hess; I'autre relative au mou-
vement d’un corps solide dans un liquide, ot il obtient les résultats de
M. 1. Weber.

En adoptant cctte méthode féconde, j'en ai donné d’autres applica-
tions. On sait que M. I, Katter a établi un systéme orthogonal dont
découlent les solutions de divers problémes de la Mécanique. Ce
géométre exprime, au moyen des fonctions théta de deux arguments,
les ncuf cosinus directeurs ct les trois composantes de rotation suivant
les axes fixes. Il manque sculement les expressions définitives des trois
composantes de rotation suivant les axes du systtme mobile. Fai
déduit tous les éléments de ce systéme orthogonal, dans un Mémoire
inséré¢ au Tome CXIX du Journal de M. L. Fuchs ct dont cet illustre
géométrea bien voulu présenter un résumé a I’Académie des Scienees
de Berlin.

En poursuivant ces recherches, jai ¢té conduit a généraliser la
notion usuclle de composition cn composant un systéme ortho-
wonal (A) avee quatre systémes orthogonaux (), (B), (€), (E),
dont les deux (X), (B) sont adjoints au systtme (€). Ce nouveau
systéme, cue j'ai cu 'honneur de communiquer récemment i I'Aca-
démice, joue un role important dans I'¢tude des problémes de Dyna-
mique. En effet, c’est de ce résultat que découle, comme conséauence
immddiate, une géncralisation de ce cé¢lebre théoréme de Jacobi qui
permet de décomposer le mouvement d’un corps grave de révolution,
suspendu par un point de son axe, cn deux mouvements i la Poinsot.
De Tautre coté, si on laisse le systéme (E) quelconque et que Uon
exprime les éléments des trois autres systémes (X)), (B), (€) par les
fonctions théta de deux arguments, on retrouve le systéme découvert
par M. F. Kotter. 1in supposant, au contraire, les coeflicients du sys-
téme (€) et, par conséquent, des systémes () et (B) constants, el
en représentant les éléments du systéme (I2) par les fonctions théta,
on obtient de nouveaux systémes orthogonaux (ui renferment les solu-
tions de nouvecaux problémes de Dynamique. Particulicrement, en
introduisant les fonctions sigma de Weierstrass, on parvient i ré-
soudre le probléme de la rotation de corps solides liés I'un & Pautre,
dans le cas teaité par MM. Wangerin et Volterra.
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Le présent Mémoire se divise en deux parties, partic analytique et
partic dynamique.

Dans la partie analytique, j’exprime identiquement les quinze 4ls-
ments d’un systéme orthogonal par les éléments de quatre systémes
orthogonaux, ct je déduis de ces identités, au moyen des résultats dus
a M. F. Caspary, l¢ théoréme I qui lic d'une facon nouvelle les
éléments d'un sysléme orthogonal aux fonctions sigma (n° 1).

Puis j'en tire les relations caractéristiques ct les équations différen-
ticlles de premier ordre qui existent entre les éléments de ce systéme
orthogonal. En introduisant une fonction quadratique T ui s’exprime
dans deux formes différentes, je réduis, dans le théoréme 11, les équa-
tions différentielles & une forme trés simple qqui se présente, d'ailleurs,
dans une classe Lrés élenduc de problémes de Mécanique (n° 2).

Le théoréme 111 donne les relations cui lient les intégrales de ces
¢quations différenticlles (n° 3).

Il est évident qu’il existe encore bien d’aulres équations différen-
ticlles. Jesignale parmi clles les ¢quations aux dérivées partielles ayant
la forme de celles qui se présentent aussi dans la rotation d’un corps
solide pesant autour d’un point fixe et dans le mouvement d’un corps
solide dans un liquide (n° 4).

Dans la partic dynamique, les dcux formes que j'ai données it la
fonction T me conduisent & soumettre les cocfficients qui entrent dans
les expressions du théoréme 1 & deux systémes différents de conditions.
Ainsi j'arrive aux deux formes des équations différenticlles appartenant
au probléme mentionné ci-dessus de trouver le mouvement de # corps
solides pesants dont 1'un tourne autour de son centre de gravité ct les
autres n — 1 corps de révolution autour d’axes fixés au premicr
corps. De plus, lesdites équalions de condition donnent naissance &
dcux expressions différentes de la force vive T qui sont identiques i
celles que I'on doit & MM. Wangerin ct Volterra (n° 6).

Afin que les expressions établics dans le théoréme I fournissent,
comme cas spécial, la solution compléte dudit probléme de rotation,
je détermine encore par les données des ¢quations différentielles les
(quantités quelconques qui y entrent (n° 7).

Toutes les formules que j'ai données dans les théorémes I, II, 11
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peuvent étre généralisées de facon & obtenir la solution d'un pro-
bleme de rotation plus général (n* 3, 8).

PREMIERE PARTIE.

1. Théoréme relatif aur  fonctions sigma. — Soient
¢;j({,j =1,2,3,4) les cocfficients du syst¢me orthogonal (&) liés
entre cux par les relations

tll‘i|+‘l2‘jﬁ+ti3rj1+‘l'tji=o
Cii€j+ €3i€s5 4 £3i84;+ €€ ;=0 e e e
(lﬁé/;"’.]:" 495’ l)
&+ +¢+0, =€

‘u‘ + ‘21 + ‘3i + ‘u‘ =

el ppy b (M FE nymyn =1,12,3) ceux des systtmes orthogonaux
(), (B), liés entre cux par lc% rclauons analogues.
Désignons par
‘:; = €ri€ej— L

les mineurs de deuxi¢me ordre du déterminant | ¢;; | et posons

Ca=c;) — 1}, €h,,=c}) + ;) )
(') maﬁh:—‘::"“::’ €b2/t=‘z$+‘}u " (/'—"7 3).
J

2

3
\ @aah:—- "’l: -_ ‘/‘,2’, tb:t/t— ‘/“ -+ ‘/”

Jai appelé les systemes (A) et (B) adjoints an  systéme

(€) ().

(') Dans le Mémoire Ueber einen Zusammenhang swischen den Flementen
orthogonaler Neuner-und Sechsehnersysteme (Journal fiir die reine und
angew. Math., t. CXVILI, p. 225, a30).
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Soient, de plus, ¢, (e £ nymyn==1,2,3),

pile)=—(rudey+ eydey+ eypdey) s Iy biyt=1, :‘:’ 3 '
2,3, 1
(',,((') = endey, 4 ey dey, + o4 dey, ‘ 3,1,2 s

les quinze éléments du systénie orthogonal (I2).

D'aprés un théoréme que j'ai établi antéricurement (Comples ren-
dus, 1. CXXVI, p. 1013-10163 voir aussi le Journal de M. 1., Fuchs,
1. CXIN, p. 240), un nouveau systéme orthogonal (A ) pent étre com-
posé des quatre systémes orthogonaux (), (8), (€), (E), dont les
deux, () et (B), sont adjuints au systéme (€). En supposant les
cocfficients ¢; el, par conséquent, les cocfficients a,, ct b,
constants, les éléments du nouveau systéme orthogonal s’obticnnent
de la maniére suivante :

A(an+ ian)=ER|(e) + eyt 4+ (0 + dey) a4+ (e, + (€93 ) 0]
A (“m - iazla>= F‘B[(”u - ".'«'u)bln +("0~.: — ieg,) by, + (s — l'(‘,:,)h/,:,l,
Aa:)lx = E(":nfln =+ Coyy Tt Oy — i‘ln)a

A =iE(e 00+ Caatin+ 46— e

(A) { . . L
A[),,’: L[P. (e)flu +1)z(")f/42+ /’:s(")fks - I‘.:l((")‘/ﬂl?
Avy= iElll)l ((’)‘u -+ [)2(")‘iz + I’:s((")‘t:; - ’.":s((f)fisl,
A+ i) = ER[er () + ()],
A(r,—10,) = EB[¢,(e)— ivy(¢)),
ol

€=3”,

et les facteurs E, X, 8 velatifs aux coeflicients ¢, 0., by, jouent le
méme role que le facteur A relalif aux cocfficients a,,,.

Or, M. F. Caspary (') a représenté les quinze éléments d'un sys-
téme orthogonal par les fonctions sigma de Weierstrass. Si I'on rem-

(V) Journ. de Math., §* série, . V1, p. 376. C'est M. Caspary qui a établi le
premier lesdites expressions en représentant les quinze éléments au wmoyen de
quatre paramétres quelconques.
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place les éléments du systéme orthogonal (I2) par ces expressions, on
obtient lc théoréme :

I. Soicnt u et v deux arguments quelconques; soient (s une

j‘onrtion quelconque et i=y—1. Soient ¢;(iyj=1,2,3,4) les
seize coefficients constants d’un systéme orthogonal et a,,
el bpy,(myn=1,2,3) respecticement les ncuf corﬂ' icients des
sysiémes adjoints. Alors les fonctions sigma de Weierstrass sont
lices aur éléments d’un systéme orthogonal de la maniére sui-
vante !

A+ iay)=— GX|e a5, (U + V)4 2,05, 7, (0 + V) + 6,0, 7, (u + V)|,
A(ay, —iayu)= -G Ble, by, @, (0 — V)4 £,b,, 7, (0 — V) + &3 b, 5, (u — V),
Aay= (e84, 20T V4 ;0T UTyV + €304, T3 UT,V — 4, FUTV),
A= (56,20 V+ 2,0, F,uF,V + g,0,,F,ud,V — ¢,,FuIV);
Apr= &m0, US V300,04, T UT 3V + £33, T 0T,V — My€4, TUTY,
Ac,=ile,m 3 0T VH2,,0,,5 0T ,V+E4My €T UF )V — 1€, SUTY,
Aoy +ir))= GAZ(u+v)d(u+v),
A(e,—in)=G"B3(u—v)d(u —v)
(h=1,2,3),
ol
my= 2 v(lu-+-——dv +dlogG (s=o,1,23,3),

I ] 1
e T e o R

Ves—eive,—e Ver—esVes—es ’ Ves—eiv/e;— e,
2. Relations caraclér[sliques. Equat[ons différentielles. — lies
cxpressions que je viens d’établir satisfont & des équations différen-
ticlles de premicr ordre. Afin de les dé¢duire, je profite des relations
caractéristiques qui existent entre les ¢léments du systéme ortho-
gonal (E) représentés au moyen des fonctions sigma, savoir (')

pa(e) = — imyeq, o, (e)=—1im, (k=1,2,3).

(') Voir F. Caseanr, loc. cit., p. 378,
Journ. de Math. (3¢ série), tome V. — Fasc. 11, 18y, 21
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Or il suit du systéme (A)

( ) @l‘:(f:[’= A(“ha."*_‘ghaag"l_ ‘3ha33— i‘i’l } (,l 1.2 3)

2 PR . =1,2,9)
— €L = A,y @y, + €348y + €3,a5, — P4,

el

CEpi(e)= A(eupi+ CuaPa+ CuPs— [8485)

(‘)g . . t (h::l,2,3).
CLEe ()= A(e, Py + €GP+ 6Py — 164443)

La substitution de ces expressions transforme lesdites relations
caractéristiques en les suivantes :

(%) i — i€ay=lppy+ baps+ lapa-- thivy ) (h=1,2,3),

= lth + luPa -+ [;sp:; — 1l ’
ol les coefficienls /;; sonl définis par les égalités

€t €;al €30, I3
(5) Iij= 181 + i3 j!+ itja ——l—-’—‘--j—é‘_—"

I,] =1
m, m, my m, g () =1,2,3.4).

Posons, de plus,

1,43

(6) 2T =z lmanPn - lu": - ai"s(lnpa -+ lul)-x'*‘ l:nPs)y

m,n

ou, en faisant usage de la derniere des relations (4) et en désignant
par
i=bidi— bl (i jyrys=1,2,3,4%)

les mineurs de deuxiéme ordre du déterminant symétrique |;|,

1,3,3

(6") 20, T =2l"'p,,,p,,+¢’

myn
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Alors les relations (4) prennent la forme simple

. JT
s —i€uay=",
¢ ’)/)/t
(i) o
| e 4L
Si 'on substitue encore les valeurs de T et de a,, dans les identites
différenticlles

da,,= sy Py — Ayt Pry
on en tire le théoréme :

[l. Les nouvelles expressions au moyen des fonctions sigma
élablies au théoréme I satisfont aux équations différentielles

d aT aT JT . Qe .
o it — P (hykyl=1,2,31 2,313 3,1, 2),
ot ’

1,28 3 1,23
9 . ! '
aT =Elmn[7m[’n"' Lyvy — 2"’::2 llnp/t= i ( zlznl)m[)a‘*‘ ¢’ )
m,n h—1 myn

3. Relations entre les intégrales. — Je vais ¢tabliv maintenant les
relations qui lient les intégrales établies au théoréme 1. Elles déeoulent
des idenlités algébriques

a;, + a,, + a,, =1, gy Py + Uga Po+ Qup )3 =1y
combinces aux relations (4). En posant
Li/ =; ljc + 4 lj:! + by lj:l + 4y ljs = l‘ji (ia./. =1,2,3,4),

ou, cu ¢gard & la formule (5),

(7) Lij=¢(‘“"“ LTI UT L fu.t/s),

mi m} mi m;
on trouve le théoréme :

III. Les relations entre les intégrales des équations différen-
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tielles données au théoréme Il sont les suivantes :

Liyp, + lapa+ Ly py— iley=— €,

1,93 s
2 Lo PopPn — Ln": - 2i"32 lu(lu]’l + ,iapa + li:)[’a) = 0.
myn i=1
3 3 3
z ZPrJu.au - ic’,z lyyay=— i€,
h=1k=1t k=1
1,2,3

2 lmnpmpu -+ lu (’::: + 2':““3 = 0.

myn

La quatriécme relation peut étre mise sous Uautre forme

1,23

Y b pupa+ € =o.

my,n

&. Equations aux déricées partielles. — Le théoréme I fait ve-
connaitre que les quantités ¢, ¢, dépendent des deux variables u et v
ct sont des fonctions linéaires de du et ddv dont j'appellerai les cocfti-
cients ¢}, o} ; ¢, ¢. Posons (')

¢y =y du + o) dv,
w=eydu + oy dv.

On trouve immédiatement

M LU K] * v
oy =2 (o) £ ),
e e u )
o) £ 1) = == (o) = ivy),
en choisissant simultanément les signes supéricurs ou inférieurs, d'on
il suit
2\ oY
o=,

]
v:l

I

-
— i),

() Voir F. Caspary, loc. cit., p. 377.
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Alors les identités différentielles
dag,= — A, p¢34 A9, (h=1,2,3)

conduisent aux équations aux dérivées partielles

e =1 (anl %’i — a. foﬂ) )

du dv 3k “gv

! ) (fyhyl=1,2,3;2,3,1;3,1,2
l_)gﬁi‘ a ')au —a Q”_'” ’
v % 70u 35" Ju

Ces ¢quations ont la méme forme que celles que 'on doit & M. F.
Kotter (') et que j’ai généralisées dans un Mémoire présenté i 'Aca-
démic des Sciences de Berlin (2).

5. Généralisation des théorémes I, 11, I1I. — La représentation
des ¢léments d’un systéme orthogonal, établic en (A), ct, par consé-
quent, toutcs les formules qui en découlent, peuvent étre généralisées
de la maniére suivante.

Lions au systéme orthogonal (A ). un autre systéme orthogonal (A’)
par des relations analogues & celles qui lient le systeme () au sys-
teme (A) et qqui sont données en (2) et (3), savoir

’ ’ ’ ! U ’ *
CAay=A'(€,,a;, + G, + €,,a,, — it,,),

—iCA= A’(‘n- a0+‘ua3"+‘nam i‘;s)
cl
CApi=A'(€, P, + 64 Py + GaPy — 1€,49,),
s ’ ’ ! ’ [ N2 ’
CAey= AI(‘. WPy G Pyt G Py — "n“s)
en posant
C=c i+ +;+ei=C+ o+ ¢+ o

et en désignant par «; (£, j =1, 2, 3, 4) lesseize coeflicients constants

(') Sitsungsber. der Berl. Ak., p. 811; 1895. — Journ, f. d. reine und
angew. Math., t. CXVI, p, 226.

(*) Sitsungsber, der Berl, Ak., p. 1029, 1030; 1896. — Journ. f. d. reine
und angew, Math., t. CXIX, p. 251, 25a.
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d'un systéme orthogonal (€’). La substitution de ces expressions
change les relations (2) et (3) cn les suivantes :

€€ Eeyy= N [(e¢)1n@, + (6 )@y + (66 D143, = ({6l
- ’.¢¢’F‘ = A'[(“')“a;' -+ (“I)ﬂalsz + (“,)nia:m - i(“,)N]

ot

CCEp,(e) = A'[(¢") 4P, + (66 )an py + (6 )an Py — 1(€€ ) a5 |,
CC Lo, (e) =A'[(¢¢), P, + (e oy pi 4 (€€ )gy Py — 18" )15 ],

on
(8) - (6€)ij == €167, 4 Caj€iy + €56, + 04,

Dec la méme maniére, je lic an systéme (A’) un troisicme sysiéme
orthogonal (A”), au systétme (A”) un quatritme systéme ortho-

gonal (A”), et cn continuant ce procédé je déduis les relations sui-
vantes :

(9,() { \":E(,’M: A"”’[c.,,a';; -+ ‘-2,,a‘;;';+cs,,a‘;';-ic.‘,,],

l —iell = A(V’[‘-“a‘:" + e @, 030 @Yy — it‘u_]s
ct
(3) { eEps(e) = A[cs PV + caa Pl + can Py — Lenty']s

eEey(e) = AV ey, pY +eaa Py + eaa Py — feyy ¢ ]
(v=o0,1,2,...),
on
2 2 4 3 2 2
€= "?| +oejy e+ ";"s = "':i"" captey “.gu

ct

c=C€C"...€V.
Les cocfficients constants

gij:.(tl"t”...((v)),-j (i,j=1’ 273’-/[)
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s'obticnnent en composant, d’unc maniére délinie par I'équation (8),
le systéme orthogonal (€€') au systéme orthogonal (€7), le systéme
(€€ ") au systime (€) et, ainsi de suile, le systeme (€€'... €Y1
au systeme (€V).

Désignons, de plus, les cocflicients adjoints aux cocfficients «;;
(1, ] =1,2,3,4) par ap, ct b,, (myn =1,2,3), ct posons

S = 4.

Alors on reconnait aisément le théoréme :

IV, Les formules établies aux théorémes 1, 11, 111, subsistend
encore, si on remplace

7t
Ay Gy VZIRYY) A, q,,, B’ by €, €ij3 lijo Lij’ I

respecticemcut par

i ' ) Ve 1 - . ’
AY, Aoy Pi's PR35 Xy auny Boy by S, ¢ijy Uijy Lijy ©o
Les quantités ¢, & ;;, & découlent des quantités ;;, L, T par la
substitution de ¢;; au licu de ¢;;.
Ainsi tous les problemes auxquels conduisent les équations diffé-
renticlles

d oF w OC w OF
' o = Py T o M P
\ dt dpjf P} P;
ou
1,2,3 3 ;113
— V) gtV it oV w1 HE iy =2
26_2’"‘”1)»:[}" — ¥y — 2wy 2 tha Py = s, 2 s Poa Pu + € )
m,n h=1" ' nyn

(V=0’I’2a"')

m
vy’ caractérisées au théoréme IV, si I'on y détermine encore les quan-

lités u, v, G, c;jy amay bma par les données des équations différenticlles.

sont résolus complétement par les expressions des éléments a;,,, pi,
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SECONDE PARTIE.

6. Probleme de la rotation de n corps liés Uun é Uautre. Equa-
tions différenticlles. — Lcs nouvelles expressions ¢tablies dans le
théorémne 1 comprennent, comme cas spéeial, la solution du pro-
bléme qui consiste i trouver la rotation de n corps solides dont 1'un
tourne autour d'un point fixe et les aulres # — 1 corps de révolution
aulonr d’axes lixés au premier corps, soil qu’ancune force accélératrice
ne les sollicite, soit que le point fixe coincide avee le centre de gravité
et que la pesanteur agisse scule (*).

Alin d’¢tablir les équations différenticlles de ce probléme, suppo-
sons d'abord Pargument v conslant ct posons

v=n(l—1,),

m,= m,dl, ldt =1;;.
Iin ce cas, il suit du théoréme 1

""'_ﬁl‘ n
(9) G — e( " c,v)

(s=o,1,2,3).
PPosons cncore

P, =pdl, Pa=qdt, P =rdi, e, = dl,

(10) .
ly=a, lns=p’ ]3i=(7 l,,=c.
el soumetlons les cocfficients /;; aux conditions
W) {13:=1;?=o, li=li=o, ILi=Li=o,
1= A, I11=B, =C,

(') Les conditions de ce probléme se trouvent réalisées dans 'appareil connu
sous le nom de gyroscope de Bohnenberger-Foucault,
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ou aux conditions

(V)

;' l,3=0, l,, = o, l,,=o,
L1

||=Aa lu=B’ l:m:C-a

ou %, B, v, 2, A, B, C désignent des constantes.
Alors j'obticns les relations caractéristiques (4) dans les deux
formes différentes

‘ — €8, ay, = Ap +a(ap + Bg +yr — is,,0),
(W) —i€8,ay,=Bqg +8(ap +Bg +vr--idyw),
! — (€8, ,ay,= Cr + y(ap +Bg +yr—i3,v)
ou
—i€ay, = Ap — iav,
(Vt) _iﬁa::szq “'i:‘vv

| —i€a,, = Cr - iy,
de sorte que les équations diftérentielles deviennent

d ] . ‘
A(—{ZJ =B -Cygr—C€f@r—vgq),

R . et~

(W) BY = (C —A)yrp —€(yp —ar),
‘d.
C% =(A=B)pg—€(ag —~Bp)
ou

d ) . . d;

\" =B = C)gr—iv(Br—yg) +iaZ

r ol - . o de
(V) « B }/{‘=((‘ —A)lp—u‘(yp—-a;-)-;.-gpm.,

. dr

. ) o oy S
G (A= g — o = 9+ 1y

Les relations qui existent entre les intégrales de ces équations diffé-

Journ. de Math. (5* série), tome V. — Fasc. I, 18y). 22
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renticlles prennent la forme

ap+Bg+yr—id,v=—¢, )
(W) ’ (Ap--€a)*+ (Bg - €B)*+ (Cr— €y)*= - 3},&,
) (Ap-—-€a)a,, + (Bg—€B)a,, + (Cr—€y)a,,=— i€:,,.
ApP+ B+ Cri=—€*
o ap+B8qg+yr—id,e,=—¢,
A \ (Ap —iaey)* + (Bg — iBe,) + (Cr—iye,)? = - €2,

(Ap = taey)a,, +(Bg - iBe)ay, +(Cr —iyo)a,, =—1€,
Ap*+ Bg*+ Cr?+8,,¢* + 2i€e =0,

Supposons maintenant, dans le cas de deux corps, que A, B, C
désignent les quotients des principaux moments d’inertie du systéme
ct du moment d’inertie du deuxiéme corps, et a, 3, ¥ les cosinus direc-
teurs de I'axe autour duquel le deuxiéme corps tourne. Si 'on rem-
place «, 8, y par a, &, a,, € par -~ w et — ig,,v par :%8, en désignant
v t

N

par ¢ langle qui détermine la position instantanée de ce corps, les
¢quations  différenticlles (€W,) deviennent identiques & celles ue
M. Wangerin (') a élablics.

Delautre coté, si 'on remplace -~ ¢ par w, en désignant maintenant
par @ la vitesse angulaire du deuxitme corps, les équations (V,) de-
viennent celles dues & M. Volterra (?).

Dans le cas général de 22 corpsliés Pun it Pautre de la maniére indiquée
ci-dessus, on peut généraliser aisément I'interprétation mécanique des-
dits coefficients.

7. Détermination des constantes a Uaide des équations différen-
tielles. — Je vais déterminer les coefficients ¢;; ¢l les (uantités

(1) Ueber die Rotation mit einander verbundencr Kirper (Univers. Schr,
Halle, 1889, p. 17, 18). Je dois un exemplaire de ce Mémoire rare i la hienveil-
lance de M. E. Lampe. — Voir aussi I>. Serr, Diss. Bonn, 18go.

(*) Swlla rotasione diun corpo in cul esistono sistemi policiclici ( Ann. di
Mat., . XXIV, p. 37). — Voir aussi Aeté di Torino, t. XXX.
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TV TV Y R
U0 e =y My My, g,y par A, B, C, a, B, v, 24, ainsi que la

fonction (1 et I'argument u comme fonction de ¢. Voici les caleuls :
Entre les coeflicients 4;; el ¢;; existent les relations (5), dont il suit

Sy

oy == lnfuj"" lm‘z/'*‘lm‘:u"‘" lufij

<
2= luflj"' lﬂ"uj'*' lﬂ:l‘:lj+ I:M‘.'.j

my, J =3,
oy my =, ) )

= Ly, €+ l:mf':j‘*" lnz‘:«j"" I:Htij
J

S

", =y 8y g Caj L€+ lise,j

Dans le cas caractéris¢ par (W), elles prennent la forme

b €y B
¢a“ AL = I\r|j - l€¢“ ":‘L
lllj J
N €y N
tfl‘” Hlj/ = lgfaj — lto‘i -_ll-I,
(W) ‘
€2, 2 = Cryj — i€8,, v ¥
Par i, T ) (mjj’

. ~ l"j ~ N o N . .
— i€ay, n, = -"u(aflj‘*“p‘:j'f'Y‘aj"' Siisj)3
dans le cas caractérisé par (V), Pautre forme

¢,
@ LY - f\“./ -+ a‘.g,,

iy

3/ __ Ry e
Cﬁ.‘/ == B‘aj +|3|"j7

@—L = (Afu;‘, +1‘51'

. [ 1% \ N
— Q.",Bié R VRN IR R T TSN SR

La vésolution de ces systémes d’équations linéaires conduit o I'équa-
tion biquadralique

(11) M(A)=o, 7\=m;',
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oli, dans le premier cas,

A—@Sul 0 0 —i€an !

wol o B—€&, o —igpn |
| o 0 C—€3, N —i€yr

L fae 2n3 Sy Sn+i€

dans I'autre cas ('),

! A—=CA (o) 0

\(l _ é 0 B — c)\ (4] 3 :'
| o o C-—-€xr v
i 2 8 v 2y, + 1€ |

Les racines de ces équations biquadratiques fournissent les valcurs
de m,, m,, m;, m,. Si Fon désigne encore les mineurs de troisiéme
ordre du déterminant M par M;;, on a
M,

. ) My
([2) e Msz’

d'oi les coeflicients adjoints a,,, ct b, sc déterminent & l'aide des
équations (1).

Aprés avoir trouve les valeurs de my, m,, my,, m,, on tire du théo-
reme T les égalités

m, = n(i’-% +d log(i),
1

g
m, == n (;:—‘ +d logG),
m, ==n (3'— -+ leg‘G),
oy v
qv
m, = ”(}T -+ dlogG),

('Y Voir Vouterna, Sul moto di un sistema nel quale susistono moti interni
stastonari (A di Torino, 1. \XX),
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(jui, an moyen de relations connues ('), conduisent aux équations

ne Iv3v
sty S,VJ‘,V’

m,— m,=

nzy Ivi,v
- ’
t38 T,V

lngg_ m‘ =

- m. = ney fv?‘_,
! 1T geg VIV

\'ll,l.',l::l,:z,.'i

glmp—mg) (my—my) n Pv 3 .
—_—— o e — e I '_)" ) 1 3
eps(My,— my) Ey€Est; T VIV I,V ’ 3 . ‘

4

d’o1 il suit
\ (8,0, V. Ie, T,V ie,F, V. OV
(1d) - Yoo 2 2
| =(my—m)*:(my—m,)":(m,—m,) (

=,,(m,, my;) (m,—-m/,)).
se(my— my)

Il reste enfin & déterminer la constante n. Des équations élablies
ci-dessus

on ohtient (*), en profitant d’une relation connue,

(14) e = g e (my — my ) (Mg — m,),
ou d'apres (W)
— L €31
m= 5= (l + /a‘“
. _'3.! Cie
M= B (l+,§‘n>
m,= Du L4 iy 52
T G i {‘:;a ’
i€,

m,=-— ’
v 20y gy = Y ay -+ O30y

(") Voir WriersTrAss-Scawarz, Formeln und Lehrsdtse sum Gebrauche der
elliptischen Functionen, p. 29; et F. Caspary, loc. cit., p. 393. 3oti.
(?) Voir VoLTRRRA, loc. cit.
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d'aprés (V)

m, = Lo
L :\f“—f-ﬁfs.
[ 43
m, == —2
Beyy+Breyy
(' 3
""3:_' _‘__13___,
Gy 4+t
ny, == iCe
v 28y, b B0y, - Y5y Gy €y
. Généralisation du pro ¢. — Le probléme de rotation que
8. Géndralisation du bléme Le probléme de rotation qu

je viens de traiter peut étre généralisé de la maniére suivante : Soient
nn corps et les n — 1 corps correspondants définis plus haut (p. 168);
je considére dans chacun de ces 1 — 1 corps une série de i corps de
révolution tels que chacun de ees m corps tourne autour d’un axe fixe
au corps qui le précide. Les expressions des éléments du systéme
orthogonal qui détermine le mouvement de ce systéme dynamique
déconlent immeédiatement du théoréme IV, si Pon v choisit encore
convenablement les quantités u, v, (5 ¢y apuy by par la méthode
employée dans le numéro 7.

Ce systeme dynamique appartient a ceux que H. von Helmholtz a
appelés sysiemes polyeyeliques.,



