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Nouvelles expressions des cléments d'un système orthogonal 

par les fonctions sigma d'un seul argument et leur applica-

tion à la rotation de corps solides liés l'un à l'autre; 

Var M. E. JAHNKE. 

Dans un Mémoire, couronné par l'Académie des Sciences, Mme de 
Kovvalcvsky a ramené aux quadratures un nouveau cas important du 
problème de la rotation d'un corps solide pesant autour d'un point 
fixe. Dès lors, l'attention des géomètres les plus distingués s'est diri-
gée vers d'autres cas du même problème. 

M«»e de Kovvalcvsky a réussi à exprimer, au moyen des fondions 
bypcrclliptiques de deux arguments, les trois composantes de la vitesse 
de rotation suivant les axes rectangulaires fixes, et trois des neuf 
cosinus directeurs. Cependant, à cause des difficultés du calcul, elle 
s'est dispensée de représenter les six autres cosinus et les trois compo-
santes de rotation suivant les axes mobiles. C'est M. F. Kôltcr qui a 
comblé les lacunes laissées par M™" de Kovvalcvsky. 

De plus, M. A. Wangcrin et, quelques années plus lard, M. Y. 
Vol terra ont traité un cas très intéressant et important de la rotation 
de corps solides liés l'un à l'autre. M. AVangerin a montré que ce cas 
se ramène aux quadratures, et M. Vol terra a représenté, au moyen 
des fonctions sigma de Wcierstrass, les trois composantes de rolalién 
suivant les axes mobiles, et trois des neuf cosinus directeurs, mais 
les expressions définitives des six autres cosinus directeurs et 
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des (rois composâmes de rotation suivant les axes lives manquent 
encore. 

Dans ce Mémoire je m'occupe du même problème pour en donner 
la solution complète. En même temps je ferai voir qu'on peut obtenir 
Ions les éléments dudit problème d'un seul coup et presque sans aucun 
calcul, de sorte que la solution en parait être réduite à un haut degré 
de simplicité et d'élégance. 

Dans ce but, j'ai adopté une méthode toute différente de celle qu'oui 
employée M,,,e de Kowalcvsky et MM. F. ko Iter, Λ. Wangcrin, 
V. Vollcrra, \V. Stcklolf, Λ. Ljapunofl'clU. Liouville. Ces géomètres 
ont pris pour point de départ les principes de la Mécanique afin d'en 
déduire les équations différentielles, et en ont cherché les intégrales 
par des raisonnements ingénieux. La nouvelle méthode, due à M. F. 
Caspary, sépare nettement la partie analytique de la solution de celle 
qui appartient à la Mécanique, et elle est fondée sur un théorème ana-
lytique très général découvert par M. F. Caspary. Ce théorème lie les 
neuf cosinus a

mn
 d'un système orthogonal et les six quantités 

/'/, — — (<t>\kdit\r-¥· ii.ikdci2i~1r α3/,(ΙαΛΐ) j 1 J j 

»'/, = «ai (ldi\ ■+· a^ditii-*- α^ιία^ j 3, C
 2

 ^ 

(pie M. F. Caspary a appelé les quinze cléments d'un système ortho-
gonal, aux fonctions thé la d'un nombre quelconque d'arguments. Les 
expressions des éléments d'un système orthogonal par les fonctions 
thêta se déduisent d'identités algébriques au moyeu des transforma-
tions du second degré. Elles satisfont à certaines équations, tantôt 
algébriques, tantôt différentielles. Les unes se présentent dans les 
problèmes de la Mécanique dont on cherche les intégrales, tandis que 
les autres fournissent les relations algébriques par lesquelles ces inté-
grales sont liées entre elles; les unes et les autres renferment encore 
des arguments et des fonctions quelconques qui se déterminent par les 
données de la question proposée. 

Four illustrer sa méthode, M. F. Caspary en a donné deux applica-
tions : l'une relative au problème de la rotation d'un corps solide, 
où il retrouve les résultats dus à Jacobi, Lollncr, Dumas, Hal-
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phcn et à MM. Hermite, Darboux et Iless; l'autre relative au mou-
vement d'un corps solide dans un liquide, où il obtient les résultais de 
M. II. Weber. 

En adoptant cette méthode féconde, j'en ai donné d'autres applica-
tions. On sait que M. F. Kotter a établi un système orthogonal dont 
découlent les solutions de divers problèmes de la Mécanique. Ce 
géomètre exprime, au moyen des fonctions thêta de deux arguments, 
les neuf cosinus directeurs et les trois composantes de rotation suivant 
les axes fixes. Il manque seulement les expressions définitives des trois 
composantes de rotation suivant les axes du système mobile. J'ai 
déduit tous les éléments de ce système orthogonal, dans un Mémoire 
inséré au Tome CXIX du Journal de M. L. Fuchs et dont cet illustre 
géomètre a bien voulu présenter un résumé à l'Académie des Sciences 
de Berlin. 

lin poursuivant ces recherches, j'ai été conduit à généraliser la 
notion usuelle de composition en composant un système ortho-
gonal (A) avec quatre systèmes orthogonaux (5t)» (t&), (C), (E), 
dont les deux (51), (îî) sont adjoints au système (C). Ce nouveau 
système, que j'ai eu l'honneur de communiquer récemment à l'Aca-
démie, joue un role important dans l'étude des problèmes de Dyna-
mique. En eiTet, c'est de ce résultat que découle, comme conséquence 
immédiate, une généralisation de ce célèbre théorème de Jacobi qui 
permet de décomposer le mouvement d'un corps grave de révolution, 
suspendu par un point de son axe, en deux mouvements à la Poinsot. 
De l'autre coté, si on laisse le système (E) quelconque et que l'on 
exprime les éléments des trois autres systèmes (51), (15), (C) parles 
fonctions Lhèla de deux arguments, on retrouve le système découvert 
par M. F. Kotter. En supposant, au contraire, les coefficients du sys-
tème (C) et, par conséquent, des systèmes (Jjl) et (jD) constants, et 
en représentant les éléments du système (E) par les fonctions thêta, 
on obt ient de nouveaux systèmes orthogonaux qui renferment les solu-
tions de nouveaux problèmes de Dynamique. Particulièrement, en 
introduisant les fonctions sigma de Weierstrass, on parvient à ré-
soudre le problème de la rotation de corps solides liés l'un à l'autre, 
dans le cas traité par MM. Wangerin et Volterra. 
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Le présent Mémoire se divise en deux parties, partie analytique cl 
partie dynamique. 

Dans la partie analytique, j'exprime identiquement les quinze élé-
ments d'un système orthogonal par les éléments de quatre systèmes 
orthogonaux, et je déduis de ces identités, au moyen des résultats dus 
à M. F. Gaspary, le théorème I qui lie d'une façon nouvelle les 
éléments d'un système orthogonal aux fonctions sigma (n° 1). 

Puis j'en lire les relations caractéristiques et les équations différen-
tielles de premier ordre qui existent entre les éléments de ce système 
orthogonal. Fn introduisant une fonction quadratique Τ qui s'exprime 
dans deux formes différentes, je réduis, dans le théorème II, les équa-
tions différentielles à une forme très simple qui se présente, d'ailleurs, 
dans une classe très étendue de problèmes de Mécanique (n° 2). 

Le théorème III donne les relations qui lient les intégrales de ces 
équations différentielles (n° 5). 

Il est évident qu'il existe encore bien d'autres équations différen-
tielles. Je signale parmi elles les équations aux dérivées partielles ayant 
la forme de celles qui se présentent aussi dans la rotation d'un corps 
solide pesant autour d'un point lixc et dans le mouvement d'un corps 
solide dans un liquide (n° 4). 

Dans la partie dynamique, les deux formes que j'ai données à la 
fonction Τ rue conduisent à soumettre les coefficients qui entrent dans 
les expressions du théorème 1 à deux systèmes différents de conditions. 
Ainsi j'arrive aux deux formes des équations différentielles appartenant 
au problème mentionné ci-dessus de trouver le mouvement de η corps 
solides pesants dont l'un tourne autour de son centre de gravité et les 
autres η — ι corps de révolution autour d'axes fixés au premier 
corps. De plus, lesdites équations de condition donnent naissance à 
deux expressions différentes de la force vive Τ qui sont identiques à 
celles que l'on doit à MM. Wangerin et Volterra ( n°6). 

Afin que les expressions établies dans le théorème I fournissent, 
comme cas spécial, la solution complète dudit problème de rotation, 
je détermine encore par les données des équations différentielles les 
quantités quelconques qui y entrent (n° 7). 

Toutes les formules que j'ai données dans les théorèmes I, II, III 
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peuvent être généralisées de façon à obtenir la solution d'un pro-
blème de rotation plus général 8). 

PREMIÈRE PARTIE. 

1. Theorem/1 relatif aux fonctions sigma. — Soient 
c,7(ij = i, 2, 3,4) les coefficients du système orthogonal (C) liés 
entre eux par les relations 

f/ l <7 I -+■ tit f/a "+" f<9 tj9 ■+" iy i = ° j 

tu'^iy "t~ fw'Dy== Ο I (i3j ; i 

c2i«à + ·+■ <■„ = « 1 
(i, -+- ci, ·+· ci, "+" r= C I 

et rt„
4W

, li
w

(/»^«;/«,« = i,a,3) ceux des systèmes orthogonaux 
(Jt), (Φ), liés entre eux par les relations analogues. 

Désignons par 
tjj — fr/ffy-crj csi 

les mineurs de deuxième ordre du déterminant | c
/7

 | et posons 

( ca
lA
=

(
;;- cj;, cb

<A
=

(
;; + c- j 

(i) J <c«IA=cil — «Ί!. 0^ = 3! + »;!!/ (A = ι,a,S). 
(i) J <c«IA=cil — «Ί!. 0^ = 3! + »;!!/ (A = ι,a,S). 

.l'ai appelé les systèmes (.31) et (IB) adjoints au système 

(«)('). 

(') Dans le Mémoire Ueber einen Zusammenhang avise heu de η Ε le me η ten 
orthogonaler Neuner-und Sechzehnersy sterne ( Journal fur die reine utut 
angew. Math., t. CXVlll, p. 225, a3o). 
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Soient, de plus, e
m

,
t
(rn φ η ;/;/,/* — Ι, 2, 3), 

p*(*) = — (''us<k'«/4- f'
2
*tlr

ai
-h e.,

h
de.

x

j) | /«,/·,/= 1, 2, 3 | 

<"/,('') = <Jk\d('/t 4- ('k-A('n 4- ('k.\de
n

 J 3, r,2 J 

les quinze éléments du système orthogonal (K). 
D'après un théorème que j'ai établi antérieurement (Comptes ren-

dus, l. CYYVl, p. IOI3-IOI6; voir aussi le Journal de M. L. Kuchs, 
I. C\IY, p. 240), un nouveau système orthogonal (Λ) peut être com-
posé des quatre systèmes orthogonaux (A), (fï), (C), (K), dont les 
deux, (A) cl (lU), sont adjoints au système (C). lin supposant les 
coefficients ί/y cl, par conséquent, les coefficients α

ιηη
 cl b,„„ 

constants, les éléments du nouveau système orthogonal s'ohlienncnl 
de la manière suivante : 

Ι Λ (#,λ+ ia>h)— Ε A -+- ie.
i
,)û/,, 4-(V

)2
 4- "?

22
)(i

/i2

 4-(e
ia

 -4- o'
2;
,)n

/(

.,|, 

l A(«,
a
- ia

i/t
)= K#[(c

n
 - fc

a
,)b

Al
-+-(c

la
- + /c2:,)M> 

Ι A Cl-ih — E(('
;
,, fA t 4~ Oc.» 4~ e.C/

(
.1 ί C

A
, 

) A = «K(e
;H

c
H

 4- e
32

c,
2
 4- e

;
,

;
,r

4:J
 -i c11); 

(Λ) \ 
A Pu- Ε[/>, (e)ΓΑ, 4- /Ja(cJOta 4- ρ, ( r)(

/i3
 - /r

:t
 (>) (/|, ], 

A e, = ί E|/;, (c)î,, 4- p.,(r)u > 4- M'')C
U
 - A":, (c)f u |, 

A(e,4- iv
3
)~ EA[c,(c)4- â-

2
(e)|, 

1 A(c, — m
3
) = E#[c,(c)— iV

3
(e)l, 

où 
c = A», 

et les facteurs Ε, A, Ifl relatifs aux coefficients e
ltun

 n
/w//

, b
/Jt/

, jouent le 
mèine rôle que le facteur A relatif aux coefficients a.

mn
. 

Or, M. F. Caspary(')a représenté les quinze éléments d'un sys-
tème orthogonal par les fonctions sigma de Wcicrslrass. Si l'on rem-

(') Joitrn. de Math., 4" série, t. VI, p. 3-6. ("est M. Caspary <ριΐ a établi le 
premier lesdites expressions en représentant les quinze éléments au moyen de 
quatre paramètres quelconques. 
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place les éléments du système orthogonal (K) par ces expressions, on 
obtient le théorème : 

I. Soient u cl ν deux arguments quelconques; soient G une 
fonction quelconque et i=\J—t. Soient x,j(i,j = i, 2, 3, 4) lw 
seize coefficients constants d'un système orthogonal et a,

nrt 
met b

mn
 ( ni

y
 u = i,2,3) respectivement les neuf coefficients des 

systèmes adjoints. Alors les fonctions sigma de Weierslrass sont 
liées aux éléments d'un système orthogonal de la manière sui-
vante : 

A(«,aH-ia
3h

)= - G Λ [Ε,ΒΛ,Ο'^Α -+-V)H- Ε^Β^ΙΙ + V) + Ε,^,Σ^ΙΙ + V)|, 

A(«,
a
- ia.

ih
)= — G-,U[8

1
B

A
,O'

)
(U - V)H-ΕΛ-,^ΙΙ - Ν)4- £

3
B

AÎ
3,

3
(U - v)J, 

ΛΑ,*= /(ε, C
A(

 <3*, UTF.V -h Ε.,ΊΑ^ΙΙΣ'.,Ν H- - C^TFURFV), 

A = — (ε,^,Ο',ΙΙΣ', Ν -4- Ε.,Ί,^ΙΙΣ'.,Ν -+- ε
3
 EMBUS';, Ν — Ε,,Σ'ΙΙΟ'ν); 

A ph= ε,/η,^,σ^^ν+ε^/^σνι^ν+ν^Λ»^"^-^oCA^utfv, 

A p
S
 = Ι[Ε, m, C

4
, UTF, Ν -+-ε

3
 m.j, .^aU^V-i- z,m

3
c

s ̂ UEVΝ—m „C ̂ EWV], 

A(p, -+- iv
2
) = G&a^u -+-\)d(u -h v), 

A(c, — iv2) = G~, ,|53'(U — Y)Î/(U — Y) 

(Λ = 1, 2,3), 

où 
m

t
 — af^d\i +■ d logG (s — ο, 1, a, 3), 

I I I 

' fe»— G\ fe\ — Ki 1 S'e\ — et^ei — <?3 * N^ï—e
3
\/e

3
—e, 

2. Relations caractéristiques. Équations différentielles. — Les 
expressions que je viens d'établir satisfont à des équations différen-
tielles de premier ordre. Afin de les déduire, je proiitc des relations 
caractéristiques qui existent entre les éléments du système ortho-
gonal (E) représentés au moyen des fonctions sigma, savoir (') 

pA(c) = - imhc,k, c
3
(c) = — imQ

 (Λ == 1,2,3). 

( ') Voir F. CASPARV, toc. cil., p. 378. 

Jour 11. de Math. (5« série), tome V. — Fasc. II, I8Y<J. 21 
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Or il suit du système (A) 

(2) , v( CK«jA = A(c,A«,i -+- ί3Λ«33 — 'C.»A ) /f 
( —/CL· = A(f,,a3l + f3<a3a-l· f,4a3:, —if,, / 

el 

CEjj*(«)= A(r,A/?,+ caA/>24- f3A/?3-/f,Ar3) ) 
CKr

3
(e)= A(c,,/>

1
4-c

2
,/)2-hi

3
,p

3
-îf,,e

3
) I 

La substilulion de ces expressions transforme lesdites relations 
caractéristiques en les suivantes : 

(4) /,\ ί ~ ι%α»Α= lh\P\ ·+· hîP'l + IhîP* — îlhk*·* ) /t ... 
( - € + '.ip, + ',ip3! 

où les coefiicienls l,j sont définis par les égalités 

(5) l,j: = ̂  + ίίώ» + 'iiiil - i'JiÙi = / (/ ; = ,,2. 3, 4). 

Posons, de plus, 

1,*.3 
(b) 2 Τ ~ ̂  l

mn
p

m
p„ 2 «V

3
 (/,

 4
 , -+- /

2
,/J

2
 H~ ^33/^3)7 

M, 1 

ou, en faisant usage de la dernière des relations (4) et en désignant 
par 

Ijj — l
r
il

s
j l

r
jl$î ( , i', ·? — '»2,3,4) 

les mineurs de deuxième ordre du déterminant symétrique | l
(j

 |, 

t,»,S 

(6') 2*,, Τ =^C>
W

/)
(I

+CI. 

m, η 
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Alors les relations (4) prennent la forme simple 

ι - ,·««,„= fi, 
NO 

I i€ = £. 

Si Ton substitue encore les valeurs de Τ et de dans les identités 
différentielles 

da·^ = Cl
3

/, pi d-ilPki 

on en tire le théorème : 

IL Les nouvelles expressions au moyen des fondions sigma 
établies au théorème I satisfont aux équations différentielles 

Ttàïl = P'àïl~,hW< (*>*,/ = ',Mi a, ·»,ι; .·»,!, a>. 

OÙ 
1.3,3 » / 1,2.3 

2T = 2 l'"»P'
n

P" ~ ^ ~~
 2

 Σ
 lh

 » P
h =

 TT,t ( Σ V'nPn + C2 ) . 
m, η h — I m, ii 

5. Relations entre les intégrales. — Je vais établir maintenant les 
relations qui lient les intégrales établies au théorème I. Kilos déroulent 
des identités algébriques 

a231 ^:pj ^àa ' ' a*,P< ~l~ l'a'iPi ~t" "aa/'a — r
3 

combinées au ν relations (4). Kn posant 

Lij i(ι ijι -+-1(2ij.ι-+- //3/y
;
i -+- /()ij, — L,,. ('?«/ — ' » 3, 4 )· 

ou, eu égard à la formule (a), 

(7) + ̂  + +c145/4/m 

on trouve le théorème : 

III. Les relations entre les intégrales des équations diffère n-
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lielles données au théorème II sont les suivantes : 

ι Pt l*tPi ~Ί~ ^u/hi iIaa^'z— 
ι, J, s 4 

L/w/i PmPn LjjCj 2 IP
8 H" A'3/^3) ̂ 0, 

m, η i= 1 

3 3 3 

EEPàhh&tk IkA^-Ak — ï'C, 
A = 1A = I λ = Ι 

1,13 

21 ^mnPmPn^" l\\V3 "+" 2lCe
3
 = <>. 

W,/l 

La quatrième relation peut être mise sous l'autre forme 

1.1,3 

S'I'iP-A+ï^"· 
W, Λ 

4. Equations aux dérivées partielles. — Le théorème I fail re-
connaître que les quantités rn v.j dépendent des deux variables u et v 
et sont des fonctions linéaires de efu et dx dont j'appellerai les coeffi-
cients e°, v\ ; P

a
, e

a
. Posons (') 

v{ = c'J du -+- v] dx, 
c

a
 = v\du 4- v\dx. 

On trouve immédiatement 

^ ± ± M ± «V;), 

e; ± iv\ = ± (e" ± fe
a
), 

en choisissant simultanément les signes supérieurs ou inférieurs, d'où 
il suit 

Λ = < 
p; = -«'p;. 

(*) Voir F. CASPAR Y, toc. cit., p. 377. 
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Alors les identités différentielles 

da.ih— - a
{h

i\ + aihv
{
 (h — I,2,3) 

conduisent aux équations aux dérivées partielles 

ddu \ 3' dv ik dv ) I 
> (/A, A', / = Ι, 2, 3 ; 2, 3, Ι ; 3, Ι, 2 ). 

dv \ 3' du 3A du J ) 

Ces équations ont la même forme que celles que l'on doit à M. F. 
Kôttcr (') et que j'ai généralisées dans un Mémoire présenté à Γ Aca-
démie des Sciences de Berlin (a). 

5. Généralisation (les théorèmes I, II, III. — La représentation 
des éléments d'un système orthogonal, établie en (A), et, par consé-
quent, toutes les formules qui en découlent, peuvent être généralisées: 
de la manière suivante. 

Lions au système orthogonal (A).un autre système orthogonal (A') 
par des relations analogues à celles qui lient le système (L) au sys-
tème (A) et qui sont données en (2) et (3), savoir 

C' Aa3hA'(r
l4

a'„ + t
aA

a'„ + Γ
ιΛ

α„ - u,4), 

- ÎCA = A'O; ,,β',,+ + C'„ Α;,- «,,) 
cl 

<C'\ph = A+ c^p, - (t'ai·;), 
ca .·,=Α'(»;, p\Î;,/>; - «,, «··; ) 

en posant 
AT' — _i— t } -U r'.a -(- è'À = t'2· -h f'2 -+- C2· -h f' "■ 

et en désignant par cj · (i, j = 1, 2, 3,4) les seize coefficients constants 

(') Silzungsber, der Berl. Ak., P. 811; 1895. — Journ, f. d. reine nnrt 
ongeiv. Math., t. CXYI, p. 226. 

(') Silzungsber. der Berl, Ak., p. 1029, io3o; 1896. — Journ. f. d. reine 
tind angew. Malh., t. CX1X, p. 25I, 252. 
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(Γιιη système orthogonal (C). La substitution de ces expressions 
change les relations (2) et (3) en les suivantes : 

£C'EΛ'[(«'),Λα'
3

, -f- -h («'>3Λ«!,3 -i(-c')h 

- iCC'E = A'4-(«')2M] 

et 

CC'EpA(e) - A'[(fC'),A^i ("')3AP:', - '(«OuiVl» 
CCKo, (c) = A'[(ce') 14p\ 4- (ce%

%
ρ'

Λ
 4- («%#, - i(cc%»vl, 

où 

(8 ) · (tt')ij —
 (

ij
(

'n +
 C

*J
(

/a
 f

3y
f

/3
 +

 · 

De la même manière, je lie au système (A') un troisième système' 
orthogonal (A"), au système (A") un quatrième système ortho-
gonal (A'"), et en continuant ce procédé je déduis les relations sui-
vantes : 

| £Etf3A = AiV)[c,aO;^ 4- "+~ °sAa':n — îi4A]> 
(" ' ( - ί'εΚ == AML,

t
<; 4-r

2
ta"1 4-c-,,<; - ic

44
|, 

et 

| sE/>4(e) = + c,*/»;1 + c,a/>Î' - «ViA' a'l· 

( I sEf,(e) = Av)[c,, p™ 4- C24py 4- CS4 jC - tC„ c; J 

(v=0, I, 2, ...), 
où 

«, — c,., 4- cia 4- c,·, 4- Ch — cu- 4- Cit 4- C;>( 4- Cu 

et 
ε = CCC"...CV). 

Les coefficients constants 

uj- (cfc".. .c(v%· (1,7 = i, 2, 3, 4) 
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s'obtiennent on composant, d'une manière déiinic par l'équation (8), 
le système orthogonal (<£C) au système orthogonal (C), le système 
(CC'C") au système (C") et, ainsi de suite, le système fCC... (£(ν"υ) 
au système (C(V;). 

Désignons, de plus, les coeflicicnts adjoints aux cocflieieulscij 
('»,7 = 'ι 2, 3,4 ) par &

mn
 et (m, η — ι, 2, 3), et posons 

ε = λ,ut. 

Alors on reconnaît aisément le théorème : 

IV. Les formules établies aux théorèmes I, II, III, subsistent 
encore, si Von remplace 

A,tt,
nn

, ρV/, | Λ, b/n/j» Œ, f/'y'î lij» D/y'j 1 

respectivement par 

^ Ρ h > 5 Ληιηΐ ^ ι cij'i ' ij ι ^ij) ^ · 

Les quantités f/y, .r ,y·, G découlent des quantités l
t
j, L,y, Τ /;î//· In 

substitution de c
t
j au lieu de C,-y. 

Ainsi tous les problèmes auxquels conduisent les équations diffé-
rentielles 

é é<s> ,V) Q(£ ,v, èts 
dt dp^ l dpy l * 0p'y/' ' 

OÙ 
1,1,} 3 / 1,1,3 

ae=2'~ P^PÎ - '* > C - ««<"2 '"Λ'= £(Σ P'Z Ρ· + ) 

(v = 0, 1,2, ...) 

sont résolus complètement par les expressions des éléments a*'
nf

 p% , 
pJJ' caractérisées au théorème IV, si l'on y détermine encore les quan-
tités u, v, G, et;, &inn) β/«Λ par les données des équations différentielles. 
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tf. Problème do la rotation de η corps liés l'un à Vautre. Equa-
tions différentielles. — Les nouvelles expressions établies dans le 
théorème I comprennent, comme cas spécial, la solution du pro-
blème qui consiste à trouver la rotation de η corps solides dont l'un 
tourne autour d'un point fixe et les autres η — ι corps de révolution 
autour d'axes lixés au premier corps, soiL qu'aucune force accélératrice 
ne les sollicite, soit que le point fixe coïncide avec le centre de gravité 
et que la pesanteur agisse seule ('). 

Alin d'établir les équations difl'érenliellcs de ce problème, suppo-
sons d'abord l'argument ν constant et posons 

ifz=n(t—/0), 
m

s
—m

t
dt, fudt — \

lj
. 

Κ11 ce cas, il suit du théorème I 

(9) (ρ) Ci = e " (s = ο, i, 2, 3 ). 

Posons encore 

p
t
 = ρ dl, Pi—q dt, ρ

Ά
 = rdt, c

;
, = e dl, 

(10) ln = α, la, = [5l, 13, = γ, L4 = o. 

et soumettons les coefficients aux conditions 

w
 (i;!=iiî=o, ι·ί=ι·:=ο, ι;:=ι=;=ο, 

( ; Ί I;:=A, I;;=B, I°;=c, 

(*) Les conditions de ce problème se trouvent réalisées dans l'appareil connu 
sous le nom de gyroscope de Uoltnenberger-Foucaull. 
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ou aux conditions 

1 la>—o, ls, — Ο, 11 a —0, 
( V ) 

! lu = A, l„= U, i
M
 = C, 

où α, β, γ, ê, A, 13, C désignent des constantes. 
Alors j'obtiens les relations caractéristiques (/|) dans les deux 

formes différentes 

/ — = Ap 4- α(α/> 4- $q 4- γ/· — io
iS

v), 
( W,) - ι€δ„α„ = Kq 4- β(α/; 4- 4-γ/* -is44v 

! — — Cr -h γ(α/> 4- $q 4-γ/· —idv) 
OU 

ί — /Ca3, = A/; — /a^, 

V1 ( V, ) J - / Ça,., = - i[U', 

! — = Cr — ιγ<>, 

de sorte que les équations différentielles deviennent 

I A|=(U-C)?/—C(pr-
TS

r), 

(W,) < U^=(C — A)?/) — C(y/> — αι·), 

' C s =(A-U)py — <£(«?-?/>) 

OU 

l Λ Λ = (U ~ c)î''_ ,V(P'· - Tî) + ««^'· 

O'.) < l! ',/| = (c - Λ)'Ρ - '••(γ/' - «Ό -+- '? si·· 

'
 c

 ̂  = (
A
 -

 l!)/'î - '''(*? - β/>) + Ύ -s'· 

Les relations qui existent entre les intégrales de ces équations diffé-
Journ. c/e Math, (â· série), tome V. — Kasc. II, i8tjy. '.12 
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rentiellcs prennent la forme 

1 ap 4- (3y 4- γ/' — f3.,,e -- — C, 

Λ J (Ap » Ca)3-+- (By - €β)- + (Cr - €γ)2 = - 3^«-, 
1 (Ap — Ca)fl

3l
 -4- (By — €β)α33 + (C/·— <£γ)α

3;
, — /Co.,», 

' A/>2 4- By3 4- C/·2 = — C3 
011 

1 «ρ-+-β7 + γ/·-i3.
n

r, = —C, 

(V3) (V ) ! (A^ "" ""'»)* +(By - (Cr-ίγν9)*— -C2, 
1 (A/> - «αΓ;,)a,, 4-(By - tj}r

3
)a

33
 4-(C/· — /γρ3)Λ33 — — /C, 

' A/i2 4- By3 4- C/,s 4- 0, ,p2 4- ai'Cf — o. 

Supposons maintenant, dans le cas de deux corps, que Λ, Β, (1 
désignent les quotients des principaux moments d'inertie du système 
et du moment d'inertie du deuxième corps, et α, β, γ les cosinus direc-
teurs de Taxe autour duquel le deuxième corps tourne. Si l'on rem-

place α, β, γ par a, a,, a3, C par - ω et — io
ss

v par en désignant 

par 0 l'angle qui determine la position instantanée de ce corps, les 
équations différentielles (W,) deviennent identiques à celles que 
M. Wangerin (1 ) a établies. 

De l'outre côté, si l'on remplace — e par ω, en désignant maintenant 
par ω la vitesse angulaire du deuxième corps, les équations ( V

a
) de-

viennent celles ducs à M. Voltcrra (a). 
Dans le cas général de η corps liés l'un à l'autre de la manière indiquée 

ci-dessus, on peut généraliser aisément l'interprétation mécanique des-
dits coefficients. 

7. Détermination des constantes à l'aide des équations différen-
tielles. — Je vais déterminer les coefficients C,y· et les quantités 

(') Ueber die Rotation mit einander verbundener Κϋ/'per ( Univers. Sc/ir. 
Halle, 1889, p. 17, 18). Je dois un exemplaire de ce Mémoire rare à la bienveil-
lance de M. E. Lampe. — Voir aussi P. SERF, Diss. Bonn, 1890. 

(*) S alla rotazione di un corpo in cui esistono sistemi policiclici ( Ann. di 
Mat., t. XXIV, p. 37). — Voir aussi Atti di Torino, t. XXX. 
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TV"' 7Y' ,n3' ,n° l,ap Λ' e* ?» γ' ®4η ainsi 11110 la 

fonction (j et l'argument u comme fonction de l. Voici les calculs : 
Rntre les coefficients l(j et existent les relations (a), dont il suit 

(C ̂  =— /||f|y-H Ziafiy H-l13 c12 + l31 c 

Cc21/m = H- /
a

;

,r
:t

> H- /
at

C
ty
 |

 3, 'l\ 

<£ ~ r- 4i Ly ·+■ 'aafay "+" 4a*:iy H" 4i<Yy ί " 

~ m~ ~~ '4| *«·/ "+" ^af*y ^eiLiy ■+* 

Dans le cas caractérisé par ( W), elles prennent la forme 

i C°4' ~ Ar" ~~ ^«1* ,7/"' 

i C°4' ~ Ar" ~~ ^«1* ,7/"' 
1 \V,) ' 

1 e3„-v=Cr ,,-<<£ô„Y^. 

'Co
4

, — C
4t

<aC,y-f- ΡCay -+- γι*:,; 4- S4,c2) 

dans le cas caractérisé par (V), l'autre forme* 

. €% =Ar,
y
 + «

v
, 

. €% =Ar,y + «v, 

,V'> ' 
| ® ^ T-^f»y + yc1ij 

— '*;£ " «'.y + $Uj + V*j+ *««'.y· 

La résolution de ces systèmes d'équations linéaires conduit à l'équa-
tion hiquadraliquc 

(11) Μ(λ) = ο, λ=ηι~·, 
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où, dans le premier cas, 

A — CS
44

X ο ο —/CaX ι 

ο Β —ο —/'C?a ! 
M = ο ο C—-(ίά,,λ — ϋ'<£γλ ί1 

i 5.
4
»α δη? δ

4
,γ £„-Η/€λ ; 

dans l'autre cas (1 ), 

| Λ — €λ ο ο α 

ί » Β-CX ο β ; 

M = 0 0 C-Ca y 

ι α β γ o,,-w'C\ j 

Les racines de ces équations biquadratiques fournissent les valeurs 
de m,, ηι

2
, m3, m

0
. Si Ton désigne encore les mineurs de troisième 

ordre du déterminant M par M
<7

, on a 

(12) cij/c44 = Mij/M44 

d'où les coefficients adjoints a,
ltll

 cl b
mn

 se déterminent à l'aide des 
équations (i). 

Après avoir trouvé les valeurs de m,, in2, m
;l

, m0, on lire du théo-
rème I les égalités 

m1 = n ιη* = η(^ +d log G), 

ιη
* =

 η
(^ +d log G), 

m< = n{^ H~d log G), 

ïn» = n(j7+ d log G), 

(') Voir VOLTF.HUA, Sut moin «ti tin sistema net quale susistono moti interni 
slazionari ( Attidi Torino, 1. \KX). 



APPLICATION DYNAMIQUE DES ÉLÉMENTS D'UN SYSTÈME ORTHOGONAL. 173 

qui, au moyen de relations connues ('), conduisent aux équations 

ιη2 — m, = nE1/t2z2 j v v1 v/ j2 v j3 

ιη2 — m, = nE1/t2z2 j v v1 v/ j2 v j3 

ιη2 — m, = nE1/t2z2 j v v1 v/ j2 v j3 
ι Λ, Λ, / = I, 2, 3 I 

ε/;(ιτΐ/,— ηΐχ) (m/— mA) _ _ η 4*ν _ J ·> 3 I * 

(ΓοιΊ il suit 

^ /ε, σ1, ν : ιε^ν : ιε,σ'.,ν : tfv 

(13)I =(m
t
- m,)' : (.η, - m, )< : (m, - m,)' : ( )'· 

Il reste enfin à déterminer la constante n. Des équations établies 
ci-dessus 

m, ί, ν m, ί,ν m, 3"!, ν ιηΛ
 3"'v 

η 3, ν η 3"
2
ν « 3",ν η 3 ν ' 

on obtient (2 ), en profitant d'une relation connue, 

(ι4) εΑ/ι2= εΑε,(πι
0
- mA)(mA- m,), 

où d'après (W4) 

1111 — ~k— l -r- 1-0. — ) > 

m
> = ίΗ'

4
"'^)· 

m'= ^(
Ι +

 '^:;)· 
m = —. ii s , *fuH- ρΓ,ν-+-γΓη-|- οiVf/··, 

(') VW/· WEIERSTRASS-SCIIWARZ, Formeln unci Lehrscitzc ζ uni (ieluauc/tc cfrr 
clliptischen Funclionen, p. 29; et F. CASPARY, loc. cit., p. 3p5. 3()(i. 

(*) Voir VOLTRRRA, loc. cit. 
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d'après ( V, ) 

ιη2 — m, = nE1/t2z2 j v v1 v/ j2 v j3 

ιη2 — m, = nE1/t2z2 j v 

ιη2 — m, = nE1/t2z2 j v 

ιη2 — m, = nE1/t2z2 j v v1 v/ j2 v j3 

8. Généralisa lion du problème. — Le problème de rotation que 
je viens de traiter peut être généralisé de la manière suivante : Soient 
un corps cl les η — ι corps correspondants délinis plus haut (p. i(>8); 
je considère dans chacun de ces η — ι corps une série de 111 corps de 
révolution tels que chacun de ces 111 corps tourne autour d'un axe fixé 
au corps qui le précède. Les expressions des éléments du système 
orthogonal qui détermine le mouvement de ce système dynamique 
découlent immédiatement du théorème IV, si Ton y choisit encore 
convenablement les quantités u, \, (à; 17/, λ,„„, par la méthode 
employée dans le numéro 7. 

Ce système dynamique appartient à ceux que II. von llehnholtz a 
appelés systèmespolycycliques. 


