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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

L'intégrale des forces vires en ΓΙtermodynamique ; 

PAR M. P. DLIIEM 

I. — Des systèmes qui admettent une intégrale des forces vives. 

Dans ce Travail, qui fait suite à notre Commentaire aux principes 
de la Thermodynamique (1 ) et à notre Mémoire intitulé : Théorie 
thermodynamique de la viscosité, du frottement et des faux équi-
libres chimiques (2), nous nous proposons d'étudier un système dont 
les diverses parties sont à des températures différentes. Pour simplifier 
les écritures nous supposerons qu'il existe seulement deux telles 
parties que nous désignerons par les indices J et 2, mais les dénion-

(l) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. Vlll, p. 269; 
189a; — t. IX, p. 298; 1893; — t. X, p. ao3; 1894. 

(') Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bor-
deaux, 5* série, t. Il; 1896. Paris (A. Hermann), 1896. 
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s ira lions que nous ferons seront tout à fait indépendantes du nombre 
de ces parties. 

La partie ι aura une température absolue T, ; elle sera, en outre, 
définie par les variables normales α,, β,, ..., λ,; nous admettrons, 
comme nous l'avons toujours fait en des questions de ce genre, que 
si T, varie seul, α,, β,, ..., λ, gardant des valeurs invariables, les 
divers cléments matériels qui composent la partie ι demeurent immo-
biles. 

La partie 2 sera définie, également, par la température T
a
 et les 

variables normales α„ β
2

, ..., λ
3

. 
Entre ces deux parties, nous supposerons l'existence de k liaisons 

bilatérales 

M; o«
4
 ... 4- ρ; ολ, + M; -κ.. + P.; sx

a
= 

β···#··········*·# m » φ Φ Φ s , 

Μ*οα, ■+·... + Ρ*8λ, -f- MJ 4-... 4- Ρ J ολ
2
 = ο, 

les coefficients ..., P-J, M^, .... étant des fonctions des va-
riables α,, ..., λ,, α,, ..., Xa, mais point de Τ,, T

2
. 

Le potentiel thermodynamique interne du système est de la forme 

00 
.f — (e«» βι» · · ·» Χ»» T,) -h .Τ

2
(α

2
, β3? ..., λ2

, Γ;,) 

4- ΕΨ(«„ β,, ..., λ,, «2, β
2

, ..., λ
2
), 

étant le potentiel thermodynamique interne de la partie 1, consi-
dérée isolément; 

.t
2
 étant le potentiel thermodynamique interne de la parlie 2, consi-
dérée isolément; 

Ε Ψ étant le potentiel des actions mutuelles des corps 1 et 2. 

Entre les vitesses α',, β',, ..., λ',, «
3

, β'
4
, ..., λ',, les conditions (ι) 

donnent les k relations 

(3) 

M]a', 4-...4-PJV, 4- M*«^4-...4- PJX'
a
 = o, 

φφφφφφφφφ4φφ*··φφφφ·φβ·φ»·φφφφφφφ0φφφφφ,φ,φ,1 

ΜΧ -t-,..-+-P{ X; -r M; «;+... + Ρ»Λ„ ,.· 
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Supposons le système dénué de toute viscosité et de tout frotte-
ment ; nous aurons alors, pour équations du mouvement du sys-
tème ('), 

(4) 

A

· -
 + EV-T)- | G + Π'Μ! +... + 

· · · · » 

L, - l-(j, + ΒΨ - ·) - + n«p; +...+ ΠΗ'ί = Ο, 

({Ois) 

Λ,-£(*,+κν-·)-ζ£+η'Μΐ+...+π>Μ',=ο, 

L,-£('.+εψ-·)-£ g + π· Ρ; +...+ Π*Ρ*=Ο. 

Dans ces équations : 

it est la force vive du système; 
A,, L, sont les actions que les corps étrangers exercent sur le 

corps ι ; 
Λ„ L, sont les actions que les corps étrangers exercent sur le 

corps 2 ; 
enfin II', IP, ..ΠΑ sont des quantités qui dépendent de 

2
(
, . . Λ|, 1 |, α

2
, . . λ;,, Tj, 

' \f 9 *A 9 α,, ..A,, aa, ..Aa, 

mais point (J) des quantités 

f *\tr ir 
αι> ·· ·» · ··» a· 

Le nombre des équations du mouvement (3), (4), (4 bis) <'sl 

(l) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 11e Partie, Cha-
pitre III, n° 7 ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, série, t. \. 
p. «55; 1894). 

Ο Pour la démonstration de ce point, voir Théorie thermodynamique de la 
viscosité, du frottement et des faux équilibres chimiques, lr" Partie, Cha-
pitre 1, § k. 
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(n
t
 -t- /ia4- /1), en désignant par n

t
 le nombre des variables nor-

males α,, β,,..., λ, et par //
3
 le nombre des variables normales a

3
, 

jij, ..., λ3. 
D'autre pari, nous avons à déterminer, en fonctions du temps /, 

les (Λ, -h 1) variables «,, β,, ..., λ,, Τ, ; 
les («,+ ι) variables «3, β3, ..., λ3, Τ3

; 
les A' variables auxiliaires Π,, 1I3, ..., II/. 

Soit, en tout, (/*, -+- n2 ■+· A* -+· 2) variables. 
D'nii la proposition suivante: 

Lr nombre des équations que la Thermodynamique fournil pour 
déterminer le mouvement d'un système, est inférieur au nombre 
de variables à déterminer iP autant d'unités qu'il y a, dans le 
système, de parties susceptibles d'être portées à des températures 

rentes. 
Pour compléter la mise en équations du problème dynamique, 

il faudra emprunter à des hypothèses étrangères à la Thermody-
namique un nombre de relations supplémentaires égal au nombre 
de ees parties. 

Soient 

<-») 0, — Ο, 0
3
 = Ο 

ces relations supplémentaires. 
Multiplions respectivement les deux membres des équations (.{} par 

α',, β',, ..., λ', cl les deux membres des équations (/f bis) par oc
3

, 
β'., ..., X'

a
. Ajoutons membre à membre les résultats obtenus en 

tenant compte des égalités (3). Nous trouvons 

A,ΛIjjA,-}- A
3

oc.j-j- L3A
a 

_ (drt3 + ..+ dt('} \ @ {|~\ #+ .. + ) E_ =o ?KT 

Supposons que les actions exercées sur le système par les corps 
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étrangers à ce système dépendent d'un potentiel 

Ω(&,,...,λ,, Λ
2

, ..., λ
2
). 

L'égalité précédente deviendra 

(6) # 5_ 8} ^\` |é "' /.?>> & _=6è(!ù*$ 

Pour que cette relation ((>) fournisse immédiatement une inté-
grale première (INTÉGRALE DES FORCES VIVES) des équations du 
second ordre (4) et ( \ bis), il faut et il suffit que V expression 

^Tdt-_ +dt Tb,;:¤="é 

représente, soit d'elle-même, soit en vertu des équations supplé-
mentaires (5), la différentielle totale d'une fonction de a,, ..., λ,, 
a,, ..., λ

2
, T,,T

3
. 

II. — Des systèmes classiques. 

La fonction ne dépend que des variables α,, β,, ..., λ,, Τ,; la 
fonction ne dépend que des variables α

2
, β2, ..., λ

3
, T

2
; pour que 

l'expression 

dT _ +1 edT v8-}@ 

ô ̂  soit, par elle-même, une différentielle totale, il faut et il suffit que ̂  

soit une fonction de la seule variable T, et que ̂  soit une fonction 

de la seule variable T2. Donc : 

Pour qu'un système, soumis à des actions extérieures qui dé-
rivent d'un potentiel, admette une intégrale des forces vives, quelle 
que soit la forme des relations supplémentaires, il faut et il suffit 

Journ. de Math. (5* série), tome IV· — Faso. I, ISYS. 2 
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que l'on ait 

(7> 
*,(α

η
 ...,λ,,Τ,) = CJ,(T(

)-H Εψ,(α„ ...,λ,). 

'^a(a a» · · ·» λ
2

, T
8
) — (j a (T'a) 4" Εψ

2
(α

2
, ..., λ

2
 ). 

Nous donnerons le nom de systèmes classiques aux systèmes pour 
lesquels les égalités (-) sont vérifiées, et qui sont dénués de toute 
viscosité et de tout frottement. 

Donnons un exemple de semblables systèmes; cet exemple justi-
fiera hi dénomination de systèmes classiques que nous leur avons 
attribuée. 

Imaginons un nombre quelconque de corps c,, c'
t
, c

ti
 ..., tous à la 

même température, variable d'un instant à l'autre, T,. Supposons que 
chacun de ces corps soit un solide invariable, d'état invariable, sauf la 
température; le potentiel thermodynamique interne de chacun d'eux 
est une fonction de la température seule; désignons par ¤@^\`[ 

rn(Ti)? eiOYb ... les potentiels thermodynamiques internes des 
corps c,, c\, c"r 

Pour former le système partiel i, prenons les corps c,, r',, e'\
y
 ... et 

laissons-les indépendants les uns des autres, ou bien unissons-les par 
des liaisons bilatérales sans viscosité ni frottement. Le système par-
tiel ι sera alors un système sans viscosité ni frottement. Si nous dési-
gnons para,, β,, ..., λ, les variables indépendantes qui fixent la 
position relative des corps c,, c'|t c"

tJ
 ..., le potentiel thermodyna-

mique interne du système partiel ι sera 

2(éX}^[ |, T =1 

= «·.(!,)+ i?'.(T>)+irXTi )+···+ Εψ,Ο.-Ρ À,). 

Εψ,(α
η
 β,,..., λ,) étant le potentiel des actions mutuelles des corpse,, 

/ η 
c„e,,.... 

Ce potentiel thermodynamique interne a la forme présentée en la 
première égalité (7). 

Formons d'une manière analogue les systèmes partiels 2, ... et lais-
sons-les indépendants les uns des autres, ou bien associons-les par des 
liaisons bilatérales sans viscosité ni frottement; nous obtiendrons un 
système classique. 
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Kl l'on voit, en effet, qu'un tel système, ou Ton peut attribuer aux 
corpse,, e\, c\, ... (les dimensions très petites telles que celles que 
certaines lîcolcs attribuent aux molécules, constitue bien le type gé-
néral des systèmes que l'on considérait en Mécanique avant l'époque 
récente où la Thermodynamique est venue élargir le champ de cette 
Science. 

Examinons les propriétés que la Thermodynamique attribue à ces 
systèmes classiques; cet examen sera d'importance, car il nous rensei-
gnera sur les liens qui unissent l'ancienne Mécanique à la nouvelle 
Thermodynamique. 

Nous avons vu, tout d'abord, que, puni' qu'un système classique 
admette une intégrale des forces vives, il faut et il suffit qu'il soit 
soumis à des actions extérieures qui dérivent d'un potentiel Q. 

Désignons, en effet, par (ί,(Τ,), ίί3(T
a
), ... des fonctions définies 

par les égalités 

(«) G1 (T1 dT1 = g2 (T1): f Tg = 4{ ~ # £B 

L'égalité (G) deviendra, en vertu des égalités (y) et (H), 

(il) ^ (û H- , -f- $.
x
 — (/, — C|

3
 -H Ml -+- Φ ) --- o, 

on bien encore 

(Ίο) 
<//1 ̂  Ψ* ^ I " °· 

Appliquons cette dernière forme à l'exemple du système classique que 
nous avons défini tout à l'heure. 

Ε(ψι+ ψβ-Η Ψ) sera, dans ce cas, le potentiel de toutes les actions 
que les corps c{, c\, c'J, ..., ea, c'a,... exercent les uns sur les autres. 
L'égalité (ro) conduit donc, pour un tel système, à la proposition sui-
vante : 

La somme de la force vive, du potentiel des actions extérieures 
et du potentiel des actions intérieures demeure invariable pen-
dant tout mouvement du système. 
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On retrouve bien l'énoncé du théorème de la force vive, tel que le 
fournit la Mécanique classique. 

L'énergie interne IJ d'un système est donnée, en général, par la 
formule 

EU= j_T, % £¨}^]{é /§%M 

En vertu des égalités (a) et (7), cette égalité devient, pour 1111 système 
classique, 

(> ') 

κυ = ι·(ψ, 4- ψ. 4- ψ) h- (,·,(Τ,)—τ, >IML} 
r/τ, 

+ g2(T2) _ T2 d-_¤ ¨£°YT' 

Posons 

(.a) ΚΛ(Τ,,Τ,) = (|,(T,) — +«,(T
2
)-T/%£i-' 

et Légalité précédente deviendra 

p3) l; — ψι+ ψ2
 4-1' 4- Λ( Γ,, 1

2
). 

En vertu des égalités (7) et (ι ι), les équations (ri) et (4 bis) prennent 
la forme suivante, qui constitue ainsi une forme acceptable des équa-
tions du mouvement d'un système classique : 

("i) 

A, - £(KU - €) - t g + II'M; 4-... 4- H'M', = 

L
1
-^

(
EU-«)-ig

 +
 II'|':+...4-nMV=«, 

(14 bis) 

A
a
 - £(EU - t)- t G 4- II· M; 4-... 4-11'M* ==... 

L, - G(EU - «) - *
T
 G + Π' r: 4.... 4. II'PÎ = O. 

Dans les équations du mouvement d'un système classique, on 
peut

f
 au potentiel thermodynamique interne du système, substituer 
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le produit de l'énergie interne par l'équivalent mécanique de la 
chaleur. 

Nous avions déjà indiqué (<) que les équations du mouvement des 
systèmes que l'on étudie en Mécanique pouvaient être mises sous les 
formes (\t\) et (i-4 bis). 

Les coefficients calorifiques d'un système à liaisons bilatérales sont 
donnés par les égalités (*) 

(.5) 

EdU d| _ fd+ d ct° # { [ |` `\_-_ 

EdU d8 _ d } -\ `{#~} ]^ \ }|@^`| 

È dU fT= TF]@] 

( ι 5 bis) 

E dU d_ ¨;$ù:)= A2 _ H M^= _ M ( 

T? ̂  ét
 t

 d dt _ τ _ ττ» p< _ _ ιτΑρ* _ 17 p. 
dX, dX, d/dXt

 2 2 "* 2 

E dU dT2 = E c2 

Fn vertu des égalités (ι i), (i4)> 01 bis), ces égalités deviennent 

(i6) Ha,— · · ·> ll-λ, — · · M Κ 

('7) 
Ec1 = T_d2g1 (T1frt=)}] 

Ec2 = _ T2 d2 g2 (T) dt2 

(') Commentaire aux principes de la Thermodynamique. Ire Partie, Cha-
pitre III, n° k { Journalde Mathématiques pures et appliquées, V série, t. Ylll, 
p. 3^4 ; 1892). 

(*) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 1111' Partie, Cha-
pitre III, n° 8 {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4e série, t. X, 
p. a56; 1894). 
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Pour un systeme classique, tous les coefficients calorifiques sont 
nuls, sauf la capacité calorifique de chacune des parties de tempé-
rature uniforme · cette capacité calorifique est une fonction de la 
température seule. 

Nous avons déjà signalé (·), dans la définition de l'entropie, le 
rôle exceptionnel joué par les systèmes que caractérisent les éga-
lités (16) et (17). 

La quantité de chaleur que le système dégage dans une modifi-
cation réelle ou virtuelle quelconque aura pour valeur 

(18) iQe-faîT. + e.ÎT,). 

ou bien encore, en vertu des égalités (12) et (17), 

(19) $Q = — oA(T,, T
2
). 

La quantité de chaleur dégagée par le système durant une mo-
dification réelle ou virtuelle ̂ quelconque est la différentielle totale 
d'une fonction uniforme de l'état du système. 

La fonction Λ(T,, T
a
) joue exactement ici le rôle de ce que les 

anciens physiciens nommaient quantité de calorique libre contenue 
dans le système; de plus, pour ces physiciens, la quantité de calo-
rique latent contenue dans notre système eût été invariable. 

En vertu des égalités (7), qui caractérisent un système classique, 
les équations du mouvement (4) et (4 bis) deviennent 

(20) 

α
1
-£Ε<Ψ, + Ψ)+£-££+Π«Μ:

 +
 ...+ΙΙ'Μ; = ,,, 

L.-^E(|, + v)4.g-^g
+

n'P:
+

...+ iri'î=o
t 

(1 ) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 110* Partie, Cha-
pitre III, n° 6 {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. IX, 
p. 357; 1893). 
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(20 bis) 

A. - £ Ε(ψ, + Ψ) + g - £ g + Π' MJ +... + IFMi = „, 

l. - ± Ε(ψ.+ψ)+g - ^ g +π'p:+· · ·+ π<ρ;=ο. 

Ces équations nous montrent, en premier lieu, que pour traiter le 
mouvement du système que nous avons choisi comme exemple de 
système classique on peut, dans les équations du mouvement fournies 
par la Thermodynamique, substituer au potentiel thermodynamique 
interne de chacun des systèmes partiels ι et 2 le potentiel des actions 
intérieures à chacun de ces systèmes; on retrouve ainsi les équations 
bien connues de la Dynamique. Mais les équations ( 20) et (20 bis) 
conduisent à une conséquence plus générale, car elle s'applique â tous 
les systèmes classiques : 

Les (//,-1-/13) équations (20) et (20 bis)
9
 jointes aux k équa-

tions (3), peuvent être regardées comme (//, 4-//3 4- k) équations 
linéaires entre les (/*, 4- n

2 4- k) inconnues 

Ot,, . . ., Âa, Ota, .. ., A2, 
rr, π·, ..., π*. 

Ces (/?, 4- //a -h k) inconnues sont déterminées en fonctions des 
coefficients des (//, 4- n2 H- A") équations linéaires; or les tempéra-
tures T,, T

2 des diverses parties du système ne figurent dans aucun 
de ces coefficients; nous pouvons donc, en particulier, énoncer la pro-
position suivante : 

Les quantités II', 1P, IP sont indépendantes dos tempéra-
turcs T,, T

2 des diverses parties du système. 
Cette proposition entraîne, à son tour, la suivante : 

Lorsque le système étudié est un système classique, entre les 
(//, 4- //

2
) fonctions inconnues a, (/), ..., \{(t), &.,(/), ..Xa(/) et 

les k fonctions inconnues auxiliaires IP, IP, ..., IP, on peut écrire 
les (//, 4- n

2 4- A) équations différentielles (3), (20) et (20 bis), où 
ne figwent Pas !cs températures des diverses parties du système. 
Ces équations suffisent, hors de toute relation supplémentaire, 
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pour déterminer les lois suivant lesquelles le système se déplace et 
se modifie, à Γexception de la loi suivant laquelle varie la tempe-
rature de chaque partie du système. 

Une fois le mouvement du système connu, les relations supplé-
mentaires déterminent la loi suivant laquelle varie la température 
de chaque partie du système. 

On comprend ainsi comment Lagrange a pu développer les lois de 
la Mécanique des systèmes formés de solides sans s'occuper des varia-
tions de la température de ces corps et Fourier traiter des variations 
de la température de ces mêmes corps solides sans s'occuper de leur 
mouvement ; comment on peut étudier le mouvement de la Terre, 
assimilée à un solide rigide, sans se préoccuper de la température de 
cet astre et étudier le refroidissement du globe terrestre sans se préoc-
cuper de son mouvement. 

Une telle indépendance entre les problèmes qui ressortissent à la 
Mécanique et les problèmes qui ressortissent à la Théorie de la cha-
leur n'existe plus lorsque les systèmes auxquels on a affaire ne sont 
plus des systèmes classiques; si, par exemple, au lieu de regarder la 
Terre comme un solide rigide, d'état invariable, on tient compte des 
changements de volume, de forme, d'état physique el chimique qui 
accompagnent son refroidissement, on ne peut plus séparer le pro-
blème du mouvement de la Terre et le problème du refroidissement 
terrestre. 

III. ~ Des systèmes qui admettent une intégrale des forces vives 
en vertu des relations supplémentaires. 

Lorsqu'on n'a pas affaire à un système classique, l'expression 

T1 (x1, ... G T1 dT QTy1+ F T }^ ] [DtT2 DTy}^ 

n'est plus une différentielle totale. Mais il peut arriver que les équa-
tions supplémentaires (5) entraînent une égalité de la forme 

(ai) 
dlx clT'('î . àl1 _ dP(l)

È JT, dt iJTs dt dt 
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Dans ce cas, cl dans cc cas seulement, le système admettra une inté-
grale· des forces vives, qui, en vertu des égalités ((») et (ai), sera de 
la forme 

( 22) Cl + h ■+· Κ Ψ ·+· Ζ - - F(/) = const. 

On peut imaginer une infinité de formes des relations supplémen-
taires (5), telles qu'une égalité de la forme(21) soit vérifiée; citons-en 
quelques exemples remarquables. 

Imaginons que les relations supplémentaires (5) entraînent celte 
conséquence : 

Toute modification du système étudié est adiabatique. 

Le système étant dénué de viscosité, la quantité de chaleur dégagée 
dans une modification réelle ou virtuelle a pour valeur 

gQ = — ( K
S|

 09., H-. . . ·+- R)
 t
 GA, H- C, §T, -f- R

ai
 G3C

a

 -h ... -h U>
}
 όλ

2

 -+- 0
2

 G Τ
3
 ), 

avec 

( 2$) 

Ra1= T1E ç_ 

R2 = T E __ç1$07 ]@ 

c1= T1 E cb1 

(23 bis) 

Rx_=B¤}-

RY3= _T2 E HJ]\^' 

c2= _ T3 B d'¤%%µ^)= 

Dire que, par suite des équations (5), toute modification réelle du 
système est adiabatique, c'est dire que les équations (5) entraînent 

Journ. de Ma!h. (5* série), tome IV. — Fasc. I, 1898. 3 
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l'égalité 

T E ( fd X é _ -y+ ... + d b _Y + %}|\{-

+ T2 E (f¤}]|` \\ { { [+ ../LM #{[|`^@[[| 

qui peut encore s'écrire 

dn£.%M}@^ \ [ ` # ~ #{ [ et %£"5-

Cette égalité prend la forme (21) si l'on pose 

F= T1 d+ Te B .:-' 

Il existe donc une intégrale des forces vives qui est, en vertu de l'éga-
lité (22), 

Q + B./4 + ~|]}]\|`è'é"7 

ou bien 
Ω h- EU -h ft = const., 

relation qui, pour une modification adiabatique accomplie sous des 
actions extérieures qui dérivent d'un potentiel, découle immédiate-
ment du principe de la conservation de l'énergie. 

Une des formes d'équations complémentaires qui entraînent les 
conséquences que nous venons de détailler s'obtient en exprimant que, 
durant une modification réelle du système, chacune des parties qui 
le composent ne reçoit ni ne cède de chaleur; c'est-à-dire en écrivant 
que l'on a 
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ou bien, en vertu des égalités (23) et (23 bis), 

d _ dt =o d tdt dT2 =o 
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Ce sont précisément les relations supplémentaires introduites par La-
place dans la théorie de la propagation du son au sein d'une masse 
d'air. 

On obtient encore une relation de la forme (21) si l'on prend pour 
relations supplémentaires les relations 

dT1 _ dt=o dT2 dt 

ou, en d'autres termes, si Von suppose que chaque partie du système 
garde une température invariable pendant que le système se modi-
fie: on a alors 

F(0= ο 

et l'intégrale des forces vives (22) prend la forme 

Ω -h ΕΨ C = const., 

qui est ainsi la forme de l'intégrale des forces vives pour les modifica-
tions isothermiques. 

On sail que cette forme de relations supple mentaires( ' ) avait été 
introduite par Newton et les géomètres du xvin* siècle dans la 
théorie du son. 

Ces considérations montrent que les questions qui ressortissent à 
la Thermodynamique ont dû solliciter l'attention des physiciens dès 
qu'on a voulu aborder l'étude de systèmes autres que des systèmes 
classiques; et, en fait, c'est la théorie de la propagation du son dans 
l'air qui a provoqué Laplace à créer la Thermodynamique. 

(') Au sujet de ces deux. formes de relations supplémentaires, voir L. XATAX-

sox, Zeitschrift fur physikalische Chemie. Bd. XXIV, p. 3o2; 1897. 


