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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

L'intégrale des forces wives en Thermodynamique

Pz M. P. DUHEM.

I. — Des systdémes qui admettent une intégrale des forces vives.

Dans ce Travail, qui fait suite & notve Commentaire aus principes
de la Thermodynamique (') et i notre Mémoire intitulé : Théorie
thermodynamique de la viscosité, du frottement et des faur équi-
libres chimiques (*), nous nous proposons d'¢tudier un systéme dont
les diverses partics sont & des températures différentes. Pour simplifier
les écritures nous supposerons qu'il cxiste sculement deux telles
parties que nous désignerons par les indices 1 ct 2, mais les démon-

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, e série, t. V111, p, 269;
1892; — t. IX, p. 293; 1893; — t. X, p. 203; 1894.

(*) Mémoaires de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bor-
deaur, 3¢ série, t. I1; 1896,  Paris (A, Hermann), 18g6.



6 . DUHENM.

strations que nous ferons seront tout 4 fait indépendantes du nombre
de ces partics. '

La partic 1 aura unc température absolue T,; elle sera, en outre,
définic par les variables normales a,, 8,, ..., A,; nous admettrons,
comme nous l'avons toujours fait en des questions de ce genre, que
si T, varie seul, 2, B,, ..., A, gardant des valcurs invariables, les
divers ¢léments matériels qui composent la partic 1 demeurent immo-
biles.

La partie 2 sera définic, également, par la température T, ct les
variables normales ,, 8,, ..., A,.

Entre ces deux parties, nous supposecrons l'existence de & liaisons
hilatérales

‘ 1\1:81.+..,+P:3'A.+ M!da,+...+ P2k, =0,
(l) f o8 s 0000000 a0 000008000 000000 00000000000t ss0ss0s 00 y

les coefficients .\l{ y eees DI, Mﬁ, ... P4 étant des fonctions des va-
viablesa,, ..., A,y &5, ..., Ay, mais pointde T, T,.
Le potentiel thermodynamique interne du systéme est de la forme

( F=5,(a,, “u coeg Ayy Tl) + F2(2y, 32’ veey Ay, T:)

) + EW¥(a,, gn coey hyy 2, 325 coes ha),s

%, étant le potentiel thermodynamique interne de la partie 1, consi-
dérée isolément;

%, ¢tant le potentiel thermodynamique interne de la partie 2, consi-
dérée isolément;

EW étant le potenticl des actions mutaelles des corps 1 et 2.

Entre les vitesses o), ), ..., A, «;, B,, ..., A,, les conditions (1)
donnent les k relations

‘wa+“+mx+mg+m+mn=¢
(3) ) e e :
l M"a -r'...+P’:l'+M:d,+...+ P:)&,.": 0.
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Supposons le systéme dénué de toute viscosité et de tout frotte-
ment; nous aurons alors, pour équations du mouvement du sys-

teme ('),

‘A—-»(i +EV—@)— 2 R M M =,

() e e e ,
.' Li - 5;:(%“" Eq"—a)— ‘% % +H'P: “+ ... H‘Pt = O,
A e (Fy + B¥ @) — £ 3% + M.+ P M, = o,
tH
(fbis)  voveveviiiniiii ceeiieeeeees e '
Jd . . d Je
L,— 5{’(5,—%-]31] ~Q) @t o + H'P' vt ll"l’{;: o,

Dans ces équations :

€ cst la force vive du systéeme;

A,y ..., L, sont les actions que les corps étrangers exercent sur le
corps 1;

Asy «..y Ly sont les actions que les corps étrangers cexercent sur le
corps 2;

enfin 1I', 112, ..., II* sont des quantités qui dépendent de

- v
@y oeey My Ty gy oy Ay Ty,

-~

@y oeey Nyy Uyy vevy Ay
mais point (?) des quantités

ceey A

” n "
€,y Ay @ .

[} 3

Le nombre des équations du mouvement (3), (4 4 bis) est
q ’

(') Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 11° Partie, Cha-
pitre 1L, n° 7 (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4¢ série, 1. X,
p. 233; 1894).

(?) Pour la démonstration de ce point, voir Théorie thermodynamique de la
viscositd, du frottement et des faux éguilibres chimiques, 1° Partie, Cha-
pitre 1, § 4.
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(ny+ ny+ k), en désignant par n, le nombre des variables nor-
males 2., ,, ..., A, et par 2, le nombre des variables normales a,,
Bay e eey Ay

D’autre part, nous avons-i déterminer, en fonctions du temps £,

les (n,+ 1) variables «,, 8,y ...y Ay, T
les (ny-+ 1) variables a,, B,y ..., Ay l,,
les &k variables avuxiliaires 11,, 11, ..., 1I,.

Soit, en tout, (#, + n, + k + 2) variables.
D’oit la proposition suivante :

Le nombre des équations que la Thermodynamique fournit pour
détorminer le mouvement d’un systéme est infévieur au nombre
de variables & déterminer d’autant d’unités qu’d y a, dans le
systéme, de parties susceptibles (’étre portées a des températures
différentes.

Pour compléter la mise en équations du probléeme dynamique,
il faudra emprunter a des hypothéses étrangéres a la Thermody-
namique un nombre de relations supplémentaires égal au nonbre
de ces parlies.,

Soient
(5) 0,= o, 0,= 0

ces relations supplémentaires.

Multiplions respectivement les deux membres des équations () par
%y Byy ooea Ay et les deux membres des équations (4 bis) par o,
B, vy A, Ajoutons membre & membre les résultats obtenus en
tenant comple des égalités (3). Nous tronvons

Ao, +...+ LN+ Aya,+...+ L%,

2%, %, . 0.7, «).7, )__ [pdv _de

1%
daa kR b i A—+~ +"'+0, A ="

di 1,

Supposons que les actions exercées sur le systéme par les corps
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étrangers i ce systéme dépendent d'un potenticl
Q%) veey Ryy By evny Ay).
I.'égalité précédente deviendra

. el ART ‘)5‘ dT, ()j’ d'rg _
(()) a‘l(ﬂ+j|+jz+ ldll +Q)— ‘_)TI\'I_JZ‘ _5":_[7"'——‘).
Pour que cette relation (6) fournisse immédiatement une inté-

grale premiére (INTEGRALE DES FORCES VIvEs) des équations du
second ordre ({) et (4 bis), il faut et il suffit que Uexpression

o%, o3,
;’;l:; (lT| -+ ;’T; dTg

représente, soit d’elle-méme, soit en vertu des équations supplé-

mentaires (5), la différentielle totale d’une fonction de a,, ..., A,
- Al
Hyy ooy Ayy Ty, T

II. — Des systémes classiques.

La fonction &, ne dépend que des variables &, B,, ..., %, T,; la
fonction #, ne dépend que des variables a,, 8, ..., A,, T,; pour que
Pexpression

0%, 0F,
(-)TI dT. + ;)"T; d'r,

. R <pr . . . . X1
soit, par clle-méme, une différentielle totale, il faut et il suffit que ;I‘l
1

soit une fonction de la scule variable T, et que ()—T’ soit une fonction
2

de la scule variable T,. Donc :

Pour qu’'un systéme, soumis a des actions extéricures qui dé-
ricent d’un polentiel, admetle une intégrale des forces vices, quelle
que soit la forme des relations supplémentaires, il faut et il suffit

Journ. de Math. (5 série), tome IV, — Fasc. [, 18¢S. 2
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que Lon ait

’l F(ayy . h, T))= G (T,)+ Edy (.o ).
U Ay e Ay, To) = Go(Ta) + Edy(agy ooy Ay).

Nous donnerons le nom de systémes classiques aux systémes pour
lesquels les égalités (7) sont vérifiées, ¢t qui sont dénués de toute
viscosite et de tout frottement.

Donnons un exemple de semblables systémes;: cet exemple justi-
fiera la dénomination de systémes classigues (que nous leur avons
attribuce.

Tmaginons un nombre quelconque de corpsc,, ¢, ¢}, ..., tous a la
méme température, variable d’un instant a l'autre, T,. Supposons que
chacun de ces corps soit un solide invariable, d’état invariable, sauf la
température; le potenticl thermodynamique interne de chacun d’cux
est une fonction de la température seule; désignons par g,(T,),
& (T, g (T, ... les potentiels thermodynamiques internes des
corps ¢y, €, €.

Pour former le systéme particl 1, prenons les corps ¢, ¢}, ¢}, ... et
laissons-les indépendants les uns des autres, ou bien unissons-les par
des liaisons bilatérales sans viscosit¢ ni frottement. Le systeme par-
tiel 1 sera alors un systéme sans viscosité ni frottement. Si nous dési-
gnons par «,, $,, ..., A, les variables indépendantes qui lixent la
position relative des corps ¢, ¢c;, ¢}, ..., le potentiel thermodyna-
mique interne du systéme partiel 1 sera ’

54(“13 pn -~'37\HT1)
= gl(T!)+g:(T'>+ {,":(T.\)-i- .+ l‘:'{/,(a', gn e 7\0)'

E{,(«,,8y...,2,) étantle potenticl des actions mutuelles des corps ¢,

’ ”
Chy Cpy oo

Ce potenticl thermodynamique interne a la forme présentée en la
premiére égalité (7).

Formons d'une manicre analogue les systémes particls 2, ... ct lais-
sons-les indépendants les uns des autres, ou bien associons-les par des
liaisons bilatérales sans viscosilé ni frottement; nous obtiendrons un
systéme classique.
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Et Pon voit, en effet, qu'un tel systéme, ot 'on peut attribuer iwux
corps e,, ¢, €y ... des dimensions trés petites telles que celles que
certaines Ecoles attribuent aux molécules, constitue bien le type gé-
néral des systémes que I'on considérait en Mécanique avant I'époque
récente ot la Thermodynamique est venue élargir le champ de cette
Science.

Examinons les propriétés que la Thermodynamique attribue & ces
syslémes classiques; cet examen sera d’importance, car il nous rensei-
gnera sur les liens gui unissent Pancienne Mécanique & la nouvelle
Thermodynamique.

Nous avons vu, lout d’abord, que, pour quw’un systéme classique
admette une intégrale des forces vices, il faut et il suffit qi'il soit
soumis a des actions cxtérieures qui déricent d’un potentiel Q.

Désignons, en effet, par G(T,), G,(T,), ... des fonctions définies
par les egalités

. dG,(T dGy«(T
) S =a(T), TP =g(T), ..

I.’égalité (6) deviendra, en vertu des égalités (7) el (8),

(9) %(Q’*—jl'*'jn“ga—9’,-*-":‘}'4—@):: 0,

on bien encore
, { o
(10) :TtIQ+E(',[4.+:P,+‘I)+¢|=:u.

Appliquons cette derniére forme & I'exemple du systéme classique que
nous avons d¢éfini tout & I'heure.

E(4,+ }.+ W) sera, dans ce cas, le potentiel de toutes les actions
que les corps ¢,, ¢, ¢}, ..., ¢y C}, ... exercent les uns sur les autres.

L'égalité (10) conduit done, pour un tel systéme, & la proposition sui-
vante :

La somme de la force vive, du potentiel des actions ectéricures
el du potentiel des actions intéricures demeure invariable pen-
dant lout mousement du systéme.
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On retrouve bien P'énoneé du théoréme de la force vive, tel que le
fournit la Mécanique classique.
L'énergie interne UJ d'un systéme cst donnde, en général, par la

formule
a7,

BU=4—-T,% —T,%.

! ()T
En vertu des égalités (2) et (7), cette égalité devient, pour un systéme
classique,
g EU =1L, + 4, + )+ 4 (T)—T, <G (T)
dT

(1) ! T =T, d(,l,{(r;r,).
Posons

(12) EA(T,,T.)=¢(T,)- T, "‘"‘""+( J(T,)—T, LtTs)
ct I'égalité préccedente deviendra

(13) U=4,+4,+¥+ AT, T),).

En vertu des ¢galités (7) et (11), les équations (4) el (4 bis) prennent
la forme suivante, qui constitue ainsi une forme acceptable des équa-
tions du mouvement d'un systéme classique :

:{ e
dt 97},

A, - ;)%(F.U ) - UM e PV =0,

( I.J, - ;)%(EIJ ) by :)); -+ ll'l,: +...+‘IIA IMI z= 0,
o_j;(lcu ) 0 R M+ W = o,
2
(14 [)[3) ettt e e e e, .
IJQ - l-)i;-;(EU hnd @)"‘ ;{% ;’))% -+ I I): + ...+ II"P: == 0.

Dans les équations du mouvement d’un systéme classique, ou
peut, au potentiel thermodynamique interne du systéme. substituer
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le produit de U'énergie interne par Uéquivalent mécanigue de la
chaleur.

Nous avions déja indiqué (') que les équations du mouvement des
systmes que I'on étudie en Mécanique pouvaient étre mises sous les
formes (14) et (14 bis).

Les cocfficients calorifiques d'un systéme & liaisons bilatérales sont
donnés par les égalités (*)

;0U @ 4 i

t 3 -
e — gy — AT — I = BR,,

5
(13) gy _de  doe_y  yupr_ _[upi—ER,,

wl

- = |“(:
i ‘dl‘, 2Ly

f LU g d dg -
Em;—.(—)z—,+¢—i—tm:_AQ—H‘M;_..._I]A‘N[”—ER“"

.......................... e e e ey
(13his) « LU 0 | d &R ' pt APF— |2
DJ}T’-——()—M-F(?Z;)—X:-L?—HPz_..‘_II PS—LR)-z’
; OU -
LW—-IICgo

‘n vertu des égalités (11), (14), (14 bis), ces égalités deviennent
(16) Ry=o0, ..., R, =0, R,=o0, ..., R, =o,

. o d1G(Ty)
Ee, = — T, &0 1),
! ‘odT?

. A2 Gy(Ty)
Fe,=—T, 29T,
* 2T dT}

|
(17) <
!

(') Commentaire aux principes de la Thermodynamique, I** Partie, Cha-
pitre 1L, n° b (Journalde Mathématiques pures et appliquées, §* série, t. V111,
p. 324; 1892).

(*) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 111* Partie, Cha-

pitre III, n° 8 (Journal de Mathématiques pures et appliguées, 4 série, 1. X,
p. 2565 1894).
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Pour un systéme classique, tous les coefficients calorifiques sont
nuls, sauf la capacité calorifique de chacune des parties de tempe-
rature uniforme; cetle capacité calorifique est une fonction de la
température seule

Nous avons d&ji signalé ('), dans la définition de I'entropie, le
role cxceptionnel joué par les systémes que caractérisent les éga-
lités (16) et (17).

La quantité de chaleur 8Q quc le systéme dégage dans une modifi-
cation réelle ou virtuelle quelconque aura pour valeur

(18) SQQ *-(l,'.aT.-i-CgaT,),
ou bien encore, en vertu des égalitss (12) et (17),
(19) 8Q =~ A (T,, T,).

La quantité de chaleur dégagée par le systéme durant une mo-
dification réelle ou virtuelle quelconque est la différenticlle totale
d’une fonction yniforme de I'état du systéme.

La fonction A(T,, T,) joue exactement ici le réle de ce que les
anciens physicicns nommaient quantité de calorique libre contenue
dans le systeme; de plus, pour ces physiciens, la quantité de calo-
rique latent contenue dans notre systéme et ¢té invariable.

En vertu des égalités (7), qui caractérisent un systéme classique,
les ¢quations du mouvement (4) et (4 bis) deviennent

\ A, — Ah(y.+\v)+ R IM 4+ 1M =,

(-_)'0) ( eesaaegs R T T R S U
/

L, wx»t(a,.+w>+ o~ e+ Pl M=o,

(") Commentaire aux principes de la Thermodynamique, 11 Partie, Cha-
pitre 111, n° 6 (Journal de Mathématiques pures et appliquées, ° série, t. 1X,
p. 357; 1893).
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| A= Bkt W)+ 5 = G 5+ I M M =,

A
(‘/201”'8.)’- T
J S/, Jt d R R Xl KPEk .
L,—J);E(+2+W)+a)‘-;—azd—)‘,’+nP2+...+HP,-—O.

Ces ¢quations nous montrent, en premicer licu, que pour traiter le
mouvement du systéme que nous avons choisi comme exemple de
systéme classique on peut, dans les équations du mouvement fournies
par la Thermodynamique, substituer au potenticl thermodynamigque
interne de chacun des systémes particls 1 et 2 le potentiel des actions
intéricures 4 chacun de ces systémes; on retrouve ainsi les équations
bien connues de la Dynamique. Mais les équations (20) et (20 bis)
conduisenl & une conséquence plus générale, car clle s’applique a tous
les systémes classiques :

Les (n, + n,) équations (20) et (20 bis), jointes aux A équa-
tions (3), peuvent ¢ire regardées comme (#,+ n,+ k) équations
lin¢aires entre les (n, + n, + k) inconnues

H ” n L]
Wiy evey Ay ®yy ooy Ay,

m, Im, .., I~

Ces (ny+ n,+ k) inconnues sont déterminées en fonctions des
cocflicients des (n,+ n,+ k) ¢quations linéaires; or les tempéra-
tures T, T, des diverses parties du systéme ne figurent dans aucun
de ces cocfficients ; nous pouvons done, en particulier, énoncer la pro-
position suivante :

Les quantites II', 11%, ..., II* sont indépendantes des tempéra-
tures T,, T, des diverses parties du systéme.

Cette proposition entraine, & son tour, la suivante :

Lorsque le systéme étudié est un systéme classique, entre les
(ny+ ny) fonctions inconnues a,(t), ..., X\, (1), @,({), ..., Ay (t) et
les k fonctions inconnues auxiliaires ', I, ..., II¥, on peut éerire
les (1, + ny + k) équations différentielles (3), (20) et (20 bis), ot
ne figurent pas les températures des dicerses parties du systéme.
Ces équations suffisent, hors de toute relation supplémentarre,
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pour déterminer les lois suivant lesquelles le systéme se déplace et
se modifie, a l’cxception de la loi suivant laquelle varie la tempi-
rature de chaque partie du systéme.

Une fois le mouvement du systéme connu, les relations supplé-
mentaires déterminent la loi suivant laguelle varie la température
de chague partie du sysiéme.

On comprend ainsi comment Lagrange a pu développer les lois de
la Mécanique des syst¢mes formés de solides sans s’occuper des varia-
tions de la température de ces corps et Foarier traiter des variations
de la température de ces mémes corps solides sans s'occuper de leur
mouvement; comment on peut étudicr le mouvement de la Terre,
assimilée &4 un solide rigide, sans se préoccuper de la lempérature de
cet astre et ¢tudier le refroidissement du glohe terrestre sans se préoc-
cuper de son mouvement.

Une telle indépendance entre les problémes ui ressortissent a la
Mécanique ct les problemes qui ressortissent & la Theorie de la cha-
leur n'existe plus lorsque les sysiémes auxquels on a affaire ne sont
plus des systémes classiques; si, par exemple, au licu de regarder la
Terre comme un solide rigide, d’¢tat invariable, on tient compte des
changements de volume, de forme, d'état physique et chimique qui
accompagnent son refroidissement, on ne peut plus séparer le pro-
bléeme du mouvement de la Terre ct le probléme du rvefroidissement
terrestre.

II1. —- Des systémes qui admettent une intégrale des forces vives
en vertu des relations supplémentaires.

Lorsqu’on n’a pas affaire & un systéme classique, U'expression

03, (24, .. n 2, T)) 0F3(29y .oy 2 Ty o
It dT, + JT, dTl,
n'est plus une différentielle totale. Mais il peut arriver que les équa-
tions supplé¢mentaires (3) entrainent une égalité de la forme

0%, dT\(¢) | 93, dTy(¢) _ dF(e)

(21) Jf, “dt T T, dt T dt
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Dans ce cas, ct dans ce cas sculement, le systeme admettra une inté-
grale des forces vives, qui, en vertu des égalités (6) et (ar), sera de
la forme

(22) R+75,+5+E¥V+T--F(t)=const.

On peut imaginer une infinit¢ de formes des relations supplémen-
taires (5), telles qu'une égalité de la forme (21) soit vérifiée; citons-en
(quelques exemples remarquables.

Imaginons que les relations supplémentaires (5) entrainent cette
conséquence :

Toute modification du systéme céludié est adiabatique.

Le systéme étant dénué de viscosité, la quantité de chaleur dégagée
dans une modification réelle ou virtuelle a pour valeur

2Q =— (R, oz,+...+ R, N +¢ 8T, + R, Ca, +...+ R, &\, + ¢, 2T,),
o
R, =T 9

T E 02,07,

(23) { _ T, 07,

(23 bis) { Ro—_ T o7,

Dire que, par suite des équations (5), toute modification réelle du
systeme est adiabatique, c’est dire que les équations (5) entrainent
Journ. de Math. (5 série), tome IV, — Fasc. I, 18¢8. 3
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Pégalite
T,/ ' ., iy ., 3
E (a—z, R w At Y )
Ty 0%, . 2% 0 ¥\
+ 'E('d—z,ow,“z*' + FoT, ar*T ) =0y

qui peut encore §'écrire

9%, dT, 93, dTy _ d (i 03, gh)
@ o @ = gt + L)

Cette égalité prend la forme (21) si I'on pose

d‘i’ o.f
=T, 57 at, + 12 d'r’,'

Il existe donc une intégrale des forces vives qui est, en vertu de I'éga-
lité (22),
Q4+ 5, —T,22 45— T2 L EW 4 @ = comst.

' oT, 29T,
ou bien

Q + EU + € = const.,

relation qui, pour une modification adiabatique accomplie sous des
actions extérieures qui dérivent d'un potentiel, découle immédiate-
ment du principe de la conservation de I'énergie.

Une des formes d'équations complémentaires qui entrainent les
conséquences que nous venons de détailler s’obtient en exprimant (ue,
durant une modification réelle du systéme, chacune des partics qui
le composent ne regoit ni ne céde de chaleur; c'est-a-dire en écrivant
que l'on a

: R,2,+...+ RA,+¢, T, =0,

Ry, +...+ RN, +¢,T, =0

ou bien, en vertu des égalités (23) et (23 bis),



L INTEGRALE DES FORCES VIVES EN THERMODYNANMIQUE. 19

Ce sont précisément les relations supplémentaires introduites par La-
place dans la théorie de la propagation du son au sein d’une masse
d’air.

On obtient encore une relation de la forme (21) si 'on prend pour
relations supplémentaires les relations

a1, at, _
T=" &=

ou, en d’autres termes, si l’on suppose que chaque partie du systéme
garde une température invariable pendant que le systéme se modi-
fie; on a alors

F(t)=o0
et l'intégrale des forces vives (22) prend la forme

Q+3,+3,+E¥ + € =const,,

qui est ainsi la forme de I'intégrale des forces vives pour les modifica-
tions isothermiques.

On sait que cette forme de relations supplémentaires (') avait été
introduite par Newton et les géométres du xvin® si¢cle dans la
théorie du son.

Ces considérations montrent que les questions qui ressortissent a
la Thermodynamique ont di solliciter I'attention des physicicns dés
qu'on a voulu aborder I'¢tude de systémes autres que des systémes
classiques; et, en fait, c’est la théoric de la propagation du son dans
Pair qui a provoqué Laplace a créer la Thermodynamique.

(") Au sujet de ces deux formes de relations supplémentaires, voir L. Natas-
SON, Zeitschrift fir physikalische Chemie. Bd. XX1V, p. 302; 1893.



