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SUR LE DEPLACENENT D'UN PLAN. 409

Mémoire sur le déplacement d'un plan dont tous les points
décrivent des lignes sphériques ;

Par M. Raouvr. BRICARD.

L

Parmi les problémes auxquels donne lieu I'étude du déplacement
d'unc figure de grandeur invariable, 'un des plus intéressants consiste
a rechercher si une telle figure peut se déplacer de manié¢re que les
trajectoires décrites par tous ses points jouissent de propriétés gue
I'on se donne @ priori. On exigera par exemple que toutes ces trajec-
toires soient des courbes d’un certain ordre, ou bien qu’clles soient
tracées sur des surfaces de natures déterminées. En général, 'existence
d'un déplacement satisfaisant aux conditions imposées, qui sont en
nombre infini, n’cst point évidente; c’est de 14 que provient I'attrait
ct en méme temps la difficulté du probléme.

Les travaux relatifs aux questions de cette nature sont encore peu
nombreux, croyons-nous. Nous allons rappeler ici ccux dont nous
avons connaissance.

M. Darboux a recherché le premier si une figure de grandeur inva-
riable peut se déplacer de telle maniére que tous les points de I'espace
li¢ & cette figure restent sur des plans fixes. Il a montré qu’un tel
déplacement est possible et que, 8'il a lieu, les trajectoires de tous
les points de la figure mobile sont des coniques.
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M. Mannhcim s’est attaché & I'¢tude du déplacement inverse du
précédent, cn traitant, par unc méthode purement géométrique ct
d’une grande élégance, un probléme qui s'énonce ainsi : Rechercher
siunc figure de grandeur invariable peut se déplacer de telle ma-
niere que tous les plans liés a celte figure passent par des points
Jizes. Il montre encore qu'un tel déplacement existe, et il en donne
plusicurs définitions qui permettent de lc concevoir de la facon la plus
nette (').

En dernier licu, M. Ernest Duporeq a obtenu, sur le déplacement
d’une droite dont tous les points restent sur des sphéres fixes, des
résultats sur lesquels je reviendrai un peu plus loin.

Apreslesdéplacements qui permettent & tous les points d’une figure
de grandeur invariable de décrire des lignes planes, il est naturcl
d’étudier ceux dans lesquels tous les points d’une telle figure ont pour
trajectoires des lignes sphériques.

Le probléme le plus général qui se pose & ce sujet peut étre ¢noned:
ainsi :

Etant donnée une figure de grandeur invariable, reconnaltre
si Uon peut la déplacer de telle maniére que tous ses points restent
sur des sphéres fixes el, si le fail est possible, déterminer les condi-
tions les plus générales dans lesquelles il a lieu.

Dcux éventualités sont & considérer : ou bien chaque point de la
figurc mobile peut étre amen¢ en un point quelconque (aux inagi-
naires pres) de la surface sphérique sur laguelle il reste constamment ;
ou bien il cst astreint & décrire une certaine ligne tracée sur cetie
surface sphérique. Suivant le cas, on aura affaire & un déplacement 4
dcux paramctres, ou & un scul.

Dans tous les cas chaque point de la figure mobile pourra étre réuni
par une tige de longucur invariable au centre de la sphére sur lajquelle
il reste constamment, ct I'on sera ainsi amen¢ & la connaissance d'un

(") Les travaux de ces deux éminents Géométres sont exposés dans les Qu-
vrages suivants : MaNNueiN, Principes et développements de Géométrie ciné-
matique, p. 389 et suiv.; Kasies, Traité de Cinématique; Note Il de
M. Dareoux, Sur les mouvements algébriques.
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systéme articulé constitué de deux figures invariables, réunies point
par point par des tiges rigides, et qui peut étre déformé, malgré le
nombre infini de ses liaisons.

La question posée sc relie donc étroitement & la théoric des sys-
t¢mes articulés, et c'est en cela que nous parait résider son principal
intérét.

Remarquons enfin que la figure mobile peut étre formée, soit de
tous les points d'un solide, soit d’une surface, soit d’unc ligne. On
pourrait aussi examiner le cas ou elle se compose d’un nombre fini de
points invariablement liés (*).

Le travail de M. Ernest Duporcq, auqucl nous avons fait allusion
plus haut, est relatif au cas ol la figure mobile est une droite : dans
un trés intéressant Mémoire paru récemment dans ce Journal, ce
géomcetre a examiné les conditions les plus générales dans lesquelles
les points d’une droite qui se déplace restent tous sur des sphéres
fixes. Il a montré (ue les centres de ces sphéres doivent appartenir i
une cubique gauche. MM. Darboux et Mannheim avaient précédem-
ment signalé les cas ol la cubique gauche se réduit & une droite
(M. Darboux) ct & unc conique (M. Mannheim).

Nous avons l'intention de revenir, dans une autre occasion, sur
Pétude du probléme général énoncé plus haut, étude qui n’est pas
sans présenter des difficultés assez séricuses. La cuestion particuliére
(quce nous traiterons ici est la suivante :

Quel est le mode de déplacement le plus général d’un plan, tel
que lous les points de ce plan décrivent des lignes appartenant a
des spheres dont les centres sont sur un plan fize?

Ce probitme a deux solutions évidentes ct qui ne présentent pas
d'intérét,

La premitre cst donnée par la rotation d'un plan autour d'un point
fixe, la scconde par la translation d’un plan dont tous les points restent
sur des sphéres égales.

Une troisitme solution, de nature un peu moins intuitive, résulte des

(') M. Duporeq a récemment énoncé un théoréme intéressant relatif a ce der-
nier cas (Comptes rendus, t. CXXVI, p. 1403).
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considérations suivantes : on sait qu'une droite L peut se déplacer de
telle maniére que tous scs points restent sur des sphéres dont les
centres sont cn ligne droite; ce déplacement est & dcux degrés de
liberté, de sorte qu'on peut en compléter la définition en astreignant
la droite L & unc condition supplémentaire, & celle, par exemple, de
faire un angle constant avec une direction fixe A.

Ayant ainsi défini le déplacement de la droite L, lions & cette droite
un plan (P) qui reste constamment paralléle & A. On voit immédiate-
ment que tous les points de (P) décrivent des lignes sphériques, qui
se déduisent des lignes sphériques décrites par les points de L, au
moyen de translations parali¢les & A.

Nous dirons qu'un tel déplacement présente un cas de demi-dége-
nérescence, et nous cn donnerons un exemple a la fin de ce travail.

Il n’est nullement certain, a priort, qu'a part ces trois solutions du
probléme, il existe d’autres modes de déplacement d’un plan qui satis-
fassent aux conditions énoncées.

Pour résoudre la question, nous supposerons qu’un tel déplacement
existe réellement, et nous déterminerons les conditions, de plus cn
plus précises, auxquelles doivent satisfaire les ¢léments du systéme
constitué par le plan fixe et par le plan mobile.

IL

Soient (P) le plan fixe et (P’) le plan mobile. Si le déplacement
cherché est possible, tout point 7’ du plan (P’) reste & distance inva-
riable d'un point m du plan (P).

Il existe donc, entre les points du plan (P’) et ceux du plan (P),
une correspondance au sujet de laquclle on peut faire diverses hypo-
théses :

1° A un point m’ du plan (P’) correspond un point unigue m du
plan (P), sauf peut-étre pour un nombre fini de positions du point »’,
et réciproquement;

2° A un point m’ correspond plus d’un point m, et réciproquement;

3° Enfin & un point 7’ correspond un point unique m, mais la réci-
proque n’a pas lieu.



SUR LE DEPLACEMENT D'UN PLAN, 413

On va voir que les deux derniéres hypothéses sont inadmissibles.
Ohservons d'abord que, si au point m’ correspondent deux points e,
et m, du plan (P), tels que les distance m’m,, m’ m, soient invariables,
m’ décerit une circonférence dont 'axe est m, m,.

Dans la deuxiéme hypothése, un point quelconque du plan (P')
décrit une circonférence dont I'axe cst une droite du plan (P).

Dans la troisiéme hypothése, considérons le déplacement inverse
du déplacement étudié; alors le plan (P’) reste fixe et le plan (P) se
déplace de maniére qu’unc infinité de ses points décrivent des circon-
férences dont les axes appartiennent au plan (P).

Ces points peuvent d’ailleurs occuper le plan (P) tout entier, ou
¢tre répartis sur une certaine courbe de ce plan. En tout cas, ils ne
sont pas en ligne droite, car le déplacement direct du plan (P') se
réduirait & unc rotation autour de cette droitc, solution évidente que
nous avons C¢cartée. :

En résumé, sil’'une des deuxi¢me ct troisi¢me hypothéses était vraie,
un plan pourrait se déplacer de telle maniére qu'une infinité de ses
points, non cn ligne droite, décriraient des circonférences dout les
axes apparticndraient 4 un plan fixe.

Or, ccla est impossible.

Soient, en cffet, @', &', ¢’ trois points non en ligne droite d'un plan
mobile (I"), qui décrivent des circonférences dont les axcs sont les
colés du triangle fixe abe, situé dans le plan (P) ( fig. 1).

Les diverses droites tracées sur la figure sont de longucurs inva-
riables, ct 'on a en abca’d'c’ un octatdre qui se déforme sans
altération de ses arétes. (Nous avons détermingé, dans un précédent
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travail ('), les conditions auxquelles peut avoir lieu cette déformation,
impossible en général. )

Supposons maintenant que le point m', appartenant au plan (}),
décrive une circonférence dont 'axe M est une droite de (P). Soit @
le point ot M rencontre ca. La distance m’w cst invariable et il en
est de méme dcs angles @’ b'm’, m'b' g, pb'c’.

On a alors en b'.ca'm'p, UV.ca'c'a, deux angles téiraédres a
Jaces de grandeurs invariables, qui sc déforment en ayant constam-
ment en commun deux di¢dres adjacents, 4 savoir b'c et l'a'. Or
nous avons démontré (?) qu'une telle déformation est impossible, si
les faces des deux angles tétratdres ne sont pas ¢gales deux i deux. Le
point m’ appartient donc a la droite J'¢’, et I'on voit tout de suite
qu'’il doit sc confondre avec le point 4.

Nous avons supposé que le point g était distinct des points @ ct ¢.
Dans le cas contraire, on verrait que le point m’ se confond nécessai-
rement avec @' ou avec ¢'.

Ainsi, dans un plan mobile, il y a ¢rois points aun plus qui déerivent
des circonférences dont les axes appartiennent & un plan fixe. 1 faut
donc rejeter la deuxiéme et la troisitme hypothéses sur la nature de
la correspondance qui existe entre les points m et les points n/', et
adopter la premiére : cette correspondance cst uniforme (sauf peut-
étre pour un nombre limité¢ de points), et, comme eclle est algchbrique,
clle résulte d’une transformation birationnelle de plan & plan, ou
transformation de Cremona, que nous désignerons par T.

I1I.

Voila un premier résultat acquis, mais il est encore d’un caractére
trop général. Pour le préciser davantage, nous nous appuicrons sur
I'important théoréme suivant, dd & M. Mannheim (*) :

Lorsque quatre points d’une droite mobile restent sur des sphéres

(') Journal de Mathématiques pures et appliguées, 1897.
(*) Loc. cit.
(®) Principes et développements, etc., p. 180.
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Jixes dont les centres sont dans un méme plan, un point quelconque
de la droite décrit une ligne qui apparticnt & unc sphére dont le
centre est aussi sur ce plan. Les centres des sphéres qui contiennent
les lignes ainsi décrites apparticanent & une conique.

D’aprés ce théoréme, aux points du plan (P'), qui appartiennent i
une droite, correspondent les points du plan (I”), qui appartiennent &
une conique. La transformation T fait donc correspondre a toute
droite du plan (') une conigue du plan (P). De méme, & toute
droite du plan (P) elle fait correspondre une conique du plan (P).
On reconnalt la les caractires de la transformation quadratique,
dont je vais rappeler les propriétés bien connues (*).

Toutesles conicques du plan (P'), qui sont les transformdées des droites
du plan (P), passent par trois points fixes @', I, ¢, qui sont distincts en
général. De méme, toutes les coniques du plan (P), qui sont les trans-
formdes des droites da plan (P'), passent par les points fixes a, b, c.

Si I'on prend pour triangles de référence, respectivement dans le
plan (I’) et dans le plan ('), les triangles abe et a’b'c’, les coordon-
nées normales de deux points homologues m(«, y, 5) et m'(«, ¥, 5')
sont reliées par les relations

Aer'=Byy = Cs3,

o A, B, C sont des constantes.

Un point duplan (P ) admet, en général, pour homologue un point
uniue du plan (P’). 1l n’y a d’exception que pour les points a, b, ¢,
auxquels correspondent respectivement tous les points des droites ' ¢/,
'y d Y. De méme, anx points @', ¥, ¢’ correspondent, respectivement,
tous les points des droites be, ca, ab.

Enfin la conique du plan (1), qui est la transformée d’une droite
du plan (P), s¢ décompose quand cette derniére passe par 'un des
sommels du triangle abe. Ainsi une droite D, passant par le point ,
s¢ transforme en deux droites dont I'une, ¢/, correspond tout entiére
au point @, et dont 'autre, qui passe par le point a’, correspond point
par point & D.

(') V. Sawvox, HHigher plane Curves, Ch, VIII.
Journ. de Math. (5* série), tome IV. — Fasc. 1V, 18¢8. 53
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Les points a, b, ¢, avons-nous dit, sont distincts, en général. Il peut
cependant arriver que deux d'entre cux, ou méme tous les trois,
soient confondus. Dans tous les cas, il existe, dans le plan (P), au
moins un point e (trois au plus) auquel correspondent tous les points
d’unec droite située dans le plan (P'), ct toute droite issuc du point
a pour transformée une droite du plan (P’) qui passe par un point
fixe a’. Ce point &' joue, dans le plan (P'), le méme réle que le point @
joue dans le plan (P).

IV.

Appliquons ces considérations au déplacement qui fait I'objet de
cette ¢tude : marquons dans le plan (1”) ct dans le plan (P') le point
a ct le point @', puis tracons la droite D’ qui correspond tout enti¢re
au point @ et la droite D qui correspond au point @’ (fig. 2).

Fig. 2.

Soient enfin ap ct ag deux droites quelconques issues du point «,
@' p’ et a’q’ les droites correspondantes du plan (P').

Tous les points de la droite p’g’ restent 4 des distances invariables
du point a; par suite, ap’ ct ag’ sont des droites de longueurs con-
stantes. 11 en est de méme des droites a’p et a'yq.

On a donc en apq, a'pq, a'p’q, ap’q’ un systtme de quatre
triangles de grandeurs invariables, articulés aux points a, @', et sui-
vant les droites pg, p'q’. Ce systéme doit se déformer dans les condi-
tions suivantes : si am est une droite quelconque, menée par le point @
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dans lc plan abe, et li¢e & ce plan, il existe une droite a’m’, menée
par le point @’ dans le plan a’¥'¢ et lice & ce plan, telle que, pendant
la déformation, un point quelconque de am reste & distance invariable
d'un certain point de &’'m’.

Je transformerai encore cette condition en faisant intervenir unc
propricté élémentaire du quadrilatére gauche articulé.

Soit (fig. 3) ama’'m’ un tel quadrilatére. S'il se déforme de telle
manic¢re que deux points, 2 ct n’ appartenant respectivement aux

Fig. 3.

colés opposés am, a’'m', restent & distance invariable I'un de 'autre,
il cxiste une relation lindaire entre les carrés des diagonales aa
et mm'.
Posons en effet
an = a, nm = 3, mn=Ff, na=d,

on a, d’aprés une propriété bien connue (théoréme de Stewart),

—_—1 —1
—2 anm' + f§'na

nn' = k
_ e L
puis
—! 1mm’z+{3m’ ' .
I a .o am .
nm' = T k, = i ks,
—
— 1
*_ Baa
na’ === + k,,

en désignant par k,, k,, k,, k, des quantités constantes. [n rem-

—] —— —_—

. 2 .
placant, dans I'expression de nn' , nm" et na’ par leurs valeurs, il
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vient
—_— —_—
’—"-z',’ xz'mm' + 43 ad K
= 4 N
() a+=nE~E T

d’ou une relation de la forme
—_— —1
(2) Amm’ + Baad +C=o.

Réciproquement, si le quadrilatére se déforme de maniére gue la
rclation (2) soit satisfaite, un point quelconque de am reste i distance
invariable d'un certain point de @’'m’. En cffet, on peut identifier (1)
x.
B

Ce théoréeme se rattache a la théorie de hyperboloide articulé de
M. Greenhill, théoric qui a fait, comme on le sait, Pobjet d*¢tudes
approfondies. Je me contente d'indiquer ce point, ¢tranger i la ques-
tion traitée ici. ‘

Revenons i la fig. 2. Le quadrilatére ama’m’ se déforme, avons-
nous dit, de mani¢re qu’un point queleconque de am veste i distance
constante d’un certain point de @'m’ : on a done, dapris ce (ui pre-

ct (2) en sc donnant arbitraircment le rapport

ctde, une relation linéaire entre les carrés des longuenrs ad L.

On cn conclut donc ceci : le systéme des qualre triangles apy.,
apg, ap'q, ap'q, doit pouvoir se déformer de maniére que,
m étant un point quelconque de pq, il existe sur p' ¢ un poind cor -

rv-S'pondanl m' tel que Uon ait une relation linéaire entre ad et
—_—

mm .
\y

Nous supposerons d'abord que les ¢léments de la fig. 2 sont lous
de grandeurs finies.

Des conditions auxquelles doit satisfaire notre systéme de quatre
triangles, conservons sculement celle-ci : on doit avoir une relation
linéaire entre p~—p'l ctaa .

La déformation est alors possible et dépend d'un scul paramétre
arbitraire.
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En effet, donnons-nous la longueur aa’ = , ce qui fait connaitre la
longucur pp’. On peut construire successivement les trois tétracdres
ad' py, adpp',aa’p'q, dont toutcs les arétes sont connucs.

La construction de chaque tétratdre cst possible de dewr manicéres,
(ui difftrent par Porientation; de la sorte, 4 une valeur de «» cor-
respondent Auit déterminations du systéme (qui, naturcllement,
sont deux a deux symétriques). Ces déterminations dépendent done
d’unc équation du huitiétme degré, dont les cocfficicnts sont fonctions
de z.

’our I'une au moins de ces déterminations, il faut, d’aprés la forme
donnée i Pénoncé du probléme, que mm’ soit une fonction linéaire
de «? & cocfficients constants, m ct m’ étant deux points correspon-
dants quelconques de pg ct p'q'.

On pressent que toutes les déterminations ne peavent satisfaire &
cette condition, ¢t que, par suite, I'équation du huititme degré dont
il est parlé plus haut doit se décomposer. Mais il faut donner i cette
idée une forme plus nette. Nous y parviendrons & l'aide des conside-
rations suivantes :

1* En aucun cas, la détermination du tétraédre aa’'py ne peut
étre rationnelle en x.

La démonstration méme de cet ¢noncé en précisera le sens : nous
connaissons toutces les aréles du télratdre aa'pg; 'une d'entre clles,
ad, est égale ax. Pour le construire, fixons la face apg. Te point «' se
trouve alors sur une circonférence dont ['axe est pg, ct la position du
point a’ sur celte circonférence correspond uniformément, comme on
sait, & la tangente de la moitié du diédre pg. Pour que le tétraddre
fat déterminé rationnellement en fonction de i, il faudrait que cette
tangente fiit une fonction rationnelle de .

Or il est ais¢ de voir que cela est impossible; abaissons en effet sur
pg les perpendiculaires ai et a'i,, désignons par &y hy, & les lon-
gueurs connues af, a't,, ii, et soit enfin 9 le dicdre pg. On a

xt=k*+ h*+ hi--ahh, cosg,
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d’on
b4
o l—m!lg’2 _ A.a+/,t+"?_xs.
cosy = P ahh, ’
1+tang'-;
on tire de la
29 _ =K —(h—h)
ang”; =~ 4 (h+ )2

Il faudrait que le second membre fitt le carreé d’unc fonction ration-
nelle en z, ce qui exigerait

k4 (h = b)Y =k+h+1N),
d’ol
hh, = o,
ce qui n'a pas lieu (*).

2* Etudions a préscnt la détermination du tétraédre ea'pp’. La
question st analogue & la précédente; la différence se trouve dans le
fait qu’il y a maintenant deux arétes variables, aa’= x et pp’, relices
a la premitre par une relation de la forme

”—_l—-'“
pr =laa +m.

On peut faire sur cette détermination deux hypothéses :

1° Ou bien elle est rationnelle en z ; il n’est pas difficile de montrer
(ue ce fail est impossible, par un raisonnement analogue au précédent,
bien qu'un peu plus long. Mais cela n’est pas utile, comme on le verra
par la suite;

2° Ou bicn clle est irrationnelle en z; on peut alors sc demander si
cette détermination ne dépendrait pas, pour un choix convenable des
¢léments de la figure, d'un radical identique & celui dont dépend la
détermination du tétracdre aa’pgq; il y aurait correspondance uni-
Sorme cntre les deux tétraédres, et le premier étant choisi, le second
serait déterminé sans ambiguité.

(*) Pour abréger une étude déja longue, j'admets ici, sans démonstration, un
résultat que le lecteur pourra établir sans peine, & P'aide de raisonnements tout
a fait analogues & ceux employés dans le texte.
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Posons

ey ’

ap=p, ag=gq, ap=p, dg9=q, ap'=p, ap=p.

Soicnt aussi § et  les ditdres en aa’ des tétraédres ea’pg et aa’pp’.
La formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique, appliquée
a 'angle triédre en @ du tétratdre aa’pgq, donne

N N N LN LN
cospay = cospaa’ cosgaa + sinpad’ singaa’ cosz.

s /\, /\/ .
Les termes cospag, cospaa’, cosgaa’ sont ou bien des constantes,

ou bien des fonctions rationnelles de 2. On a, par exemple,

s x? T__ 8
cospaa’: ....__';p__.__&.

pr
On voit ainsi que cos? est le quotient d'une fonction rationnelle
de x par I'expression
LN LN
sinpaa’ singaa’.

Mais on a

LN
sinpag’ = @ p+ pI@+p—PIE+ P~ PP+ P =)

et de méme

PN
singad == V@ + g+ ¢)@+ 4= )@+ 10— DG+ 4 —2).

Donc cos9 est le quotient d'unc fonction rationnelle de & par Fex-
pression

v

On voit de méme que cosy est le quotient d’unc fonction ration-

(@+p+p)@+p-p)(@+p —p)p+p—x))
(T+g+q)(@+g—q)(@+q —q)g+q —x)
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nelle de & par I'expression

\/ (+p+p)e+p—p)e+p—p)p+p—i)|
| (z+p'+ p)(e+p'—p)x+p,—p)p+p—))

o U ) . . . . .
Si tang I ct umgz dépendaient du méme radical, il en scrait de

méme a fortiori de cos% et cos, et les deux radicaux éerits ci-dessus
devraient étre identiques. 11 faudrait pour cela que les quantités

I+qn 9—4o 4 —4

fussent ¢gales, & l'ordre prés, aux quantités
P'+Po P'=Po PP

Remarquons a présent que les points p et ¢ sont deux points quel-
ronques de la droite D ayant placé arbitrairement le point p, on peat
supposer le point ¢ choisi de mani¢re que les égalités en question
n'aient pas licu. En effet, s'il en était autrement, le point ¢ pourrait
se déplacer sur la droite D, de maniére qu’on ait

q + ¢, = const., g — ¢,= const.,
d'ot
¢ = const., q, = const.,
ce qui est absurde.

Nous pouvons done conclure qu'il 'existe pas de correspondance
uniforme entre les tétraédres aa’pg et aa’'pp'.

D’aprés cela, si 'on construit, pour une valeur donnée de x, le té-
tratdre aa'pp’, les deux positions que peut occuper le point ¢ sont
algébriguement inséparables. Il en est de méme des deux positions
(que peut occuper le point ¢, Si Pon désigne alors par ¢, et ¢, les
deux positions du point ¢, par ¢, et ¢, les deux positions du point ¢,
toute propriété du systéme (q,y ¢,) apparticnt aussi au systéme

(42 45

D'une facon plus précise, on peut former une équation du second
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degre
(1) AN+ BA+C=o,

aux racines de laquelle, &, et A,, correspondent uniformément les deux

positions du point ¢, quand on a construit le tétraédre aa’pp’ (‘A de-

signe, par exemple, tang Z) De méme, les deux positions du point ¢

correspondent uniformément aux racines A, ct A, de I'équation
(2) AN+ BV+C=o0.

Les cocflicients A, B, C, A’, B’, C’ des ¢quations (1) ct (2) sont
des fonctions rationnelles de z et de tang%, ou bien, ¢n employant le
langage de la Théorie des équations, appartiennent au domaine de

'i) D’aprés ce qu'on vient de dire, ces deux

¢quations sont irréductibles dans ce domaine.
Supposons alors qu’unc certaine propriété des points ¢, ct ¢, s'ex-
prime par unc relation, rendue rationnelle, entre les racines A, et 2.,

rationalité (a:, tang

(%) 7(My ) =0,

et dont les cocfficients apparticnnent au domaine de rationalité preé-
cédemment défini, Les équations (2) ct (3) ontune racine commune X,
il s’ensuit que leur résultant est nul, et 'on a

‘4/(7\,) = 0,

les coefficients de ¢ appartenant Loujours au méme domaine de ratio-
nalit¢. L’équation précédente, satisfaite par une racine de I'équa-
tion (1), irréductible dans cc domaine, doit étre satisfaite avssi par
la seconde racine A, de la méme équation. On a donc

$(h) =0,

Journ. de Math. (5* sévie), tome [V. — Fasc. IV, 18K, 5_/;
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et ’équation )
s(ApyN)=0

a une racine communc avec I'équation (2). Si cette racine cst A,
on a

(A N,) = 0,

ct, par suite, la propriété qu'on a supposée appartenir au systéme
(¢., ¢') appartient aussi au systéme (¢, 7,). Si la racine commune
est\),ona

7(hsy X)) = o,
I'équation (1) et I'équation

?(X, A)=o

ont deux racines communes. En répétant le méme raisonnement, on
verra que ces deux racines appartiennent aussi i I'équation

2(M ) = o.

Dans ce dernier cas, la méme propriété appartient aux quetre couples
de points
((/H 70)7 (9?’ (1')7 (’1" ’12)’ ('/2’ Y. ).

Quoi gu'il arrive, la proposition énoncée plus haut se trouve établic.
Revenons alors au systéme des quatre triangles. 1)aprés les condi-

. \ . ] '"‘72 [

tions dans lesquelles ce systéme doit s¢ déformer, yg' doit étre une
fonction linéaire de 2%, i coefficients constants, ¢ ¢t 4’ étant convena-
blement choisis parmi les positions que ces points peuvent occuper.
Il résulte des développements précédents que, si 'on a

P .

g, =L+ m,
on a aussi

__,g

f2q, = le?+m,
ct, par suite,

09 =19,
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Ceci nous conduit a un résultat d’un énoncé fort simple : Projetons
le systéme sur un plan perpendiculaire 4 la droite aa’ (fig. 4). Les
plans aa’'p, ad’'p’ ont pour projections deux droites ap, ap’. Les

Fig. 4.

points ¢, ct ¢, se projettent en deux points symétriques par rapport
a ap, et les points 7 et ¢, en deux points symétriques par rapport
a ap’. Les droites ¢,4 et ¢,q, sont égales dans I'espace ct font le
méme angle avee le plan de projection. Elles sont done égales aussi
en projection, .

On a, par suite, en ¢,aq,, ¢,aq, deux triangles égaux. Si ces deux
triangles étaient inversement orientés (fig. 5), on voit sans peine

(ue les points p, a, p’ seraient cn ligne droite, et le diédre en aa’ du
tétratdre a@’'pp’ serait constamment égal & o ou & ®, ce qui est
inadmissible. 11 faut donc que ces deux triangles soient orientés de
méme, comme sur la fig. 4. On alors

SN, RS

1hay, =1q.aq,,
d'on

<N TN

19aq, =q,a9,

N TN
qap=q,ap,
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ce qui s'exprime ainsi : pendant la déformation, les diédres en aa’
des tétraédres aa’'pq, ad p'q’ sont constamment égau.

Il faut ajouter qu’une rotation du méme sens doit amener le plan
apa’ sur le plan aga’, ct le plan ap’a’ sur le plan ag’a’.

Le di¢dre en aa’ du tétraédre aa’pg est celui que nous avons déja
désigné par 4. On a vu que cos $ est le quotient d’une fonction ration-
nelle de z par I'expression

\/T?¥ﬁ¥ﬁﬂfl?zﬁﬂiihépxﬂ+m—wf.
(x+q+q)rc+qg—q)r+q, —q)(g+q, —)]

De méme, cn appelant ¢ le diédre cn aa’ du tétratdre aa'p' ¢,
cosy est le quotient d'une fonction rationnelle de x par I'expression

V

Appelons Q et R les deux polynomes du huitiéme degré qui figurent
sous les radicaux précédents. On peut supposer qu'aucun d’cux ne
contient de facteur qui soit carré parfait, car cela entralnerait entre
les p ct g, ou entre les pety des relations que I'on peut supposer
n’dtre pas satisfaites, puisque, nous le répétons, le choix dcs points p
et ¢ sur la droite D est arbitraire.

Cela pos¢, I'¢galité

(@+p+p)a+p—pNe+p,—p)p+p,—e)|
(E+g+gNe+9—g)oe+q¢,—¢Ng+q —rx)!

cos% = cost
entraine la suivante

<
=i

= fonction rationnelle de u,

d

(

<
-

dott I'on tire aisément

QR = carr¢ d'une fonction rationnelle de «,

= carré d'un polynome cn «.

Comme ( et Rn'ont pas de facteurs carrés parfaits, il faut que ces
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deux polynomes soicnt identiques. En écrivant que leurs facteurs
linéaires sont égaux deux 4 deux, on voit que les quantités

Pt P—DPv Y+ 90 q4— 17

ct

’),+P'ﬁ i(p,"'pic)' 9""'9'.9 i(ql"'/'a)

fornent, & I'ordre prés, deux suites identiques.

Toujours & cause du choix arbitraire des points p ct ¢, on ne doit
pas ¢erire d'¢galilé ol figurent & la fois des p et des ¢. 11 faut aussi
remarquer que les quantités p et ¢ étant essenticllement positives,
P+ P, est toujours supéricur & la valeur ahsolue de p — p,, cte. Il ré-
sulte de ces deux considérations que les sculs systémes possibles d’éga-
lités sont les suivants :

\ pP+pi=p+p, q+f1..='1’+f/'.,
) o PmpEPP g =0
: d’ou
' P=ps P=pPy 4=9¢ =4
\ .v+p.=P:+1f'.' I+ =q+q,
ay o PTRERP 0= 0=0
'dou
P=Pn  P=pPy 4=q¢n =73
PHP=p+p, Q=+,
P=P=pP—py 4—0=q—9,
u

P=py  p=py 4=¢s =4
P+Hp=p+p, ¢+q=q+4q,
P=P=p—=pDy 4—9=9—4

P=py =Py 9=q¢,  4,=¢,.
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Onpeut sc dispenser d’examiner les systemes (I11) et (IV).

En effet, lorsque le point g vient a se confondre avec le point p, le
point ¢’ doit, en méme temps, se confondre avec le point g.

En d’autres termes, les égalités

q9=D; 4= ]

entrainent les suivantes :

¢=p.  4.=D

D’apreés cela, le systeme (111) ou le systéme (1V ) ne peuvent éure
satisfaits que si I’on a
p=p=p=p.
1=90=q1=1,.

et les quantités satisfaisant & ces égalités satisfont & chacun des sys-
temes (I) et (IT). I n’y a donc lieu de retenir que ces deux-la et nous
allons les examiner successivement.

VI

Commencons par ¢tudier le systéme des égalités (1).
Les quatre triangles sont représentés de nouveau (fig. 6). Ona

ap = ap' =p, ag = ay = .

ap=ap=p,, g =dq=yq,.

Comme les ditdres en aa’ des deux tétraédres ed'py, aw p'y’
doivent étre égaux, on voit immédiatement que ces deux Létraddres
cux-mémes sont ¢gaux : le second résulte de la rotation du premier
autour de aa’ d'un certain angle ¢.

A chaque syst¢me de valeurs des parametres % et ag’ = x corres-
pond une position de la figure formée par les quatre triangles.

Faisons maintenant intervenir la condition & laquelle doit satisfaire
le systéme articulé : il faut que, m, m’ étant deux points correspon-
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dants quelconques de pg et de p'¢’, la déformation soit telle que I'on

—_—3

. . o g e —3 I
ait une relation linéaire entre mm’' ct aa’ .

Fig. 6.

Nous devons rechercher s'il est possible d’¢tablir, entre £ et 4, unc
relation telle que cette condition soit remplic.

[ est clair, tout d’abord, que les points m et m’ sont homologues
sur les deux tétraédres égaux ea’pq, aa’p’q : en cflet, les diedres en
ad des tétraédres aa’pm, aa’' p'm’ doivent étre égaux. On a donc

am = am’' == m, am=am =m,.

En outre, le di¢dre en aa’ du tétracdre aa’mm’ est égal a 5.

Calculons mm’ . Abaissons & cet effet sur aa’ les perpendiculaires
C T NN, )
mi, m'i. L’angle mim' est égal d g et 'on a

-2 . It |

v . . . 3
mm' = mi + m'i —2mi.m'icosg=2mi (1—cosy).
Le triangle ama’ fournit de plus I'égalité

l.* (e +m+m)(x+=m—m) (x4 my—m)(m+m—.r)
= T
jxt

— 2+ a(m 4 mir et — (mr— mi)?

qt
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Al . . _—,’ ] |

Substituant cette valeur dans I'expression de mm’ , et égalant a
une fonction linéaire de z*, on trouve la relation qui doit exister entre
rety:

(4 = s+ a(m* + mHroet — (mt— m})t

—1 (v — cosg) = Aa* + B,

Soient # et n’ deux autres points correspondants; ils donnent licu
a la relation analogue

. I 2 ] !‘ . 2 __ )2 .
(5) rt+2(n +;1:’)"r (n*— n}) (1 — cosy) = Ca* + D).
[l faut, pour que la déformation soit possible, que les relations ()
el (5) définissent le méme angle % en fonction de 2. Cela exige que
I'on ait identiquement

—&ba(m+m)t— (mr—m})t A+ B
a3t —(nt—n)r T Cut+ D

(6)

Une telle identité ne peut avoir licu que si les polynomes bicarrés
qui figurent au premier membre ont un facteur commun du second
degré. En comparant lcurs facteurs, et en tenant comple de l'indé-
pendance des points m et n, on voit que ce fait se présente au scul cas

ot ’on a
m=m,, n=n,.

On a alors aussi
P =P 9=1-

Les quatre triangles de la fig. G sont égauwr.
Faisons m = m,, n = n, dans I'égalité (6), et identifions. [l vient

A=k, B = — ak(n?+ m?),

k étant une constante indépendante de la position du point m.
La relation () devient alors

— ripa(mi+m?) (I

2 cosg) = h[a? — 2(m? + m7)|,
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on
cosy =1+ 24,

Ainsi Uangle 5 est de grandeur constante.

Réciproquement, supposons que les quatre triangles de la fig. 6
soient ¢gaux (ap =ap'=a'p=a'p,ag=a¢=a'g=a¢), quela
figure formée par les triangles apq, @’ pg soit superposable i celle
formée par les deux autres, ct qu’enfin le systtme se déforme de telle
maniére que les plans aa’p, aa’p’ fassent entre cux un angle con-
stant ¢; dans ces conditions, un point quelconque du plan de Uun
des triangles reste a distance incariable d’un point convenable-
ment déterminé sur le plan du triangle opposé.

Soit en cffet m un point quelconque de la droite pg, ct m’ le point
de la droite p’q’ tel que mp = m'p'. La figure ama’m’ conslitue un
«uadrilatére gauche articulé dont les cotés ont méme longucur m. Si
I'on désigne par i le milieu de aa’, les droites mai, m’¢ sont perpendi-
culaires & aa’, et 'angle en ¢ du triangle mim’ est égal a 5.

On a donc

—
—_—

2

/
’ —32, . aa \.
mm’ =2ami (1—cosp)= 2(":‘— —Z-)(I— cos9),
/

ou

3 1—cosg——*
mm' + — —*aa =2(1— cosy)m®.

I existe donc une relation linéaire entre mme’ et 5;1—'3, diagonales du
(uadrilatére ama’m’; d’'apres le lemme utilisé plusieurs fois, on cn
conclut que tout point de am reste a distance incariable d’un point
convenablement choisi sur a'ni', et réciproguement. Comme enfin le
point m est pris arbitrairement sur pg, la proposition se trouve étahlie.

Si I'on fixe le triangle apgq, on peut donner une nouvelle définition
du déplacement du triangle @' p’q’.

Nous pouvons d’abord supposcr que les points p et ¢ sont choisis
de telle mani¢re que I'on ait ap = aq. Joignons alors le point 7 au
point de rencontre des droites pg, p'q’, ct soit L la droite obtenue.
On reconnait immédiatement les propriéiés suivantes :

1° Les points a, p, ¢ sont respectivement symétriques des points @/,

Journ. de Math. (5* série), tome IV, — Fasc. IV, 1By8. 55
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P’y ¢ par rapport & la droite L. En d’autres termes, le triangle «' ¢ p’
se déplace de maniére & rester constamment symétrique du Lriangle
apq par rapport & la droite L, de sorte que, pour définir le déplace-
ment du premier triangle, il suffit de définir le déplacement de 1.

20 m étant le milieu de pqg, le plan am est perpendiculaire au plan
apq ct le point  décrit dans ce plan une circonférence décrite sur am
comme diamétre;

3o Enfin la droite L rencontre pg ct fait avee cetle droite un angle
moiti¢ de I'angle (pg, p'¢’); mais ce dernier angle, égal aun supplé-
ment de I'angle 9, est constant.

On peut donc définir ainsi qu'il suit le déplacement de la droite 1.
el celui du triangle a'p'q’.

Soient apq un triangle fixe, m la projection du point a sur Il
cdté pq, C un cercle décrit sur am comme diamétre, dans un plan
perpendiculaire au plan apq. Une droite L se déplace en s appuyant
sur le cerele C et sur la droite pq, que de plus elle rencontre sous
un angle constant.

Si, pour chaque position de L, on construil le triangle « q'p',
symétrique du triangle apg par rapport a cette droite, ce triangle
@ q'p se déplace de telle maniére que tous les points de son plan
décricent des lignes sphériques dont les centres apparticnuen! au

plan apq.

Nous retrouverons plus loin ce déplacement par une méthode qui
permettra de donner & son sujet quelques détails complémentaires.
Indiquons cependant toul de suite comment on peut le réaliser au
moyen d’un modéle facile & construire.

Reportons (fig. 7) les triangles de la fig. 6 el construisons les
parallélogrammes aqpr, ap’ q'v',a' gps, a' p'q's'.

Les angles rar', sas’, égaux tous deux & I'angle des droites py, p'yf',
sont constants pour celle raison, ct, par suite, les triangles rar’, sa's’
sont invariables.

On peut donc construire ces triangles, ainsi que les quatre parallé-
logrammes désignés ci-dessus, en les découpant dans du carton. On
assemblera ensuite ces six polygones au moyen de charnitres de papier
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gommé ct le systéme articulé, constitué de cette manitre, jouit de
cetle propriété que, pendant sa déformation, les points du plan agpr
restent tous & des distances constantes de points de la face o' p/ ¢y,

Fig. 7.

qqui leur correspondent un & un. On met le fait en évidence en reliant
les points correspondants par des lils qui restent tendus pendant la
déformation.

Voici maintenant comment on déterminera les points correspon-
dants. Soit « un point du plan agpr, dont on veut déterminer le cor-
respondant &’ dans le plan a’p’q’s’. Menons la droite @z qui rencontre
en m la droite pg. En prenant sur p’'q’ la longucur p'm’= pu, le
point a” se trouve sur la droite @' ne/, et sa position sur cette droite est
déterminée par la velation

m'2’.mz2 __ p+cosy

R TZ ey

a'x.ax a

¥ désignant angle rar”, c’est-d-dive le supplément de I'angle ue nous
avons précédemment désigné par 9. On tire de 1a

. ma.ma
a'o —= ——

¢’
ma—ax sin";

relation qui permet de déterminer facilement le point a’



4134 RAOUL BRICARD.

VII.

Nous passons a I'examen du systeme d’égalités (1) dela tindu § V.
Construisons (fig. 8) le systéme des quatre triangles articulés, de
maniére & satisfaire aux relations

ap = a’p’ =), ap’ = u'p =Py

ag=daq =y, ay =daq=yq,.
Cette fois les deux tétratdres aa’pg ct aa’p’ ¢’ sont, non plus égauy,
mais symetriques.

Si m et m’ sont deux points correspondants appartenant respective-
ment i pg et p'q’y ona pm = p'm'. Les plans ama’ el am’ a’ forment

Fig. 8.

LY CORR CUEEEREE SRR N Y

entre cux le méme angle 9, quel que soit le point m, et la détermina-
tion du systéme dépend des deux variables 9 ct aa’ = «.

[l faut encore rechercher si 'on peut trouver entre 4 et 2 une rela-
lion telle que mm’ soit une fonction lincaire de 23, quel que soit le
point mn.

Abaissons des poinls me et m’ les perpendiculaives mi et ' i sur aa’.
Ona

—_

—3 -
mni’ == ami (1—cosp)+ I’ .
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D'ailleurs, en posant am = &' m’' = m, & m = am’' = n?,

"—“ (z+m~+my)(x+m—m)(x+m—m)(—x~+m-+m)
= ot - T
iz

el

i'=ai—ia = al — '—
=TadT T

m't— mt

Vi

) 3 ) . [
On a donc, en égalant smund a une fonction linéaire de .2,

(=) (o m) (et m—m) (ot m =) (st mt )
/.

ot cosv).*_(.L:L)_ A28,

2

kn éliminant cosy entre cette relation et la relation analogue qui
fournit un second point n, il vient

(4= m~+ m)(.e4+m=m)x+m—m)(—x+m-+m) _ Axr'+4 Bri—(m'?— m')-
(r 4+ A+ n) (& 41— ) (& + Ry n)(— &+ n+ n,) A’1’+B'.r’-(n £’

Si I'on n’a pas, quels que soient 7 et #, les égalités m=m,, n=n,,
on peul supposer ces points choisis de telle maniére que les polynomes
bicarrés figurant au premicr membre de la relation précédente n’ad-
mettent pas de facteur commun. Les deux polynomes figurant au
second membre doivent alors leur étre respectivement identiques, et
['on a par un calcul facile

A=—1, B = 2(n?+ m}),
et la relation (5) se réduit i
COsy =—1.

On voit immédiatement que, en supposant cette ¢galité satisfaite,
le déplacement du triangle a'p’q’ par rapport au triangle apg rentre-
rail dans ceux que nous avons signalés au début de cette étude, el qui
donnent des solulions sans intérét du probléme : ce déplacement se
réduirait, en effet, i une translation telle que tous les points du triangle
resteraient sur des sphéres Ggales.
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Revenant i la relation (8), on peut supposer (que I'on a constamment
m ==m,, n = n, : on relombe ainsi sur la solution obtenue au § V1.
Ainsi I'é¢tude du systéme 1T ne fournit rien de nouveau.

VIIL

Nous avons, au début du § V, supposé que les éléments de la fig. a
sont de longueurs finics. 8'il en est autrement, les raisonnements que
nous avons fails ne peuvent plus s’appliquer sans modifications.

Supposons que, dans cctte figure, les droites D et D’ s’éloignent i
I'infini. Les plans apq et @' p g deviennent paralléles et le déplacement
du second par rapport au premier est une translation telle que le
point @’ décrive une droile perpendiculaire i ce plan epq.

Tous les quadrilatéres, tels que ama’ m’, ont maintenant leurs coteés
de longucurs infinics, et le lemme relatif au quadrilatére gauche arti-
culé, qui a jouc un role fondamental dans les paragraphes précédents,
cesse d'avoir un sens @ on le remplace aistment par le suivant : 7/ doit

exister une relation linéaire entre ad =% et lo cosinus de

Fangle man/'.

En appliquant le lemine, ainsi modifi¢, an nouveau systéme, on
trouve aisément les résultats suivants, semblables & ceux qui ont é1é
obtenus dans le cas ol les ¢léments de la figure ¢taient de grandeurs
fimes :

. 1° La détermination du systéme (apq,  pg) dépend d'une équa-
tion du second degré dont les coefficients sont des fonclions ration-
nelles de iz, et celle équation est toujours irréductibles

2° Il ne peut y avoir correspondance uniforme entre les ystéme
préccédent et le systeme (app’,a’pp’). 1n d’autres termes, pour une
valcur donnée de x, les déterminations de ces deux systémes dépendent
d'irrationnelles qui ne peuvent étre identiques;

30 Quelles que soient les directions ap, ag, le ditdre formé par les
plans apa’, aga’ cst toujours égal au diédre formé par les plans ap’«,
ag'a’. On en déduit les égalités

N AN PN P
’

paqg=p aq’ = /)a’q = p';z'\(;’.
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Comme précédemment, il y a deux cas de figure possibles : ou bien
le systéine ea’pq est superposable au systéme ad'p’ ¢y et s'en déduil
par unc rotation autour de aa’; ou bien l¢ premier systéme est super-
posable i la figure symétrique de celle formée par le systéme aa’p’y'.

I est ais¢ de voir que, en réalité, ces deux cas n'en font qu’un seul.
Supposons, par exemple, que le premier se présente ( fig. 9); il suffil
de remplacer les droites ap’y aq’y o' p’, @ ¢’ par leurs prolongements

Fig. 9.

ap’yaq’y, dptya 'y el la figure aa’ p’q” est superposable i la ligoree
symétrique de e’ py.

Cela posé, la détermination du systéme dépend de deux variables,
dont Pune est aa’ =, et I'autre, l'angle 5 que fonl entre cux les
plans aa'p’ ct aa’p.

I faut examiner si Uon peut former une relation entre ces denx
variables, telle que, am et a’'m’ étant deux droites homologues quel-
conques des plans apg ct o' p’q’, il existe une relation linéaire entre
«* et le cosinus de P'angle de ces deux droites.

Le point @', nous le rappelons, décrit, par rapport au plan apy, une
droite qui lui est perpendiculaire. Soit ¢ le pied de cetie perpendicu-
laire; on peut supposer que ap contient le point £. Désignons par « la
longueur constante «i.

Ona dans le triedre aa’mm’, dont le diédre en aa’ est égal i 5.

N, TN N LTS ,
cosmany’' = cosa’'anicosa’ ant + sina’ anesing’ am’ cosy

/;\

2,/ M g(\\
=cos“a am -+ sim‘aam COS?.
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Mais lc triedre aa’pm, dont le diédre en ap cst droit, donne la rela-
tion

- TN A qgeost
cosa am = cosa aicosiam =

=’
en désignant par § Pangle tam. On oblicnt ainsi

v

N, a*costd al costl)
cosman’ = 25 4 (1— 2227 ) cos
ra £

o, en égalant cetle expression & une fonction lincaire de .2,
(* — a*cos*f) cosy + a*cos?l) = Ax' + Bt

La relation cherchée entre 3 et i« doit étre telle qu’une semblable
cgalité ait lieu, quel que soit ). La condition nécessaire et suffisante
pour qu'il en soit ainsi est, comme on le voit aisément, que cette rela-
tion ait la forme

cosy =kt 41,

Il est ais¢ de donner a cetle relation une forme géométrique, A cel
elfet, abaissons sur ap’ la perpendiculaire a’f, : cette droite est per-
pendiculaire aux plans ap’q’ et a’p'¢’, et par suite Pangle (ai,= v est
¢gal & celui que font entre cux les plans apg et a'p' .

Le tricdre aa’i, donne alors

AN S
COSy = cosaa ilcosaa'l,+ simmaa i sihaa “C()S?

=cos’ad’t +sin*aa’tcosy

al at P
=1— 5 + —(kx® +1)=1+ ha®* = consl.
A A

Ainsi Pangle des deux plans apg, a'p’¢’ est de grandeur constante.
En résumé, si l'on fixe le plan apg ou (P), le déplacement du plan
' p'q ou (P') est ainsi défini

Un point @ appartenant au plan (V") décrit une droite perpendi-
culaire au plan (P), et dans le déplacement incerse, un point a,
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apparienant au plan (P) décrit une droite perpendiculaire au
plan(P’) (on a ai = a't', en désignant par i et i’ les pieds des deur.
perpendiculaires). Enfin Vangle que font entre eux les deur
plans est de grandeur constante.

Ce déplacement est bien déterminé, étant assujetti & cing condi-
lions. Quand il y a licu, tous les points du plan (P') décricent des
lignes sphériques dont les centres appartiennent au plan (1).

Celte réciproque est établic par les développements qui précédent.
Nous en donncrons cependant une démonstration analytique, (ui
mettra en ¢vidence les propriéiés du déplacement, avec moins d'eflorts
(que n'en exige la voic géométrique que nous avons suivie.

IX.

Rapportons le plan (P) & trois axes fixes rectangulaires O, Oy,
() 5 choisis de telle maniére que lorigine soit en @, que le plan des xy
coincide avee le plan (), et que la droite décrite par le point @’ ait
pour ¢quations

r=a2a, y = 0.

Rapportons de méme le plan (P’) i trois axes mobiles O'x’, Oy,
('35, choisis d’'une facon analogue. Soient , v, ¢ les coordonnées du
point O’ dans le systéme fixe, ct soit

le tableau des cosinus formés par les axes des deux triédres pris deux
adeux.,
Ces cosinus peavent s'exprimer ¢n fonctions rationnelles de trois

\ A v . .
paramétres -, 'P&’ 5+ au moyen des formules bien connues d'Olinde

Journ. de Math. (53¢ séric), tome IV. — Tasc. IV, 18¢8. v
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Rodrigues; ces formules sont les suivantes :

p= M= 30r—) o = MM pe)
I)‘l - p‘ 4 - I)'
w3 +vp) Tl e ol ik L i v 3wy —123)
S it en e '5 = ’ p = R
P r r
o .Z.S.).L-__“""_), ' — M ar” — —:_Z.’_—:_xi—i—_v’_—i— ‘;.:
% = P ’ Sl IE ’

pazk’_‘_“’_‘_v?_*_gﬂ.

Cela posé¢, exprimons successivement les conditions dans lesquelles
se déplace le plan I, On a d’abord

(8)

V¢
"

= 24, 7 = 0.

dcrivons ensuite que le point O décrit, par rapport au systéme mobile,
la droite

/

&' = 2a, y = o,
Il vient

~-af — g —y0 . 2q,
— =Byl

ou, cn tenant compte des rclations (8),

2a(x+1)+ .y = o,
209 + ¥'( = 0;
I'élimination de ¢ entre les deux relations précédentes donne
2a(ay’ - ya'+y') = o,
ou
,},/ . pl/ — 0,
e, en remplacant y' ct §” par leurs valcurs,

7\9:0.
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Nous supposerons
P =0,

en laissant au lecteur le soin de vérifier que I’hypothise
A=z o0

ne ménerait pas & des résultats différents de ceux que nous allons
obtenir.

11 reste a égaler le cosinus ¥” & unc constante. Il vient ainsi

- \L‘ - P}__*_v‘ -
M—plagyt T

[l y a avantage & introduire la quantité A, définic par la relation

. aat—- At
k= ——

In outre, comme A, g, v interviennent d’une fagon homogéne, nous

pouvons fairc v =1, ce qui simplifie I'écriture. Le tableau des cosinus
devient alors, aprés des réductions faciles,

!

/ Y y P , ’X’
= 7:-2(2a27u -~ k), Boma = L‘;l_!.f,
oz d N2y : . 3a*)
B (e PR
apl o M4 2a*p o 20— h?
("tj/"“ _/l’ ’ Ve

les parametres A et . étant reliés par la relation

. h?- . a?
2 2
(IO) A + = e

(es relations, jointes aux relations (8) ct & la suivante

!
(1) C== - 222 = _aa),

W
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déterminent un déplacement du triedre O'z'y’ 3’ ct, par suite, du plan
O0'z’y’, qui s'effectuc dans les conditions prescrites.

Soicnt 2y’ 5" les coordonnées d’un point m’ lié au triedre O'«’y' 3',
par rapport & ce tricdre. Cherchons §'il existe un point fixe m, de
coordonnées z, y, 3, par rapport au tritdre Oxys, tel que la distance
mum’ soit constante pendant le déplacement.

Les coordonnées du point 2/, dans le systéme fixe, sont

X =E+ar/+2y+a',
Y=1n+Ba'+Fy+ 87,

Z — t+7w/ +Y'y’+ 7”:’,
et la condition
mnY = const.
s'exprime par I'égalité

(X—a)+(Y —y)'+(Z—z)=A,

dont le second membre doit étre fonction seulement de e,y 5, 27, v, 5.
En tenant compte des relations (8), (9), (10) ct (11), on mel faci-
lement 'égalité précédente sous la forme

2 I gl
4 a"( f— 22 )Y

alws' +s.r')]-
: )
\ h

1
)A’—f— [-'/-g-(.cy’+yav’)7\p.+.’| a 343+ S

+ e+ =1,

ou B désigne encore une quantité constante pendant le déplacement.
Ceci doit avoir licu quelles (que soient les valeurs de A et @ satisfaisant
a la relation (10). Les conditions nécessaires et suffisantes pour u'il
en soit ainsi sont que les cocfficients de A%, Au, A ct @ soient nuls. lin
d’autres termes, si 'on se donne 2, y', 5/, les coordonnées z, y, =
doivent pouvoir étre délerminces de manicre & satisfaire aux relations

xx' —yy' = h,

zy' +yx = o,
ht(z+3") +a(xs’ + s52') = o,

ys+3y'=o.
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Ces ¢équations sont au nombre de quatre. Ainsi, x', ', 3’ ne peu-
vent étre choisis arbitrairement.

L’¢tude du systéme précédent est cxtrémement simple, ct il suffit
d’en indiquer le résultat : parmi les divers points entrainés avec le
tricdre O'2’y’3, il 0’y a que ceux appartenant aux plans O'z’y" et
O’x’3" qui décrivent des lignes sphériques :

1° Le point («, ¥, 0) du plan O’'z’y’ décrit une ligne sphérique
dont le centre a pour coordonnées dans le systéme fixe

htx! — Ay

T == ;i‘“a-f-y”, }f == ;l;-———-l-“y':’

[ ¥]
{
o

c'est la vérification du résultat énoncé a la fin du paragraphe précé-
dent. En outre, les formules précédentes expriment que la correspon-
dance des points m ct m' est identique & celle que définirait une
incersion de module A2,

2° Le point (z',0,3') du plan O’'z’s" décrit une ligne sphérique
dont le centre a pour coordonnées dans le plan fixe

_ v —h3(r+a)
Yy =29 5T Tx(ax + AY

Ces formules définissent une transformation quadratique qui,
@ toute droite de Uun des plans, fait correspondre une hyperbole
équilatére de Uautre plan. Au point

Il existe donc, dans le plan O’2’3’, un point qui déerit une circon-
Sference de rayon fini. Le déplacement du plan O’x' 3’ est nécessaire-
ment identique, par conséquent, & cclui que nous avons étudic
au § VL.

Le fait se vérifie de la maniére suivante :

Sil'on a égard a l'interprétation cinématique des formules d’Olinde
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Rodrigues ('), on reconnait que le tritdre O’'z’y’s’ est symétrique du
trit¢dre Oy par rapport & la droite ayant pour équations

Lt, comme on le voit en tenant compte de la relation (10), cette droite
se déplace aux conditions suivantes : clle s’appuie constamment sur la
droite paralléle & Oz

r==a, y=o0;

clle rencontre aussi constamment le cercle

5 =0, a(x?*+y*) - (a*+ h*)x + ah? = o,
qui a son centre sur Ox et passe par l¢ point =0, y == 0, 5 0.
Enfin elle fait avec O 5 un angle constant.

Or, ces conditions sont identiques & celles que nous avons obtenues
au § VI, pour le déplacement de 'axe de symétrie des plans ()

et (P).
X.

Nous avons & présent résolu complétement le probléme que nous
avons en vue, et il ne nous semble pas mauvais d’en résumer ici les
résultats.

Il existe deux cas dans lesquels un plan se déplace de manicre que
tous ses points décrivent des lignes appartenant a des sphéres ayant
leurs centres dans un plan fixe, et, circonstance assez remarquable,
ces deux cas sont réalisés en méme temps dans le déplacement d’un
systéme qu’on peut définir ainsi qu'il suit :

Soit Oxyz un triédre trirectangle fixe. Imaginons une droite L
qui se déplace dans les conditions suivantes : elle sappuie sur O s

(1) Kenigs, loc. cit.
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el sur une circonférence situde dans le plan Ozy et tangente au
point O a Oy, de plus, elle fait un angle constant avec O 3.

Pour chaque position de L, construisons le triédre O'z'y' s’ sy-
métrique du triédre fize par rapport a cette droite. Tous les points
du plan O’z y’ restent sur des sphéres dont les centres appartien-
nent au plan Oxy et tous les points du plan O'x’ 3’ restent sur des
sphéres dont les centres appartiennent au plan Ox:s.

La correspondance qui existe entre les points du plan mobile et les
points du plan fixe qui sont les centres des lignes sphériques décrites
est trés différente, suivant que 'on considére le systéme (O’2’y’, Oxzy)
ou le systtme (O'x's’, Oxs). Dans le premier cas, cette correspon-
dance cst unc inversion (en supposant qu’on améne le plan O'z’y" &
coincider avec le plan Ozy, ct dans une position convenable (*). Dans
le second cas, cette correspondance résulte d'une transformation
quadratique qui change une droite quelconque en hyperbole équi-
latére.

En faisant varier les constantes qui interviennent dans les formules
de ces deux correspondances, on ne pourra jamais faire qu'elles soient
identiques. Il faut en conclure que les déplacements de O'x’y’ ct de
O’x’' 5 apparticnnent & des types différents.

Je termincrai en signalant les propriétés les plus simples qui se dé-
duisent aisément des ¢quations (8), (9), (10) et (x1), et qu'il suffit
d’¢énoncer ici : Chacun des plans O'z’y’ et O’x’s’ passe par un
point fixe; de plus, le premicr enveloppe un cone de révolution.

Les lignes sphériques décrites par les points du plan O’2’y’ sont des
biquadratiques gauches projctées suivant des cercles sur le plan O zy ;
les trajectoires des points du plan O’x’3’ sont des courbes de méme
nalure, qui se projettent sur le plan O3 suivant des paraboles.

Enfin, comme nous I'avons reconnu dés le commencement de ce

(') Dans une Note présentée a I'Académie des Sciences (Comptes rendus,
t. CXXYV, p. 1026), j'avais signalé le déplacement de O'z’y' par rapport & Ozy
comme étant le seul qui permette aux points d'un plan d'avoir pour trajectoires
des lignes sphériques. Une étude plus compléte m’'a fait reconnaitre Pexistence
du second cas.
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Mémoire, la question qui en fait 'objet est intimement li¢e & la Théo-
ric de 'octa¢dre articulé.

Dans le plan O’z’y, il existe trois points & chacun desquels I'inver-
sion fait correspondre tous les points d’unc ligne droite située dans le
plan Ozy : ce sont le point O ct les points cycliques du plan O'z’y’,
I"ct J'. De méme le point O et les points cycliques I et J du plan Ozy
correspondent chacun & tous les points d’une droite.

On peut donc considérer le déplacement d'un plan O’z’y’ comme
s'cffectuant de maniére que les points O’, I’ et J’ décrivent des circon-
férences ayant pour axcs respectifs 1J, OJ et Ol, et la figure O1JO'I')
constitue un octatdre articul¢ imaginaire.

Le déplacement du plan O’x’s’, par rapport au plan Ozs, donne
licu aussi & la considération d’un octaédre articulé; mais celui-ci pré-
sente un cas de dégénérescence, parce que les triangles fondamentaus
de la transformation quadratique qui fait correspondre entre cux les
points des deux plans ont chacun deux sommets confondus.

XL

Au courant de cette ¢tude, nous avons rencontré, & deux reprises,
le déplacement d’une droite L assujettic aux conditions suivantes :
Oxys étant un triedre trireclangle fixe, cette droite rencontre, sous
un angle constant, Paxe O3 ct s’appuie sur un cerele tracé dans le
plan des zy et tangent & Oy au point O. Ce déplacement jouit de
propri¢tés remarquables qui résultent immédiatement de celles que
nous avons reconnucs au déplacement du triédre O’«’y’s’, mais dont
nous allons donner des démonstrations directes et ¢légantes, qu’a bien
voulu nous communiquer M. Mannheim.

Tout d’abord, le lieu des projections sur la droite 1. d’un point
quelconque du plan Oxy ou du plan Oxs est toujours une courbe
sphérique.

Ltablissons d'abord cette propriété dans le cas ol le point fixe, dont
on prend la projection sur la droite L, appartient au plan Ozy. Soit «
ce point (fig. 10).

Désignons par p la trace de L sur le plan O zy; soicent ¢ la projec-
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tion du point & sur Op, m la projection du point ¢ sur L. : le point ne
est aussi la projection du point « sur L. Soit enfin 7 la projection du
point m sur Op.

Fig. 10.

Le triangle rectangle gmp a scs angles de grandeurs constantes,
d’apreés 'hypothése : il en résulte que le point r divise le segment pg
dans un rapport constant; d’autre part, les points ¢ et p décrivent des
circonférences dont les diamétres sont respectivement O« et O a, @ ¢tant
un point fixe de Ox. Donc, en vertu d'un théoréme connu, le point 1
décrit un cercle; ainsi la courbe (m) se trouve déja sur un cylindre
de révolution dont I'axe est paralléle a Os.

Soit maintenant ¢ le point de rencontre, autre que O, des circonfé-
rences (p) ct () (ce point £, projection du point O sur la droite az,
n'cst pas marqué sur la figure). Le triangle pig a ses angles de gran-
deur constante; par conséquent la figure ipmg est toujours semblable

a elle-méme, et I'angle rj;c est de grandeur constante. En d'autres
lermes, la courbe () appartient & un coéne de révolution de sommet /
ct dont I'axe est paralléle 4 O z.

Cette courbe, intersection de deux surfaces de révolution dont les
axes sont paralléles, appartient donc & une sphére dont le centre est
dans le plan Oy, par raison évidente de symétrie.

Soient maintenant § un point du plan O x3, ct v sa projection sur L.
Nous devons montrer que le point v décrit encore une courbe sphérique.

A cet effet, projetons le point § sur Oz au point b, et le point 4 sur L

Journ. r'e Math. (5* séric), tome IV. — Fasc. 1V, 18¢8. 57
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au point n. Comme le point b appartient au plan Ozy, ke point »
reste sur une sphére. On voil facilement que le centre de cette sphére
est un point & de la droite O, et, de plus, que la droite O n fait an
angle constant avec les droites O s et L: il suffit pour eela dappliquer
les résultats précédemment obtenus an cas od e point « vient en .

Le segmenl va fait un angle constant avee la droite b3, et sa pro-
jection sur cetle droite est le segment b3, de longueur constante, On
a, par suite, en van' un triangle de grandear invariable, conme ayant
un coté de longueur constante compris entre deux angles également
de grandeurs constantes,

Le segment vr' est done de longueur constante, et la courhe (v)
s‘obtient en donnant a la courbe (#7) une translation paralléle & Oz, 1
suflit done de démontrer que la courbe (227) est tracée sur une sphéve,

Or, la démonstration de ce fait est immédiate ¢ le plan mené par le
point #’'y perpendiculairement i Oz coupe L pavalléle & O 3 menée par
le point 2 en un point &’ qui est fixe, puisque na'y segment de lon-
gueur constante, est la projection du segment Al sous un angle de
grandeur constante.

La courhe (#”) appartient done d une sphére de diamétre 04 On
en déduit immediatement la construction de la sphére sur lagquelle se
trouve la courbe (v).

Remarque. — On déduit immédiatement de Fétude du déplace-
ment de la droite L un mode de déplacement d'un plan tel que tous
les points de ce plan décrivent des lignes sphériques; ce déplacement
rentre dans ceux (ue nous avons signalés au § 1, comme cas de demi-
dégéndrescence. 11 suflit de remarquer que si Pon déplace cetle
droite en assujettissant aux conditions prescrites, et en astreignant le
point n & rester sur une sphéve de centre 4 (plus généralement, ayan
son centre cn un point (uelconque du plan O.x3), toul point v de la
droite L, lié au point n, décrit aussi une courbe sphérique : cela vé-
sulte, en effet, directement des raisonnements qui précédent.

Or, la droite L fait un angle constant avec Os; on voil donc (§ 1)
(u'en liant & cetle droite un plan passant constamment par 03, tous
les points de ce plan décrivent des lignes sphériques.

———D O ——.



