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ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. Ô5ç> 

Sur les équations linéaires aux dérivées partielles; 

PAS M. J LE ROUX, 
Maître de Conférence· à la Faculté des Science· de Montpellier. 

Introduction. 

La plupart des propriétés des équations linéaires du second ordre, 
à deux variables indépendantes, peuvent s'étendre sans difficulté 
aux équations d'ordre supérieur. Guidé par cette idée j'avais déjà, 
dans ma Thèse, déposée au commencement de mars i8g3 à la Faculté 
des Sciences de Paris, rédigé quelques-unes des démonstrations de 
manière à les rendre immédiatement applicables aux équations d'un 
ordre quelconque. 

Je reprends, dans ce travail, l'étude générale des équations li-
néaires à deux variables indépendantes. Laissant de côté le problème 
de l'intégration sous forme finie, qui concerne seulement des cas très 
intéressants sans doute, mais tout à fait exceptionnels, j'ai cherché sur-
tout à déterminer les principales propriétés analytiques des intégrales. 
Tel est le théorème sur la nature des courbes singulières accidentelles. 
La démonstration que j'en avais donnée dans ma Thèse exigeait quel-
ques restrictions dans la forme des singularités. Je donne ici une dé-
monstration nouvelle pour laquelle je me suis servi d'une idée ingé-
nieuse de M. Delassus : la notion du domaine d'un arc de courbe 
que j'ai étendue au cas des variables complexes. Pour la détermination 
des intégrales sur les caractéristiques, j'ai démontré un théorème 
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36ο J. LE ROUX. 

général permettant d'étendre aux équations d'ordre supérieur au 
second la notion des intégrales principales dans le cas des caracté-
ristiques simples et même des caractéristiques multiples lorsque 
certaines conditions se trouvent réalisées. On peut obtenir ainsi une 
représentation des intégrales qui met en évidence leurs propriétés 
analytiques les plus importantes. 

Il existe des cas où l'équation admet des intégrales particulières de 
la forme que j'ai appelée la forme d'Euler, s'exprimant linéairement 
a l'aide d'une fonction arbitraire d'une variable caractéristique et des 
dérivées de cette fonction en nombre déterminé. La méthode des 
intégrales principales, en mettant ce fait en évidence, permet en outre 
de reconnaître, par un nombre limité d'opérations, si ces intégrales par-
ticulières existent, et conduit directement à leur détermination effec-
tive. 

On obtient des indications intéressantes sur la forme des singula-
rités accidentelles lorsque la solution est donnée complètement par 
des intégrales principales; on reconnaît ainsi, par exemple, que dans 
le voisinage d'une caractéristique singulière accidentelle, l'intégrale ne 
peut pas, en général, être uniforme. 

. Comme dans le cas des équations du second ordre à caractéristiques 
distinctes, la connaissance d'une seule intégrale particulière dépendant 
d'un paramètre permettra d'obtenir, dans certains cas, soit l'intégrale 
générale de l'équation, soit une autre intégrale dépendant d'une ou de 
plusieurs fonctions arbitraires. 

Tels sont les principaux résultats que j'ai établis dans ce travail. 
La bienveillance avec laquelle on a accueilli mon Mémoire sur les 

équations du second ordre m'engage à publier encore cette étude, 
malgré les nombreuses lacunes qu'elle présente. 

PREMIÈRE PARTIE. 

1. Soit D(x) = o une équation linéaire aux dérivées partielles 
d'ordre η, à deux variables indépendantes, oc et y 

(>> D(z) = A ik Bi+kz Wop,dy: ι + k<n. 
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Désignons par Δ(ζ)l'ensemble îles termes qui contiennent les dérivées 
partielles d'ordre η 

(2) A(z) =An, dnz Oxn+An, dn z dx n-1 +...+Ao,n dn z d-tye,: 

et par D,(s) l'ensemble des termes qui ne contiennent pas ces déri-
vées. 

L'équation 

(3) 
An ,o dp dxn+An-1,21 ()=:;ùdsuj_'" 

+An-2,2 (qi dx) dq dx n-2 (dq dy)2 +..+ µAo,n (qudy)à,=o; 

admet η intégrales distinctes ou non 

9i> Ça» ·■·> ?«· 

On sait que les courbes φ,·= const. s'appellent les caractéristiques de 
l'équation (i). 

En posant -j- : ^ = — u on a, pour déterminer H, l'cquation 

A
 ηΛ

ιια - A„_ M un~* -t- A
w
.

a
,
a
 u" 3 -hι V' A ο

 t
n —— o. 

Soit Ui la racine qui correspond à la fonction φ, ; si i*,· est une racine 
multiple d'ordre ρ (les variables χ et y étant supposées quelconques), 
nous dirons que φ,· est une variable caractéristique d'ordre ρ, et les 
courbes φ,·= const, seront des caractéristiques d'ordre p. 

2. D'après le théorème fondamental de Caucliy on sait qu'une 
intégrale analytique de l'équation (i) se trouve déterminée, dans un 
certain domaine, lorsqu'on donne, sur une courbe analytique quel-
conque (G), les valeurs de l'intégrale et de ses η — ι premières déri-
vées extérieures. Cette expression de dérivée extérieure m'a paru 
commode pour exprimer le fait suivant. Supposons qu'on exprime 
les coordonnées des points du plan à l'aide de deux paramètres α et β, 
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cl que la courbe analytique (C) soit représentée par β = β,. Les va-
leurs des données initiales sur cette courbe sont des fonctions de a. Or 
il est évident que la connaissance de ζ sur (C) entraîne celle de toutes 
ses dérivées, prises par rapport à la seule variable a, dérivées relatives 

à des déplacement effectuées sur la courbe; mais les dérivées relatives 

···» relatives â des déplacements extérieurs, restent entièrement 

inconnues; ce sont ces dérivées que j'appelle extérieures. 
Quand on connaît les valeurs de ζ et de ses η — ι premières déri-

vées extérieures, toutes les dérivées, jusqu'à l'ordre η — ι inclusive-
ment, se trouvent déterminées en tout point de la courbe (C ). L'équa-
tion considérée, jointe aux conditions initiales, permet de calculer les 
autres. 

Posons z
ik
 = dx

l

dy
k

'
 ct conBidérons un déplacement {dx, dy) effec-

tué sur (C); nous avons 

(Î) 

d*j
t
— ι,o — ·>/»,«dx -+- z

H
_
itt

dy, 
dzn-2, n-1= .................+ e1, -1 dx+z0n, dy;, 

* y 

dzn+n-1= .................................+e1n-1+dx +zo,ndy:; 

(5) Α
Λ
,#3

Λ(#
-Η Α

Λ
_

Μ
5,

4 Ι,, A„,„T
0T/L

4- D,(R ) — Ο. 

Le déterminant des inconnues ζ
ηΛ

, ..., z
o n

 est 

Δ = 

dx dy ο ο ο 
ο dx dy ο 

ο ο dx dy 

A n,a A ,
ιΛ

«, A»,/, 

C'est le résultat obtenu en éliminant ̂  et ̂  entre les deux équa-
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lions 

£'**+ %*! = '· 

E Aik (dq dx) l (dq dy)y =)o;!: I + A' — H, 

Donc Δ s'annule seulement aux points où la courbe (C) touche 
une caractéristique, à moins que les coefficients A,*(« -h k = n) ne 
s'annulent simultanément. Les points où cette dernière circonstance 
se présente sont des points singuliers que l'on peut provisoiremen l 
écarter. Nous sommes donc conduits, par la simple discussion des 
équations (3), à la considération des caractéristiques dont le rôle est 
si important dans la théorie des équations linéaires. 

Lorsqu'on a Δ -ψ ο le système (3) est déterminé. Il existe, pour les 
dérivées d'ordre n, un seul système de valeurs au point considéré de 
la courbe (G); les dérivées d'ordre supérieur à n sont déterminées 
dans les mêmes conditions; en effet, il est facile de voir que le détermi-
nant du système d'équations linéaires auquel on est conduit pour cal-
culer les dérivées d'ordre n+p est égal à la puissance (/) + i)i,,,Me 

de Δ. On peut d'ailleurs calculer toutes les dérivées d'ordre supérieur 
par groupes de n -l· ι au moyen d'équations linéaires dont le détermi-
nant est toujours Δ; tel serait, par exemple, le groupe des dérivées 
d'ordre n de 

d*z,j d" zu ùnzif 
ùan ' dxn~lày) ' âyu 

Les valeurs ainsi calculées pour les dérivées des différents ordres 
conduisent à un développement convergent, d'après le théorème de 
Cauchy. On aperçoit donc cette propriété que, dans le voisinage de 
tout point de la courbe analytique (C), l'intégrale existera et sera 
bolomorphe, sauf aux points qui satisfont à l'une des conditions sui-
vantes : 

i° La courbe (C) y est tangente à une caractéristique ; 
2° Les coefficients de toutes les dérivées d'ordre supérieur s'y an-

nulent; 
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3" Les fonctions initiales ou les coefficients de l'équation n'y sont 
|>as liolomorphes. 

5. Lorsque Δ s'annule, les équations (4) deviennent incompatibles, 
à inoins qu'il n'existe entre les données initiales une certaine relation. 
Supposons, par exemple, dy φ ο, et prenons comme déterminant 
principal celui qu'on obtient en supprimant dans Δ la première 
colonne et la dernière ligne; ce mineur est égal à dy. Le déterminant 
caractéristique correspondant est 

dSy,-i,
#
 dy ο ο 

dz/,-», » dje dy ο 

ds
n
-3,t ο dje dy ... ο 

ds0/l_t
 ο ... ο <L· dy 

_D1 (z) An-1.1 Ar-2.2 .. ...an 

y = 0. 

Kn l'égalant à zéro, on exprime simplement que les données doi-
vent satisfaire à l'équation considérée. 

Dans le cas de l'incompatibilité, l'intégrale n'étant plus, en général, 
développablc, admet pour points singuliers les points où Δ s'annule, 
par exemple les points de contact de (C) avec une caractéristique. 
Lorsque la courbe (G) est elle-même une caractéristique, les η fonc-
tions initiales ne peuvent plus être choisies arbitrairement, car elles 
doivent satisfaire à la condition δ = ο; mais, dans ce cas, les équations 
forment un système indéterminé et l'intégrale ne se trouve pas com-
plètement définie. 

Nous étudierons ce cas plus loin. 

■4. Les calculs précédents peuvent s'étendre sans grandes modifica-
tions aux équations non linéaires à deux variables indépendantes. 

Considérons une équation d'ordre η 

(6) 
*( ôz à: ι)η ζ à" ζ \ 
'\xiy> da;»' "••J —ο. 
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Posons 

(7) 

x=Bz df 
àj^dyt dp,# *·*' 

(ddx) = d dx + ^p1;0 d dz + E pi+1 k d dpi,k: 

d d d d 
\dy) — Tv ^P·'* Os + 2λΡ*>*^ dp

itk 

i k^ii -—ι. 

Lorsqu'on donne sur une courbe (C) les valeurs de s et de ses 
η — ι premières dérivées extérieures, toutes les dérivées, jusqu'à 
l'ordre η — ι inclusivement se trouvent déterminées; pour calculer 
les dérivées d'ordre /3, il faut joindre à l'équation (6) le système des 
η équations (4)· Si le déterminant fonctionnel du système ainsi formé 
par rapport aux dérivées inconnues n'est pas identiquement nul, il y 
aura au moins un système de solutions. Ce déterminant fonctionnel 
est 

dx dy ο ο ο 
ο dx dy ... ο ο 

ο ο dx dy 
Pn,;o Pn,;n-1.1 .. P1 Poo,n 

= V
t
#dx" - Ρ,,„-.tdx"-ldy 4- P3>„-3dxn-*dy3-h... 

+ (-I n)n Pn;0 dy n:; 

11 s'annule quand ̂  = m est racine de Véquation caractéristique 

(») 1 \*rn" - Ρ«,,/η"-· 4- P„,
3

W'hî4-.. .■-f- (- ι)"Ρ
Λ(Β

 = ο. 

<>. Cherchons maintenant à calculer les dérivées d'ordre supérieur 
à n. 

Nous avons, pour un déplacement effectué sur la courbe (C), 

(A) 

dp»,* — Pnnjdx 4-p„
ti
 dx

1 

dpn-t,i = +p
n
.idx+p

n
-t,

3
dy, 

I · · I 4 < « l ( . » » · · ( , » ι < , ι , « M · I · I « » « » M · . · » «) 

Φμ-ι = +Pi*dx 4- p
un

dy. 
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el 

(A') 

dp*—i,« — p*,i dx -4- p*—\,
9
dy. 

dp*-t.t = + Pn-^tdx -f-Pn-
it9

dy, 

dpo,n = .......+p1,dx+po,n+1 dy, 

d-Le système (A) contient toutes les dérivées de ̂  et le système (A') 

contient les dérivées de · 
y 

D'autre part, la differentiation de l'équation (6) donne 

<B) (rfi) "*■ Σ /''1 «·»· «—°>* 

Γ»') (jfy) "+■ Σ ~ °· 

Les deux systèmes [(A), (B)] et [(A'), (B')J sont linéaires par 
rapport aux dérivées d'ordre η 4-1 et admettent tous les deux pour 
déterminant le déterminant fonctionnel Δ. Si le système de valeurs 
calculées pour les dérivées d'ordre η n'annule pas le déterminant fonc-
tionnel, les dérivées d'ordre η 4-1 seront donc entièrement détermi-
nées, et il en sera de môme des dérivées d'ordre supérieur qui se cal-
culeront de la même manière, par groupes de η -h i, ainsi qu'il a été 
déjà indiqué pour les équations linéaires; le déterminant de chacun 
îles systèmes considérés sera toujours A. On se trouve dans le cas 
général où le théorème de Gauchy est applicable. 

Lorsque le déterminant A est constamment nul sur la courbe (C) 
avec les valeurs données des fonctions initiales, cette courbe (C) csi 
une caractéristique. L'indétermination qui se présente alors dans le 
calcul des dérivées d'ordre supérieur peut s'étendre même aux déri-
vées d'ordre n. Cependant, le cas le plus ordinaire est celui où 
l'indétermination commence aux dérivées d'ordre η -f-1. Pour que les 
systèmes [(A), (B)] et [(A'), (B')] soient compatibles, il faut, dans 
le cas où l'on a A = o, que tous les déterminants d'ordre η H- ι de la 
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matrice suivante soient nuls 

'!!> 

th: dy ο ο ο dp
/lfii

 dp
n M 

ο dr dy ο dp
tl
^

%
 dp

n%a 

ο ο d.i- dy dp
tf

„ ι dp
0tH 

Pn,o Pn, 1.1 .. .. .. P1,1n-1 Po;o _ (df dx) _ (df _dy); 

-- <». 

On a ainsi deux relations entre les différentielles dpOn peut 
donner à celle condition une forme qui la rapproche du système des 
équations différentielles des caractéristiques des équations du premier 
ordre. Il existe une même relation linéaire entre les éléments des dif-
férentes colonnes de la matrice (9); on peut donc écrire, en introdui-
sant des indéterminées λ,, λ2, ..λ,

4
_η 

< ιο) 

dx' Pn,;o= dy + Y1dx Pn= Yi +Y2dx = ..= Yn-1 dy Pn,; Pn,;-1.1 Pn;, P;,: 

— l'a-l,l ~+~ +■·· + )·/<—! d/)
x
 , 

" -© 

dj'n-1,1 "+· '1 dp 11-i,t -h... -h λ
/4

_ | rf/#o,
w 

-i) 
(in pourrait joindre au système (10) les équations qui se déduiraient 

des identités 

0 0 
dz = Pi.

n
dx -4- po.tdy, 

dp
a

.$ = PoL+i.frd.ï 4- ρ
β#ίΜ

 dy. 

Les quantités λ,, λ
2

, ..., λ
Λ
_, sont susceptibles d'une expression 

simple : ̂  = m est une racine de l'équation caractéristique (8j, et 

l'on déduit du système (10) 

λ, = i^i· _ i
s =

 !V» _
 Μλ

 . _ 

Jouni. de Math. (5· série), tome IV. — Pasc. IV, itty8. 
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On voit donc que λ, est la somme des racines de l'équation (8) 
autres que m, la somme de leurs produits deux à deux, etc., de 
sorte que le polynome 

1\,ο['Λ-4 - \ + V"3 ι)Λ"'λ
Λ
_, j 

est le quotient par t — m du polynome caractéristique 

P.,.Ρ - IV.., 1 + P«-
a
,. .4- (- ι)ΛΡ

0
,„. 

Dans le cas des équations du second ordre, les équations de la 
forme (ιο) sont applicables; il s'y introduit un seul paramètre λ qui 
est égal à la seconde racine de l'équation caractéristique, la première 

étant égale à ~ · 

Pour les équations du premier ordre, les équations (ίο) sont déga-
gées de tout paramètre λ et l'on retrouve la forme bien connue des 
équations différentielles des caractéristiques. 

Le système (io) contient en général moins d'équations que d'in-
connues, même en y adjoignant les identités (II). Cependant elles 
pourront dans certains cas admettre des combinaisons intégrablcs. 

tf. Intégration par approximations successives. — Revenons 
maintenant aux équations linéaires. L'élégante et féconde méthode 
d'approximations successives, que M. Picard a développée dans de 
nombreux Mémoires, nous fournira des indications précieuses sur le 
domaine d'existence des intégrales. Le principe de celle méthode a été 
indiqué par Gaucliy, en 18/J0, dans une Note des Comptes rendus ('). 
Il consiste en ceci : 

Soit D(v) = ο une équation linéaire que l'on décompose ainsi 

(A) À(;) = *,(,-), 

de telle façon que l'on sache intégrer l'équation Δ(^)= ο. On pourra 

(') CAUCHY, Œuvres, ire série, t. V (Comptes rendus, 5 juillet i84o). 
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paiement intégrer dans cette hypothèse l'équation avec second 
membre 

Δ(-) = /(«,/)» 

quelle que soit la fonction /(#, y) ( * ). 
Cela posé, cherchons à déterminer une intégrale de l'équation (A) 

satisfaisant à des conditions initiales données. Nous commençons par 
intégrer avec ces fonctions initiales l'équation 

Δ(Μ
0
) = o. 

Puis nous considérons successivement les équations 

Δ(//
ι
) = Δ,(ί/

0
), 

A(u.
2
) = à

{
(u

{
), 

A(un) = A1 (Un -1)=! 
• · · 1 

que nous intégrons avec des valeurs initiales égales à zéro. Si la série 

Ii,+ «! + ... + Un -4-. . . 

esi convergente, elle représente une intégrale de l'équation considé-
rée, admettant les valeurs initiales données. 

Pour les équations linéaires à deux variables indépendantes, M. De-
lassus indique la décomposition suivante (a). Supposons A

/ltU
=i et 

désignons par α,, a2,..a
n
 les racines distinctes ou non de l'équation 

caractéristique; on pourra prendre 

A(z) = (d dx-a dx _ a1 d dy) (didx - a2 dy..(dx-an-dy)z' 

dans ce cas l'expression de 

-A1(z) = D (z) -A_') 

(') CAUCHY, loc. cit. 
(*) Annales de l'École Normale, 1895. Supplément. 
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en contiendra plug de dérivée* d'ordre η. L'équation A(*)= ο est 
équivalente at] système 

Hi) 

i) V ilv Λ 
Te " a"àJ ~~ ·» 

*K-\ - . I Λ 
"d.c' °Λ 1 <λ» ~ J/'-" 

« « « · » « » » « · » « » I · » # I « J 

μχ <nt 
dx= dyn: 

(jtii ne coiitienl que des équations du premior ordre. La résolution de 
ce système se ramène donc à celle d'une série d'équations de la forme 

(<:> 
()fl (Jff j 

O.e ùy -

7. Avant d'aller plus loin, précisons les teintes que nous avons à 
employer. I ne courbe analytique est formée par l'ensemble de», 
points dont l'une des coordonnées est une fonction anal ν tique de 
l'autre (ou les deux coordonnées fondions analytiques d'un mène· 
paramètre). La variable indépendante devant prendre des \nleurs 
réelles ou imaginaires, nous prendrons pour intake de la courbe une 
surface de Hirnianu, algébrique ou transcendante. J'appelle ligne ou 
chemin tracé sur celte courbe un système continu de points dont 
l'image est à une seule dimension. Une portion de courbe aura pour 
image line portion de la surface de llieuiaim limitée· par un couleur: 
nous n'excluons pas, d'ailleurs, le cas où ce contour pourrait avoir des 
points à l'inlini. 

8. Occupons-nous maintenant de l'équation (('.). Le problème de 
l'intégration peut être défini ainsi : 

Déterminer la valeur que doit prendre1 en un point arbitraire 
\I(.r

0
,y„) du plan analytique l'intégrale de l'équation (i\) qui prend 

des valeurs données sur une courbe analytique (2). Or la caracté-
ristique qui passe au point M est une courbe analytique qui rencontre 
(2) en un point Ρ cl l'on a 

u
M
 — u{, -+· / h (l,i·, 

Jy 
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l'intégrale étant prise suivant un chemin quelconque tracé sur la ca-
racléristiijuc considérée et allant de Ρ en M. La fonction Î/„, ainsi dé-
linic, est, en général, multiforme, car le point d'intersection Ρ n'est 
pas nécessairement unique, et, de plus, le choix du chemin d'intégra-
tion PM peut n'être pas indifférent pour la valeur du second terme. 

Cela posé, considérons le système (11) et supposons qu'on connaisse 
les valeurs de ζ el de ses η — ι premières dérivées extérieures sur la 
droite χ — On déduit de ces valeurs initiales celles des fonctions 0, 
ce qui permet do résoudre le système. 

i). Ayant calculé, comme nous l'avons indiqué, le premier terme u„ 
de la suite, il reste à étudier le système 

A= (uk)= A1 (n=1=:! 

charpie nouveau terme uA étant maintenant calculé avec des valeurs 
initiales égales à zéro. \ous supposerons dans ce qui suit que les fonc-
tions initiales aient été données en fonction day pour χ = de sorte 
que la courbe analytique (—) se réduit à la droite χ = x

u
. 

Soient Γ.
η
 O

a
,..les systèmes de caractéristiques définis par li s 

équations 

dy dx+ a,=o; dy dx + a2=o ..; dy dx+an=o:; 

Ih'présenlons par 

f x xo f (x, y)dx; 

l'intégrale de la fonction f(xy y) prise suivant 1111 chemin tracé sur 
une caractéristique C, et allant d'un point d'ahscissc à un point 
d'abscisse c, le chemin d'intégration ne passant par aucun point où la 
tangente soit parallèle à 0/(# = const.). 

Nous aurons 

(12) 
ak= f din dx f e dx.. f dx A1 (unk ;) dx:; 
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Pour étudier les propriétés des fonctions ui% nous allons faire quelques 
hypothèses sur le domaine dans lequel varient χ et y. Nous suppose-
rons donc les conditions suivantes vérifiées : i° dans ce domaine Ε les 
coefficients de l'équation sont holomorphcs et les coefficients des déri-
vées d'ordre η ne s'y annulent pas simultanément; a° les fonctions y 
de χ définies par les équations des caractéristiques sont holomorphcs 
dans tout le domaine, de sorte que la fonction y qui se réduit à y„ 
pour x = x

0
 n'admet qu'une seule valeur pour toute valeur de x\ 

3° chaque caractéristique qui passe en un point M de ce domaine ren-
contrant la droite x~x

H en un point déterminé P, il est possible de 
joindre PM par un chemin tracé sur la caractéristique et situé tout 
entier dans le domaine considéré. Ce qui précédé exclut du domaine 
tous les points de contact des caractéristiques avec des tangentes pa-
rallèles à Oy. Nous allons restreindre encore l'élcnduc de ce domaine. 

Supposons que, pour χ = x
0

, les fonctions initiales soient holo-
inorphes à l'intérieur d'un contour (A) du plan (y). L'ensemble des 
caractéristiques de chaque système se partage en deux catégories : 
celles qui rencontrent la droite analytique x~x

0
 en un point dont 

l'ordonnée est figurée à l'intérieur de l'aire (À) cl celles qui ne satis-
font pas à cette condition. Les caractéristiques de tout point M y,) 
de Ε devront satisfaire à la première catégorie; de plus, à tout che-
min décrit par la variable χ dans son plan cl allant de .·/·, en x

0
 corres-

pond un chemin tracé sur chaque caractéristique du point M ; les 
points de ces divers chemins devront encore satisfaire à lu condition 
que nous venons d'indiquer pour le point M. 

Soit P<(#
0

, y
9
) le point d'intersection de la caractéristique ((*,) du 

point M avec la droite χ ~ x
9

. L'ordonnéey
0
 du point Ρ est une fonc-

tion holomorplie des coordonnées M et de même y, est une fonction 
holoinorphc de a?,, x

0
 ety

e
. Donc les caraclérislifjiies (C,) de la pre-

mière catégorie rencontreront la droite χ = x
t
 en des points dont les 

ordonnées seront figurées sur le plan y dans une aire (A,) se dédui-
sant de (A) par une déformation continue. Les caractéristiques des 
systèmcs(C

2
), (C

3
), ... déterminent de môme dcsaircs(A

a
), (A

3
),.... 

Les aires (A,), (A
a
), (A

3
), ... qui correspondent à une même abscisse 

ont une portion commune (Σ) dont le contour se déduit lui-même de 
celui de (A) par une déformation continue. On peut se faire une idée 
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du domaine (E) précédemment défini en considérant l'ensemble (E) 
des points obtenus en associant à chaque valeur de χ le système des 
valeurs de y représentées à l'intérieur de l'aire Σ correspondante. Tou-
lefois cet ensemble E' peut être plus étendu que Ε : nous supprimons, 
bien entendu, du domaine ainsi défini toute la partie qui ne satisferuit 
pas aux premières conditions. 

10. Les fonctions u, sont définies à l'intérieur du domaine Ε. Il est 
facile de démontrer qu'elles y sont, en général, holomorphcs. 

Désignons par φ,, φ2, ..., des fonctions holoinorphes qui restent 
const,ΊΠ tes sur les caractéristiques des systèmes respectifs G,, C

a
,..., C„. 

On peut prendre, par exemple, pour la fonction φ,· l'ordonnéedu 
point où la caractéristique C, rencontre la droite x0. Chaque caracté-
ristique (C/)cst représentée par l'équation ç,(x, /) = const. 

Considérons d'abord l'intégrale 

" = f Af(x,y)dx, 

où Λ désigne une fonction holomorphe connue et f(x,y) une fonction 
arbitraire supposée holomorphe. Pour calculer cette intégrale, il faut 
remplacer / par sa valeur en fonction uniforme de χ et de et inté-
grer ensuite, en regardant φ, comme une constante; le chemin d'inté-
gration relatif à χ peut être, d'ailleurs, une ligne quelconque, pourvu 
que le chemin correspondant tracé sur la caractéristique C

0 soit inté-
rieur au domaine (E). La déformation de ce chemin n'altère pas la 
valeur de l'intégrale. 

On a 

du dx= Af(x; jy) + dc dx f (A'y f+ Af' ) dx; q'iv 

du dy= dqi dy fxy du dy (Af) q'iu dw. 

Tant que ?,· est holomorphe et ̂  différent de zéro, conditions qui 
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sont vérifiées H l'intérieur du domaine E, les dérivées — cl existent 
donc cl la fonction u est elle-même holomorphc. 

Les fonctions cessent en general d'être holomorplics aux points 
où deux racines ordinairement distinctes de l'équation caractéristique 
deviennent égales entre elles. Le lieu de ces points est une courbe que 
nous pouvons appeler la courbe discriminante de l'équation. Nous 
devons la supposer tout entière extérieure au domaine (K). 

Ces résultats s'appliquent immédiatement aux expressions qui con-
tiennent plusieurs signes d'intégration, soit 

r = f A ,</.*· f A
 t
d.c... ( A y) d.r. 

Les dérivées de cette fonction sont des sommes de termes de la 
même forme dans lesquels le dernier signe d'intégration à droite 
porte sur une expression linéaire de la fonction arbitraire f et de ses 
dérivées par rapport à y. Les termes qui figurent dans l'expression 
d'une dérivée quelconque d'ordre p(p<Hu) contiennent au moins 
η — ρ signes d'intégration. 

11. Nous allons maintenant étudier la convergence de la série 

f/e -h 1 -H... H- U
n
 -H.... 

Considérons l'expression de ç. Soit S la longueur du chemin d'in-
tégration décrit par la variable χ dans son plan pour aller de ./·„ en .»·. 
Nous supposerons (pic ce chemin soit le même pour toutes les quadra-
tures cfiecluécs. On pourra d'ailleurs supposer en général qu'il se 

réduit à la droite x0x, ce qui donne 

S = | χ - [. 

Désignons par α,, a
3

, ..., α
Λ

,Μ les modules maxima de A,, \2, 
..Avf(x,y) dans le domaine considéré; nous aurons 

|c|<a,«a... a„MS". 
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7

5 

12. On a donc une limite du module de v. Pour avoir de même 
une limite supérieure du module de chacune des dérivées, nous devons 
faire d'abord quelques remarques sur le calcul de v. Supposons que 
dans toutes les intégrations effectuées la variable χ décrive le chemin 
rcctilignc x

0
x. La caractéristique (C,) rencontre la droite χ = x

(t
 en 

un point d'ordonnéeet lorsque la variable χ décrit le chemin rcc-
tilignc x

0
x, le point analytique (a?,/) décrit sur (C,) un chemin 

déterminé L,; c'est ce chemin que parcourt le point {x
)
y) dans le 

calcul de la dernière intégrale (la première à gauche); mais cela sup-
pose qu'on connaît le résultat des η — ι premières intégrations en 
tout point de L. Or, pour avoir la (η — i),èM,e intégrale en un point 
(ξ, η), on doit faire parcourir au point (#>/) un chemin La tracé sur 
la caractéristique (C

f
) du point (ξ,η); on aura donc à considérer 

l'ensemble des chemins L
a
 qui passent par les différents points de L, 

et ainsi de suite. J'appelle K
xy

 l'ensemble des points engendré par les 
divers chemins d'intégration qu'on aura dû considérer pour le calcul 
de la valeur de ν au point xy. Ceux des points de cet ensemble dont 
l'abscisse est égale à un nombre donné ξ forment un ensemble'partiel 
compris dans le domaine Ε et dont les ordonnées sont par conséquent 
ligurées à l'intérieur du contour Cç qui limite dans le plany les ordon-
nées des points de Ε dont l'abscisse est égal à ξ. Soit 6ç la distance 
minima des ordonnées de cet ensemble au contour Cç. Lorsque ζ 
varie de.r„ à^·, suivant le chemin rcctiligne x

€
x, δξ passe par un mini-

mum δ que j'appellerai la distance de l'ensemble Ε,, à la frontière du 
domaine E. Cela posé, si l'on donne un nombre positif ρ assez petit, il 
existera des points (x,y) tels que pour chacun d'eux la distance de l'en-
semble Ε

ΧΛ
« la frontière du domaine Ε sera supérieure à p. Je désigne 

leur ensemble par Ep. Soit (x,y
t
) l'un d'entre eux; on pourra dé-

terminer un nombre ε tel que tous les points (a?, y) satisfaisant aux 
inégalités 

|x-x1| < x, |y-y1| <1; 

appartiendront encore à l'ensemble Ep. Tous les points d'abscisse Λ·
0

, 
dont l'ordonnée est figurée à une distance supérieure à ρ du contour 
de l'aire A, appartiennent à cet ensemble. 

Journ. de Math. (5· sôric), tome IV. — Kasc. IV, 189S, 4» 
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Λ lino suite de valeurs décroissantes attribuées nu nombre ρ 

pu pli · · ·» Ppi 

correspondent des domaines 

Ep1; F;,..;: Ep)o,;:.. 

dont chacun englobe le précédent. 

15. La fonction f(œ*y) étant holomorphc à l'intérieur du do-
maine Κ et ayant pour maximum M, considérons un point («,,>',)du 
domaine tel que l'affixe dey, soit située à une distance égale ou supé-
rieure à ρ du contour de l'aire correspondante S; nous avons 

||f(x,1y1{ dien|< k! M pn: 

Le calcul du n° 11, relatif au module maximum de » , pourra 
donc se répéter pour les dérivées jusqu'à l'ordre η — ι inclusivement 
et même pour les combinaisons linéaires de ces dérivées, à l'intérieur 
du domaine Toute fonction linéaire de ν cl de ses dérivées jusqu'à 
l'ordre η — ι inclusivement, admettra pour la limite supérieure de 
son module une expression de la forme 

q (S1, 1/2 )Ms, 

s(S, ̂  étant un polynome en S el \ (^ou même en S et ^ j à coeffi-

cients positifs, indépendants de la fonction /(·'',y) considérée. 

14. \ous pouvons maintenant reprendre l'élude de la convergence 
de la série 

//o ■+· U | -h . . . -f- Ha H- . . .. 

Désignons par la limite supérieure du module de υ
Λ
 dans le 

domaine Ep. L'égalité 

Un+1 = fx. xin xo xi.. f xo A (un) dxop,d. 
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donne, pour la limite supérieure du module de 

mn+1 = q(S1 1/2 ) dnuoS,; 

et, par suite, 
— « 

3R.„ = ?(s, i) S'.Mi,. 

(Juel que soit p, on peut prendre S assez petit pour que l'on ait 

î(s'Î)s<1· 
Uans ces conditions, la série sera convergente. 
Si Ton remplace ρ par un nombre plus petit p,, il faudra également 

remplacer S par un nombre plus petit S,, mais il ne sera évidemment 
nécessaire de diminuer la longueur du chemin d'intégration que poul-
ies points de l'ensemble Kpi, qui ne sont pas compris dans l'en-
semble Kf. Celte remarque faite, nous pouvons faire tendre ρ vers 
zéro. 

Soit 11 le domaine défini par les propriétés précédentes, tout point xy 
de ce domaine satisfait à la condition suivante : l'ensemble K

f/
 étant 

intérieur au domaine K, si l'on désigne par ρ sa distance à la frontière 
de ce domaine et par S la distance xx

0
, on a 

?(s. ?)«<■· 

Soil (./·,,/,) un point du domaine (11), on pourra déterminer un 
nombre ε tel que tous les points satisfaisant aux conditions 

|x-x1| < s, |y_y1| <; 

appartiendront encore à ce domaine. Tout point du chemin L, que 
décrit le point (Λ·,/) sur la caractéristique C, quand χ décrit le chemin 
rectiligne xj\ fait partie du domaine U. Ce domaine englobe entière-
ment la portion A de la droite analytique a? = .r

0
; il est, de plus, 
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indépendant des fonctions initiales. Nous avons donc ce théorème, 
extension de celui de M. Dclassus. 

THÉORÈME. — Λ toute portion (A) de la droite analytique 
χ = x0i n'admettant aucune tangente caractéristique cl située tout 
entière dans une région ou les coefficients de l'équation sont holo-
morphes, on peut faire correspondre une région (II) telle que toute 
intégrale définie par des fonctions initiales holomorphes sur (A) 
soit aussi holomorphe dans le domaine entier 11. 

On pourrait évidemment remplacer la droite analytiques = x„ par 
une courbe analytique quelconque; l'aire (A) correspond alors à une 
portion de cette courbe qui ne devra contenir ni points singuliers, ni 
points à tangentes caractéristiques. Nous donnerons au domaine H 
correspondant le nom de domaine régulier de la portion de courbe 
considérée. 

DEUXIÈME PARTIE. 

DÉTERMINATION DES INTÉGRALES PAR DES FONCTIONS INITIALES 

SIR LES CARACTÉRISTIQUES. — INTÉGRALES PRINCIPALES. 

i d. La détermination des intégrales par leurs fonctions initiales sur 
une courbe non caractéristique nous a donné des indications sur le 
domaine d'existence de ces fonctions. Nous allons maintenant étudier 
les intégrales sur les caractéristiques, ce qui nous fera connaître d une 
façon plus précise leur forme analytique cl leur manière d'être. 

Supposons que χ soit une variable caractéristique d'ordre ρ et cher-
chons à déterminer l'intégrale en nous donnant sur la droite χ = ,r

0 

ses valeurs et celles d'un certain nombre de ses dérivées. La méthode 
d'approximations successives de Caucliy et de M. Picard s'applique 
encore à ce problème et nous conduit au théorème suivant : 

THÉORÈME. — On peut déterminer une intégrale ζ d'une équation 
linéaire en donnant : i° sur une caractéristique multiple d'ordre ρ 
les valeurs de ζ et de ses η — ρ — ι premières dérivées extérieures; 
20 sur une seconde courbe coupant la caractéristique en un point 
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non singulier les valeurs de ζ et de ses ρ — ι premières dérivées 
extérieures. 

L'équation pourra s'écrire 

(d dx_a1d dy= (d x-a2 d dy);:.. (d dx_anp d dy) duz dye=A1(z); 

A,(s) ne conlcnanl plus que des dérivées d'ordre inférieur à n. Nous 
désignerons encore par à(s) le premier membre de l'équation précé-
dente. Considérons d'abord l'équation 

(«) l(j)= o. 

Φ> -
Posons -j~

t
 = i/, et intégrons l'équation 

(2) (d dx_a1 ddy) (d dx _a2d dy).; (-d dx_an_p dy do)=o:; 

La connaissance de ζ et de ses η — ρ — ι premières dérivées exté-
rieures 

dz, dx: d2z dx2,; .., din',=^m;: dxin'(-

pour x = x
0 en fonction de/, détermine aussi u et ses /ι — 1 premières 

dérivées par rapport à x. On peut donc calculer u, et la solution de 
l'équation ( 1 ) est alors représentée par l'expression 

jf yr «(*.') 

+qo +(x) +y typ-yo 1 qi(0) (v-yo) L23 (c) +(y-yo) p-1 (p-1) (x):; 

?·(»)> ?.(·0, ---» φ#-. (χ) désignant les valeurs de et de ses n— 1 pre-
mières dérivées par rapport à / pour / =/

0
. Ces ρ nouvelles fonc-

tions sont également arbitraires. 
Intégrons maintenant l'équation 

(3) A(z) = f(x,y=); 
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f(x,y) désignant une fonction holomorphe quelconque, de telle façon 
que Γοιι ail 

z= dz; dx; ...; dn d-po=o,;: 

pour χ = .r„, et 

z= dz dy = ..= dv=1 dyon=o^:! 
pour y -ya. 

Nous avons 

z= fy vdy f= du .. fdy don fdx d(onuexdux 

< X'ttc expression contienl ρ signes d'intégrations relatifs à la variable y, 
les intégrations correspondantes devant ctre faites en supposant 
.r; = const. Les η — ρ intégrations relatives à χ sont de la même nature 
que celles que nous avons déjà considérées dans la première Partie, et 
sont effectuées suivant les caractéristiques (C,), ((L), ..>· 

Hi. Ces préliminaires établis, nous pouvons maintenant appliquer 
la méthode d'approximations successives, comme dans le premier cas. 

Soit ι/
β
 l'intégrale particulière de l'équation (i) déterminée par les 

conditions suivantes; on donne : 
ôz ()" t'~~l ζ Γ Les valeurs de ζ, -Jy · · ·» ^v„.^x

 en fonction de ./: pour ,/· = ./·„ : 

λ° Celles de ~jyy en fonction de χ pour y — y„. 

Désignons ensuite par //,, w
3

, u,
n
 les intégrales des équations 

successives 
A(ua)= A1(uk-1): 

(jui correspondent à des valeurs nulles des fonctions inilialcs. La série 

• //„ -h //, 4- a., ·+■ ... -t- um -h... 

admet un domaine de convergence dans le voisinage du point x
0
y

u
. 

Kn effet, les remarques que nous avons faites, relativement aux 
expressions de la forme P, sont encore applicables lorsque les intégra-
tions sont effectuées en prenant comme variables d'intégration succès-
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sivcmcnt χ et /. Les dérivées de ces expressions sont des sommes de 
termes de la même forme dans lesquels le dernier signe d'intégration 
à droite porte sur une combinaison linéaire de la fonction arbitraire 
f(:ci y) cl ses dérivées par rapport à χ et à y. Chacun des termes 
qui figure dans l'expression d'une dérivée d'ordre ρ contient au moins 
h—ρ signes d'intégration. 

Supposons donc que, dans un domaine Κ ne contenant aucun poinl 
singulier des coefficients de l'équation, ni aucun point de la courbe 
discriminante, les fonctions initiales soient développables suivant les 
puissantes croissantes de x — &·„ et y — y*, avec des rayons de conver-
gence égaux ou supérieurs à un nombre p. Chacune des fonctions //, 
déduite de w

0
, sera dévcloppablc dans ces conditions autour du poinl 

et admettra le même rayon de convergence, pourvu qu'il n'y ait 
dans le domaine considéré, sur les caractéristiques C„ aucun poinl ou 
la tangente soit parallèle à Ο y. Cette dernière condition est, d'ail-
leurs, comprise dans l'hypothèse déjà faite, que la courbe discrimi-
nante est extérieure au domaine. 

Soient M une limite supérieure du module/(.r, y) dans K, S une 
limite supérieure de la longueur de chacun des chemins d'intégration : 
le module de la fonction 

< 0 

if --- I li, il y ! |\.,<fy... 

fyn Bydy f y xo n A,; dx Fd,A2 .... FineAni f (c,y^dn)pduvb 

a pour limite supérieure une expression de la forme 

PMS", 

Ρ étant indépendant de la fonction arbilraire'/(./;,y). 
Nous trouverons également pour limite supérieure du module de 

toute dérivée de iv, d'ordre égal ou inférieur à η — f, ou de toute 
combinaison linéaire de \v et de ces dérivées une expression de la 
forme 

?
(s,l)SVI. 
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Vous pouvons, par consequent, répéter le raisonnement du n° 14 sur 
la convergence de la série. Donc les conditions énoncées définissent 
une intégrale bien déterminée dans le voisinage du point #

0
/

0
. 

17. Lorsque χ est une variablç caractéristique d'ordre ρ, les déri-
vées d'ordre η de l'équation considérée ne contiennent de differentia-
tion par rapport à χ que jusqu'à l'ordre η — ρ; mais parmi les dérivées 
des ordres inférieurs, η — f, /* — a, ... qui figurent dans l'équation, 

ϋ"~ι ζ ΰη~* ζ peuvent se trouver les dérivées jjpnn» ···· Supposons qu'on 

donne, sur une caractéristique d'ordre />, χ = x0t
 les valeurs de s, 

· · ·> Ces conditions pourraient suffire pour calculer toutes 

les dérivées d'ordre supérieur à η — ι, et obtenir, par conséquent, les 
coefficients du développement de Taylor en un point x

0
y

lt
 ; or la série 

qu'on obtient ainsi est, en général, divergente, à moins que les η — ι 
fonctions initiales ne satisfassent à des conditions particulières. Kn 
général, sur les caractéristiques multiples d'ordre ρ, on ne peut don-
ner arbitrairement que les valeurs de ζ et de ses dérivées extérieures 
jusqu'à l'ordre η — ρ — Ce résultat est bien connu pour l'équation 
de la propagation de la chaleur, 

do2 dy2 _ dz dx)=o: 

Sur une droite χ = '/?„, on ne peut, en général, se donner arbitraire-
ment la valeur de s en fonction de y. Pour que la fonction choisie 
donne naissance à une intégrale analytique, il faut qu'elle soit liolo-
morplic dans tout le plan de la variable/, et celte condition n'est même 
pas suffisante (M. 

Des intégrales principales. 

18. Dans l'étude des équations du second ordre, à caractéristiques 
distinctes, j'ai été conduit à introduire la notion de certaines intégrales 

(*) Voir une Note de l'auteur sur cette équation dans le Bulletin des Sciences 
mathématiques; i8<)5. 



ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 383 

particulières dépendant d'un paramètre variable et permettant de 
représenter par des quadratures l'intégrale générale de l'équation. 
Cette notion s'étend aux équations d'ordre supérieur. 

Soit 2(χ,χ> α) une intégrale de l'équation D(s) = o, dépendant du 
paramètre arbitraire a. Nous dirons que c'est une intégrale principale 
s'il existe une fonction 0(xty), essentiellement distincte d'une con-
stante, telle que l'expression 

I f 0)-=0i r> a)rf* 
"&<·»■«·/«» 

soit encore une solution de l'équation considérée. Par un changement 
de variable, il est toujours possible de remplacer la fonction 0 par la 
variable indépendante x. Nous allons donc chercher la condition pour 
«pie l'intégrale 

O) z=j f(a)z(x,y,a)tla 

satisfasse à l'équation (i), quelle que soit la fonction /(a). 
Pour résoudre ce problème, nous mettrons l'équation ( ι ) sous une 

nouvelle forme symbolique, 

D= qo dnz dxn+q1 dn-1 sxn-1 +...+ qnz_z=o:; 

où φ,, ..., γη sont des facteurs différentiels opératoires de la forme 

qi= A,n_i,; +An-,i,_1 dsl_i dy +..+Ain,;: 

(le sorte que l'on a 

dn-' - __ . ύηζ . dn~xz 
* ' dx'1-* Λ~Λ' àx"dyi n i' 0x'l'i ΰν'~ι 

Le degré de φ, par rapport au symbole ̂  est au plus égal à i. 

Journ. de Math. (5· série), tome IV. — Fasc. IV, 1898. 49 
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Désignons par z
rl

 z
r

, ..z\les fonctions suivantes : 

zx= z(x,y, a)|a=x z'x= az'(x,yn,;z) sx|x=x ,.. z:;=d zx('"n^$=x=x: 

Nous avons, en prenant les dérivées successives jusqu'à Tordre η par 
rapport à a? de la fonction Ζ : 

«»') 

2= f /(*)3(*»/>*)'&» Jr, 

dZ dx = d(c) dz+f o'dez -'x,y, ddond) 

O23Z dx2+= de xo :([ +ds-*d*/d"éd jd2cç"{-=)dù!:d 
··············»·».· » f 

dx'' ~~ 7/r/' » ^ Iύχ»'Λ I "' I4'" /.
n

 ) iîr"/'" *" 

Ζ ii"-1

 r -, ν η J"-1 ι /·/ \ ' ι . f ' a \ à"z(.c
y
 v. *) , 

ίλτ77 ~ J^7 t/ ^ ""1 + I I "+"··· J
(

 / (α) 

Multiplions symboliquement par φ
0
, 9,, ..., 9« el ajoutons membre à 

membre pour former D(s). La fonction placée sous le signe d'intégra-
tion s'annule identiquement. Dans l'expression restante, il faut égaler 
à zéro séparément les coeflicienls de la fonction arbitraire/et de ses 
différentes dérivées. Le coefficient de /("_,)(·χ') est 9«:^. Nous avons 
donc deux cas à distinguer : 

o
0
^o, ο; '4" 9o = o. 

Considérons d'abord le premier cas et faisons z
r
 = o. Le coefficient 

de /<Λ-*>(χ·)est alors γ
0

ζ'
α
.; d'où Ton déduit aussi ̂ =0. On trouverait 

de la même façon z"
c
= z™=. ..= z["~n = o. On arrive donc à celle 

conclusion que, sur la droite χ = α, l'intégrale particulière z(x,y, a) 
doit s'annuler, ainsi que ses dérivées prises par rapport à .r, jusqu'à 
l'ordre η — ι, 

dz (x,y,z) dx: = d2z (x, y,x) dx2| = ..= én x'x= (x,y,) | =o;: 
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Comme, d'autre part, la condition φ
β
 φ ο exprime que la droite χ — α 

n'est pas une caractéristique, l'intégrale satisfaisant aux conditions 
initiales que nous venons d'indiquer, sur la droite χ = α, est identique-
ment nulle. La formule (5) ne donne donc que la solution ο. Il reste 
à examiner la seconde hypothèse, φ

0
 = o. Nous trouvons dans ce cas : 

(7) 

q1zx =o, q1z'+C'n-2 q2dx dx=o;: q1z"xç= qi1+C2n-2 d'nos dx;:, 

+q2 dz +q'z' o+C'n-2 q2 dz2 dx 

+q2zx 

= <>, 

Cnn 2Q1z 2' z C' dz'dz'(n-1) dx +...+ Cpn-2 P snbcp 

Con-pl=q2 (n-2) + C p^-1 §q2 en=.: 

+Cp-2 n-1 dp -2 zx dx-po^: 
4-

+ Con-p-2qpzx* 

= o, 

désignant le nombre de combinaisons de m quantités, η à n. 

Si l'on suppose que dans 9, le coefficient de ~ soit différent de zéro, 
à09 

les équations (7) définissent successivement les valeurs de z
)
 ···, 

dn-1 dxn-2 en fonction de y, sur la caractéristique χ = α à l'aide d'équa-

tions différentielles du premier ordre. Chacune d'elles se trouve entiè-
rement déterminée quand on connaît sa valeur pour une valeur parti-
culière y

0
 dey, qui peut être, d'ailleurs, elle-même une fonction de a. 

D'autre part, dans cette hypothèse, χ étant une variable caractéris-
tique simple, il existe, d'après notre théorème fondamental des inté-
grales telles que, pour χ = α, les valeurs de 

z, dz, dx;:!; dn-1 dxn-12 

soient égales à des fonctions données dey. 11 y en a donc qui satisfont 
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aux conditions initiales définies par les équations (7). Les intégrales 
principales dépendent encore d'une fonction arbitraire qui sera, par 
exemple, la valeur que prendra chacune d'elles sur la droite arbi-
traire y=zy

c
. Celte dernière donnée achève de déterminer les fonc-

tions initiales définies par les équalions (7). 

Par conséquent, quand χ est une variable caractéristique 
simple, il existe une famille correspondante d'intégrales princi-
pales. Chacune d'elles est entièrement déterminée par les valeurs 
qu'elle prend sur une courbe analytique quelconque autre que 
l'une des caractéristiques de la famille considérée. 

Dans un domaine K, ne contenant aucun point critique des coeffi-
cients de l'équation, ni aucun point de la courbe discriminante, l'inté-
grale principale, dont la fonction initiale est lioloniorpbe, est elle-
même une fonction holomorphc, pourvu (pic la portion de courbe 
arbitraire sur laquelle cette fouet ion initiale se trouve déterminée 
n'admette aucune tangente caractéristique de la famille considérée. 

19. Développement des intégrales principales. — Λ11 lieu de 
calculer les valeurs initiales de ζ et de ses dérivées pour ./; = a, nous 
pouvons procéder d'une façon différente et arriver à des équations 
dont la loi de formation est plus simple que celle (les équations (7). 

Considérant l'intégrale principale comme une fonction de a, cher-
chons à la développer en série ordonnée suivant les puissances crois-
santes de χ — a. 

Soit 

(8) z(x,y,z)= uo uo+u1 (x-x) 1+u2 (/* u2+ (x_x)2 +..+ + und1;3. 

les u, désignant des fonctions de χ et de y. 
On a 

(9) O)z dxv= dpuo doxp+ pn+1 nd xn-1 +p(p-1) 1.3 qp) dxà_+..+ x_x 1 (dp+^p dnun2 +..} 
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Quand on fait χ = α, ou α = x
)
 les expressions de la forme (9) se ré-

el uisent à leur premier terme : 

< m) 
z, uo; z'x=duo dx+u,n+...; 

p'x= dpuo dxp+pI dn_i ui dx+ p(p-1) d2. dp-2):;+...dxi 

Ces égalités démonlrent d'abord que le système des fonctions initiales 
s

xt
 z'

x)
 ..z1"'3' est équivalent, comme données, au système des fonc-

tions Ugf tt|j · · ' » "n · 3· 

En portant, dans les équations (7), les valeurs de z
xi

 z'
r)
 ... en 

fonction des nous obtiendrons les conditions auxquelles doivent 
satisfaire ces nouvelles fonctions. Pour faciliter les calculs, nous allons 
introduire une nouvelle notation symbolique. 

20. Nous pouvons écrire, d'après les équations (10), 

z'(p) x= (Bx+u)p, 

en convenant de remplacer les exposants de u par des indices et ιιΛ 

par les puissances de ̂  devront, bien entendu, cire considérées 

comme des indices de dilïcrcn lia lion; cependant, comme la significa-

tion différentielle du symbole — n'interviendra pas dans le calcul sui-

vant, nous le remplacerons, pour plus de simplicité, par X, de sorte 
que z1'. se trouvera remplacé par (X -1- u)1'. 

L'équation générale du système (7 ) devient alors 

0= CI,
 ?1

X" 

+ c;:;
 ?1

X'-· 

+Con -p-2 Qp 

+Co n-p-2 Qp 

x+Cpi-12 qi Xind 

+ C£
 Ç

,X'-» 

+ C" β 

(X H- w . 
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Dans ce développement, le coefficient de if est égal à 

?.X*-' WKL.C? + cr„+.. · + ..) 
+ q2 Xp-r-1 (Cp-r-1+Cp-1 Cr r+1 ..+...) 

D'autre part, on a évidemment 

Crr Cvµ +C'r+1..Cr(p+61 vµ + Crr)..+ 

ce qui donne, [jour le coefficient de wr, 

c^xo-'+crr^x"-'-'*... 

= («_:„+,.)!IX" ->)(»- a)···(/'-'·+')?.X'' ' 
-+- (/« - 2)(M - Ci). ..(ρ - /·)?3Χ'" r ' +· · ·|· 

La parenthèse est la dérivée par rapport à X du polynomc suivant 

Ç,XW~' 4- ?2X"~a -4. ..-h 0
9i 

qu'on déduit de l'expression différentielle 

D= q1 qn-1 qnx-1+ q2+-n2 xo-. 

en remplaçant le symbole ~ par X. 
Désignons par 

D'x, D'x, ..; D17= 

les dérivées successives de D par rapport au symbole —· 

Diï'(») = (" - ')(« - a)...(Λ - y)?, +.... 

Il résulte alors des calculs précédents que l'équation générale du 
système (7) pourra s'écrire 

2 (,ι-μ)! — °· 
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( le système devient donc 

<:') 

1 (n-1)! D'(n_)=o;: 1 (n-1)! Dn'xo(ui) +1 (n-2n)= D(od(uo)==o,n;: 

,*····( » I ι · ι » · ( ι * ι ι .#♦·«·. I · » » t «»>··«··· f 

ûï±7y. W·
!

'("»)
+ Wr."(».)= »· 

Ces équations, dont la formation est très simple, définissent com-
plètement les fonctions u quand on connaît leurs valeurs initiales 
l>(Hir/ = }v 

Les fonctions u
n

, u
n
+

if
 ..., satisfont à des équations en tout sem-

blables à celles du système (7'). En écrivant, que l'expression 
z(œ,y, a), définie par la formule (8), satisfait à l'équation donnée 
on trouve, pour les coefficients dont l'indice est supérieur à η — ι, la 
relation de récurrence 

(u) jjéjjj ΙΚ·'·("», f-,)+
 (<l

 +... +D (u 
p
) -... 

On retrouve facilement le système {"/) et l'équation (11) en par-
lant de la fonction 

zn-1 (x,y,a)= uo (x_x)n-1 (n-y) + u1(x_x)n n! +..: up (x_xp)à n=+ n! (n-/*= 

qui doit être une solution de D(r) = o, quelle que soit la constante 
arbitraire a. 

Considérons, en effet, l'intégrale principale 

z(x, y, a)= uo+u1 (x_x)1 + u2 (x_a) 2 x+...;: 

cil fiiisaul, dans la formule (5), 

f(a) = (x_xo)p-1 (p_1)! 

on est conduit à l'intégrale nouvelle 

zp (x, y, xo)= uo (x_xo)p p! + u1 (x-xo)p-1 (p+1)+...;: 
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qui est elle-même une intégrale principale, si l'on y regarde x
{t
 comme 

un paramètre; en faisant p=zn~\, on trouve l'intégrale z
n
^

tt
 à 

laquelle nous avons fait allusion plus haut. 
Il est évident d'ailleurs que toute intégrale lioloinorplic qui s'an-

nule avec toutes ses dérivées d'ordre inférieur à η — ι pour χ — α ; 
α désignant un paramètre variable est une intégrale principale; si l'on 
a pu trouver une pareille intégrale par un procédé quelconque, il suf-
fira de la développer en série suivant les puissances de χ — α, les 
coefficients étant des fonctions de a? et dey, pour avoir un système de 
valeurs des fonctions u„, .... 

Soit, par exemple, l'intégrale suivante, où l'on suppose ρ J/i — ι : 

Λ, + A -4-... H- Λ, ifzDÇ 4-... ; 

la suite des coefficients A0, A,, A
a
,... est l'un des systèmes de valeurs 

des coefficients u0, un ws, .... 

21. Quand on connaît une intégrale principale particulière 
relative à la variable caractéristique x, on peut en déduire toutes 
les autres relatives à la même variable. 

Kn effet, soit z(x,y, a) l'intégrale considérée «pie je suppose diffé-
rente de zéro pour./; = a. Dans l'expression 

(ia) Ζ = Cz(x,y
f
x

0
) + j /(*)s(.c,y,%)dx 

qui dépend du paramètre x
u

, on peut disposer de la constante C et de 
la fonction arbitraire /(a), de telle façon que ζ devienne égale à une 
fonction arbitrairement choisie y(x) pour y=y

n
. Cette proposition 

se trouve dans mu thèse (Annales de Γ Ecole Normale, p. 2.(4 ; i8p5). 
D'autre part, pour χ == #

β
, ζ et ses dérivées relatives à χ satisfont aux 

conditions qui définissent les intégrales principales. Donc la for-
mule (12) représente l'intégrale principale la plus générale relative à 
la caractéristique x. 

Si l'on suppose /(a) holomorplie, elle est la somme d'éléments de 
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( Λ - QQ ^"*1 

ia forme C/ et, par suite, l'intégrale considérée sera la 

somme d'éléments de la forme C
r
z
r
(xfy, x„) 

L — C„50(o7,y, χ„) -f- C, ν, H- +.. 

en écrivant z9
 au lieu de z(x,y,x0) pour plus d'uniformité. Donc 

les intégrales principales holomorphcs sont dévcloppablcs en série 
linéaire de fonctions zp. 

D'autre part, il est évident que toute série convergente de cette 
forme représente une intégrale principale. Cette remarque s'applique-
rait également aux séries ayant pour éléments des fonctions de la 
forme 

zµ=uo (x_x)u r(µ+1)+ u21 (x_x)y-+1 r(µ+2) +...+ur (r_x)xu* (u+r)à+1)=..; 

[j. désignant un nombre non entier quelconque supérieur à η — 2. 

Mais les intégrales qu'on obtiendrait ainsi ne seraient plus holo-
morplics en χ dans le voisinage de x0. 

Nous avons supposé que l'intégrale principale considérée était dif-
férente de zéro pour χ = α. Supposons maintenant qu'elle s'annule, 
lout en étant holomorphc; les dérivées de l'intégrale par rapportai! 
paramètre α sont encore des intégrales principales jusques et y com-
pris la première dérivée qui ne s'annule pas sur la caractéristique 
j' = %, On pourra donc en déduire également toutes les autres inté-
grales principales par la formule suivante : 

Z= Co pz (x,y,xo) dxo=+ C1 dp_1 d+..+Cp+ f((a)z (x,y,a) dx;: 

où ρ désigne l'ordre de la première dérivée qui ne s'annule pas pour 
« = x. 

tën résumé, nous voyons qu'il existe des intégrales principales 
relatives aux différentes variables caractéristiques simples et que la 
connaissance d'une intégrale de chaque série permet de calculer 
toutes les autres de la même série. Soit ξ

4
· une variable caractéristique 

Journ. de Math, (5· siirie), tome IV. — l'asc. IV, 1898. 5o 
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et s(x,yf «) une intégrale principale correspondante ; l'intégrale 

Fo d(a)z-(x, y, x,)dx;: 

est une nouvelle solution de l'équation proposée, quelle que soit la 
fonction arbitraire /(α), 0,-désignant une fonction déterminée de ξ,. 
On peut évidemment remplacer ξ,· par 0, pour définir les caractéris-
tiques, ou bien remplacer α par une fonction de α de telle façon que 
la limite supérieure de l'intégrale devienne ξ/. Nous écrirons donc, en 
général, 

f(x) z(x,,x):!ùdx:; 

et nous appellerons caractéristique paramétrique de l'intégrale prin-
cipale la caractéristique 

ξι = α. 

22. Des intégrales principales dans le cas des caractéristiques 
multiples. 

Envisageons maintenant le cas où χ est une variable caractéristique 

double. Les coefficients des dérivées dnz dxn et dnz dxun-1 dy sont nuls dans 

l'équation, mais peut avoir un coefficient différent de zéro. Ce 

coefficient, que nous avons appelé on
 ne contient plus d'indice de 

dérivation par rapport à /. Supposons donc φ ο. En 11011s repor-
tant au calcul du n° 18, nous trouvons 

zx= o; z'x=o,; ...; z(n-2)x=o;: 

Or ./= α étant une caractéristique du second ordre, on ne peut 
plus se donner arbitrairement sur celle caractéristique les valeurs de :· 
et de ses η — 2 premieres dérivées extérieures : ces données, en 
général, ne correspondent à aucune intégrale holomorphc; mais, s'il 
en existe une qui y satisfasse, elle est entièrement déterminée. Dans 
le cas actuel, cette intégrale se réduit évidemment à zéro. 

Soit maintenant 9, = o. La dérivée l- ne figurant plus clans 
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l'Équation, les conditions trouvées au n° 18 donnent 

(«»> 

q2z2=0, q2z'v+C'n3q2 sde'"dx 

~t" 5·» 
Π= O. 

q2e'(n-2) + Cn-2 dzidx + C2n-3 d2 z'x dx2+..| =o;: 

+q 2z'(n_1) x + C'n q2 dzn-2 dxc)=: 

+ ?«*r . 

Ce système définit successivement les fonctions z
x1 s'

c
, 5^,..z{""2> 

par une équation différentielle du second ordre, quand on connaît 
loutes les précédentes. Pour achever de les déterminer, il faudra donc 
donner leurs valeurs initiales et celles de leurs dérivées premières par 
rapport à /, pour une valeur particulière/„ dey. Ces valeurs seront 
elles-mêmes entièrement déterminées quand on connaîtra les valeurs 

de/, pour y =/
0
 en fonction de χ et de oc. 

Il existe donc dans le cas actuel, d'après notre second théorème 
fondamental, des intégrales principales dépendant de deux fonctions 
arbitraires. 

Nous allons étudier le développement en série de ces intégrales. 
Les calculs du n° 21 sont applicables, car rien ne suppose dans réta-
blissement de nos formules que la dérivée symbolique DÎJ~," soit du 
premier degré par rapporta/. Par conséquent, si l'on suppose l'in-
tégrale développée suivant les puissances de χ — α, on trouvera, pour 
déterminer les coefficients du développement, la suite d'équations 

(Ί \ ) 

(
n

_<,
u
)!UÎ:»Î(^) = <> OU ?a("e) = o, 

1 (n-2)! D(n-2) dxi(u1) + 1 (n-3)! D(n-3) xn,-2(x)==o!: 

1 (n=2)! D(n-2) cinx (up) +1 (n-3) D(n-2) +...+ +1 (n-r)! D(n-r) (n+..+=pô! 
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Désignons par /(#, a), 9(37, a) les valeurs de s, ̂  pour y=y
9

, 
et soient 

/(./;, a) =/„(./;) H —?/, (.χ;) 4- (
 , a * /i(^) 

?(·»·.*)=?.(*) + + -'V.V''?1*» ■+·· · ·; 

les valeurs initiales des coefficients w et de leurs dérivées seront 

ui—fh jy — ?'* 

23. Sustèmes fondamentauxc. - Soient c(X,u,x);: C'x,y,xc 
deux intégrales principales relatives à la caractéristique double χ : 

c=uo+x-xu1 1+ (x-x)2 1.2 u2+..!: 

y. .τ — * (χ — a)1 

», — i-'oH j—Vt H —— 

Nous dirons qu'elles forment un système fondamental si le dé ter-
minant 

<K <K 
Oy ày 
ζ c 

est différent de zéro. Nous supposerons même cette condition remplie 
pour χ = a; dans ce cas, les deux fonctions u

Q
 et v

9
 forment elles-

mêmes un système fondamental de solutions de l'équation 

9 3
(u) = o. 

Tel est le système défini par les fonctions initiales suivantes : 

£0»>y.,«) = '> £'(*»/.» «) = °» 

s(x;, y;) dy|=o;, d'(x),y e)=dy|y=yop* 
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et que nous appellerons un système fondamental canonique relatif 
à la courbe/ = /„· 

THÉORÈME. — Lorsque ζ et ζ' sont deux intégrales principales 
relatives à χ, formant un système fondamental on peut disposer 
des fonctions arbitraires/, (a) etf

3
(x) et des constantes C et C de 

telle façon que Vexpression 

(i.jj 
Ζ = C?(x·,/, x

0
) -ι- C'?(x,y, x0) 

+ Γ/<(α)1*(χ'^ *)<**+jf/>(«)?(* :,y,x)dx 

satisfasse à des conditions initiales de la forme 

(iC) 
Ζ (χ,y.) = F(* ), 

IL-■*<*>' 

V(x) et Φ(χ) désignant des fonctions arbitraires. 

Considérons, en effet, une équation du second ordre ne contenant 
aucune différentiation par rapport à χ 

Φ5 ?r Q" = 

Soient z
t
 et z

3 deux intégrales de cette équation formant un sys-
tème fondamental; l'intégrale générale est 

(«?) Z= z1+X1+z2X2!: 

X, et X2
 désignant deux fonctions arbitraires de x. 

Prenons deux fonctions arbitraires φ (α?, a), ψ(ατ, a) ne s'annulant 
pas pour χ = α mais restant holomorphes. L'expression 

(.8) Z = C,z, + C
i
z,+ Γ z,y(x,x)f,(x)dx + f z,ty(x,x)dx 
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est équivalente à l'expression (17), car les intégrales 

(:,·+■ j o(.r,a)/,(a)i/a, 

C2+ oi (x,a) f2(x) dx 

peuvent représenter des fonctions arbitrairement choisies de x. 
Il résulte donc de là qu'on peut disposer des arbitraires de la 

forme (18) pour satisfaire aux conditions initiales (16), pourvu que 
le déterminant 

z1q(x,x) z2 (x,x) 

dxy |en,q(x,x)] d dy (z2P^:ù^$)= 

soit différent de zéro. 
Comme nous n'avons fait aucune hypothèse sur les fonctions <ρ(χ·, a), 

·}(#, a), qui ne s'applique aux fonctions 'C(x,y0, α), a), notre 
théorème est démontré. 

Dans le cas où le système fondamental considéré est canonique pour 
la courbe y = y

01
 la détermination des fonctions arbitraires qui satis-

font aux conditions initiales (i(i) est immédiate. 
Il est facile de déduire de ce qui précède l'expression générale des 

intégrales principales relatives à la caractéristique double. Il suffit de 
considérer, dans la formule (ι(>), χ

ϋ
 comme un paramètre, les con-

stantes C, Cet les fonctions /(α), φ(α) pouvant elles-mêmes dépendre 
de ce paramètre. Les résultats qu'on en déduirait sont entièrement 
analogues à ceux que nous avons établis dans le cas des caractéristiques 
simples. 

24. L'étude que nous venons de faire indique la marche à suivre 
pour l'étude des intégrales principales dans le cas des caractéristiques 
multiples d'ordre supérieur au second. Nous n'entreprendrons pas 
celte étude pour le cas général. Nous nous contenterons de signaler 
l'analogie qui existe entre la recherche des intégrales principales et 
celle des asymptotes des courbes algébriques. La détermination des 



EOUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 397 
caractéristiques peut être assimilée à celle des directions asympto-
tiqucs et les conditions d'existence des intégrales principales sont 
analogues à celles des asymptotes relatives à une direction donnée. 

li i. Représentation de l'intégrale générale par les intégrales 
principales. 

Considérons une équation à caractéristiques toutes distinctes, el 
soient ξ,, ξ„ ..., 1

Λ
 un système de fonctions caractéristiques, ζ,, 

Sa» ..., ζ
Λ
 un système correspondant d'intégrales principales. 

L'expression 

('!» n='1 di=1 fi (x) d'x,y,aodx; 

où les désignent des valeurs initiales quelconques, représente une 
intégrale de l'équation D(s) = ο dépendant de η fonctions arbi-
traires. Nous allons montrer (pie, moyennant certaines conditions, 
c'est l'intégrale générale. Nous considérerons pour cela, au lieu de 
l'expression (19)» la suivante 

(•9') z= Z µCi di (x,y,xo à+ E ni=1 fi (za)= (x,yqan,=)àdx 

11 s'agit de faire voir qu'il est en général possible de disposer des 
arbitraires de la formule (19') de manière que, pour/= jy

0
, la fonc-

tion ν et ses η — ι premières dérivées extérieures prennent des valeurs 
choisies arbitrairement. Quand on fait^=y„, les ξ, deviennent des 
fonctions de χ que nous désignerons par ξ' ; aucune d'entre elles ne 
se réduit à une constante. Les dérivées par rapport à γ d'un terme 
quelconque de la formule (19') contiennent en général, en dehors du 
signe d'intégration, des termes dépendant de la fonction arbitrain; 
et de ses dérivées. Pour éviter d'introduire ces termes dans les expres-
sions que nous aurons à considérer, je suppose que les intégrales 
principales s'annulent sur les caractéristiques paramétriques, ainsi que 
leurs dérivées, jusqu'à l'ordre η — ι inclusivement, les dérivées d'ordre 
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η — ι n'étant pas toutes nulles. Négligeant alors les termes addi-
tionnels SC/Z/(x9yt

 αβ), je vais démontrer que Ton peut, en général, 
disposer des arbitraires de la formule ( f 9) de manière que les dérivées 

d,n-1 dx_1; ; d,-1 xn-2 sdY;:.. an-1z du 

prennent des valeurs do η nées à l'avance, en fonction de xj>oury=y
9

. 
Nous supposerons que ces fonctions arbitraires s'annulent au point 
(.r0,/0

) ' cette hypothèse ne restreint pas la généralité de la for-
mule (19') à cause des termes additionnels qui y figurent. 

Nous avons à résoudre un système d'équations delà forme suivante : 

(20) ?*(*) = Σ //<(«>
 d

* (y =■>',.)· 
/ = 1 * *·· 

Considérons une équation quelconque d'ordre η ne contenant 
aucune dérivée par rapport à χ 

00 dz dy+P 1dn-1 dyn-1+P dn-21 di1-*/ + Pnz=cpo 

Toute intégrale de cette équation est une intégrale principale. Dé-
terminons un système d'intégrales «,·(#,y, oc) par la condition que 
l'on ait pour y = y

0 

dn-1 din-1k-2= n-1 f("' x-2/ din(x,y,pen)à:! d-2 -():! 

Si les intégrales u( forment un système fondamental, l'intégrale 
générale de l'équation (21) est 

(22) z= Ciui (x; y,xio;,)+ ein=xio= fi (x)ui (uxin;,)=)dx;: 

comme cela résulte de la remarque du n° 23 généralisée. On peut donc 
disposer des arbitraires de la formule, de manière que ζ prenne pour 
y — y0} ainsi que ses η — τ premières dérivées extérieures, des valeurs 
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données à l'avance en fonction de x. Par suite, les équations (20) peu-
vent elles-mêmes être résolues, pourvu que le déterminant 

bn-1 dx;: dn-12 .. n-1 xio-1 

n-1 dx_= dy dn-12 dx on' .. do n e o n d.. dn-1 dn+*/ 

0"-ιζ
ί <#

 d"-%, 
i)yn -1 0yn _t àyn~l 

soit différent de zéro. 
Il est d'ailleurs possible de traiter directement ce problème, comme 

nous avons déjà traité le problème relatif à l'intégrale 

//(«)?0» «)«*«> 

dans notre Mémoire sur les équations du second ordre. 
On voit donc que l'intégrale générale de l'équation D(s)=o est 

bien représentée par la formule (19') ou par la formule suivante, où 
l'on suppose les limites inférieures indéterminées : 

(rt) z= Zd fo'f(a) di (x,y,a,y;)dx::! 

Lorsqu'il y a des caractéristiques multiples, l'intégrale n'est plus, en 
général, complètement représcntablc par cette formule, à moins qu'il 
n'existe un système fondamental d'intégrales principales. 

26. Chaque terme de la formule (23) peut être développé en série 
ordonnée suivant les intégrales successives d'une fonction arbitraire. 

Désignons par S
fl
F(5) l'intégrale Λ"'"'® de F($) prise à partir d'une 

limite inférieure quelconque 

S»F«)=/
(
-5^£F<(a)<fo, 

Jour η, de Math. (5* série), tome IV. — Faec. IV, 1898. 
A-01 
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de telle façon que l'on ait 

lv Sn F(") dup = Sn-p F(") 

On a 

(»'») ^f'F'(a) f (-;x, u,x)dxc) = Z f F' (aà up(x,y) (dyio)dx p Id 

= ».F(ï)+H,S
1
F(«)+ «J S, !'(?)+.. .+//„S„F($j+.... 

Toutes les intégrations sont faites à partir d'une même limite infé-
rieure et la série précédente admet, en général, un domaine de con-
vergence dans le voisinage de celte limite. 

Dans le cas dos caractéristiques distinctes, toute intégrale est la 
somme de n séries particulières de la forme (af). La fonction arbi-
traire de cliaquc série dépendant d'une variable caractéristique, il en 
résulte que la formule (2^) [ou la formule équivalente 0«) )| nul en 
évidence la portion de l'intégrale générale qui se Irouxe plus particu-
lièrement liée à chacune de ces variables. 

<)2 -On sait que l'intégrale générale de l'équation 0,'sl 

ζ — l (.//)-h l· <(j); 

la forme (nj), (Ό)> (sf) |M?nl être regardée connue la généralisa lion 
de cette formule, .l'ai pensé, d'après ces considérations, (pie l'on pou-
vait donner au terme 

fi (x) dx 

de l'intégrale générale le nom à? intégrale partielle, relative à la ca-
ractéristique <*,·. 

27. Forme d'Eulcr. — Parmi les intégrales principales relatives à 
une même caractéristique ξ, il peut quelquefois en exister dont le dé-
veloppement en série soit limité. Soit, par exemple, 

x"(x,y,a)= uo+u1 e-x -1+u2 (-x)= ..+ up (e)=-p= p! 
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L'intégrale partielle correspondante devient 

u
0
 Ρ(ξ) 4- u, S F($) h-... -h upSpF(5) ; 

ou bien, en posant S,F(?)= 9(5), 

uo: dp q (uc) dp+uin, dp-1 dip -1 +..+ up q'(ç 

Celle forme est bien connue pour les intégrales partielles des équalions 
du second ordre, intégrablcs par la méthode de Laplace : nous l'ap-
pellerons la forme d'Euler. 

Une intégrale de la forme d'Kuler dérive toujours, nécessairement, 
d'une intégrale principale, quel que soit l'ordre de multiplicité de la 
caractéristique correspondante. Les équations de la forme (u) qui 
déterminent les coefficients successifs permettent de reconnaître si le 
développement peut se limiter. Ln égalant à zéro tous les coefficients 
dont l'indice est supérieur à />, nous avons le système suivant dans le 
cas d'une caractéristique simple ./: : 

1 c(n-1) Dni-xi()iou=o: (1u_i1=D'n-1) +1 (n-2)! Dn-23 (uo) =) 

,·„· '-y D"'-■!'(«»-,) + ...+ D(«, ) = o, 

^1 (n-2) D(n-2) xn-2 + 1 (n-3) D(n-3) xie3 + ..=o;: 

1 (n-3) D(n-3p xn)=-3 + a1 (n+4) D(n+21) d.0.=-*/ 

D(///;)=o. 

Il sera nécessaire et suffisant que ces équations soient compatibles 
pour qu'il existe une intégrale de la forme considérée. 

On pourrait trouver pour les équations de cette espèce une mé· 
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thodc de réduction analogue à celle de Laplace. Je la développerai 
dans un autre Mémoire. 

TROISIÈME PARTIE 

SINGULARITÉ» ACCIDENTELLES. 

28. Les points singuliers des intégrales d'une équation linéaire 
sont de deux sortes : i° les points singuliers proprrs, dont la position 
est entièrement déterminée par les coefficients de l'équation; 2° les 
points singuliers accidentels qui dépendent des fonctions initiales. 

J'ai déjà introduit ces dénominations dans mon Mémoire sur les 
équations du second ordre. Le nom de singularités accidentelles 
m'a paru propre à caractériser celles qui dépendent des conditions 
initiales. Ces singularités n'affectent pas d'une manière normale la 
généralité des intégrales : elles interviennent en quelque sorte acci-
dentellement et varient d'une intégrale à l'autre. Lorsque les fondions 
initiales dépendent de certains paramètres, les points singuliers acci-
dentels correspondants peuvent également varier avec ces paramètres: 
nous les appellerons dans ce cas des points singuliers mobiles. 

Dans le cas général où les caractéristiques sont partout simples, 
sauf sur la courbe discriminante, et où, par conséquent, l'intégrale esl 
représentée parla formule (i<)'), la nature et la forme des singularités 
accidentelles sont immédiatement évidentes. 

Considérons un terme de la formule 

s 
jf /(α)ζ(·'-·>/ι«)ί'*. 

cl soit α = t un point critique de la fonction /(a), le terme considéré 
admettra pour points critiques tous les points de la caractéristique 
5 = f, sauf peut-être dans le cas où ces points seraient déjà des points 
critiques de l'intégrale principale ζ. Mais cette hypothèse peut tou-
jours être exclue si la caractéristique \ = t n'est pas line ligne singu-
lière propre des coefficients de l'équation. 
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Soit maintenant (x„y<) un point critique accidentel de l'intégrale Z; 
ce sera nécessairement un point critique de l'un des termes, et comme 
il est permis de supposer l'intégrale principale correspondante I10I0-
morphe nu point considéré, il faudra que le point oc = £(#«,/,) soit un 
point critique de la fonction /(a); mais alors tous les points de la 
caractéristique 

5(χ'»7)=5(Λ?Ι,7,) 

sont des points critiques do l'intégrale; nous avons donc ce théorème : 

Lorsqu'un point Ρ est un point singulier accidentai d'une inté-
grale ζ d'une équation linéaire D(s) = ο à caractéristiques dis-
tinctes, l'intégrale admet comme courbe singulière toute une 
caractéristique passant par P. 

Les lignes singulières accidentelles sont donc des caractéristiques, 
en nombre limité ou illimité, formant une suite continue ou discon-
tinue. 

Il est facile d'étendre cette propriété au cas où l'intégrale n'est 
pas entièrement rcpréscntable par la formule (23). 

Considérons une courbe analytique (C) qui ne soit pas une ligne 
critique propre; si (C) n'est pas une caractéristique, nous pourrons 
trouver une portion Ρ de la courbe qui ne contienne aucun point à 
tangentes caractéristiques, ni points singuliers des coefficients de 
l'équation, ni points de la courbe discriminante. Cette portion de 
courbe admet un domaine régulier Σ', l'englobant entièrement et 
n'ayant de commun avec elle que le contour. Prenons une seconde 
courbe analytique infiniment voisine (C') ne coupant pas C sur la 
portion (P) et jouissant des mêmes propriétés. Soit Σ' le domaine 
régulier de (P'). Les deux domaines Σ et Σ' se déduisent l'un de 
l'autre par une déformation continue, car les coefficients du polynôme 
(voir n° li) 

?(s< ?) 
sont des fonctions continues. Nous pouvons donc supposer (P') assez 
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voisin de (P) pour que Σ contienne telle portion que nous voudrons 
de (P). Donc, si (P) contient des points singuliers accidentels, nous 
pourrons admettre que quelques-uns de ces points soient contenus 
dans Σ. Les valeurs de l'intégrale et de ses η— ι premières dérivées 
extérieures ne seraient donc pas holomorphcs sur (P'). Par consé-
quent^*') contiendrait également des points singuliers. 

Il résulte de la que les points singuliers accidentels 11e sont jamais 
isolés; si une courbe analytique en contient, toute courbe infiniment 
voisine en contient également, à moins que la première ne soit une 
caractéristique. Par conséquent : 

Les courbes singulières accidente,lies sont toujours des caracté-
ristiques. 

50. .le rappelle ici la démonstration que j'ai donnée dans ma thèse, 
de celte même propriété, en parlant de considérations très simples, 
mais qui exigent loulcfois quelques restrictions. Supposons que la 
droite χ = «soit une ligne singulière accidentelle; lorsque nous ferons 
tendre# vers a par un chemin determine de longueur finie, ζ et ses 
u — ι premières dérivées extérieures peuvent tendre vers des limites 
holomorphcs en y, ou devenir infinies, ou ne tendre vers aucune 
limite sans devenir infinies. Laissons de coté ce dernier cas. Si les 
fonctions considérées tendent vers des limites holomorphcs, elles 
déterminent une intégrale holoniorphe, pourvu (pie χ = a ne soit pas 
une caractéristique; en retranchant de ζ celte intégrale holoniorphe, 
nous aurons une intégrale qui s'annule sur la droite χ = a. 

Cela posé, considérons une fonction 9(#»y)qui s'annule ou devient 
t 9 

infinie pour χ = a\ les rapports -L· n,. pourront tendre vers aucune 

limite finie. Celle propriété est évidente pour le premier rapport; elle 
l'est aussi pour le second, si l'on se reporte aux propriétés des équa-

ι 

tions linéaires du premier ordre. Soit, en effet, y = Β(#,/); φ est 

alors une intégrale de l'équation 

q'x _B (x,y) =)àoù 

et toute intégrale de cette équation demeure constante sur une carac-
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tcristique quelconque. Cette considération m'a conduit à définir les 
fonctions normales sur une ligne singulière ('). Pour les intégrales 

normales, la dérivée ̂  sera infinie par rapport à toutes les autres 

dérivées du même ordre ou d'ordre inférieur si la fonction s et ses 
η — ι premières dérivées extérieures sont nulles ou infinies pour# = cr. 
Cette dérivée doit donc disparaître de l'équation et, par suite, la 
droite χ = a doit être une caractéristique. 

51. Il importe de remarquer que le résultat auquel nous sommes 
parvenu relativement à la nature des lignes singulières accidentelles 
n'est pas en opposition avec les résultats connus dans le cas des 
variables réelles. On sait que les intégrales analytiques réelles d'équa-
tions du second ordre, à caractéristiques imaginaires, peuvent admettre 
comme lignes singulières accidentelles des courbes quelconques du 
plan réel : telle serait par exemple une fonction harmonique admettant 
comme coupure le cercle x* + y*— ι = o. Mais si Ton restitue au ν 
variables χ cl y le domaine entier des valeurs complexes (ce qui est 
permis, puisqu'il s'agit de fonctions analytiques), on trouve que le 
cercle considéré ne constitue pas une courbe singulière; seuls les 
points réels de ce cercle sont des points singuliers; les véritables 
courbes singulières sont des caractéristiques, c'est-à-dire les droites 
isotropes issues des différents points réels du cercle. 

Considérons, au contraire, le cas où toutes les caractéristiques sont 
réelles et supposons que l'intégrale admette comme courbe singulière 
réelle, accidentelle, une certaine courbe C. L'une au moins des carac-
téristiques passant en chaque point de C sera une courbe singulière, 
et l'ensemble de ces caractéristiques couvrira le plan réel dans le voi-
sinage de C. Donc l'intégrale ne sera pas analytique dans la région 
considérée. 

52. Dans le cas où l'intégrale est complètement rcpréscnlablc par 
la formule (19'), la partie de cette intégrale qui dépend plus particu-
lièrement de la variable caractéristique simple ξ est figurée par un 

(') Voir mon Mémoire déjà cité sur les équalions du second ordre. 
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terme de la forme 

(>) v = y f(*)Ç(x,y,a)d*. 

(l'est donc l'étude de cette expression qui donnera la forme des singu-
larités accidentelles. 

Les résultats que j'ai obtenus à cet égard dans mon Mémoire sur 
les équations du second ordre sont évidemment applicables au cas 
qui nous occupe. Je me contente d'en rappeler les principaux points. 

Supposons qu'une intégrale s s'annule sur la caractéristique singu-
lière ξ = ξ

0
, ainsi que ses dérivées extérieures jusqu'à l'ordre η — a 

inclusivement, ou bien qu'elle croisse indéfiniment lorsque ξ tend 
vers ξ

0
 suivant un chemin déterminé. 11 existera alors ordinairement 

des fonctions F(Ç) de ξ seul, telles que le rapport 

F(È) 

soit une fonction continue de χ et de y lorsque ξ tend vers ξ
0
 en sui-

vant le chemin considéré. 
L'intégrale principale ζ (a?, y, a) peut toujours, à cause des arbi-

traires dont elle dépend, être supposée holomorphc dans le voisinage 
de la caractéristique singulière étudiée, sauf en certains points de 
cette caractéristique. Soit 

(x, y, a) = uo +uo 'd/*)) 1+u2 (_x)2 L2+... 

admettons que la fonction /(a) soit uniforme dans le domaine du 
point « = ξ

0
. 

L'intégration de la formule (i) introduira alors en général un 
logarithme, et, pour que ce logarithme disparaisse, il faudra entre les 
coefficients u à l'infini des relations de la forme 

a0w0-f- alui H- . .4- an
u
u
+ .. .= o, 

les a désignant des fonctions de ξ ; c'est-à-dire que l'on puisse déve-
lopper ο en série de fonctions u sur les caractéristiques ξ = constante. 
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Nous arrivons donc à cette conclusion intéressante et inattendue que 
l'intégrale d'une équation linéaire ne peut pas, en général, être 
uniforme dans le domaine d'une caractéristique singulière acci-
dentelle. 

La condition pour qu'il existe des caractéristiques polaires acciden-
telles est facile à trouver. 

Soit t) une intégrale admettant la caractéristique singu-
lière mobile ξ = t, t désignant un paramètre variable. 

L'intégrale 

I= 2ri f F(t)e (x,y,l)dt 

prise autour du point t = ξ, donnera une nouvelle solution de la 
forme suivante, dépendant de la fonction arbitraire F(5) 

Α
β
Ρ(ξ) + Α,Ρχξ)+... + Α.ΐη«(ξ). 

L'équation admet donc une intégrale partielle de la forme d'Euler; 
nous pouvons l'appeler, pour abréger, une équation eulérienne. 

La réciproque est évidente : toute équation eulérienne admet une 
infinité d'intégrales possédant des caractéristiques polaires acciden-
telles, ou même des caractéristiques singulières pour lesquelles la sin-
gularité est de la nature des points singuliers essentiels d'une fonction 
d'une seule variable. Mais ces caractéristiques appartiennent toujours 
aux familles pour lesquelles l'équation présente le caractère culérien, 
et l'ordre du pôle ne peut jamais être inférieur au rang de la solution 
partielle correspondante. Ce qui précède nous amène à nous poser la 
question suivante, que je n'ai pas résolue. 

En dehors des équations culériennes, γ a-t-il des équations linéaires 
aux dérivées partielles admettant des intégrales uniformes dans le 
voisinage de caractéristiques singulières accidentelles? On pourrait 
considérer ces équations, s'il en existe, comme des cas limites d'équa-
tions culérienncs pour lesquelles le rang de la solution augmenterait 
indéfiniment. 

35. Comme dans le cas du second ordre, les intégrales admettant 
des caractéristiques singulières mobiles peuvent servir à intégrer com-
plètement ou partiellement l'équation aux dérivées partielles. 

Joum. de Math. (5· série), tome IV. — Fasc. IV, 1898. 12 
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Soit :(x,y9 *) une intégrale dépendant du paramètre α et telle 
qu'en la considérant comme fonction de oc elle admette des points cri-
tiques α = (i = i, 2,...). 

En la considérant comme fonction de χ et de y, elle admettra alors 
les courbes critiques 

5((®>r) = «· 

Donc les L sont des variables caractéristiques qui peuvent être de 
même espèce ou d'espèces différentes. 

Toute intégrale de la forme 

f/(a)s(x,y, a) du 

prise autour d'un point critique χ = ξ,· sera une solution particulière 
de l'équation aux dérivées partielles; elle dépend d'une fonction arbi-
traire /(a) placée sous un signe d'intégration. 

Ces expressions donnent lieu à des remarques analogues à celles 
que nous avons déjà faites à l'occasion des équations du second ordre. 
On pourra, dans certains cas, comme nous l'avons indiqué, en déduire 
des intégrales principales relatives à une ou plusieurs des variables 
caractéristiques. 


