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EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES. 359

Sur les équations linéaires aux dérivées particlles

Pax M. J. LE ROUX,

Mattre de Conférences a la Faculté des Sciences de Montpellicr.

Introduoction.

La plupart des propriétés des équations linéaires du second ordre,
a deux variables indépendantes, peuvent s'étendre sans difficulié
aux équations d'ordre supérieur. Guidé par cette idée j'avais déja,
dans ma Thése, déposée au commencement de mars 1893 a la Faculié
des Sciences de Paris, rédigé quelques-unes des démonstrations de
manicére & les rendre immédiatement applicables aux équations d'un
ordre quelconque.

Je reprends, dans ce travail, I'étude générale des équations li-
néaires 4 deux variables indépendantes. Laissant de coté le problém«
de I'intégration sous forme finie, qui concerne seulement des cas trés
intéressants sans doute, mais tout a fait exceptionnels, j'ai cherché sur-
tout & déterminer les principales propriétés analytiques des intégrales.
Tel est le théoréme sur la nature des courbes singuliéres accidentelles.
l.a démonstration que j'en avais donnée dans ma Thése exigeait quel-
ques restrictions dans la forme des singularités. Je donne ici une dé-
monstration nouvelle pour laquelle je me suis servi d’une idée ingé-
nicuse de M. Delassus : la notion du domaine d’un arc de courbe
(ue j'ai étendue au cas des variables complexes. Pour la détermination
des intégrales sur les caractéristiques, j’ai démontré un théoréme
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360 J. LE ROUX.

général permettant d'étendre aux équations d'ordre supérieur au
second la notion des intégrales principales dans le cas des caracté-
ristiques simples et méme des caractéristiques multiples lorsque
certaines conditions se trouvent réalisées. On peut obtenir ainsi unc
représentation des intégrales qui met en évidence leurs propriétés
analytiques les plus importantes.

11 existe des cas ou 'équation admet des intégrales particuliéres de
la forme que j'ai appelée la forme d’Euler, s'exprimant linéairement
al'aide d’unc fonction arbitraire d’unc variable caractéristique et des
dérivées de cette fonction en nombre déterminé. La méthode des
intégrales principales, en mettant ce fait en évidence, permet en outre
ce reconnaitre, par un nombre limité d’opérations, si ces intégrales par-
ticuliéres existent, et conduit directement & leur détermination cffec-
tive,

On obtient des indications intéressantes sur la forme des singula-
rités accidentelles lorsque la solution est donnée complétement par
des intégrales principales; on reconnait ainsi, par exemple, que dans
le voisinage d’unc caractéristique singuliére accidentelle, I'intégrale ne
peut pas, en général, étre uniforme.

. Comme dans le cas des équations du second ordre & caractéristiques
distinctes, la connaissance d’'une seule intégrale particuli¢ére dépendant
d'un paramétre permettra d’obtenir, dans certains cas, soit I'intégrale
générale de I'équation, soit une autre intégrale dépendant d’unc ou de
plusieurs fonctions arbitraires.

Tels sont les principaux résultats que j'ai établis dans ce travail.

La bienveillance avec laquelle on a accueilli mon Mémoire sur les
¢quations du second ordrc m’engage a publier encore cette étude,
malgré les nombreuses lacunes qu’elle présente.

PREMIERE PARTIE.

1. Soit D(2)=o0 unc équation linéaire aux dérivées partielles
d’ordre n, a deux variables indépendantes, z et y

0(’+k3

(l) D(3)=2A,.W l+k§n.
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Désignons par A(z)l'ensemble des termes qui conticnnent les dérivées
particlles d’ordre »

ors 2" s ons

(2) A(:) = An.o Py + By ()—x-”"'l)y +...+ Aa.n 'J}',‘,,

et par D,(3) I'ensemble des termes qui ne conticnnent pas ces déri-
vies. ‘

L’équation
! d&b n /0? h—1 ‘)?
%) \ An.o(;ﬂ;) + An—l.l (Tl:) 'J;
v ' +A de )"~ ‘)3—)’-4— +A (5)3)"=o
n—12,2 or ()). L w.n 0)’

admet n intégrales distinctes ou non

Py P29 ooy Que

On sait que les courbes ;= const. s’appellent les caractéristiques de
I'équation (1).

En posant 9—2 : 34-; = — u on a, pour déterminer «, I'équation

Apott® = Ay 0+ Ay g 124+ (— 1) A=

Soil «; la racine qui correspond & la fonction g¢;; si u; est une racine
multiple d’ordre p (les variables = et ) étant supposées quelconques),
nous dirons que @, est une variable caractéristique d'ordre p, et les
courhes 9; = const. seront des caractéristiques d’ordre p.

2. D’aprés le théoréme fondamental de Cauchy on sait qu'une
intégrale analytique de I’équation (1) se trouve déterminée, dans un
certain domaine, lorsqu’on donne, sur une courbe analytique quel-
conque (C), les valeurs de I'intégrale et de ses n — 1 premiéres déri-
vées extéricures. Cette expression de dérivée extérieure m'a paru
commode pour exprimer le fait suivant. Supposons qu'on exprime
les coordonnées des points du plan & 'aide de deux paramétres « et §,
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ct que la courbe analytique (C) soit représentée par 3 = @,. Les va-
leurs des données initiales sur cette courbe sont des fonctions de a. Or
il est évident que la connaissance de s sur (C) entraine celle de toutes
ses dérivées, prises par rapport a la seule variable «, dérivées relatives

U [ ’ L I . [ 4 ‘):
4 des déplacements effectués sur la courbe; mais les dérivées 25’
4)’3 ’ N " e .y '
7 (AR relatives &4 des déplacements cxtérieurs, restent entiérement

inconnues; cc sont ces dérivées que j'appelle extérieures.

Quand on connait les valeurs de 5 et de ses n — 1 premiéres déri-
vies extericures, toutes les dérivées, jusqu’i Pordre n — 1 inclusive-
ment, sc trouvent déterminées en tout point de la courbe (C). L'équa-

Lion considérée, jointe aux conditions initiales, permet de calculer les
autres,

i+k
Posons z;, = -0%7;4;, ct considérons un déplacement (d.x, dy ) effec-

tué sur (C); nous avons

[ ds,m 0= Spetle + 3,_,, ‘l)"

R Azpeyy= oovvo + 3p,de + 3, . dy,

\ dz"n_‘= ooooo oo 0 ......+3,.,,_‘(I;C+30’,‘({)'.

(5,) An,o:n.o"'" An—m Sphant.o+ Ao.n%,n'*‘ D, (3 )= 0,
Le déterminant des inconnues 3,4, Su-y.45 «.-, So.n €5l

de dy 0 0 ... 0
o de dy o ... ...
A: (X L) o0 (X3 L)

0 0 ver e eee dr dy
Ano A”"v‘ XK} O e A“”-| Aoy,‘

)

C'est le résultat obtenu en éliminant -3% et % entre les deux équa-
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Lions

% g, 9%
ﬁd.c-r-dydy—m
! k .
z‘.\n(%) \g{) =0 i+ hk=n.

Donc A s’annule seulement aux points ot la courbe (C) touche
une caractéristique, & moins que les coefficients Au(i+ k= n) ne
s‘annulent simultanément. Les points o cette derniére circonstance
se présente sont des points singuliers que l'on peut provisoirement
écarter. Nous sommes donc conduits, par la simple discussion des
équations (3), & la considération des caractéristiques dont le rdle est
si important dans la théorie des équations linéaires.

Lorsqu'on a A 5 o le systéme (3) est déterminé. Il existe, pour les
dérivées d’ordre n, un seul systéme de valeurs au point considéré de
la courbe (C); les dérivées d'ordre supérieur a n sont déterminées
dans les mémes conditions; en effet, il est facile de voir que le détermi-
nant du systéme d’équations linéaires auquel on est conduit pour cal-
culer les dérivées d’ordre n + p est égal & la puissance (p + 1)i™™e
de A. On peut d’ailleurs calculer toutes les dérivées d’ordre supérieur
par groupes de r + 1 au moyen d’équations linéaires dont le détermi-
nant est toujours 4; tel serait, par exemple, le groupe des dérivées
d’ordre n de 3,

9"z, "3 0" 3y
dan’ gxiigdy’ T Taym

.

Les valeurs ainsi calculées pour les dérivées des différents ordres
conduisent & un développement convergent, d'aprés le théoréme de
Cauchy. On apergoit donc cette propriété que, dans le voisinage de
tout point de la courbe analytique (C), I'intégrale existera et sera
holomorphe, sauf aux points qui satisfont & I'une des conditions sni-
vantes :

1° La courbe (C) y est tangente & une caractéristique;

2® Les coefficients de toutes les dérivées d’ordre supérieur s'y an-
nulent;
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3 Les fonctions initiales ou les cocfficients de I'équation n’y sont
pas holomorphes.

3. Lorsque A s’annule, les équations (4) deviennent incompatibles,
a moins qu'il n’existe entre les données initiales une certaine relation.
Supposons, par exemple, dy = o, ct prenons comme déterminant
principal celui qu'on obtient en supprimant dans A la premiére
colonne et la derniére ligne; cc mineur est égal a dy™. Le déterminant
caractéristique correspondant est

i dz,—. dy () P )
% dzn—’.n de d)’ vee  eee 0
i dz,_,, 0 de dy ... o

Il
o,
:

dsg ., 0 e o dr dy

—-D.(Z) An-l.u An-:z.-.( tee e An

En 'é¢galant 4 zéro, on exprime simplement que les données doi-
vent satisfaire 4 I’équation considérée.

Dans le cas de I'incompatibilité, Fintégrale n’étant plus, en général,
développable, admet pour points singuliers les points ol A s’annule,
par cxemple les points de contact de (C) avec une caractéristique.
Lorsque la courbe (C) est elle-méme une caractéristique, les n fonc-
tions initiales ne peuvent plus étre choisies arbitrairement, car elles
doivent satisfaire & la condition & = o; mais, dans ce cas, les équations
forment un systéme indéterminé et I'intégrale ne se trouve pas com-
plétement définie.

Nous étudierons ce cas plus loin.

&. Les calculs précédents peuvent s'étendre sans grandes modifica-
Lions aux équations non linéaires & deux variables indépendantes.
Considérons une équation d’ordre n

. Jds 9ds d"s 03
(6) f(-"v',)’ﬁag;’g.;’“"m’m’"°)=0-
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Posons
;PBs d _ v
‘ l).b"dya _pﬁ'p’ dpﬁ,’ - l %F’
d /]

' J
(7) 4(%) 3‘.25"'1’""32*‘2”’*""317‘5

l i+ hk<n—iy.
2 N

9 J
‘7‘; + Poy 7z + EPI.I:H d-P-l-,; ,

Lorsqu’on donne sur une courbe (C) les valeurs de 3 ct de ses
n—1 premicres dérivées extérieures, toutes les dérivées, jusqu’a
'ordre n — 1 inclusivement se trouvent déterminées; pour calculer
les dérivées d'ordre n, il faut joindre & I'équation (6) le systéme des
n équations (4). Si le déterminant fonctionnel du systéme ainsi formé
par rapport aux dérivées inconnues n’est pas identiquement nul, il y
aura au moins un systéme de solutions. Ce déterminant fonctionnel
est

{

de dy o .. o 0
o de dy ... o 0
0 0 ... .. de dy

Pn,o pn—m tee see Pq,n-c Po,n .

=D, ,de" —P,,_ de*~'dy + P, pydx"2dy* +...

+ (= 1)*P,  dy".

d . . P
Il s’annule quand 3% = m est racine de l’équation caractéristique

(8)  Pym' =P, m" Py .. 4 (—1)P,, = o,

#. Cherchons maintenant a calculer les dérivées d'ordre supérieur
an.
Nous avons, pour un déplacement effectué sur la courbe (C),
s dPuo = Paviode + p,, dz,

(A) ( Appagy=.eeiven + Pa, AT + pyy 1 dy,
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3k

‘ dp“'"' = Pra de + Pa—o,zd)’,

(A Apy_sy=0eeoiit Ppoy 2 dT + ppy ydy,

, . Lo ds . ,
Le systéme (A ) contient toutes les dérivées de = et le systéme (A”)

contient les dérivées de gi .

D’autre part, la différentiation de I'équation (6) donne

(B) (%) + 21,,'.,,_,']),’1,,_,,.1’-“- 0,

’ d
| “’) (a.{’-) + 2 P""‘J‘I)'I—Lk-fg = 0.

Les deux systémes [(A), (B)] et [(A"), (B')] sont linéaires par
rapport aux dérivées d'ordre n + 1 et admettent tous les deux pour
déterminant le déterminant fonctionnel A. Si le systéme de valewrs
calculées pour les dérivées d'ordre n n’annule pas le déterminant fonc-
tionnel, les dérivées d’ordre n + 1 seront donc entiérement détermi-
nées, et il en sera de méme des dérivées d’ordre supéricur qui sc cal-
culeront de la méme manic’re, par groupes de n + 1, ainsi qu'il a éé
déja indiqué pour les équalions linéaires; le déterminant de chacun
des systémes considérés sera toujours A. On sc trouve dans le cas
général o le théoréme de Cauchy est applicable.

Lorsque le déterminant A est constamment nul sur la courhe (C)
avee les valeurs donnces des fonctions initiales, cette courbe (C) est
une caractéristique. L’indétermination qui se présente alors dans le
calcul des dérivées d’ordre supéricur peut s’¢tendre méme aux déri-
vées d’ordre n. Cependant, le cas le plus ordinaire est celui o
I'indétermination commence aux dérivées d’ordre n + 1. Pour que les
systémes [(A), (B)] et [(A"), (B’)] soient compatibles, il faut, dans
le cas ou I'on a A = o, que tous les déterminants d’ordre n + 1 de la
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malrice suivante soient nuls

de  dy o o ... ... 0 dpaa Apn.
o de dy .. ... .. o dp,.,, dp,.,

()

P, P D P -(f’f-)
: n,o n=q, 1 [/ X o,n du‘«'

On a ainsi deux relations entre les différentielles dp;,,_;. On peut
donuner i cette condition une forme qui la rapproche du systéme des
tquations différenticlles des caractéristiques des ¢quations du premicr
ordre. 11 existe une méme relation lincaire entre les éléments des dif-
ferentes colonnes de la matrice (9); on peut done écrire, cn introdui-
saut des indéterminées Ay, hgy ooy Ayeys

‘('1._1; _ _I.)_/_j— mde  wdy -adr  h,ydy
l’n,o - "n-l.l - Pn-!.t R l,o.u
. ‘_I/'_n‘.o‘*‘ 21’-’/’1{—-!,_1 + 11”/’#—2,2 .04 7'/l-|d/’t,r:—|
v - ) df
(10) ! - ((—[;)
= Yot hdpusg e e Apos
= e
dy)

On pourrait joindre an systéme (10) les équations qui se déduiraient

des identités
l:: o0 l 1] d ,

Apoag= Pesigde + pug. dy.

Les (quantités Ay, Ay, ..., A, sont susceptibles d'une expression

o

. dy . [ . T .
simple : == = m est une racine de I'équation caractéristique (8), et
Von déduit du systéme (10)
>

“ l,u 1,1 l n
— s — —2,2
A‘__.—IT__....,”’ )\2__ .T)_____,n)\”
ny0 n,0

Journ. de Math. (5 série), tome IV. — Fasc. IV, 18¢8. /l7
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On voit donc que A, est la somme des racines de 'équation (8)
autres que m, A, la somme de leurs produits deux & deux, etc., de
sorte que le polynome

Pt — M2 A o (— 1) Ry
est le quotient par £ — m du polynome caractéristique
Pn,o "n— l)n_‘ 4 et . Pn—ﬂ,? ", . 4 (_ ’)”Po,n-

Dans le cas des équations du second ordre, les équations de la
forme (10) sont applicables; il s’y introduit un seul paramétre A qui
est égal & la seconde racine de 'équation caractéristique, la premiére

. . . dy
¢tant égale a -

Pour les équations du premier ordre, les équations (10) sont déga-
gées de tout paramétre A et I'on retrouve la forme bien connue des
¢qquations différenticlles des caractéristiques.

Le systéme (10) contient en général moins d'¢quations que d'in-
connues, méme cn y adjoignant les identités (11). Cependant elles
pourront dans certains cas admettre des combinaisons intégrables.

6. Intégration par approximations successices. — Revenons
maintenant aux ¢quations linéaires. L'¢légante ct féconde méthode
d’approximations successives, que M. Picard a développée dans de
nombreux Mémoires, nous fournira des indications précicuses sur le
domaine d’existence des intégrales. Le principe de cetle méthode a é1é
indiqué par Cauchy, en 1840, dans unc Note des Comptes rendus ().
11 consiste en ceci :

Soit D(5)= o une ¢quation lintaire que I'on décompose ainsi

(4) A(s)=4,(3),

de telle facon que I'on sache intégrer I'équation A(5) = o. On pourra

(') Caucuy, OFucres, 17 série, t. V (Comptes rendus, 5 juillet 1840).



EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES. 369

également intégrer dans cette hypothése I'équation avec second

membre
. A(R)=[f(e,p)

quelle que soit la fonction f(x, y) (*).

Cela posé, cherchons & déterminer une intégrale de I'équation (A)
satisfaisant & des conditions initiales données. Nous commencons par
intégrer avee ces fonclions initiales I'équation

A(u,)=o.
I’uis nous considérons successivement les équations

A(u)=A(u,),
Aluy)=4,(u,),

........ s ey

A(“n) = Al(ull—l)’

............... v ey
(que nous intégrons avec des valeurs initiales égales & zéro. Si la série
Uy+ U H oot Up+. ..

sl convergente, clle représente une intégrale de I'équation considé-
rée, admettant les valeurs initiales données.

Pour les ¢quations lin¢aires & deux variables indépendantes, M. De-
lassus indique la décomposition suivante (?). Supposons A,,=1 cl
désignons par a,, @, .. ., @, les racines distinctes ou non de I'équation
caracléristique; on pourra prendre

A(-)——(—'-)-~--a 9 (-‘)—«a IN (L g ),
I \ox Ydy)\dx 10y) " \ox "dy)”’

dans ce cas 'expression de

—A(3)=D(s)—A(3)

Yy Caucny, loc. cit.

(")
(*) Annales de ’Ecole Normale, 1895. Supplément.
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en contiendra plus de dérivées d'ordre n. L'équation A(z)= o ext
équivalente an systéme

‘s s

- (lu;); = 0,, "

dr
‘ d,_, M, (
(B) A Pl T T s
()‘_)1 o, o
e Yoy 7T

qui ne contient qque des équations du premier ordre. La résolution de
ce systeme se raméne done i celle d’une sérvie d’équations de la forme

. Jdu du
((l) a.—r"—‘aa}" ———.]’-

7. Avant d'aller plus loin, précisons les termes que nous avons i
employer. Une courbe analytique est formée par Pensemble des
points dont P'une des coordonnées est une fonction analytigue e
Pautre (ou les deux coordonnées fonetions analytiques «'un méme
parametre). La vaviable indépendante devant prendre des valeurs
réelles ou imaginaires; nous prendrons pour image de la conrbe une
surface de Riemann, algébrique on transcendante, Pappelle liene ou
chemin tract sur cette courbe un systéme continn de points donl
Fimage est a une seule dimension. Une portion de covrbe anra pour
image une portion de la surface de Rieniann limitée par un contour:
nous n'excluons pas, d'ailleurs, le cas of ce contour pourrait avoir des
points i Linfini,

8. Occupons-nous maintenant de 'équation (). Le probléme de
I'intégration peut éwre défini ainsi :

Déterminer la valeur que doit prendre en an point arbitraire
M(zy, o) du plan analytique Tintégrale de 'équation (C) qui prend
des valeurs données sur une courbe analytique (2). Qv la caracté-
rislique qui passe au point M est une courhe analylique qui rencontre
(2)enunpoint P et 'on a

M
Uy = U, + f b,
ll
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Iintégrale étant prise suivant un chemin queleonque tracé sur la ea-
actéristique considérée et allant de PP en M. La fonction #,, ainsi dé-
finic, est, en général, multiforme, car le point d'intersection I” n'est
pas nécessairement unique, et, de plus, le choix du chemin d'intégra-
tion PM peat n'étre pas indifférent pour la valenr du second terme,

Cela posé, considérons le systme (BB) et supposons qu’on connaisse
les valeurs de 5 et de ses . —1 premieres dérivées extéricures sur I
droite & == £,. On déduit de ees valeurs initiales celles des fonctions 4,
ce qui permelt de résoudre le systéme.

). Ayant calculé, comme nous I'avons indiqué, le premier terme u,
de la suite, il reste & étudier le systéme

A(w) = A (w-y),

chaque nouveau terme w4, étant maintenant caleulé avee des valeurs
initiales égales i zéro, Nous supposerons dans ce gui suit que les fone-
Lions initiales aient éLé données en fonction de y pour w = .z, de sorte
que la courbe analytique (2) se réduit a la droite & = r,.

Soient Gy, Gy, 0.y G, les systemes de caractéristiques définis par les
cquations

dv + 0 or -+« (/‘y

e, = L, =0 - = 0.
de ' ’ dy T ! ’ dar Ta=0
Représentons par

f'r '/'(.l‘, )‘)//.r

gty

Vintégrale de Ta fonction f(x, y) prise suivant un chemin tracé sar
une cavactéristique C; et allant d'un point d’abscisse 1, & un point
@abscisse .y le chemin d’intégration ne passant par aneun point ot la
tangente soit parall¢le a O y(x = const.).

Nous aurons

et * oA pe]

(12) uk:/ dr / de, ., [ | //.1:/ A(uy ) da,

gty L, iy LESTONY bt
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Pour étudicr les propriétés des fonctions u;, nous allons faire quelques
hypothéses sur lec domaine dans lequel varient z ct y. Nous suppose-
rons donc les conditions suivantes vérifiées : 1° dans ee domaine E les
cocfficients de I'équation sont holomorphes et les coefficients des déri-
vées d'ordre n ne s'y annulent pas simultanément; 2° les fonctions y
de z définies par les équations des caractéristiques sont holomorphes
dans tout lec domaine, de sorte que Ja fonction y qui se réduil a y,
pour x =x, n'admet qu'unc scule valeur pour toute valeur de i«;
3° chaque caractéristique qui passe en un point M de ce domaine ren-
contrant la droite # = x, cn un point déterminé P, il est possible de
joindre PM par un chemin tracé sur la caractéristique et situé tout
entier dans le domaine considéré. Ce qui précede exclut da domaine
lous les points de contact des caractéristiques avee des langenles pa-
alléles & Oy. Nous allons restreindre encore I'étendue de ce domaine.

Supposons que, pour z = z,, les fonctions initiales soient holo-
morphes & Pintéricur d’un contour (A) du plan (y). L'ensemble des
caracteristiques de chaque sysiéme se partage en deux catégories :
celles (qui rencontrent la droite analylique i« =z, en un point dout
Pordonnée cst figurée a Pintéricur de Paire (A) et celles qui ne satis-
font pas & cette condition. [Les caractéristiques de tout point M(.z,, y,)
de E devront satisfaire d la premicre catégoric; de plus, i tout che-
min déerit par la variable 2 dans son plan ct allant de «», en iz, corres-
pond un chemin tracé¢ sur chaque caractéristique du point M3 les
points de ces divers chemins devront encore satisfaire & la condition
(jue nous venons d'indiquer pour le point M.

Soit I',(z4, ) le point d'intersection de la caractéristique (C)) du
point M avec la droite - == w,. I’ordonnée y, du point I’ est une fone-
tion holomorphe des coordonnées M et de méme y, est une fonction
holomorphe de z,, , et y,. Donc les caractéristiques (C,) de la pre-
micre catégorice rencontreront la droite & = w4, en des points dont les
ordonnces scront figurces sur le plan y dans une aire (A,) se dédui-
sant de (A) par unc déformation continue. Les caractéristiques des
systemes (C,), (C,), ... déterminent de méme desaires (A,), (Ay), ...
Les aires (A,), (A,), (Aj), -.. qui correspondent & unc méme abscisse
ont une portion communc (X) dont le contour s¢ déduit lui-méme de
celui de (A) par une déformation continue. On peut se faire unc idée



EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES. 33

du domaine (E) précédemment défini en considérant Pensemble (E')
des points obtenus cn associant i chaque valeur de z le systéme des
valeurs de y représentées a Uintéricur de I'aire Z correspondante. Tou-
lefois cet ensemble E peut étee plus étendu que E : nous supprimons,
hien entendu, du domainc ainsi défini toute la partic qui ne satisferait
pits iux premiéres conditions.

10. Les fonctions u; sont définies & Pintérieur du domaine E. 11 est
facile de démontrer qu'elles y sont, en général, holomorphes.
Désignons par 3,, %, ..., %, des fonctions holomorphes qui restent
constanles sur les caractéristiques des systémes respectifs C,, G, ..., C,.
On peut prendre, par cxemple, pour la fonction %, 'ordonnée y; , du
point ot la caractéristique C; rencontre la droite x,. Chaque caracté-
vistique (C;) est représentée par I'équation g,(z, y) = const.
Considérons d’abord I'intégrale

u= [ |“ Af(z,y)de,

ot A désigne une fonction holomorphe connue et f(x, y) une fonction
arhitraire supposce holomorphe. Pour calculer cette intégrale, il faut
remplacer y par sa valeur en fonction uniforme de x et de %; et inté-
grer ensuile, en regardant ¢; comme une constante; le chemin d’inté-
gration relatif & z peut étre, dailleurs, une ligne quelconque, pourvu
(ue le chemin correspondant tracé sur la caractéristique C, soit inté-
vicur au domaine (E). La déformation de cc chemin n'altére pas la
valeur de l'intégrale.

Ona
ou L 0w [T(AS AL
e = Af(r,y)+ ;)% 'J;:—&-dﬁa
Py ()
dy Iy, %y :

Tant que 9; est holomorphe et 3_:'1 différent de zéro, conditions qui

%
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sont vérifiées a I'intéricur du domaine E, les dérivies (—'))—2 el -:-;i; existent
donc ct la fonction u est elle-méme holomorphe. '

Les fonctions ¢; cessent en général d'¢tre holomorphes aux points
out deux racines ordinairement distinetes de I'équation caractéristique
deviennent égales entre elles. Le licu de ces points est une courbe (e
nous pouvons appeler la courbe discriminante de Péquation. Nous
devons la supposer tout entiére extérieure au domaine (1),

Ces résultats s'appliquent immédiatement aux expressions qui con-
ticnnent plusicurs signes d’intégration, soit

T

¢ o= Ade | Adre. .. /r" Ay fCryy)dr,

£y 10y Pty g G

]

Les dérivées de cette fonction sont des sommes de termes de la
méme forme dans lesquels le dernier signe d'intégration & droite
porte sur une expression linéaire de la fonetion arbitraive f et de ses
dérivées par rapport & y. Les termes qui figurent dans Pexpression
d'une dérvivée queleconque d’ordre p(p < ) contiennent au moins
n — p signes d'intégration.

11. Nous allons maintenant é¢tudier la convergence de la série
Ug~4 U+ Up+....

Considérons I'expression de ¢. Soit S la longucur du chemin d'in-
Iégration décrit par la variable & dans son plan pour aller de ¢y en o,
Nous supposcrons (ue ce chemin soit le méme pour toutes les (quadra-
tures effectuées. On pourra d’aillenrs supposer en général qu'il se
réduitd la droite .y, cc qui donne

S= [ — .2y [

Désignons par «,, a,, ..., a,,M les modules maxima de A,, A,,
vovy Ay f(,y) dans le domaine considéré; nous aurons

le|Seayay ... a,MS",
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12. On a donc une limite du module de ¢. Pour avoir de méme
unc limite supéricure du module de chacune des dérivées, nous devons
faire d’abord quelques remarques sur le calcul de v. Supposons que
dans toutes les intégrations effectuées la variable # décrive le chemin

rectiligne x,.z. La caractéristique (C,) rencontre la droite z = z, en
un point d’ordonnée y,, ct lorsque la variable z décrit le chemin rec-
tiligne ,x, le point analytique (z, y) déerit sur (C,) un chemin
déterming L, ; c'est ce chemin ue parcourt le point (x,y) dans le
calcul de la derniére intégrale (la premiére & gauche); mais cela sup-
pose (u'on connait le résultat des n — 1 premitres intégrations en
tout point de L. Or, pour avoir la (n — 1)*=e intégrale cn un point
(%,1), on doit faire parcourir au point (,y) un chemin L, tracé sur
la caractéristique (C,) du point (§,9); on aura donc a considérer
’ensemble des chemins L., qui passent par les différents points de L,
et ainsi de suite. J'appelle E;, I'ensemble des points engendré par les
divers chemins d'intégration qu’on aura di considérer pour le calcul
de la valear de ¢ au point zy. Ceux des points de cet ensemble dont
I"ahscisse est égale & un nombre donné § forment un cnsemble ‘particl
compris dans le domaine E ct dont les ordonnées sont par conséquent
ligurées & U'intéricur du contour Gy qui limite dans le plan y les ordon-
nées des points de I dont I'abscisse est égal a &, Soit & la distance
minima des ordonnces de cet ensemble au contour Cy. Lorsque %

3
varie de z, & ¢, suivant le chemin rectiligne i, z, 3 passe par un mini-
mum € que j'appellerai la distance de I'ensemble E,, i la frontitre du
domaine K. Cela posé, si 'on donne un nombre positif p assez petit, il
existera des points (.z, y) tels que pour chacun d’cux la distance de U'en-
semble I, @ la frontiére du domaine E sera supérieure  p. Je désigne
leur ensemble par E,. Soit («, y,) I'un d'entre cux; on pourra dé-
terminer un nombre ¢ tel que tous les points (i, y) satisfaisant aux
inégalités

e — w1 < ¢, ly — >

<t

appartiendront cncore a l'ensemble I,. Tous les points d’abscissc .,
dont I'ordonnée est figurée & une distance supérieure & ¢ du contour
de laive A, appartiennent & cet ensemble.,

Journ. de Math. (5 sévie), tome IV, — Fasc. 1V, 8g8, 48
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A une suite de valeurs décroissantes attribuées au nombre ¢

-~

For Par ey Ppy e
correspondent des domaines

o0 Koy voy B ol
dont chacun englobe le précédent.

15. La fonction f(x,y) étant holomorphe & Pintéricur du do-
maine I et ayant pour maximum M, considérons un point (z,,y, ) du
domaine tel que l'affixe de y, soitsituée & une distance égale ou supé-
vienre i ¢ du contour de l'aire correspondante X5 nous avons

94 f(.xy, vy) MM
| o |< o

L calcul du n° 44, relatif au module maximum de v, pourra
donc se répéter pour les dérivées jusqu'a ovdre 7 - 1 inclusivement
ot méme pour les combinaisons lin¢aires de ces dérivées, a 'intéricur
du domaine E,. Toule fonction lin¢aire de ¢ cl de ses dérivées jusqu’a
'ordre 4 — 1 inclusivement, admettra pour la limite supéricure de
son module une expression de la forme

7(8,3)Ms,

‘o T\ < 1 . .8y .
'a(b, —) ¢tant un polynome en S et —<on meme en D el -) i coefli-
+ , ] p ~

§ v

cients positifs, indépendants de la fonction f(.r,)") considérée.

14. Nous pouvons maintenant reprendre I'étude de la convergence
de fa série
Hod U, .o, ...

Désignons par or, la limite supéricure du module de «, dans le
domaine E,. L’égalit¢

T
”lH-I = f

-+ .5
[ [ s
ayC g Ya Gy )

g ()
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donne, pour la limite supériecure du module de «,.,,

IJ

1 -
My == ?(S1 '.') IR,

ey par suite,
n

M, = ?(S, 5) S*oR,.

Quel que soit ¢, on peut prendre S assez petit pour que ["on ait
% (S, é) S<La.

Dauns ces conditions, la série sera convergente.

Si I'on remplace g par un nombre plus petit 3, il faudra ¢galement
remplacer S par un nombre plus petit S,, mais il ne sera évidemment
nécessaire de diminuer la longueur du chemin d'intégration que pour
les points de 'ensemble E,, qui ne sont pas compris dans I'en-
semble E,. Celte remarque faite, nous pouvons faire tendre ¢ vers
7610,

Soit R le domaine défini par les propriétés précédentes, Lout point ey
de ce domaine satisfait & la condition suivante : I'ensemble I, étant
intéricur au domaine I, si on désigne par p sa distance i la frontiére

de ce domaine ct par S la distance &y, on a
~ | -3
+(5, 5) <.

Soit ()7, ) un point du domaine (R), on pourra déterminer un
nombre ¢ tel (que tous les points satisfaisant aux conditions

= <ey = )ni<e

appartiendront encore & ce domaine. Tout point du chemin L, que
décrit le point (z, y) sur la caractéristique C, quand z déerit le chemin
rectiligne z.z, fait partic du domaince R. Ce domaine englobe entiére-
ment la portion A de la droile analytique x = z,; il est, de plus,
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indépendant des fonctions initiales. Nous avons donc ce théoréme,
extension de celui de M. Delassus.

Tutorkme. — A toute portion (A) de la droite analytique
x = &y, N'admetiant aucune tangente caracléristique et siluée tout
entiére dans une région o les coefficients de I’équation sont holo-
morphes, on peul faire correspondre une région (R) telle gue toute
intégrale définie par des fonctions initiales holomorphes sur (A)
soit aussi holomorphe dans le domaine entier R.

On pourrait évidemment remplacer la droite analylique x = «, par
une courbe analytique quelconque; I'aire (A ) correspond alors a une
portion de cette courbe qui ne devra contenir ni points singulicrs, ni
points 4 tangentes caractéristiques. Nous donnerons au domaine R
correspondant le nom de domaine régulier de la portion de courbe
considérée.

DEUXIEME PARTIE.

DETERNINATION DES INTEGRALES PAR DES FONCTIONS INITIALES
SUR LES CARACTERISTIQUES. — INTEGHALES PRINCIPALES.

13. La détermination des intégrales par leurs fonctions initiales sur
une courbe non caractéristique nous a donn¢ des indications sur le
domaine d’existence de ces fonctions. Nous allons maintenant étudier
les intégrales sur les caractéristiques, ce (ui nous fera connaitre d'une
facon plus précise leur forme analylique ct leur maniére d'étre.

Supposons que & soit une variable caractéristique d’ordre p et cher-
chons 4 déterminer l'intégrale en nous donnant sur la droile & = .«
ses valeurs ct celles d’un certain nombre de ses dérivées. La méthode
d'approximations successives de Cauchy ct de M. Picard s'applique
encore 4 ce probléme ct nous conduit au théoréme suivant :

Tutortne. — On peut déterminer une intégrale 5 d’une équation
linéaire en donnant : 1° sur une caraciéristique multiple d’ordre p
les valeurs de s et de ses n — p — 1 premiéres dérivées extéricures;
2° sur une seconde courbe coupant la caractéristique en un point
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non singulier les valeurs de 3 et dr scs P= 1 premiéres dérivces
exlérieures.

L’équation pourra s'écrire

J U J Jd J AV A
(=) (G = @) (35 = awiy ) 5 = 3D

4,(z) ne contenant plus que des dérivées d ordre inféricur a n. Nous
désignerons encore par A(z) le premier membre de Péquation précé-
dente. Considérons d’abord I'équation

(') A(:):o.

l, 4),': . ’ 'Y .
osons m =u,cl lnlch‘ODSI equatlon

(2 (/-1)- IVNE _a, 2N (L —a, L)u=0
) ar @ l))’) dx 2y or "= "dy) -

La connaissance de s et de ses n — p —1 premiéres dérivées exteé-
ricures

Jds  dis Jgr-r-tz

dz’ ot 7 gV

pour x =&, cn fonction de y, détermine aussi u et ses 72 — 1 premiéres
dérivées par rapport & x. On peut donc calculer «, et la solution de
Iéquation (1) est alors représentée par I'expression

(1_”111
( -’

—_— e\t
(.Z‘)-l—- P A (.L)-{- J(.z)+ %743%_;,,_,(.1'),

w(x,t)dt

%0(%)y §4(), +.+y §p~i(x) désignant les valeurs de s ct de ses 2—1 pre-
miéres dérivées par rapport a y pour y = y,. Ces p nouvelles fonc-
lions sont ¢galement arbitraires.

Intégrons maintenant I'équation
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S, y’) désignant une fonction holomorphe queleonque, de telle facon
«ue Fon ait

- 0s Q' -r-1g
R ’ o =D
pour & =.r,, ¢l
Js Jgr-'g
o= — = = A =0,

dy — TN gy
poury = y,.
Nous avons

. d)f d)’ ,1)'/'

Cette expression contient p signes d'intégrations relatifs a la variable y-,
les intégrations correspondantes devant étre faites en supposant
r ==consl. Les 1 — p intégrations relatives & « sont de la méme nature
que celles que nous avons déja considérées dans la premiére Partie, et
sonl effectudes suivant les caractéristiques (C,), (C,), ..., (€, .

0 o

1[.::] de ... /I" Srsyydr,

n ro ay Gy P DU M

16. Ces préliminaires établis, nous pouvons maintenant appliquer
la méthode d’approximaltions successives, comme dans le premier cas.

Soit u, Vintégrale particuliére de I'équation (1) déterminde par les
conditions suivantes; on donne :
gt

T g en fonction de » pour .+ = .r,:

Js
1* Les valeurs de 2, -7, .
dr

)-

o0 N " - '_.: o e 2/’—:. 1 1 N E v Nr —— 2
20 Celles de 3, prARR L fonction de x pour y = y,.
Désignons ensuite par «,, u,, ..., u,, les intégrales des équations

SUCCESSIVeS
A(”A) = A.(”[,_J

qui correspondent i des valeurs nulles des fonctions initiales. La série

0[/0+(l‘+llg+..,—*— I’Ill+' .

admet un domaine de convergence dans le voisinage du point i, .

‘n effet, les remarques que nous avons faites, relativement aux
expressions de la forme ¢, sont encore applicables lorsque les intégra-
tions sont cffectuces en prenant comme variables d'intégration succes-
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sivement et y. Les dérivées de ces expressions sont des sommnes de
termes de la méme forme dans lesquels le dernier signe d'intégration
a droite porte sur unc combinaison linéaire de la fonction arbitraire
S(x, ¥) et de scs dérivées par rapport a z et i y. Chacun des termes
({ui figure dans Pexpression d'une dérivée d’ordre p contient au moins
n — p signes d’intégration.

Supposons donc que, dans un domainc E ne contenant aucun point
singulier des coefficients de I'équation, ni aucun point de la courbe
discriminante, les fonctions initiales soicnt développables suivant les
puissantes croissantes de x — x, ¢t y — y,, avee des rayons de conver-
gence égaux ou supérieurs a un nombre z. Chacune des fonctions «,
déduite de u,, scra développable dans ces conditions autour du point
£,y ¢t admettra le méme rayon de convergence, pourvu qu'il n'y ait
dans le domaine considéré, sur les caractéristiques C;, aucun point o
la tangente soit paralléle & Oy. Cette derniére condition est, d'ail-
leurs, comprise dans I'hypothese déja faite, que la courbe discrimi-
nanle est extéricurc au domaine.

Soient M unc limite supérieure du module f(x, y) dans I, S une
limite supérieure de la longucur de chacun des chemins d'intégration:
le module de la fonction

‘ 0w o= /‘.‘ B, dy /“ B,dy.

B . “ya

'/ ' /.‘”I’(h / ’[lj Nodr.., / Nopfeeoyrde

Yy, My G wlin P ot

a pour limite supéricure une expression de la forme
PMS~,

I’ ¢lant indépendant de la fonction arbitraive /(. y ).
Nous trouverons également pour limite supérieure du module de
toute dérivée de w, d ordre égal ou inféricur & » —1, ou de toute

combinaisen linéaire de w et de ces dérivées une expression de la
forme

?(s,é’)w.



382 "J. LE ROUX.
Nous pouvans, par conséquent, répéter le raisonnement du n® 14 sur

la convergence de la série. Donc les conditions énoncées définissent
une intégrale bien déterminée dans le voisinage du point x, y,.

17. Lorsque z esL une variable caractéristique d’ordre p, les déri-
vées d’ordre 2 de 'équation considérée ne contiennent de différentia-
lion par rapport A z que jusqu'a 'ordre 2 — p; mais parmi les dérivées
des ordres inféricurs, n — 1, n — 2, ... qui figurent dans I'équation,

"n-15 ‘)n-l 3

cuvent se trouver les dérivées =——, ——» -+ Supposons qu’on
().l'“ ] l)l‘" 2

donnc, sur unc caractéristique d’ordre p, x = x,, les valeurs de s,
s 9=tz

——

-+» =——+ Ces conditions pourraient suffire pour calculer toutes
dr Jdz"

les dérivées d’ordre supéricur i n — 1, et oblenir, par conséquent, les
coefficients du développement de Taylor en un point z,y, ; or la séric
u'on obticnt ainsi est, en général, divergente, & moins que les # — 1
fonctions initiales ne satisfassent & des conditions particuli¢res. kin
geénéral, sur les caractéristiques multiples d’ordre p, on ne peut don-
ner arbitrairement que les valeurs de = et de ses dérivées extéricures
jusqu'a Pordre n — p — 1. Ce résultat est hien connu pour |'équation
de la propagation dc la chaleur,

s Js
2'3’; - -(-): =0,

Sur une droite z = »,, on ne peul, en géncral, se donner arbitraire-
ment la valeur de 3 en fonction de y. Pour que la fonction choisic
donne naissance & une intégrale analytique, il faut qu’elle soit holo-
morphe dans tout le plandela variable y, et cette condition n’est méme
pas suffisante ().

Des intégrales principales.

18. Dans I'¢tude des équations du second ordre, & caractéristicues
distinctes, j'ai été conduit 4 introduire la notion de certaines intégrales

(*) Voir une Note de I'auteur sur cette équation dans le Bulletin des Sciences
mathématiques; 1895,
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particuli¢res dépendant d’un paramétre variable et permettant de
représenter par des quadratures l'intégrale générale de I'équation.
Cette notion s'¢tend aux équations d’ordre supérieur.

Soit 3(, y, «) une intégrale de 'équation D(s) =0, dépendant du
paramétre arbitraire . Nous dirons que c’est une intégrale principale
s'il existe une fonction 0(x,y), cssentiellement distincte d’une con-
stante, lelle que Pexpression

[ () 2y, 2 d

f,(,l'u. Yo

soil encore une solution de I'équation considérée. Par un changement
de variable, il est toujours possible de remplacer la fonction § par la

variable indépendante . Nous allons donc chercher la condition pour
(que intégrale

() :=[J‘f(a):(w,y, a) da

salisfasse & I'équation (1), quelle que soit la fonction f(a).
Pour résoudre ce probléme, nous mettrons I'équation (1) sous une
nouvelle forme symbolique,

"z P) L -
Dz%;ﬁ‘*‘?cd_xﬁ +...+ @I =0,

Ol 345 $45 -y §u Sont des facteurs différentiels opératoires de la forme

01 ()l—l
Pi= An-i,i@‘g -+ An--i,z’—c Iyt +.ot Ai,o%

de sorte que I'on a

iz o'z J"s
?idxll—i = n—iyi ()——-—_.r""i 0}" -+ A”_iyi“| W e

Le degré de 9; par rapport au symbole 5‘;—, est au plus égal & 4.

Journ. de Math. (5* série), tome 1V. — Fasc. IV, 1898, 49
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Désignons par 3., 5, ..., 57 les fonctions suivantes :

’
- — =(p | 5, = 0s(z,y,12) L em Oy, )
~,—-~(.L,)’, a)ia-—-a’ € or x:.z, vy 3, m().tl‘ a—,‘-.

Nous avons, en prenant les dérivées successives jusqu’a 'ordre n par
rapport a x de la fonction Z :

Iz =‘[.rf(a) s(x, y,a)da,

Jd7. - o ds(.r, y. %)
g2 =f(.::)..,,+[. S(0) ZLELD) gy,
*7

i

J NRs(.r,y, 1)
S e OO +f J(2) =2 E

/ Jgr-1 gr-1 . s l)’..(l,l,t)
g = g @) 3|+ gl ) s ]+ o+ / Sy —

........................................................................

LY/ =t

e ,
B EL UG nl S [ T

Multiplions symboliquement par 94, %y, ..., $a ¢l ajoutons membree i
membre pour former D(z). La fonction placée sous le signe d'intégra-
tion s’annule identiquement. Dans P’expression restante, il faut égaler
{t zéro s¢paré¢ment les coefficients de la fonction arbitraire £ et de ses
differentes dérivées. Le coefficient de f*="(:c) est 9,3,. Nous avous
donc deux cas & distinguer :

) - . 9y —
' 90 F 0, 3,=0; 2! Go=

Considérons d’abord le premier cas et faisons s,=o. Le coefficient
de f*=2 () est alors ?03' ; d'olt Pon déduit aussi 3,=o0. On trouverait
de la méme facon 3,=3=...= 3" = 0. On arrive donc & cette
conclusion que, sur la droite « =g, l'intégrale particuliére .(L,y, a)
doit s’annuler, ainsi que ses dérivées prises par rapport & x, jusqu’a

Pordre n —1,

93 (x, y,2) 0'3(z,y,2) 0ty )

= =,.,,== =,
Jr =2 du? £=2 ' den-! a=2%
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Comme, d’autre part, la condition §, # o exprime que la droite x = «
n'est pas une caractéristique, l'intégrale satisfaisant aux conditions
initiales que nous venons d'indiquer, sur la droite 2 = «, estidentique-
ment nulle. La formule (5) ne donne donc que la solution o. Il reste
i examiner la seconde hypothése, ¢, = 0. Nous trouvons dans ce cas :

. - ds . " Jds3
715 =0, ?.u +(J” 29 0; —o, 719 +C,, P T oe () + n-171 ().z‘:
-+ Q.9 - - ' 033 =)
Pass +f=“’.t+Cﬂ~:l?2'J; ’
+?:l:.r
. o -0 ops
) (:: P J:"‘r +Cn pa Py, et “‘I,:—J?l ’d_fo
0 - -0 v, 0P-'s
“n-p- 2“3"” + C/’;-a?ﬁ ().Z”" Syp—1
=0
. OP-? ’
Cz—n’a 0xp—!
A ittt eannan
p
+C“P 2#[,0;

C" désignant le nombre de combinaisons de m quantités, » & a.

Si I'on suppose que dans o, le coefficient de b% soit différent de zéro,

les équations (7) définissent successivement les valeurs de s, gi, vees
(;":: en fonction de y, sur la caractéristique o = a 4 I'aide d’équa-
tions différentielles du premier ordre. Chacune d’elles se trouve enti¢-
rement déterminée quand on connait sa valeur pour une valeur parti-
culiére y, de y, qui peut étre, d'ailleurs, elle-méme une fonction de a.
D’autre part, dans cetle hypothtse, x étant une variable caractéris-
tique simple, il existe, d’aprés notre théoréme fondamental des inté-
grales telles que, pour 2 = a, les valeurs de

_ Js J" s

soient ¢gales 4 des fonctions données de y. 11 y en a donc qui satisfont
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aux conditions initiales définies par les équations (7). Les intégrales
principales dépendent encore d'unc fonction arbitraire qui sera, par
exemple, la valeur que prendra chacune d'clles sur la droite arbi-
traire y = y,. Celte derni¢re donnée achéve de détermincr les fone-
lions initiales définics par les équations (7).

Par conséquent, quand x est une variable caractéristique
simple, il existe une famille correspondante ’intégrales prinei-
pales. Chacune d’elles est entiérement déterminée par les valenrs
qu'elle prend sur une courbe analylique quelconque autre que
lune des caractéristiques de la famille considérée.

Dans un domaine K, ne contenant aucun point critique des cocfli-
cients de I'éqquation, ni aucun point de la courbe discriminante, inteé-
grale principale, dont la fonction initiale est holomorphe, est elle-
méme une fonction holomorphe, pourvu que la portion de courbe
arbitraire sur laquelle cette fonetion initiale se tronve déterminée
nadmelte aucune tangente caractéristique de la famille considéree,

19. Développement des intégrales principales. — Au licu de
calculer les valeurs initiales de 5 et de ses dérivées pour .z = a, nous
pouvons procéder d’'une facon différente ct arriver & des équations
dont la loi de formation est plus simple que celle des équations (7).

Considérant I'intégrale principale comme une fonetion de , cher-
chons & la développer en série ordonnée suivant les puissances crois-
santes de x — a.

Soit
(8) s(x,y, %) =w,+ u, (—‘r—?—f—)+ uz('r:;)! +ot u,,(-'”%’ﬁ-l-...,
les u; désignant des fonctions de # et de y.
Ona
s dru, P f)l'-'uI p(p—1) d’—tu, xr—a{dru, P or-tug

( — T — . — - ool
(9. dor Xy 1 dxt-t 1.2 drr-1 : 1 | der 1 drr-?
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Quand on fait .z = &, ou & = x, les expressions de la forme (g) se re-
duisent it leur premicer terme :

' du,
S,= 1, S iy =+
(1o ‘
' ) ' om_ Wty P -y, plp—1) dP-tu,
S T ot 1 dr-! 1.2 Jur—t 7

Ces (galités démontrent d’abord que le systéme des fonctions initiales
By Shy < ey S2% st Cquivalent, comme données, au systéme des fone-
UONS Uy L)y oo vy Up g

in portant, dans les ¢quations (7), les valeurs de s, 3, ... en
fonction des u;, nous obtiendrons les conditions auxquelles doivent
satisfaire ces nouvelles fonctions. Pour faciliter les calculs, nous allons

introduire une nouvelle notation symbolique.

20. Nous pouvons éerive, d'apres les équations (10),

Ry () n
a.".,— (D'.;‘ + ll)' )

en convenant de remplacer les exposants de « par des indices et o
0 . \ T
par 3 les puissances de T devront, bicn entendu, étre considérées
comme des indices de dilférentiation; cependant, comme la significa-
tion différenticlle du symbole 5= n'interviendra pas dans le caleul sui-

vant, nous le remplacerons, pour plus de simplicité, par X, de sorte
que 3" se trouvera remplace par (X + w)”.
[’ équation générale du systéme (7 ) devient alors

o= C, 3X @+ CL X (X )+,
~Np—-{ _ N9 =
E VSN G N R Ve

P R ve s e R N v e e e

P-ivd, W p-i+2 )
+Cu-—i ?,_‘X +(Ju~p-:l?l’-l

PRI I A A N A R S AT

w
+ ( “u-p-2 ?I’
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Dans ce développement, le coefficient de " cst égal &

DX (L, GO e OO )

“n-r-3 0-r-3 “re

+ PN (G Cr+ GGl 4+ )+

D’autre part, on a évidemment

" v "‘ v ‘r Al ALY .
C'.Cp -+ (4 Cp.—l e T o (4,.4 Ty (4: = 4‘11:* :,

r+t
ce qui donnme, pour le coefficient de o,

Clle Xr+ G g, XP ! e

n~{

= (”—l—'p-{—r)![(” —1)(n=2)..(p—r+1)s, X"

+(m=2)(n—=3)...(p—=r)p, X" '+, ]

La parenthése cst la dérivée par rapport & X du polynome suivint
X"+, X+ g,

(u'on déduit de I'ex pression différentielle

du—l ou-l

Dz?,m_—'ﬁ-?gm; +..0

en remplacant le symbole 0% par X.

Désignons par
D.l" D.l"’ S ] D..l?!‘

' ey . J
les dérivées successives de D par rapport au symbole 5=-

DY (u)=(n—1)(rn—2)...(n— q)?.;g;,%_—_l—, +....

Il résulte alors des calculs précédents que I'équation générale du
systéme (7) pourra s’écrire

! (B8 1]
Do et () =0
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Cie systtme devient done

( 1
m DL (ug) =0, I)!D"'_”(u )+ (n—=2)! D3 () = o,
(7')- erees N Cibeseeieeas e ren et e '
] ( ) ] 4 -1
’ T D v (u,) + ____‘.57 | ) o (u,,_,)-}-...-f— CETEL D rs ()= o

Ces équations, dont la formation est trés simple, définissent com-
plétement les fonctions « quand on connait leurs valeurs initiales
pour y = y,.

Les fonetions u,, gy, ..., satisfont & des équations en tout sem-
blables & celles du systétme (5'). En éerivanl que D'expression
s(u,y,a), définic par la formule (8), satisfait a I'équation donnée
on trouve, pour les cocfficients dont I'indice est supérieur a n —1, ln
relation de récurrence

(1) 5 -———l), ) i (T D+ G l)’,";‘,”(u,,*,,_,)-lr-. A D)= o.
On retrouve facilement le systtme (') et 'équation (11) en par-
tant de la fonction

(0 — )n ~1 (.l‘—-'l)"
—

— g Y+ p—t
DL +u, (x—a)

Zmy (.l,‘,)', a) = Uy~ -+ llpm 4.

+ LU
(fui doit étre une solution de D(s) = o, quelle que soit la constante
arbitraire a.
Considérons, en eflet, intégrale principale
(. —12) (£—a)

s(eyy,a)=uy,+u, ~ Uy

en faisant, dans la formule (5),

_ (a—y)r!
Sf(a)= =T’

on cst conduit i I'intégrale nouvelle

(‘L' -I'o) (& "‘alo)""'l

ST Lo )= =2
3p(%) )y a) = Uy — TR R iy
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({ui cst clle-mé&me une intégrale principale, si 'on y regarde z, comme
un paramétre; en faisant p=n —1, on trouve lintégrale 3,_,,
laqquelle nous avons fait allusion plus haut.

Il est évident d'ailleurs que toute intégrale holomorphe qui s’n-
nule avee toutes ses dérivées d’ordre infévicur i # — 1 pour z = a;
2 désignant un paramétre variable cst unc intégrale principale; si on
a pu Lrouver une parcille intégrale par un procédé quelcondue, il sul-
fira de la développer en séric suivant les puissances de o — a, les
cocfficients étant des fonctions de z et de y, pour avoir un systéme de
valeurs des fonctions u,, u,, ....

Soit, par exemple, U'intégrale suivante, ot 'on suppose pZn —1:

la suite des coefficients Ay, A,y Ay, ... est 'un des systémes de valeurs
dces cocfficients u,, u,, u,, ....

21. Quand on connail une intégrale principale particulicre
relative a la variable caractéristique «, on peut en déduire toutes
les autres relatives a la méme variable.

En effet, soit (., y, a) I'intégrale considérée ue je suppose diffé-
rente de zéro pour . = «. Dans P'expression

(12) 7= C:(w,y,:v,,)—f—fﬂ.‘/(a‘):('c,y, 2) dx

qui dépend du parametre «,, on peut disposer de la constante C et de
la fonction arbitraire f(a), de telle facon que 5 devienne égale & une
fonction arbitrairement choisic 3(.r) pour y = y,. Cetle proposition
sc trouve dans ma thése (Annales de I’ Ecole Normale, p. 2445 1895).
D’autre part, pour &z = x,, 3 ct ses dérivées relatives i z satisfont aux
conditions qui définissent les intégrales principales. Donc la for-
mule (12) représente I'intégrale principale la plus générale relative i
la caractéristique z.

Si I'on suppose f(a) holomorphe, clle est la somme d'é¢léments de
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—Z)™!
r—i)!

somme d'éléments de la forme C,s,(x,y, z,)

la forme C, & et, par suite, I'intégrale considérée sera la

L=Cys0(,yy )+ Ci5y+Cy3, 4.0,

cn éerivant 3, au lieu de z(«, y, x,) pour plus d'uniformité. Donc
les intégrales principales holomorphes sont développables en série
linéaire de fonctions 3.

D’autre part, il est évident que toute série convergente de cette
forme représente une intégrale principale. Cette remarque s'applique-
rait ¢galement aux séries ayant pour éléments des fonctions de la
forme ’

(r—2)* (r — a)i+! (.1 — 2)p+r
+ et ll’F“(gL+ F +~'—)

=1 -+ :
ETTr ) T T Tt a)

u désignant un nombre non entier quelconque supéricur a n — 2.
Mais les intégrales qu'on obtiendrait ainsi ne seraient plus holo-
morphes cn x dans le voisinage de ,.

Nous avons supposé que l'intégrale principale considérée était dif-
ferente de zéro pour x = a. Supposons maintenant qu’elle s’annule,
toul en étant holomorphe; les dérivées de I'intégrale par rapport au
paramétre a sont encore des intégrales principales jusques et y com-
pris la premicre dérivée qui ne s’annule pas sur la caractéristique
« =2, On pourra donc en déduire ¢galement toutes les autres inté-
grales principales par la formule suivante :

, v OP3(r, Y, 1, . ors . v
A:(,o__—(;wz: )+(,.W +.+Cpz+ ’ S(a)s(e,y,a)da,

ou p désigne I'ordre de la premiére dérivée qui ne s'annule pas pour
%= .

in résumé, nous voyons qu’il existe des intégrales principales
relatives aux différentes variables caractéristiques simples et que la
connaissance d’une intégrale de chaque séric permet de calculer
toutes les autres de la méme série. Soit §; une variable caractéristique

Journ, de Math. (5* sirie), tome 1V, — Fasc. TV, 18gs. 50
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et 3(x,y, «) unc intégrale principale correspondante; I'intégrale

0;
[0‘ S(@)s(r,y,a)da

est unc nouvelle solution de I'équation proposée, quelle que soit la
fonetion arbitraire f(a), 0; d(-sngnant une fonction déterminée de ;.
On peut évidemment remplacer §; par 0; pour définir les caractéris-
tiques, ou hien remplacer « par une fonction de a de telle facon que
la limite supéricure de I'intégrale devienne &;. Nous écrirons donc, en
général,

[ S(2)s(r,y,2)da,

ct nous appellerons caractéristique paramétrigue de 'intégrale prin-
cipale la caractéristique
8= &,

22. Des intégrales principales dans le cas des caractéristiques
multiples.

Envisageons maintenant le cas ot est une variable caractéristique
y_° ' " (’": ()”u
double. Les cocfficients des dérivées 5 et o =Ty sont nuls dans
n-1z

()
I'équation, mais ——=, peut avoir un coefficient diffévent de zévo. Ce

coefficient, que nous avons appel¢ g,, ne contient plus d'indice de
dérivation par rapport & y. Supposons donc %, o. Iin nous repor-
tant au calcul du n° 18, nous trouvons

- — - -2
Spr= 0, SpT= 0 e Se = O

Or » = o ¢lant une caractéristique du second ordre, on ne peut
plus s¢ donner arbitrairement sur celle caractéristique les valeurs de =
¢t de ses n— 2 premicres dérivées extéricures : ces données, en
généraly ne correspondent a aucune intégrale holomorphe 5 mais, s'il
en existe une «ui y salisfasse, clle est entitrement déterminée. Dans
le cas actuel, cetle intégrale se réduit évidemment & zéro.

n=1

Soit maintenant 3, = 0. La dérivée —=

ne figurant plus dans
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I'équation, les conditions trouvées au n° 18 donnent

(l:‘) (

Ce systeme définit successivement les fonctions s, 5',, 3

Y29.= 0,

0-
Y] I
?3 o '+ (‘n 31"3

0z,

., = '~
.3 40 e S
Yavr w 3?9,

v -
+ .d;‘dz

.....

= .

xt*

393

»H=2)
LK} ‘QD

par une équation différentielle du second ordre, quand on connait
toules les précédentes. Pour achever de les déterminer, il faudra done
donner leurs valeurs initiales et celles de leurs dérivées premicres par
rapport & y, pour unc valeur particuli¢re y, de y. Ces valeurs seront
clles-mémes entiérement déterminées quand on connaitra les valeurs

le y, 92
dey, 5o

en fonction

de z et de a.

Il existe donc dans le cas actuel, d'aprés notre second théoréme
fondamental, des intégrales principales dépendant de deux fonctions

arbitraires.

Nous allons ¢tudier le développement en séric de ces intégrales,
Les calculs du n® 24 sont applicables, car rien ne suppose dans I'éia-

hlissement de nos formules que la dérivée symbolique D

(n=1)
an-t

soit du

premicr degré par rapport & . Par conséquent, si 'on suppose I'in-
tégrale développée suivant les puissances de z — «, on trouvera, pour
déterminer les coefficients du développement, la suite d’équations

t
(n—3)!

ey D () =
-__I -2
1 (_"_:"3)!1)’,:' '(u‘)+(n (.': P

(n-3a?
an

=0 oll

(1) =o,

(Upey) + oo+

9a(u,) = o,

(u-- r)!

n=-r
an-—r

(Rpepoy)+...= 0.
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Désignons par f(x,a), 5(x,«) les valeurs de z, % pour y =y,
ct soient

(r —2)?

S(xy2) =fo(""> + _'..:1[' () + 1.2 Sa(w) +..,

£ £~ 2)
7(ry2)=5,(x) + ~—'—3?'(.L')+( — 72(w) +..

les valeurs initiales des coefficients « et de leurs dérivées scront

S

7]

4

= ?".

ui=/h

<

23. Systémes fondamentaux. - Soient {(z,y,a), {'(xyy,%)
deux intégrales principales relatives i la caractéristique double « :

@€r—1a — )t
{ = u,+ u+ =y 4,
1 1.2
T —a r —1)?
:': Cot v, ( Catoen

1 1.2

Nous dirons qu'elles forment un systéme fondamental si le déter-

minant
% o
dy Jdy
¢ v

est différent de zéro. Nous supposcrons méme cette condition remplie
pour x = «; dans ce cas, les deux fonctions , et ¢, forment elles-
mémes un systéme fondamental de solutions de I’équation

9:(u)=o.
Tel est le systéme défini par les fonctions initiales suivantes :
t(“"’}’u“):’-" z’(x’}’m a)=o,

o:(x,z,a)L W dc'(ar,y,a)L .
()y '=yo ? d}’ =X
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et que nous appellerons un systéme fondamental canonigue relatif
ala courbe y = y,.

Tutorine. — Lorsque ¢ et §' sont deux intégrales principales
relatives & x, formant un systéme fondamental, on peut disposer
des fonctions arbitraires f,(a) et f,(a) et des constantes C et (' d:
telle fagon que Uexpression

s 2=Cy(z,y,x,) + CV(x,y,2,)
(1) l +ff'(a)t(x,y, a)daz-i-f'f,(o:)t’(w,y,a)dz
satisfasse a des conditions initiales de la forme

Z(w,)’o) = F(‘/"')a

oz
a; r='h= Q(w)’

(16)

F(x) et ®(x) désignant des fonctions arbitraires.

Considérons, en effet, une équation du second ordre ne contenant
aucune différentiation par rapport i z

'z ds -
a?"*‘Pd—"y +Q0——0.

Soient z, et z, deux intégrales de cette équation formant un sys-
téme fondamental ; 'intégrale générale est

(17) Z=3X, +3X,,

X, et X, désignant deux fonctions arbitraires de «x.
Prenons deux fonctions arbitraires ¢(z, a), $(«, «) ne s’annulant
pas pour x = & mais restant holomorphes. L'expression

(18) Z=C,z.+C,z,+fz.:p(w,a)f,(a)du-i-fr}.,'{a(w,a)da
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est ¢quivalente & I'cxpression (17), car les intégrales

G, +f";(.v, «)/ () de,
(],+f'{¢(.c,a)f,(z)tla

peuvent représenter des fonctions arbitrairement choisies de .

Il résulte donc de la qu'on peut disposer des arbitraires de la
forme (18) pour satisfaire aux conditions initiales (16), pourvu que
le déterminant

z,9(z, ) z,4(x, )

soit différent de zéro.

Comme nous n’avons fait aucunc hypothése sur les fonctions ¢ (z, a),
¥ (z, &), qui nes’applique aux fonctions {(z, y,, «), {'(x, y,, «), notre
théoréme est démontré,

Dans le cas ol le systeme fondamental considéré est canonique pour
la courbe y = y,, la détermination des fonctions arbitraires qui satis-
font aux conditions initiales (16) est immédiate.

Il est facile de déduire de ce qui précede 'expression géncérale des
intégrales principales relatives & la caractéristique double. 11 suffit de
considérer, dans la formule (16), 2, comme un paramétre, les con-
stantes C, C’ el les fonctions f(a), ¢ () pouvant clles-mémes dépendre
de ce paramétre. Les résullals qu'on en déduirait sont entiérement
analogues & ccux que nousavons ¢tablis dans le cas des caractéristiques
simples.

24. L’étude que nous venons de faire indique la marche & suivre
pour ’étude des intégrales principales dans le cas des caractéristiques
multiples d’ordre supéricur au sccond. Nous n’entreprendrons pas
celte étude pour le cas général. Nous nous contenterons de signaler
I'analogic qui existe entre la recherche des intégrales principales et
celle des asymptotes des courbes algébriques. La détermination des
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caractéristiques peut ére assimilée i celle des directions asympto-
tiques ct les conditions d’existence des intégrales principales sont
analogues & celles des asymptotes relatives & une direction donnée.

25. Représentation de Uintégrale géncérale par les intégrales
principales.

Considérons une équation & caractéristiques toules distincles, el
soient §,, &, ..., &, un systtme dec fonctions caractéristiques, 7,,
%2y +++y (o un systéme correspondant d’intégrales principales.

I.’expression

Sl
(19) 2-/5 Si(2)si(x,y, )iz,

o les §;, désignent des valeurs initiales quelconques, représente une
intégrale de l'équation D(z) =o dépendant de n fonctions arbi-
traires. Nous allons montrer (ue, moyennanl certaines conditions,
cest l'intégrale générale. Nous considérerons pour cela, au lieu dv
I'expression (19), la suivante

(1) s= ZC;E,-(.r,y, a,) + 2 f “f,-(a)‘(,-(ac, y,a)dx.
Sie

(=31 ¢

11 sagit de faire voir qu'il est en général possible de disposer des
arbitraires de la formule (19’) de maniére que, pour y = y,, la fonc-
tion 5 ct ses n — 1 premiéres dérivées extéricures prennent des valeurs
choisies arbitrairement. Quand on fait y = y,, les %; deviennent des
fonctions de « (que nous désignerons par £'; aucune d'entre clles ne
se réduil & unc constante. Les dévivées par rapport 4 y d'un terme
quelconque de la formule (19’) conticnnent en général, en dehors du
signe d'intégration, des termes dépendant de la fonction arbitraire

et de ses dérivées. PPour ¢viter d'introduire ces termes dans les expres-
~sions que nous aurons & considérer, je suppose que les intégrales
principales s'annulent sur les caractéristiques paramétriques, ainsi que
leurs dérivées, jusqu'a 'ordre n — 2inclusivement, les dérivées d’ovdre
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n — 1 n'étant pas toutes nulles, Négligeant alors les termes addi-
tionnels XC,{,(,y, ,), je vais démontrer que 1'on peut, en général,
disposer des arbitraires de la formule (19) de maniére que les dérivées

=tz P"-is o'z
dr—1'  gan-igy’ e }7;:1——'1’

prennent des valeurs données i I'avance, en fonction de z poury =y,
Nous supposerons que ces fonctions arbitraires s’annulent au point
(x4, y,) ¢ cette hypothése ne restrcint pas la généralité de la for-
mule (1g') & cause des termes additionnels qui y figurent.

Nous avons & résoudre un systéme d’é¢quations de la forme suivante:

\I( * 9 ’
(20) «m—}.[ O D

Considérons unc équation quelconque d’ordre » ne contenant
aucune dérivée par rapport & x

o o1 Jn-
(0") I P'd o P‘() -1 G et P,z =o.

Toute intégrale de cettle équation est une intégrale principale. De¢-
terminons un systéme d'intégrales u;(x,y, «) par la condition quec
Pon ait pour y =y,

0", - o :i(.l‘,.", a)
Qo =F=TJyk = Tgpn=F=T gy

Si les intégrales u; forment un systéme fondamental, I'intégralc
générale de I'équation (2r1) est

i=n W
(22) z=2Cizli(w,y,a,-,o)+sz Si(e)ulz,y,)da,

comme cela résulte de la remarque du n® 23 généralisée. On peut donc
disposer des arbitraires de la formule, de maniére que z prenne pour
¥ = ¥,, ainsi que ses # — 1 premiéres dérivées extérieures, des valeurs
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donnces & I'avance en fonction de z. Par suite, les équations (20) peu-
vent clles-mémes étre résolues, pourva que le déterminant

gn=t :' gn—-t t’ o1 :n
dieh-t Jdxr—1 P
Jgn—1 :‘ gn-t :, -t zu
dJd.ph—2 ‘)}' Jxh—2 ())' Jdrn—?3 ().V
gn—t :‘ on-t t’ on—t Cu
”J’" -1 ())’" -1 dyn—l

soit différent de zéro.
I est d’ailleurs possible de traiter directement ce probléme, comme
nous avons déja traité le probléme relatif a Pintégrale

ff(a)?(x, a)da,

dans notre Mémoire sur les équations du second ordre.

On voit donc que lintégrale générale de Péquation D(z)= o est
bien représentée par la formule (19') ou par la formule suivante, ou
I'on suppose les limites inféricures indéterminées :

(23) =3 [ /() U,y %) da.

Lorsqu'il y a des caractéristiques multiples, intégrale n'est plus, en
geéncral, complétement représentable par cette formule, & moins u'il
n’existe un systéme fondamental d’intégrales principales.

26. Chaque terme de la formule (23) peut étre développé en série
ordonnée suivant les intégrales successives d’une fonction arbitraire.

Désignons par S, F(§) l'intégrale nieme de F(§) prisc 4 partir d'une
limite inféricure quelconque

S, F(§)= f (5—*2')'"F’(a)da,
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de telle fagon que I'on ait
l”’S F E) Al
o) = 8, ¥ (%),

Ona

;
f F'(«){(#, y,2)da
(24 - e ey (E—a)P gy
(2) =3/ () = =
= U F(E)+u, S, FE)+u, S, F(&)+... +u,S,FE)+....

1

Toutes les imtégrations sont faites & partie d'une méme limite infeé-
ricure et la série précédente admet, en général, un domaine de con-
vergence dans le voisinage de cette himile,

Dans le cas des caraclévistiques distinetes, toute intégrale est la
somine de g séries particulieres de la forme (24). La fonction arhi-
traire de chaque sévie dépendant d'une variable caractéristique, il en
résulte qque Ta formule (23) fou la formule équivalente (rg)| met en
évidence la portion de Pintégrale géndérale qui se trouve plus particu-
ficrement lice & chacune de ces variables,

: . L Y
On sait que U'intégrale géndrale de Féquation g TRt

2=F(r)+F(y);

la forme (14)), (23), (21) peut étre vregardée comme la géncralisation
de cette formule. Fai pensé, daprés ces considérations, que Fon pou-
vait donner au lerme

[ finyte

de Uintégrale générale le nom d'intégrale partielle, velative a la ca-
ractéristique 5;.

27. Forme d’Euler. — Parmi les intégrales principales relatives i
une méme caracléristique %, il peut quelquefois en exister dont le dé-
veloppement en série soit limit¢. Soit, par exemple,

(3—a2 (§—aw

t—a
xyyy0)=ty+ 1, — Rl L Uy
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Lintégrale partielle correspondante devient
U, F(&)+u,SFE)+...+u,S,F(%);
ou bien, en posant S, F (%)= 5(%),

dyt) | drip(l) |
u.,—;l%p——+u,—d§,—,?:,—~ +.+ 1,5 (8).

4o1

Cette forme est bien connue pour les intégrales particlles des ¢quations
du sccond ordre, intégrables par Ia méthode de Laplace : nous 'ap-

pellerons la forme d’Euler.

Une intégrale de la forme d’Euler dérive toujours, nécessairement,
d’une intégrale principale, quel que soit I'ordre de multiplicité de la
-aracléristique correspondante. Les équations de la forme (11) qui
déterminent les coefficients successifs permetient de reconnaitre si le
développement peut se limiter. En égalant & zéro tous les cocfficients
dont lindice est supérieur & p, nous avons le systéme suivant dans le

as d'une caractéristique simple .o :

D2 (u,)=o,

wn ~: 1!

! ) Kl D*®
o ”. (e )+ 7571 Do s (u,)=o,

! y b ! n-
(V/I ——I)— '" ! (u”)-h n 2)! - (u" |)+" + D(ll )= 0,
.......................................... et e ey

(- -3 _
(—,';”——)—DJ,._ (u,,)+ T = (ll[,_|>+« A\
I 1 ]
n=13)! (,"..-,’(u,,)'*"( - —‘D"I:‘ S0,

D(l(,,):u.

[l sera nécessaire et suffisant que ces équations soient compatibles

pour qu'il existe une intégrale de la forme considérée.

On pourrait trouver pour les ¢quations de cette espéce une mé-
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thode de réduction analogue  celle de Laplace. Je la développerai
dans un autre Mémoire.

TROISIEME PARTIE

SINGULARITES ACCIDENTELLES,

28. Les points singuliers des intégrales d'unc équation linéaire
sont de deux sortes : 1° les points singulicrs propres, dont la position
est entitrement déterminée par les coeflicients de P'équation; 2¢ les
points singulicrs accidentels qui dépendent des fonctions initiales.

J’ai déja introduit ces dénominations dans mon Mémoire sur les
¢quations du second ordre. Le nom de singularités accidentelles
w’a paru propre a caractériser celles qui dépendent des conditions
initiales. Ces singularités n'affectent pas d’'une maniére normale la
géneralité des intégrales : clles interviennent en quelque sorte acei-
dentellement et varient d’une intégrale & Pautre. Lovsque les fonctions
initiales dépendent de certains paramétres, les points singuliers acei-
dentels correspondants peuvent également varier avee ces paramdtres:
nous les appellcrons dans ce cas des points singuliers mobiles.

Dans lc cas général on les caractéristiques sont partout simples,
sauf sur la courbe discriminante, et oti, par conséquent, Uintégrale est
représentée par la formule (1), la nature et la forme des singularités
accidentelles sont immédialement évidentes.

Considérons un terme de la formule

j;/(«)((a;,y, a)da,

¢l soit & = ¢ un point critique de la fonction f(a), le terme considére
admettra pour points critiques tous les points de la caractéristique
% =1, sauf peut-¢tre dans le cas ol ces points seraient déji des points
critiques de l'intégrale principale . Mais cette hypothése peut tou-
jours ¢ire exclue si la caractéristique £ = ¢ n’est pas une ligne singu-
licre propre des cocfficients de I'équation.
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Soit maintenant (¢, y,) un point critique accidentel de I'intégrale Z;
ce sera nécessairement un point critique de I'un des termes, ct comme
il est permis de supposer I'intégrale principale correspondante holo-
morphe au point considéré, il faudra que le point « = §(z,, y,) soit un
point critique de la fonction f(a); mais alors tous les points de la
caractéristique

2oy y)=8zny)
sont des points critiques de I'intégrale; nous avons donc ce théoréme :

Lorsqu’un point P est un point singulier accidentel d’une inté-
Zrale 3 d’une équation lindaire D(3)= 0 a caractéristiques dis-
tinctes, Uintégrale admet comme courbe singuli¢re toute une
caractéristique passant par .

Les lignes singuli¢res accidentelles sont donc des caractéristiques,
en nombre limité on illimité, formant une suite continue ou discon-
tinue.

29. 11 est fucile d’¢tendre cette propricté au cas ou I'intégrale n’est
pas enticrement représentable par la formule (23).

Considérons une courhe analytique (C) qui ne soit pas une ligne
critique propre; si (C) n’est pas une caractéristique, nous pourrons
trouver une portion > de la courbe ui nc conticnne aucun point a
langentes  caracléristiques, ni points singuliers des coefficients de
I'équation, ni points de la courbe discriminante. Cette portion e
courbe admet un domaine régulier T', I'englobant enti¢rement el
n‘ayant de commun avee elle que le contour. Prenons une seconde
courbe analytique infiniment voisine (C') ne coupant pas C sur la
portion (I’) ct jouissant des mémes propri¢tés. Soit X' le domaine
régulier de (P’). Les deux domaines Z et X' se déduisent I'un de
Pautre par une déformation continue, car les cocfficients du polynome

(roir n° 14)
(:7)

sont des fonctions conlinues. Nous pouvons done supposer (P') assez
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voisin de (P) pour que I’ contienne telle portion que nous voudrons
de (P). Donc, si () conticnt des points singuliers accidentels, nous
pourrons admettre que quelques-uns de ces points soicnt contenus
dans X'. Les valeurs de l'intégrale et de ses n — 1 premitres dérivées
extéricures ne seraient done pas holomorphes sur (I’). Par consé-
quent (") contiendrait également des points singuliers.

Il résulte de la que les points singuliers accidentels ne sont jamais
isolés; si une courbe analytique en contient, toute courbe infiniment
voisine en contient ¢galement, & moins (ue la premiére ne soit une
caractéristigue. Par conséquent :

Les courbes singulicres accidentelles sont toujours des caracté-
ristiques.

30. Je rappelle ici la démonstration que j'ai donnée dans ma thise,
de cette méme propriété, en parlant de considérations trés simples,
mais qui exigent toutefois quelques restrictions. Supposons que la
droite .2 = a soit une ligne singulicre aceidentelle; lorsque nous ferons
tendre iz vers @ par un chemin déterminé de longucur finic, 5 ct ses
n — 1 premiéres dérivées extéricures peuvent tendre vers des limites
holomorphes en y, ou devenir infinies, ou ne tendre vers aucunce
limite sans devenir infinics. Laissons de coté ce dernier cas. Si les
fonctions considérées tendent vers des limites holomorphes, elles
déterminent une intégrale holomorphe, pourvu que x = @ ne soit pas
une caractéristiques; en retranchant de 5 cette intégrale holomorphe,
nous aurons une intégrale qui s’annule sur la droite x = a.

Cela posc, considérons une fonction % (., y) qqui s'annule ou devient

C
infinic pour .« = a; les rapports %5, :—" ne pourront tendre vers aucune
:

limite finic. Celte propriété est évidente pour le premier rapport; elle
I'cst aussi pour le second, si 'on se reporte aux propri¢iés des équa-

tions lincaires du premier ordre. Soit, en effet, :7'- =B(x,y); ¢ ost
. 4 ] . y
alors une intégrale de I'équation
9. — B(x,0)5, =0,

el toute intégrale de cette équation demeure constante sur unc carac-
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téristique quelconque. Cette considération m’a conduit & définir les
fonctions normales sur une ligne singuliére (*). Pour les intégrales

‘¢t ‘)Il
normales, la dérivée T
X

dérivées du méme ordre ou d'ordre inféricur si la fonction 3 et ses
n — 1 premiéres dérivées extérieures sont nulles ou infinies pour z = a.
Cette dérivée doit done disparaitre de I'équation ct, par suite, la
droile i = @ doit ¢tre une caractéristique.

sera infinie par rapport & toutes les autres

31. 1l importe de remarquer que le résultat auquel nous sommes
parvenu relativement a la nature des lignes singuliéres aceidentelles
n'est pas en opposition avee les résultats connus dans le cas des
variables réelles. On sait que les intégrales analyliques réelles d'¢qua-
tions du second ordre, & caraclérisliques imaginaives, penvent admelttre
comme lignes singuli¢res accidentelles des courbes quelconques du
planreel : telle serait par exemple une fonction harmonique admettant
comme coupure le cercle x* 4 y* — 1 = 0. Mais si l'on restitue aux
variables 2 cl y le domaine entier des valeurs complexes (ce qui est
permis, puisqu'il s’agit de fonclions analytiques), on trouve que le
cercle considéré ne constitue pas une courbe singulicre; seuls les
points réels de ce cercle sont des points singuliers; les véritables
courbes singulitres sont des caractéristiques, c'est-i-dire les droites
isotropes issucs des différents points récls du cercle. ‘

Considérons, au contraire, le cas ol toutes les caractéristiques sont
véelles et supposons que I'intégrale admette comme courbe singuliére
réelle, accidentelle, une certaine courbe C. L'une au moins des carac-
Léristiques passant en chaque point de C sera une courbe singuliére,
ct 'ensemble de ces caractéristiques couvrira le plan réel dans le voi-
sinage de C. Donc l'intégrale ne scra pas analytique dans la région
considérce.

32. Dans le cas ol l'intégrale est complétement représentable par
la formule (19'), la partie de cette intégrale qui dépend plus particu-
licrement de la variable caractéristique simple § est figurée par un

(') Voir mon Mémoire déja cité sur les équations du second ordre.
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terme de la forme

0 o= [ 1Yoy, 0)dn

(’est donc I'¢tude de celte expression qui donnera la forme des singu-
larités accidentelles.

Les résultats que j'ai obtenus a cet égard dans mon Mémoire sur
les équations du second ordre sont ¢videmment applicables au cas
(ui nous occupe. Je me contente d’en rappeler les principaux points.

Supposons qu’unc intégrale 5 s’annule sur la caractéristique singu-
licre § =&, ainsi que ses dérivées extéricures jusqu'a l'ordre n — 2
inclusivement, ou bien qu’elle croisse indéfiniment lorsque § tend
vers §, suivant un chemin déterminé. Il existera alors ordinairement
des fonctions F(&) de & scul, telles que le rapport

F(&)
. . . r .
soit unc fonction continue de z et de y lorsque & tend vers %, en sui-

vant le chemin considéré.

L’intégrale principale §(x,y, ) peut toujours, a cause des arbi-
traires dont elle dépend, étre supposée holomorphe dans le voisinage
de la caractéristique singuli¢re étudiée, sauf en certains points de
cetle caractéristique. Soit
(§—12) (E—a)

- 72 - ey
1 +tliy— R

:('77»)” a)= Uy+ U,

admettons que la fonction f(a) soit uniforme dans le domaine du
point & = &,.

L’intégration dc la formule (1) introduira alors cn général un
logarithme, ct, pour que ce logarithme disparaissc, il faudra entre les
coefficients ¢ & l'infini des relations de la forme

aouo+ a.u‘+aau2+---+a”u,‘+ Q|0= 0’

les a désignant des fonctions de §; c’est-a-dire que I'on puisse déve-
Jopper o en série de fonctions & sur les caractéristiques § = constante.
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Nous arrivons donc & celte conclusion intéressante ct inattendue que
Uintégrale d’une équation linéaire ne peut pas, en géndral, éire
uniforme dans le domaine d’une caraciéristique singuliére acci-
dentelle.

La condition pour qu'il existe des caractéristiques polaires acciden-
telles est facile & trouver.

Soit 3(,y,!) unec intégrale admettant la caractéristique singu-
licre mobile § = ¢, ¢ désignant un paramétre variable.

L’intégrale

;;_—-JfF(t)z(x,y, t)dt,

prise autour du point ¢ =&, donnera une nouvelle solution de la
forme suivante, dépendant de la fonction arbitraire F ()

AJF(E) + A F(E) +...+ A Fo(E).

L'équation admet donc une intégrale particlle de la forme d’Euler;
nous pouvons 'appeler, pour abréger, une équation euléricnne.

La réciproque cst évidente : toute équation eulérienne admet une
infinité d’intégrales possédant des caractéristiques polaires acciden-
telles, ou méme des caractéristiques singuliéres pour lesquelles la sin-
gularité est de la nature des points singuliers essenticls d’une fonction
d’unc scule variable. Mais ces caractéristiques apparticnnent toujours
aux familles pour lesquelles I'équation présente le caractére culérien,
ct ordre du podle ne peut jamais &tre inférieur au rang de la solution
particlle correspondante. Ce qui précéde nous améne & nous poser la
(question suivante, que je n’ai pas résolue.

En dchors des équations culériennes,y a-t-il des équations linéaires
aux dérivées particlles admettant des intégrales uniformes dans le
voisinage de caractéristiques singuliéres accidentelles? On pourrait
considérer ces ¢quations, s'il en existe, comme des cas limites d’équa-
tions cul¢riennes pour lesquelles le 7ang de la solution augmenterait
indé¢finiment.

33. Comme dans le cas du sccond ordre, les intégrales admettant
des caractéristiques singuliéres mobiles peuvent servir & intégrer com-
plétement ou particllement Péquation aux dérivées partielles.
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Soit s(z,y, «) une intégrale dépendant du paramétre « ct telle
gu'en la considérant comme fonction de « clle admette des points cri-
tiques a = §,(x,y) (i=1,2,...).

Iin la considérant comme fonction de i« ¢t de y, clle admettra alors
les courbes critiques

E(z,y)= .

Donc les §; sont des variables caractéristiques qui peuvent étre de
méme espéce ou d’espéces différentes.
Toute intégrale de la forme

[#@)3(@,y,9)da

prise autour d'un point critique « = §; scra une solution particuliére
de I’équation aux dérivées particlles; clle dépend d’une fonction arbi-
trairz /(&) placée sous un signe d’intégration.

Ces cxpressions donnent licu & des remarques analogues a celles
(ue nous avons déja faites i I'occasion des équations du second ordre.
On pourra, dans certains cas, comme nous I'avons indiqué¢, en dé¢duire
des intégrales principales relatives & une ou plusicurs des variables
caractéristiques.



