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LES SURFACES A COURBURES OPPOSEES. 29

Les surfaces & courbures opposées et leurs lignes géodésiques;

Par M. HADAMARD.

Dans un Mémoire précédent ('), nous avons appliqué les considé-
rations élémentaires de maximum et de minimum & I'étude des géodé-
siques réelles sur des surfaces quelconques et considéré, en particulicr,
un cas ou les énoncés oblenus prennent unc forme particulicrement
simple : celui des surfaces a courbure partout positive. Je me proposc
actuellement de traiter, en me placant au méme point de vue, c’est-
a-dire en restant dans le domaine réel et faisant complétement abstrac-
tion de la nature analytique de la surface, lc cas ou la courbure est
partout négative. Dans ce nouvcau cas, il est possible d’arriver a des
résultats beaucoup plus complets que dans le premier et d’établir sans
difficulté unc discussion générale des géodésiques. .

Les principes mis en ccuvre sont d'ailleurs les mémes que dans le
Mémoire précédent. Toutefois, j’ai reconnu que le théoréme de Gauss
sur les polygones géodésiques est susceptible de remplacer, dans la
plupart des démonstrations, les considérations de Calcul différentiel
dont je m’¢tais servi a cet endroit; de sorte que, dans presque toute
la suite de ce travail, nous disposerons de deux voies, toutes deux
extrémement ¢lémentaires, pour établir chacune de nos propositions.
Une seule théorie exige d'dtre approfondie d’une facon spéciale pour

(') Ce Journal, méme série, t. IlI, p. 331-388; 18g;.
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servir de base au travail actuel : c'est 'dnalysis situs ('), laquelle,
ainsi qu’on devail s’y attendre apréslalecture des travaux de M. Poin-
car¢, joue un role essentiel dans tout ce qui va suivre.

Si la méthode employce est simple, par contre les résultats auxquels
nous parviendrons sont compliqués ou, du moins, trés différents de
ccux que I'on est habitu¢ & rencontrer. C'est cette complication méme
qui est instructive, cn mettant en évidence ce qu’a d'exceptionnel la
simplicité des discussions obtenucs par I'intégration directe, dans les
cas ol clle cst possible, ¢t en montrant combicn ces discussions simples
donnent une idée fausse de ce qui se passe dans le cas général.

1. — Forme générale de la surface. Nappes infinies
évasédes et non évasées.

1. Lessurfaces que nous considérerons seront supposées dépourvues
de singularités a distance finic. Unc telle surface est divisible en ré-
gions empiétant les unes sur les autres de manicre que toul point de
la surface soit intérieur au moins & 'une d’entre clles, ct telles (ue les
points d’une quclconque de ces régions aient leurs coordonnées carte-
sienncs exprimables & I'aide de deux paramétres a, 3 ct cela régulio-
rement, c’cst-i-dire par des fonctions continucs et dérivables au moins
jusqu’a un ordre déterminé, les déterminants fonctionnels

D(y,s) D(s,2) D{r,r)
D(2,8) D(x,8) D(e$)

n'étant pas tous nuls. Cette derniére condition revient d'ailleurs a
celle-ci : qu’ayant mis 'élément linéaire sous la forme

Eda? 4 2F da df + G dfs?,

" la quantité EG — F* doit étre dilférente de zéro.

(') Je tiens & exprimer toute ma gratitude a M. Brunel, que sa connaissance
profonde de cette partie de la Science a mis i méme de me fournir une aide pré-
cieuse, particuliérement en démontrant le théoréme que j'invoque au n° 33,
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Aux paramétres «, 3 on peut d’ailleurs substituer d’autres pafa-
métres a,, 3, donnés par les relations

(') °‘=?(¢np|), 3='f/(“uf5.),

pourvu que, dans la région considérée, les fonctions 4 et ¢ soient con-
tinues et dérivables, le déterminant fonctionnel de (a, ) par rapport
a (a,,8,) ¢tant différent de zéro : condition qui sera vérifiée si, oz
remplacant «, 8 par leurs valeurs (1) dans I'élément linéaire, de ma-
ni¢re que celui-ci prenne la forme

E, da} + oF, da, d3, + G,d8},

le nouveau discriminant E, G, — F} est différent de zéro ’ puisqu’on a
E,G,—F! [ D(x, 8) ]’)‘
EG—F* ™ [ D(2,8,)] |

Rappclons que, dans ces conditions, si «,”, 3" sont les valeurs de
a,, B, correspondant aux valeurs «®), § de «, B, & tout systiyue
de valeurs «, B suffisamment voisines de a®, B correspondra un sys-
téeme de valeurs de «,, B, trés voisin de &\, B, et un seul; de sorte
que si I'on fait varier le point (2, B) contindment sur un chemin de-
terminé, compris tout enticr dans la région, les quantités «,, B, varie-
ront aussi continiment ct seront déterminées sans ambiguit¢ par cetie
condition, en un point quelconque de ce chemin (en supposant données
leurs valeurs initiales ); ct si, de plus, «, 8 sont dérivables par rapport
a la variable dont ils dépendent, il en sera de méme de «,, 3,.

2. Nous nc supposons pas, d’ailleurs, que nos surfaces soient al-
gébriques, ni méme analytiques; toutefois nous ferons, chemin faisant,
sur la forme générale de ces surfaces, des hypothéses simples qui sont
toujours vérifiées sur les surfaces algébriques.

3. En outre, nos surfaces seront & courbure partout négative : les
points de courbure nulle, s'il y en a, seront isolés et en nombre finj,
de sorte que 'on pourra prendre un nombre positif ¢ assez petit pour
que, dans unc position limitée quelconque de la surface, la courhure
soit partout plus petite (algébriquement) que — ¢, a I’exception d’up
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certain nombre d’aires dont toutes les dimensions seront inféricures i
unc quantité donnée quelconque. On verra, d’ailleurs, aisément que
nos théorémes fondamentaux subsistent dans des conditions un peu
plus générales; il peut exister certaines lignes de courbure nulle ou
méme des régions ot la courbure est positive, pourvu que ces régions
soient suffisamment restreintes et que la courbure y soit suffisamment
petite.

4. A linverse des surfaces & courbure positive et non infiniment
petite, lesquelles sont toujours fermées, les surfaces dont il est question
actuellement ont nécessairement des nappes infinies. Cette proposi-
tion s'établit immédiatement cn remarquant que si la coordonnée z,
par exemple, avait un maximum ou un minimum en un point de la
surface, la courbure cn ce point serait positive (*).

5. Plus généralement, on voit que, pour une portion limitée quel-
conque 8’ de la surface, le maximum et le minimum de la distance &
un plan déterminé quelconque ont licu sur les contours limites, de
sorte qu'un plan ne peut couper S’ sans couper ceux-ci.

Cette remarque, qui présente une certaine analogic avec les faits
cui sc rencontrent dans la théorie des fonctions harmoniques, parait
imposer & la forme des surfaces & courbures opposées, des lois assez
précises. Nous aurons & I'utiliser un peu plus loin.

- 6. 1l est intéressant de remarquer que I'existence de nappes infinies
peut également s’établir en partant de la relation de Gauss-Bonnet

Q Sao=fa=f

Rapportons & cet effet la sphére de rayon 1 & un systéme de méridiens
et de paralléles de poles a, @' (ces poles n'ayant point de situation
exceptionnelle par rapport & la représentation sphérique de la surface

(') Le raisonnement semble étre mis en défaut par les points de courbure
nulle. 1l est ais¢ de voir que le maximum ou le minimum ne peuvent avoir lieu
méme en ces points, du moins s'ils sont isolés,
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considérée); si nous entourons les points @, a’ de deux paralléles infi-
niment petits s, &, ces paralléles serviront de représentation sphérique
a un ccrtain nombre de courbes trés petites S, S,, ..., S,, entou-
rant autant de points A, A,, ..., A, de la surface donnée; soit T cc
(ui reste de la surface donnée quand on cnléve les petites aires inté-
ricurcs aux courbes S, S,, ..., S,. En tout point de Z, nous prendrons,
suivant la méthode de M. Darboux, un triédre attaché a la surface, cn
lui donnant pour axe des z la tangente correspondant i la tangente
au paralléle sphérique, c’est-i-dire la conjuguée de la tangente paral-
lele 4 la tangente (T) au méridien sphérique. Si la courbure est
partout négative ¢t non nulle, nous aurons ainsi un tri¢dre mobile
vérifiant, sur toute la surface Z, les conditions moyennant lesquelles
a lieu la relation (2). Or, en appliquant celle-ci 4 I'aire X, nous

devrons faire d'abord f do = o, sur tous les contours limites, puisque
la tangente en chaque point de ceux-ci est I'axe des x du triédre cor-
respondant. D’autre part, I'intégrale f f:i, prise le long d'un contour
infiniment petit tel que S;, considéré c;mme limitant Uaire I, est
approximativement égale a 'intégrale — f 5? ¢tendue & la projection
d’une aire infiniment petite sur son plan tangent, ¢’est-a-dire a — 2.

L’équation (2), oti le premier membre est positif ct le second négatif,
met alors en évidence la contradiction.

7. Relativement aux nappes infinies dont nous venons de conslater
P'existence, nous allons faire une des hypothéses que nous avons annon-
ctes aun® 2.

Soit encore S’ unc partic finic de la surface, limitée par certaines
courbes fermées C,, C,, ..., C,. Nous supposerons que, si ces courbes
ont été convenablement choisies, on peut les faire varier contint-
ment de maniére & les éloigner toutes & Pinfini (par conséquent i
faire tendre S’ vers la surface entiére S), sans que, dans cette varia-
tion, la surface S’ cesse de rester identique a elle-méme, au point
de vue de la Géométrie de situation.

I est clair que, dans ces conditions, cc qui reste de S aprés enléve-
ment de §', se compose (du moins si les courbes C ont été convenable-
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ment choisics) de 2 partics infinies indépendantes entre clles, les
nappes infinics, chacunc de ces nappes étant limitée par une des
courbes C et pouvant étre considérée comme engendrée par le mouve-
ment de cette courbe lorsque, partant de sa position initiale, clle
s'é¢loigne & l'infini.

Moyennant I'hypothése précédente, nous pourrons appliquer & notre
surface 'Analysis situs ordinaire, les propriéiés topologiques de S
¢lant, par définition, celles dc la surface $’ &4 un moment quelconque
dc sa variation.

8. En particulier, unc nappe infinie devra étre considérée, au point
de vue topologique, comme limitée, d’une part par la courbe C corres-
pondante dans sa position premi¢re; d'autre part, par cette méme
courbe dans une position trés ¢loignée. Nous noterons ce fait, essenticl
pour la suite, qu’une telle aire a son ordre de connexion égal & 2. Elle
¢quivaut, pour la Géomeétrie de situation, & une couronne circulaire.

On voit, de plus, qu'a ckaque nappe infinie correspond un bord
de la surface (*).

On connait certaines surfaces & courbures opposces pour lesquelles
I'hypothése du n° 7 n’est pas vérifiée. Telle est, par exemple, la sur-
face minimum de Neovius (*), qui présente une infinité de trous équi-
distants les uns des autres dans trois directions rectangulaires. Nous
é¢carterons de telles surfaces, auxquelles, d’ailleurs, la théorie qui va
suivre pourrait sans doute sc généraliser sans trop de difficulte.

9. La représentation sphérique de S se composera en général de
plusieurs feuillets. Elle scra lopologiquement équivalente a S si celle-ci
est & deux cOtés, puisqu'alors il y aura entre elles correspondance uni-
voque.

La courbure gardant un signe invariable, les feuillets (ainsi que cela

(") 1 est bien entendu que nous n'établissons aucune connexion entre deux
nappes infinies qui se rejoindraient si l'on ramenait le plan de l'infini a distance
{inie par une transformation homographique. Aiusi, a notre point de vue, la sur-
face gauche de révolution sera dite avoir dewu.r nappes infinies.

¢(*) Helsingfors, 1883,
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arrivait déja dans le cas de la courbure positive) ne se raccorderont
par aucun pli ni aucun autrec mode de connexion, tel que les aires
changent de sens quand on passe d'un feuillet 4 'autre. lls ne présen-
teront méme aucun raccordement ni aucune autre singularité tant que
la courbure sera négative. 11 n’en sera pas de méme si la courbure
sannule en certains points particulicrs : par exemple, si en un point O
(supposé, bien entendu, non singulicr sur la surface), les deux cour-
bures s’annulent, il est ais¢ de voir qu’a ce point correspond, pour la
représentation sphérique, une ramification riemannienne.

10. A chaque bord C de la surface limitée S correspondra un
bord ¢ de la représentation sphérique. Mais il y a plus : si le nombre
des feuillets de cetle représentation sphérique est fini (ce qui lui
assigne une aire finie), elle a un bord bien déterminé correspondant i
chaque nappe infinie de la surface dlimitée S. Car, puisque le signe de
la courbure est invariable, si la courbe C va toujours en s'¢loignant,
Faire limitée par ¢ ira toujours en s'étendant : cette courbe coupera
done une ligne quelconque cen des points qui se déplaceront dans un
sens invariable sans pouvoir s'¢loigner indéfiniment. Elle tendra, par
conséyguent, vers une courbe limite 3.

Celle-ci peut d’ailleurs fort bien se réduire &t un point : ¢'est ce qui
arrive, par exemple, pour une surface de révolution dont la méridienne
a unc direction asymptotiqque perpendiculaire i I'axe,

Laire sphérique délimitée par la courbe ¢ ayant une limite, il en est
de méme pour lintégrale

ds

2,
g
oK

¢lendue & la courbe C, sur la surface donnée,

11. On obtient des relations dont I'étude présenterait pent-étre
quelque intérét en prenant pour direction de I'axe des .o du triédre
mobile, considéré au n® 6, la direction de la tangente (1) au méridien
sphérique et non la direction conjuguée. Rien ne sera changé dans les
diverses (uantités qui figurent dans la relation (2), a 'exception de
Pangle w qui est chaggé en un autre angle o,. Si I'on retranche membre

Journ. de Math. (5 série), tome IV, — Fasc. 1, 18¢8. 5



34 HADAMARD.

& membre la nouvelle relation ainsi obtenue de la primitive, il vient

3) Jd(o —w)=0o,

I'intégrale étant étendue, d'une part aux contours infiniment petits S,,
S, ..y Sy, dont il a été question au n° 6, d’autre part aux nappes
infinies.

Celte ¢quation ne contient ¢videmment que des nombres entiers,
chaque intégrale étant un multiple de 27, puisqu’elle exprime la varia-
tion de I'angle que fait la tangente (T) avee sa conjuguée.

Le long de chaque contour S;, cette variation cst égale a - 4=,
puisque la tangente i ce contour tourne de — 27 et que la tangente (T)
tourne en sens contraire de la premicre.

On voit que la conclusion scrait toute différente si, au point A;, la
courbure était positive. Alors, en effet, les deux tangentes tourneraient
dans le méme sens et la variation serait nulle. Si donc on appliquait la
formule (3) & une surface & courbure de signe variable, il n'y aurait i
tenir compte que des contours S; tracés autour de points oit la conr-
bure est négative. Mais, par contre, il conviendrait d'ajouter des
termes correspondant a certains points de courbure nulle, ceux pour
lesquels la direction de courbure nulle est parallile & (T ). On constate
aisément que les points paraboliques doivent étre divisés en deux
classes et qu’a chaque point ot une direction de courbure nulle exi
parall¢le a (T') correspond, dans le premicr membre de fa formule (3),
le terme = 27, suivant la classe & laquelle appartient ce point.

Des termes additionnels doivent également étre introduils dans la
formule si la représentation sphérique présente les singularités indi-
((u¢es au n* 9.

12. Les remarques des n° 9-11 ne nous seront pas nécessaires au
point de vue de la théorie des lignes géodésiques. Il n’en est pas de
méme d’une distinction essentielle qu’il nous reste & établir relative-
ment 4 la forme des nappes infinies.

Considérons encore une telle nappe comme engendrée par le dépla-
cement d'une courbe mobile C. En général, quelle que soit la loi de
variation de cette courbe sur la surface, sa longueur totale augmentera
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indéfiniment & mesure qu’clle s'éloignera. Clest ce qui a lieu pour les
nappes infinies du paraboloide hyperbolique, de I'hyperboloide & une
nappe, de I'alysséide, ete. De telles nappes infinies seront dites éva-
sees,

Au contraire, nous nommerons nappes non évasées celles sur les-
(uelles on peut faire occuper & la courbe C une série de positions de
plus en plus éloignées dans chacune desquelles son périmeétre reste
inféricur & une limite déterminée (' ). Telle est, par exemple, une sur-
face de révolution dont la iméridiennc a une asymptote paralléle i
I"axe.

13. Dans I'exemple précédent, on voit qu'il existe une direction
asymptotique. La remarque fondamentale du n°® § va nous permettre
e montrer qu’il y a la un fait général.

Soit, en effet, C, la position primitive de la courbe C,

C, (v=1,2,...,)

la méme courbe dans une série de positions, trés ¢loignées pour v tris
grand, telles que les longucurs des courbes C, soient toutes inférieures
a une méme quantité donnée.

Plus généralement, il nous suffira de supposer que I'angle maximum
sous lequel une courbe €, est vue de l'origine soit nul pour v infini.
Dans ces conditions, en effet, il existera au moins une direction ¢ telle
(que la droite joignant 'origine a un point quelconque de C, fasse avec 2
un angle plus petit qu’un angle quelconque donné ¥, et cela pour une
infinité de valeurs (convenablement choisies) de v, valeurs que nous
considérerons & I'exclusion des autres. Mettons que cette direction soit
la verticale ascendante.

Soit T un cylindre vertical convexe qui contient C, & son intérieur;
nous le limiterons par une section droite qui laisse C, en dessus et nous

(") Cette série de positions n’est pas nécessairement continue : nous n'excluons
pas I'hypothése ot la courbe C, dans son mouvement, aurail tantdt une longueur

trés grande et tantot une longueur finie. Il apparaftra que cette hypothése est
inadmissible.
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ferons tourner chaque ‘plan tangent au cylindre, autour de son inter-
section avec le plan de section, d’un angle trés petit ¢, vers l'extéricur.
La courbe C, sera du méme cdté que T' par rapport a chacun des plans
ainsi obtenus, et il en sera de mémede la courbe C, poury < ¢. Donc lu
nappe infinic est d’un seul ¢oté d’un quelconque de ces plans et, comnme
ceci a lieu quelque petit que soit ¢, toute la nappe infinic est intéricure
4 T': ¢ est donc unc direction asymptotique. On peut méme ajouter que
les cylindres verticaux convexes, circonscrits aux positions successives
de la courbe C, sont tous intéricurs les uns aux autres, de sorte qu'ils
tendent vers une position limite.

n particulicr, si les projections horizontales des C, sont des courbes
convexes, il y a un cylindre asymptote. 1l est probable que le méme
résultat doit pouvoir se démontrer lorsque ces projections présentent
des ares concaves.

14. 1l en st de méme pour une propriétlé voisine, mais (qui concerne
le plan tangent.

Soient (C) une section horizontale de la nappe infinie non évasée, M
un point de (C) situ¢ sur le contour convexe de la courbe, ¢’est-i-dire
tel que la tangente () en ce point laisse toule la courbe d'un seul cote
(que nous appellerons, pour abréger, le edté intéricar.

Le plan vertical V qui projette horizontalement (£) coupera né-
cessairement G, (puisque le point M est intéricur a tout evlindre ver-
tical convexc contenant cette courbe), et la tangente (¢) divise ce plan
en deux demi-plans, 'un V7 inféricur, I'autre V7 supérieur. Nous ferons
tourner le demi-plan V' autour de (¢), vers Uextéricur, d'un angle tel
(qu'il vienne & toucher G, ct le plus grand possible d'ailleurs : cet angle
sera ¢videmment tres pelit si la courbe (C) a ¢té prise trés cloignée,
Le plan P ainsi obtenu laisse d’un scul et méme eoté les courbes (C)
ct Cy et par suite aussi toute la portion de surface comprise entre elles,
Donc le demi-plan tangent inféricur en M [nous voulons dire la portion
du plan tangent en M située au dessous de ()] est, par rapport a P, du
cOLe intérieur. .

Mais, d’autre pa'rt, le demi-plan tangent supcricur cst, comme nous
le savons, & 'intéricur de V.

Donc le demi-plan tangent inféricur est compris dans le di¢dre V'1?
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el, par conséquent, Uangle de ce plan avec la verticale tend vers
séro.

11 ne paralt pas douteux que ce fait ne subsiste méme lorsqu’on
choisit le point M sur une partie rentrante de (C). En tout cas, nous
pouvons admettre qu'il en est ainsi; cette hypothise est une de celles
«que nous nous sommes réservé le droit de faire, puisque, sur une sur-
face algébrique, 'angle du plan tangent avec la droite qui joint I'ori-
ginc au point de contact tend vers zéro.

Le bord de la représentation sphérique, correspondant & une nappe
inlinic non évasée, se compose d'un grand cercle ou d'une série d'ares
appartenant & un méme grand cercle.

13. Il résulte de la que la limite vers laquelle tend (n® 10) Vinté-
grale / '[—‘ prise le long de la courbe C, lorsque celle-ci s'éloigne ind¢-
4

finiment, est nulle.
Pour le voir, on prendra comme courbes C les sections horizontales.

. ds  ds . .
Dans Uexpression — = —sine ('), Pangle &, compris entre la normale
4‘ v

¥ v
en un point M de G et le plan horizontal, n’est autre que la hauteur
(au sens astronomique du mot ) de la représentation sphérique ne de M,

(IS ) ] "y M
pendant que le facteur — est ¢gal i Pangle ¢lémentaire dont tourne la

)
tangente horizontale & la surface, c'est-a-dire & la variation ¢lémentaire
de Pazimut § du point m.
. B ‘(l-\' ) ‘ . . N . .
Llintégrale /;— est done ¢gale & fsmm(lO, c’est-a-dire a laire
J vy .

comprise entre la courbe ¢ et le grand cercle horizontal, aire ui est
infiniment pelite dans les conditions actuelles.

Les nappes non évasées se presentent dans la théorie actuelle comme
un cas singulier, une sorle de cas limite offrant des particularités et
des difficultés analogues i celles qu'introduisent les racines multiples
de T'équation caractéristique dans la réduction des substitutions
« g4 e Bl . . . . d.' .
linéaires. En raison de ce fait que la limite de | 2= est nulle, on doit

B
les considérer comme ayant unc géodésique fermée rejetée & l'infini.

(') Dansovx, Legons, Livre V.,



38 HADAMARD.

16. La nature de la surface, au point de vue de la Géométrie de
situation, dépend, comme on sait, du nombre des bords (c’est-a-dire,
pour nous, des nappes infinics) et du nombre des trous, caraclérisés
par les contours fermés qu'on peut tracer sur clle sans la démembrer.

Les surfaces & courbures opposces généralement connues ont loules
leur ordre de connexion é¢gal a 1 (paraboloide hyperbolique) ou a =
(hyperboloide 4 unc nappe).

Mais on peut former des surfaces & conrbures oppostes ayant un
nombre quelconque de nappes infinies. Telles sont, entre autres, les
surfaces représentées par des ¢quations du type

(4) s =hlogginrnle,

n
sont les distances du point (x, ), projection d'un point quelconque
de I'espace sur un plan horizontal pris comme I'un des plans coor-
donnés, a autant de points fixes Py, Py, ooy Py, P, Py ) P de ce
plan. Cette surface est & courbures partout opposées, car le sccond
membre est la parlic réelle d’une fonction de la variable com-
plexe « + iy; clle a d’ailleurs m + n + 1 nappes infinies, dont e diri-
gées du coté des 3 positifs, n du coté des 5 négatifs, et une s'étalant
dans le sens horizontal. Par exemple, la surface

o (k étant unc constante) les quantités 8,, G,y ...y 8,50,y Cyy - vy 3,

)
(4) z=klogz

correspondant & m =n =1, a la forme générale représentée par la
fig. 1. Elle posséde un plan de symétrie, le plan vertical mené par
PP’; un axe de symétrie, la perpendiculaire au milieu de PI”, el
un centre de symétrie. A ce dernier point correspond, sur la sphére,
un point O qui est une ramification ricmannienne de la représentation
sphérique (9); effectivement, cclle-ci se compose de deux feuillets
correspondant aux deux moiti¢s de la surface, séparcées 'une de
I'autre par I'axe de symétrie et qui se croisent suivant I'arc de grand
cercle (qui va du pdle supérieur au point O elle présente trois bords,
I'un (correspondant i la nappe horizontale) constitué par un contour
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infiniment petit tournant deux fois autour du pdle supéricur, les deux
autres tracés, dans chacun des feuillets, suivant le grand cercle
horizontal.

Fig. 1.

Les nappes infinies verticales ne sont pas évasées; si I'on désirail
(qu'elles le devinssent, il suffirait d’augmenter le rayon de chaque scc-
tion horizontale ’une quantité proportionnelle 4 32 (p étant un nombre
impair) sans changer le centre de cette section. La méme opération
pourrait s’appliquer & la surface plus générale (4); les nappes situées
d’'un méme coté du plan horizontal se rencontreraient; mais ceci ne
conslitue pas une singularit¢ de nature & empécher nos raisonnements
d’étre valables : il suffira de regarder comme entiérement indépen-
dantes 'une de autre les nappes qui se croisent.

17. Un cas limite de la surface (1) est ¢videmment la suivante :

.. k.o . k
() 5 = ———; = partie réclle de — =, .
L5y L+ ly
Mais cette dernitre peut étre envisagée a un point de vue tout dif-
férent : son ¢quation résulte, en effet, de I'élimination de « entre les
relations

(6) £+ Yy =zu,

(7) | s=1
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dont la premicre (z, y, « étant comme des coordonnées cartésiennes)
représente un cdne, c'est-d-dire une surface de courbure nulle. Ceei
conduit & envisager, plus généralement, la surface résultant de I'¢li-
mination de u entre les relations

(8) u=f(z,y),
(9) s=g(u).

Si 'on désigne, comme d’ordinaire, par p, ¢, r, s, ¢ les dérivées
premiéres et sccondes de 3, par p’, ¢, ¥, &, ¢ les dérivées correspon-
dantes de u, il vient ais¢ment

/'l . sa — (l'/l’ . 8")"1'/2 + ?'?u(’,r(]rz __ -'S"P'q,"i" II[)I:!);

par conséquent on voit que la surface considérée est & courbure néga -
tive, si : 1° la surface (8) est & courbure nulle ou négative; » la
courbe plane représentée par I'équation « == const. tourne partout s
concavité du coté des u croissants ou du coté des u déeroissants, sui-
vant que la fonction ¢’ est elle-méme croissante ou décroissante en va-
leur absolue, ¢’est-a-dire suivant que la courhe représentée (en coor-
données rectilignes s ct ) par I'équation (g) tourne sa concavité du
cote des u négatifs ou du coté des u positifs.

Si, par exemple, la fonction u = f(x, y) est celle qui est délinie
par Péquation (6), les courhes u = const. tournent leur concavilé vers
les & décroissants en valeur absolue. Il suffira donc que I'équation ()
représente une courbe tournant partout sa convexité vers l'axe v = o3
nous pourrons, par exemple, d’une infinité de manicres, prendre

U= R(:),

R ¢lant une fraction rationnelle convenablement choisic. La surface
algébrique ainsi obtenue aura autant de nappes infinies que la fonc-
tion R a de discontinuités, plus deux; ct toutes ces nappes seront
évasces si cette fonction devient infinie en méme temps que s.

La surface aura, il cst vrai, une ligne de courbure nulle. On fera
disparaitre cet inconvénient en déplacant chaque section 5 = const.
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parallélement & I'axe des z, d'une quantité égale 4 une fonction conve-
nablement choisie de z.

18. Nous venons d’obtenir des surfaces & courbure négative pre-
sentant un nombre quelconque de nappes infinies; le procédé suivant
va nous fournir, au contraire, des surfaces offrant un nombre plus ou
moins grand de trous.

Soient U =0, V =0 les équations de deux surfaces & courbures
opposcées. L’équation

(10) UV =g, e>o0

représente une surface composée de deux surfaces partielles, I'une
située dans la région U >0, V> o0; l'autre dans la région U< o,
V < o. Comme nous n'avons i nous occuper ici que de surfaces con-
nexes, nous ne considérerons qu'une seule de ces deux surfaces par-
tielles : la premiétre, par cxemple, et méme une partic connexe de
cette premicre. Nous aurons ainsi une surface qui sera évidemment
courbures opposéces en tout point situé¢ & distance finic et non dans le
voisinage d'une courbe d’intersection des deux surfaces primilives, ct
que 'on pourra méme supposer & courbures opposées & I'infini en pre-
nant, au besoin, pour ¢, non pas une constante, mais une fonction tou-
jours positive et diminuant plus ou moins rapidement lorsque z, y, 5
augmentent ; par exemple

n
£ =
('Y st 1)P’

7 ¢tant une constante trés petite.

Parcillement, si les surfaces U =0, V=0 ont des points de
courbure nulle, on fera figurer dans ¢ ou dans y un facteur s’an-
nulant en ces points ainsi que ses dérivées, jusqu'a un ordre conve-
nable.

Reste le voisinage d’une courbe d'intersection des deux surfaces pri-
mitives. On constate aisément que la courbure de la surface (10) reste
négative méme aux environs d’une telle courbe, si celle~ci tourne sa

Journ. de Math. (5 série), tome IV. — Fasc. I, 18g8. 6
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convexité vers la région U >o0, V> o, c'est-a-dire si sa tangente
passe dans cette région.

Considérons, par exemple, les deux hyperboloides

| GFER DR

al 0t

ﬁ‘l Y

—I=aq,

at 2}“;;—1:.(],

Vo= (.r+ 2)? y? 3!

(ui sc coupent suivant une hyperbole. La partie de la surface UV = ¢
située dans la région U > o, V> o est & courbure négative. Sa forme
générale cst représentée fig. 2; clle a deux nappes infinies et un trou.

‘n associant de méme un nombre quelconque d’hyperboloides

Fig. 2.

[

¢gaux ayant un axe transverse suivant unc méme droite, on aurait une
surface 4 un nombre quelconque de trous, avec deux nappes infinics.
On obtient un résultat analogue cn associant la surface

s =klogs,¢,...5,

| cas particulier de la surface (4)] avec sa symétrique par rapport & un
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plan paralléle au plan des zy et de z positif. On a ainsi deux nappes
infinies et m — 1 trous.

Enfin, on pecut obtenir un nombre plus élevé de nappes infinies,
jointes a des trous, en combinant la surface

- klog8,8y...0,

& = 8'

avec scs symétriques successives par rapport 4 un certain nombre de
plans paralléles.

19. On obtient encore une surface & courbures opposées et a plus
de deux nappes infinies en partant, comme l'indique M. Brunel ('),
de I'hyperboloide de révolution & une nappe coupant cette surface par
les différents plans qui passent par un diamétre déterminé Oy du
cercle de gorge et faisant tourner chaque section, autour de Oy, d’un
angle ¢gal 4 la moitié de I'angle ¢ que fait son plan primitif avee le
plan équatorial.

Plus généralement, au licu de diminuer I'angle que fait une sec-
Llion quelconque avec le plan équatorial dans le rapport de 1 & 2, on
peut diminuer ce méme angle dans le rapport de 1 & p (p entier); la
nouvelle surface ainsi obtenue est représentée paramétriquement, en
fonction de ¢ et d’un rayon vecleur p, par les formules

x = psing,

Yy} =a’+p*cos2py,

5 = pcosyp.

L'équation du plan tangent sera

(dx sing+dz cosg)cos2pg+p(dzsing—dx cosq)sin2pg— -7—:-)-’ =o,

(') Procés-verbauz des Séances de la Société des Sciences physiques et na-
turelles de Bordeauz, séance du 4 mars 1897,
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ctles quantités D, D’, D” de Gauss (') pourront étre prises ¢gales a

3 1
D=— cos:l’?(l _ -;—,coszp?)= _a c:;:p?’
~ ’ .
D = psinzp?(; —_ -":,coszp?)_—_ n PSll:')p?’
Y y
1.2
br =r”[°°”1’?(21” — 1)+ ,;—,Psin’ap?];
d’oti

DD"—-D?= “—: [— cos?aps(2p?—1)

<

2.3 . 1,4t :
- py—feoszp? sin*apy — ”;,’ sm’zp:?J

= - ;—:[p’ sin?2pp 4+ (2p* —1)cos’2p3].

La surface est donc i courbures partout opposces. Elle admet
comme sculs points singuliers (4 distance finie) les points & =3 = 0,
y === a; mais, ainsi qu'on s'cn assurcra sans difficulté, ces singula-
rités ne sont point de nature & empécher la validit¢ des raisonnements
qui vont suivre. Enfin cette surface posséde 2p nappes infinies.

II. — Considérations d’Analysis situs.

20. Ayant reconnu, dans les numéros précédents, I'existence de
surfaces 4 courbures opposées et & connexion quelconque, nous avons
a rappeler les principes qui gouvernent 'étude des lignes tractes sur
de telles surfaces : principes posés par M. Jordan dans un Mémoire
hien connu (2).

Nous dirons que deux contours fermés tracés sur la surface appar-
ticnnent a la méme espéce s'ils sont réductibles 'un & I'autre par une
déformation continue, effectuée sur cette surface.

(') Legons sur la Théorie des surfaces, Liv. V, Chap. 11, et Liv. VII, Chap. III.
(*) Ce Journal, année 1866. Comme le fait M. Jordan, nous supposerons, pour
simplifier, nos surfaces a deux cotés,
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L'énumération des différentes espéces de contours fermés repose
sur la considération des contours élémentaires. Ceux-ci sont de deux
sortes :

1° Ceux qui équivalent respectivement aux différents bords de la
surface ;

2 Ceux qui correspondent par paires aux différents trous (s'il en
existe).

Les premiers joucront, & notre point de vue, un réle spécial. Nous
les désignerons sous le nom de contours simples.

On sait que, dans beaucoup de questions, le choix des contours élé-
mentaires comporte un certain degré d'arbitraire, ces contours pou-
vant étre remplacés par d’autres en nombre égal, tels que chacun des
deux systémes puisse sc déduire de I'autre. Il en sera encore de méme
ici, mais non pas pour ce qui concerne les contours simples. 1l reste
entendu que chacun de ceux~ci équivaut & un bord déterminé (corres-
pondant & une nappe infinie déterminée) de la surface.

Un contour quelconque est réductible & une suite de contours élé-
mentaires parcourus dans des sens déterminés et dans un ordre déter-
min¢, autrement dit représentable par un symbole (produit) de la
forme

(11) ABC...,

chacune des lettres (facteurs) A, B, C, ... étant le symbole C; d'un
contour ¢lémentaire ou le symbole C;* d'un contour C; décrit en sens
inverse, et ces symboles étant ou non distincts les uns des autres :
expression qui peut encore s'écrire

(12) creyey,

chaque indice ¢tant, cette fois, distinct du précédent et du suivant et
les exposants m, m/, ... étant des entiers positifs ou négatifs, mais
(qu'on peut supposer non nuls (sauf dans le cas ou I'espéce considérée
est celle des contours réductibles & un point).

Le symbole C™ (C étant un contour quelconque), qui représente le
contour C décrit m fois dans un sens déterminé si m est positif et ce
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méme contour décrit | m | fois en sens inverse si m est négatif, sera dit
correspondre 4 un multiple de C.

21. Les contours élémentaires ne sont pas tous indépendants. 1l
existe entre cux une relation, et une seule, qui permet de regarder’'un
quelconque des contours élémentaires comme une combinaison des
autres ct, par conséquent, de I'éliminer de I'unc quelconque des expres-
sions (11) ou (12).

C’est ainsi que, dans le cas de la connexion simple, il n’y a aucun
contour non réductible & un point; et que, sur une surface i connexion
double, les contours élémentaires se réduisent & un seul. .

Mais, une fois 'un des contours éliminé comme il vient d’étre dit,
Uexpression (12) est parfaitement déterminée a une permulation
circulaire prés.

22. Il nous arrivera, dans certains cas, de ne pas considérer comme
essentiellement distincts d’un contour déterminé ses différents multi-
ples. A ce point de vue, une surface a connexion double n’aurait,
comme on le voit, qu'une seule espéce de contours non réductibles.

Au contraire, si I'ordre de connexion dépasse deux, les contours
essentiellement distincts les uns des autres sont en nombre infini.

Par contre, il n’y a qu’un nombre fini d’espéces de contours

dont la longueur soit inféricure é une longueur donnée quel-
conque.

23. Soient maintenant @, b deux points quelconques de la surface.

Nous dirons que deux chemins qui vont de a en b appartiennent au
méme lype si 'on peut passer de I'un & 'autre par unc déformation
continue dans laquelle les points a, b restent fixes.

Nous employons le mot Zype au lieu du mot espéce, qui nous a servi
pour les contours fermés, afin d’éviter certaines confusions, en parti-
culier dans la circonstance suivante :

Supposons que le point & coincide avec le point a. Les chemins que
nous aurons alors & comparer seront des contours fermés partant du
pointa et y aboutissant.

Or, une infinité de ces chemins peuvent étre de méme espéce, lors-
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qu’on les considére comme contours fermés, tout en étant de lypesdiffé-
rents, si on les considére comme lignes joignant le point a 4 lui-
méme.

La déformation continue par, laquelle on passe d'un de ces chemins
a l'autre peut, en effet, étre telle que le point @ ne puisse rester fixe
pendant cette déformation, mais décrive forcément un contour non
réductible a un point (*).

24. Les différents types de chemins joignant entre cux deux points
(différents ou non) a et b se représentent par des symboles de la
forme (11) ou (12); mais ces symboles se distinguent de ceux qui
servent aux conlours ouverts par cette circonstance que la permutation
circulaire des factcurs n'y est pas légitime. Cette différence met bien
cn évidence le fait que nous venons de signaler au numéro précédent.

25. 11y a une infinit¢ de types de chemins joignant deux points
(du moins sur une surface a connexion multiple); mais, les types
aurquels correspondent des chemins de longueur finie sont en
nombre fini.

26. Donnons-nous enfin, sur la surface, un point a et une ligne L.
Nous dirons que deux chemins ab, ac, qui partent du point a@ pour
aboutir i la ligne L, sont du méme type, si I'on peut passer de I'un a
I’autre par une déformation continue dans laquelle 'extrémité a reste
fixe, pendant que 'autre extrémité décrit la ligne L. Cela revient
manifestement i dire que le decuxiéme chemin ac forme, avec 'arc cb
de la ligne L., une ligne allant de a en b et du méme type que le pre-
mier chemin ab. La notion que nous venons d'introduire n’offre done
rien d’cssentiellement nouveau : on représentera un type de chemin
allant de @ i la ligne L par le symbole d’un type de chemin allant de a
a un point déterminé b de L.

Il y a toutefois une remarque importante & faire lorsque la ligne L
cst fermée. Dans ce cas, en effet, il existe une infinité¢ de manié¢res

(') Cette remarque ne s’applique pas au cas ot I'espéce en question est celle
des contours réductibles a un point.
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différentes d’aller du point b & un autre point ¢ de cette ligne sans la
quitter. Si cette ligne est réductible & un point, tous les arcs ainsi ob-
tenus sont ¢quivalents. Mais il n’cn est pas ainsi dans le cas général et
I'on voit qu'on ne doit pas considérer le type comme modifié si I’on
Jait suivre son symbole du symbole de L (pris en traitant L comme
une ligne joignant le point b i lui-méme) ou d’un de ses muliiples.

27. En particulicr, sur une surface é connexion double tous lvs
chemins qui vont d’un point donné a une ligne fermde donnde
(sans point double) sont réductibles les uns aux autres.

28. Supposons que le point @ se déplace sur une ligne déterminée A
aboutissant en un point @'. A chaque type de chemins allant de a & I
correspondra évidemment un type déterminé de lignes joignant a’a L,
type qui dérivera du premier par continuité.

Si la ligne L’ est fermée, de manicre que le point & coincide avee a,
rien ne permet d’affirmer que le type ainsi dérivé coincidera avece le
type primitif. Cette circonstance se produira toutefois dans deux
cas :

1° Si la ligne fermée L’ est réductible & un point;

2° Si cette ligne est de méme espéce que L, le type considéré élant
celui du chemin que suit le point g lorsque L’ vient, par une dé¢forma-
tion continue, coincider avec L.

III. — Théordmes fondamentaux. Lignes géodésiques fermées.

29. Une géodésique de la surface est bien déterminée par un de ses
éléments, c’est-i-dire par un point M (dont les coordonnées curvilignes
sont «, B) et I'angle © que fait la tangente en ce point avec 'axe des «
du triédre (T) attaché & la surface en ce point ; «, § et w seront dits les
coordonnées de ’élément. Nous pourrons supposer que, dans une
région déterminée ou nous ferons varier cet ¢lément, la surface soit
représentée réguliérement a I'aide des coordonnées «, § et que la
position du tri¢dre (T) y varie contintment.

Dés lors si, sur la géodésique considérée, nous portons, & partir du
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point M, unc longueur MM’ = &, les coordonnées de 1'élément situé
¢n M’ (lesquelles ne seront pas nécessairement rapportées au méme
systéme que celles du point M) seront des fonctions de «, 3, w, u : fonc-
tions continues ct dérivables, au moins jusqu’a un certain ordre.

Supposons que le point M varie sur une ligne déterminée L, les
coordonnées de ce point ¢tant des fonctions d’un paramétre ¢, et que
la géodésique issuc de ce point soit constamment orthogonale & L. Les
coordonnées, curvilignes ou cartésiennes, du point M’ scront des
fonctions continues et dérivables de « et de ¢ & des variations infini-
ment petites de ces quantités correspondra pour M’ un déplacement
infiniment petit de longucur

ds = \Jdu? + C* dv?,

(. ¢tant encore unc fonction dérivable de ¢ et de ¢. On sait que cette

«juantit¢ est liée i la courbure K = T{% de la surface par I'équation

Ju?

(13) = — CK.

Cette dernitre entraine une conséquence fondamentale pour notre
objet. Sur les surfaces & courbures opposcées, cn supposant (ainsi qu’on
peut le faire) C positif, il vient

di

u

o

v
<

(14)

"

<

30. Les quantités &, ¢ sont-clles, & leur tour, au moins dans une
région suffisamment petite, déterminées par la position du point M'?
Autrement dit, toule variation infiniment petite du premier ordre de
ces quantités entraine-t-clle un déplacement, infiniment petit du pre-
mier ordre, de ce point ? Les principes rappel¢s au n® 4 montrent qu'il
en sera nécessairement ainsi toutes les fois (uc C sera différent de zéro.
La région de la surface qui entourc le point M’ scra alors représentée
régulicrement par les coordonnées u, ¢ : celles-ci pourront étre consi-
dérées comme variant contindiment lorsque le point M’ se déplacera

Journ. de Math, (3¢ série), tome IV. — Fasc. 1, 18¢8, 7
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contindment en décrivant un chemin quelconque et seront déterminées
sans ambiguilé par cette condition.

31. Supposons, en premier lieu, que la ligne L se réduise & un
point a : ¢ sera I'angle que fait, avec 'axe des x du triédre attaché & la
surface en a, une géodésique issue de ce point; u, qui sera cssentielle-
ment positif, représentera un arc porté, a partir du point a, sur cette
ligne (coordonnées polaires géodésiques). On aura, en a,

“ aC
C= Q, ()_l-l =13
done, pour toute autre valeur de «,
- JC
( 1 ;)) o > I,
(16) C>u.

Voila donc un cas ot la condition C = o est nécessairement verifice
ct nous pouvons dés lors établir notre premier théoréme fondamental.

Tukorkne. — A chaque type de lignes joignant deur points a
et b, correspond un arc de géodésique appartenant a ce type, et il
1w’ en correspond qu’un seul (').

1* Considérons un point m qui va de @ en b par unc ligne quel-
conque A appartenant au type donné. Dans toutes les positions succes-
sives de ce point, la géodésique am sera détermince sans ambiguite
par la double condition de varier contindment ct d’avoir unc lon-

(') La proposition d’aprés laquelle, sur une surface @ courbure négative,
deux géodésiques infiniment voisines ne peuvent se couper deuz fois, proposi-
tion énoncée par Jacobi (Vorles. iiber Dynamik), a é1é démontrée par plusieurs
géomeétres. Voir a ce sujet le Mémoire de M. Von Mangoldt (Journal de Crelle.
t. 91, p. 23; 1881). M. Von Mangoldt donne, d'aprés MM. Thomson et Tait, la
démonstration, & I'aide du théoréme de Gauss, de ce fait que, si la surface est a
convexion simple, deux géodésiques qui se coupent sous un angle fini ne peu-
venl pas non plus se couper & nouveau; il remarque (p. 28) que cette conclu-
sion n'est pas nécessairement exacte s'il y a connexion mulitiple.
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gucur infiniment petite lorsque le point m est infiniment voisin de «.

L point m venant cn b, on obtient la géodésique cherchée.

2° Observons quc toute géodésique répondant i la question peul
s'obtenir par le procédé qui vient d’étre expliqué;; il suffira évidemment,
it cet effet, de prendre pour la ligne A cetle géodésique elle-méme.

Or les valcurs que prennent les coordonnées u, ¢ du point 7, quand
ce point vient en b, varient contindiment lorsqu’on déforme contind-
ment la ligne A; elles ne changent done en aucune facon, car le point /)
ne peut avoir, relativement au point ¢, plusicurs systémes de coordon-
nées polaires géodésiques infiniment voisins les uns des autres,

32. La premiére partic de la proposition précédente serait évidente
si 'on admettait que la longuecur d’un chemin joignant ab et apparte-
nant au type donné a nécessairement un minimam,

Quant i la seconde, il est i observer qu'on pourrait la démontrer
en employant le théoréme de Gauss sur les polygones géodésiques,
moyennant cerlaines précautions nécessaires pour l'applicalion de ce
théoréme aux contours géodésiques qui présentent des points doubles.

Considérons, par exemple, le polygone abed veprésenté fig. 3. 11
est clair qu’un tel polygone peut étre considéré comme une somme de
polygones géodésiques ordinaires ct que le théoréme de Gauss peul
lui étre appliqué sans aucune difficulté, sous la simple condition de
compter deux fois la courbure totale du quadrilatére 28v2 (fig. 3).

Fig. 3.

Un fail analogue aura licu pour tout polygone géodésiue réductible,
quels que soient ses points doubles. On devra alors multiplier respec-
tivement les courbures totales des différentes régions que détermine
ce contour par des entiers convenablement choisis, qui ne sont autres
que les indices de Gauss relalifs a ces régions.

Nous raisonnerons exclusivement, dans ce qui va suivre, sur des
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contours tels que les indices des différentes régions qu'ils délimitent
soient tous positifs, autrement dit, sur des aires polygonales formées
de partics additives, que 'on peut regarder comme des sommes de
polygones ordinaires.

33. Pour démontrer que deux points @, b ne peuvent étre joints
par deux géodésiques différentes du méme type, autrement dit, qu'an
biangle géoddsique réductible & un point ne peut exister sur une
surface a courbures opposces, nous remarquerons (ue cette conclu-
ston est évidente 8'il s’agit d’un biangle form¢é de parties toutes addi-
tives, car alors I'égalit¢ qui exprime le théoréme de Gauss aurait pour
premicr membre une quantité positive (la somme des angles du biangle)
ct pour second membre une courbure totale négalive.

Mais, d’autre part, d’aprés un théoréme démontré par M. Brunel ('),
si les indices relatifs & un contour réductible ne sont pas tous positifs,
cclui-ci est décomposé, par P'un au moins de ses points doubles ¢, en
deux contours particls, tous deux réductibles. L'un au moins de ces
derniers ne comprendra pas les deux sommets a, b du biangle et sera,
par conséquent, soit un nouveau biangle réductible, soit un monangle
ou biangle dont un angle est égal & =. Nous sommes donc ramenés au
cas précident.

34. Supposons, en second licu, que la ligne L, mentionnée aux
n** 29-30, soit unc géoddsique, de sorte que, u ¢lant la distance nor-
male géodésique d'un point M a L (complée en grandeur et signe
suivant son scns), on ait, pour & = o,

4_)_(5
Ju

=0,

et, par conséquent, pour toule valeur de a différente de zéro

(17) C>r,
(1(\‘) 11,3—1(3>0.

(1) Procéssverbauz de la Société des Sciences physiques et naturelles de
Bordeaur, séance du 1° juillet 1897.
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La premiére inégalité montre encore que la surface est représentée
régulitrement par les coordonnées u, ¢ ct nous permet, moyennant
des raisonnements identiques & ccux du n® 31, d'énoncer notre second
théoréme fondamental.

Tukonine. — .1 loul type de lignes joignant un point donné
une géodésique donnde, il correspond une géodésique normale dr
ce dype et il i’en correspond qu’une seule.

53. La premicre partic de ce théoréme est évidente, une fois établi
le théoréme du n° 31. La scconde peut encore s'établir i I'aide du
théoréme de Gauss. 11 suffit, & cet cffet, de remarquer que la géode-
sique du type considére, qui joint le point donné @ i un point variable
m de la géodésique donnée L, tourne toujours dans le méme sens
lorsqque ce point déerit L (le contraire entrainant manifestement la
production d’un biangle réductible). Il en résulte qu'un triangle
glodésique est toujours form¢ de parties additives ct, par suile, ne
peut ¢tre birectangle, d’apres le théoréme de Gauss.

36. Les coordonnces «, ¢ d'un point, rapportées i une géodésique,
¢Lant des fonctions bien déterminces de la position de ce point et du
type du chemin i joint ce point & un point détermind, les raisonne-
ments donnés au n® 521 (t. 11, liv. V) des Legons sur la Théorie des
surfaces, de M. Darboux, s’appliquent d’une facon entiérement génd-
rale ¢t montrent qu'un are de géodésique est plus court que tout
aulre chemin terminé aux mémes points et de méme type.

97. Si maintenant, au licu de linégalité (17), qui nous a servi &
“tablir notre sccond théoréme fondamental, nous envisageons l'inéga-
litt (18), celle-ci nous montre, par unc conséquence tout analogue i
celle qui s’offre dans le cas des surfaces & courbure positive (), que
lorsqu’un point décrit une géodésique L, sa distance normale (d’un
type déterminé quelconque) & une géodésique L ne peut avoir de

(') Voir le Mémoire cité : Sur certaines propriétés des trajectoiresen Dyna-
mique (ce Journal, 3¢ séric, t. I11; ne 18, p. 346-347; 18g7).

1
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maximum et crolt indéfinimenit en valeur absolue, si elle est crois-
sante ¢ quelque moment.

Ce fait essentiel va tout d’abord nous permettre d'énumérer comple-
tement les géodésiques fermées.

Tuionkme. — A chaque espice de contours fermés correspond
une gcodésique de cette espéce, et il n’cn correspond qu’une seule.

Il v’y a exception que pour les contours simples correspondant
aux nappes infinies non évasées.

1° On peut joindre un point quelconque @ de la surface a lui-méme
par une ligne géodésique appartenant i I'espéce donnée. Cela se peut
méme d’une infinit¢ de facons, puisqu’a celte espéce correspondent
une infinité de types de lignes partant du point @ et y aboutissant ;
mais, parmi tous les chemins ainsi obtenus, il n’y en a qu'un nombre
fini dont la longueur ne dépassc pas une limite déterminée quel-
conque (23). Donc, il existe un de ces chemins dont la longucur est
minimum. Seit / cc minimum, { st une fonction continue de la posi-
tion du point a, laquelle a par conséquent un minimum lorsque ce
point varie sur la surface limitée S'.

Mais, en général, ! augmente indéfiniment lorsque le point «
s'éloigne indé¢finiment.

Done, [ a un minimum sur la surface entiére S et ce minimum donne
la géodésique fermée cherchée.

Le raisonnement n'est en défaut que si { n’angmente pas indéfi-
niment avee I’¢loignement du point @, ce «qui ne peul se présenter que
pour les contours correspondant aux nappes infinies non évasées,
Nous verrons plus loin qu’il y a réellement exception dans ce cas.

2° Supposons qu'il y ait deux géodésiques fermées L, L" apparte-
nant & 'espéce donnée. Soient m’ un point quelconque de L/, « sa
distance a L, comptée suivant le type du chemin que déerit ce point
lorsque L’ vient coincider avec L par une déformation continue. Nous
savons (28) que la distance u reprend sa valeur initiale lorsque le
point M’ revient & sa position primitive apres description de la ligne I
Cette distance devrait done avoir un maximum en valeur absolue, ce
dont nous avons démontré 'impossibilité.
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Pour obtenir le méme résultat par 'application du théoréme de
Gauss, on remarquerait que les géodésiques abaissées, normalement
a L, des positions successives du point M’ ne sauraient s'entre-croiser,
sans uoi il se produirait un biangle réductible ou un triangle birec-
tangle réductible; autrement dit, les deux géodésiques L et L’ pour-
aient étre considérées comme délimitant une aire formée de partics
additives. L’application du théoréme de Gauss & cette airc conduirait
A une contradiction.

Remarque 1. — 11 résulie, 'soit du n® 34, soit d’'une démonstration
analogue a la précédente, qu'il v'existe pas, sur les surfaces a cour-
bures opposées, de géodésiques fermées réductibles.

Remarque I1. — La géodésique fermée correspondant & P'espéce 2™
n'est ¢videmment autre que la géodésique fermée d’espéce €, par-
courue | m | fois dans son sens primitif ou en sens inverse, suivant le
signe de m.

Ainsi, au point de vue de I'obtention des géodésiques fermées, nous
n'aurons pas a considérer d’espéce qui soit multiple d’une autre.

En particulier, une surface a connexion double w’admet qu'une
seule géodésique fermée.

Au contraire, si 'ordre de connexion dépasse deux, les géodésiques

fermées sont en nombre infini. Cette infinité est d’ailleurs ¢videmment.
dénombrable.

38. On peul remarquer que ces géodésiques fermées en nombre
infini forment un ensemble condensé en soi, au sens de Cantor; c’est-
d-dire qu’étant donnée unc géodésique fermée L, d’espéce ¢, il existe
une infinit¢ d’autres géodésiques fermées ayant au moins un élément
aussi voisin qu’'on veut d’un élément déterminé quelconque de L.

IV. — Géodésiques asymptotiques.

39. D’aprés le n® 37, si L, L’ sont deux géodésiques, lorsqu’un
point m' se meut indéfiniment (dans un sens déterminé) sur L', sa
distance & L, relative & un type déterminé quelconque, ne peut varier
(que d’aprés les trois lois suivantes :
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1* Croltre constamment depuis — = jusqu'it + 22, ou dceroilre con-
stamment de + % & — o (on peut dire alors que les deux lignes sv
roupent suivant le type consideré);

2* Partirde = % et y revenir aprés un minimum de valeur absoluc;

3¢ Partir de = = pour tendre vers zéro sans jamais changer de
signe ni de sens de variation (ou la variation inverse ).

La possibilit¢ des dcux premiers cas cst évidente. Celle du troisiéme
s'¢lablit par les considérations bien connues (qui s'offrent dans la Géo-
métric non cuclidienne. Soit @ un point de la surface, A une géodé-
sique joignant cc point & un point @ d'unc géodésique L. Considérons
un point 7 qui s'¢loigne indéfiniment sur L, dans un sens détermind,
i partir du point a (fig. 4) ct tragons la géodésique ¢'m du type A.

Fig. 4.

123

L’angle @ vi constamment cn croissant; il reste constamment infe-
ricur & une limite déterminée, & savoir 'angle extéricur en « du tri-
angle maa’. Donc &' m tend vers une limite 1.

La géodésique L’ présente évidemment avee L la relation indiquée
en dernier lieu. Nous dirons qu'elle est asymptote i L. Nous voyons
(qu’a chaque type de lignes allant d’un point & une géodésique corres-
pondent deux asymptotes de ce type; on peut considérer ces derniéres
comme les géodésiques qui, appartenant au type cn uestion, joignent
le point donn¢ aux points & I'infini sur la géodésique donnée.

40. Réciproquement, si deux géoddésiques L, L sont asymplotes
I'unc & 'autre, c’est-a-dire si leur distance mutuelle comptée suivant
un type déterminé (par exemple celui d’une certaine ligne joignant
entre cux deux points @, a’ ‘pris sur ces géodésiques) tend vers zéro,
la ligne L est Uasymptote a L mence par o' a Uaide de la méthode
précédente.
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Soit, en eflet, mm’ une ligne joignant deux points pris respectivement
sur L, L et dont la longueur X tend vers zéro i mesure qu'elle s"éloigne
indéfiniment (fig. 4). Les deux points m, n sont supposés se déplacer
d*une facon continue et la ligne mad’ dériver par continuité de la ligne
donnée aa’. 1L en vésulte que le quadrilatére aa’ mnd est réductible,
Joignons les denx points @’y me par la géodésique qui, considéree
comme ligne allant du point « & la ligne wn’y est du type o' m'.
Langle 2 des deux lignes @'nd'y, @’ m est infiniment petit, car (« el ¢
désignant des coordonnées polaires géodesiques rapportées au point e,
C2 e coefficient de do? dans U'élément linéaive relatif & ces coordonndes)
(1|
A= f VAFE G e > [ Cde> (@i = 1) a,
mm S mme
a cause de linégalité C >, établic au n* 31.
Donc @' ne’ est bien la limite de @' m; ce qui démontre la conclusion,
car laveductibilité du quadrilatére aa’mnd el celle du triangle ' mm’
entrainent celle du triangle a’am.

CororrLatnes. — S une géodésique 1. est asymplole a wne géo-
désique L, réciproquement celle-ci est asymplote a la premiére
sutvant le méme type.

Dewr géodésiques asymploles a une méme troisiéme sont asym-
ploles entre elles,

1. Au contraive, les asymploles menées par un méme poinl &
dewr géodésiques non asymptotes Uune a Uautre ne peusent coin-
eider.

Toulefois, cetle derniére proposition m'est exacte (que moyennant
une convention spéciale.

Lorsque nous comparcrons entre elles les géodésiques issues d'un
méme poinl @, nous aurons dorénavant égard a leurs ¢léments en a,
¢l nous dirons qu’il y a deux géodésiques distinctes s'il y a deux
¢léments distincts; de sorte qu’une seule el méme géodésique pourra
figurer & double titre dans 'énumération des géodésiques issues de a,
si clle a un point double en a.

Journ. de Math. (5¢ série), tome 1V. — Fasc. I, 18y8, 8
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Dews: points a, &' étant joints par une ligne déterminde, los asym-
plotes mendes par a, suicant le lype ady @ dewr goodisiques dis-
lineles issues de a ne peusent eotncider.

£2. Deux asymptotes mendes d'un mime point @ 4 une méme géo-
désicque L, mais différant par le type, peusent-elles coincider?

Supposons qu'unce ligne ax soit asymplote a la géodésique L' de
deux manicres différentes et soient s’y mm” deux lignes de 1y pes
différents joignant le point me de a.c i 1, variant d'une maniére con-
tinue et tendant vers zéro i mesure que le point me s éloigne indéli-
niment. La ligne m’mene”y jointe i Vave ' m” de 12y forme un contour
fermé d'espéce invariable 2, puisque ce contour se déforme conti-
niment,

De considérations développées un pen plus loin (n* 83, 3%) et qui
ne supposent en rien les présentes (), il vésulte que L7 est assmplote
il géodesique fermée Ly d'espiee 2.

Réciproquement, dans ce cas, il y a effectivement coincidence, car
les asymplotes de 1 sont les mémes que celles de L, lesquelles ne
changent pas quand on multiplie les types parle symbole de Fespéee 2,

St la ligne L est elle-méme la géoddsique fermée d espioee 2,
une méme asymplote ne peal provenir de dewr types différents.
prisquici deux types différant entre eux par le svmbole 1 doivent
¢tee regardés comme identiques,

£3. Nous avons dtudié au Chapitre precédent les géodésiques
fermdées, Les considérations actuelles nous conduisent i envisager les
géoddésiques asvmplotiques anx géodésiques fermées. On voil quune
telle géodésique Lsera déterminée lorsquon anra donné

12 Llespiee de la glodésique feemée corvespondante 1,3

2* Un point a de L

37 Un type de lignes allant da point « it L.

Nous réunirons dans une méme catégorie les géodesiques fermees
et leurs asvmplotes. Les premicéres peavent évidemment, en effet, étre
regardées comme un cas particulier des secondes,

(') Toutefois il est suppos¢ en cet endroit, el par conséquent ici, que L' ue
sort pas d'une portion finie de la surface,
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Cette réunion est d'aillears imposée par les corollaires du n° 40),

lesiquels nous conduisent i ranger dans une méme classe les géodésiques
asymptotes entre celles,

£4. L étant de nouveau une géodésique quelconque, reprenons le
triangle ad' m ( fig. §) considére aun® 39, aa’ désignant, pour fixer
fes idées, une géodésique normale & L, soient A la longueur aa’, I l'are
am (on, si L est fermée, celui des ares am qui correspond & une posi-
tion actuellement considérée de lu géodisique variable a’ ).

Dounnant dabord i [ une valeur déterminée amy, nous aurons

/\\I
am,a <

.

~t N

Supposons que, dans toute Fétendue du triangle ama’, la courbure
soil inféricure en valenr absolue 4 une limite déterminée, ce qui aura
lieu nécessaivement si ce triangle est dans une partie finie de la sur-
face. Sicalors w, ¢ désignent, comme au n* 34, des coordonnées gito-
désiques rapportées a L, la quantité Csera, en vertu de équation (13),
infericure i ) (e# 4 e~#*), Ceei fournit une limite supérieure de Taire
du triangle e, par snite, de sa courbure, laguelle est plus petite que

A . -
,)f(”l" -+ (."“') {n;

il en seraencore de méme pour la courbure du triangle géodésigque
adm, ot m, est un point de Fave am. D’autre part, si m, est situé
au deliv de m, il sufliva, pour obtenir la courbure du triangle aa’'m
dajouter a la courbure du triangle aa'm, celle du triangle a'm,m ,

. ¢ . . L) /\1
laquelle est inféricure i Pangle am,a'.

Donc la courbure du triangle aa’ m, est inférieure a une quan-
uté fixe que Pon peul assigner dés que Uon connall N, sans con-
naltre la position du point a ni celle de la géodésique L (pourvu
que le premier soit dans une région finie de la surface) et qui tend
mers 36ro avee M.
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Hen est de méme, par conséquent, pour la difference entre Fangle

N )
a‘ay (fig. §) et Pangle que fait Pasymplote 17 avee aa’ : car cetle
difference est la limite de la courbure qui vient d*¢tee éudiée.

£3. A cerésultat nous en rattacherons un autre qui nous sera utile
plus loin.

Soient ne, m' deux points (rés voising Fun de Fautee ( fig. 5y, De
cex deux points, abaissons sur une géodesique quelconque Lodes géo-

désiques normales £, qui dévivent Fune de Tautee lorsquion va de
en m’ par le chemin trés petitqui joint ces deux points,

On peut assigner a Pangle que font entre elles les tangentes mendes
a 1,1 respectivement aux points iy w’ une limite supéricure dépen-
dante de Ta distianee mne’ et tendant vers zéro avee celle distinee, nais
indépendante du choix de La geodesique Loet des points e, ', ponrvu
quon sache que cenx-ci sont dans une région linie et déterminée de fa
surface,

En effet, la diffévence des angles que font respeetivement £, {7 avee
la géodésique teés petite mm’ est plus petite que Ja limite supérienre
tronvée au numero procedent.,
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V. -- Géodésiques qui s’éloignent & 'infini.

£6. Nous savons qu'a chaque nappe infinie 5%; correspond un con-
tonr simple, et par conséquent (si cetle nappe est GVASee, ce(que nons
supposerons) une géodésique fermée v,

(Cest cette ligne que nous prendrons disormais pour position initiale
de T conrbe C; dont il a été question en commencant (n® 8), position
imitiale qui limite la nappe z,.

Ainsi qu'il a ¢ remarqué (27), il n'existe sur 3o; quiun seul type
de lignes allant d'un point quelconque m i la courbe limite v, de sorte
que la distance géodésique u du point m @ cette courbe est une fone-
tion parfaitement déterminée et univoque de la position de ce point.

Comme celte distance ne peut avoir de maximum sar une géode-
sigque et doit croitre constamment et indéfiniment si elle est croissanie
a un moment quelconque, une géodesique qui « piénétré dans la
nappe X, ne peal plus en ressortiv : elle s'éloigne forcément al’in-
Jini sur celte nappe, ot cela végulicrement (¢est-i=dire sans alierna-
tives de retour i distanee finie).

47. De ce qui precéde résulle que, sioune géodesique s'éloigne a
Finfini, il en est de méme de toute géodésique infiniment voisine de la
premicre,

48. Soilune géoddésique issue d'un point Oy non situé sur la nappe X,
el qui pénétee dans cetle nappe en coupant +; en un point . Lorsque
ce point se déplace contintiment en déerivant 5; dans un sens o
dans Fautree, la géodésique O me tourne antour du point O sans cesser
de s'éloigner a linfini sue la nappe %,

En supposant que le point m se meuve indéliniment dans un sens,
puis dans le sens opposé, on voit que Om oceupera suceessivement
toutes les positions comprises dans Fangle v que font entre elles les
deux asymptotes mendes par le point O y; et du type de Om.

Les angles -4 vont jouer un role fondamental dans les considérations
(qui seront présentées un pea plusloin, Hs sont en nomhre infini autour
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d'un méme point, si Fordree de connexion de la sarface est supérieur

a2,

Deux propriéiés de ces angles nous seront principalement utiles

1* Les cotés d’un angle . sont des géodisiques qui restent a dis-
tance finie (ce sont des asymplotes i une courbe ;)3
2° Dewr angles . différents ne peucent avoir un ¢olé commun

(#1, 42).

A9. Supposons que toutes les nappes infinies soient évasées @ alors
a chacune d'elles correspondra une géodésique fermée . Ces ne ligues
wont évidemment, d'aprés ee qui précide, ancun point commun, Elles
divisent la surface en 2 nappes infinies et une partie S’ fimitée en tons
scens, Clest cette derniére que nous nommerons, dans ce qui va suivre,
la partie finie de la surface : en sorte que cetle locution aura pouwr
nous dorénavant un sens parfaitement precis.

Nous vovons (ue, si une géodésique quelcongque ne s'éloigne pas i
Pinfini régulicrement sur une nappe déterminée, elle reste constani-
ment comprise dans la partie finie de la surfuce.

$#0. Nous dirons quelques mots du cas ot les nappes infinies ne sonl
pas toutes évasées. Dans ce cas, les conclusions précédentes ne subsis-
tent plus,

Soient, en effel, 3t une nappe non évasée, €; Lespéce die contours
simples correspondante.

I w'existe pas de géodésique fermée de cetle espice €5 car, &7l 3
en avail unc et qu'on rapportit les points de 36, aux coordonnées u, v
relatives & cette géoddsique, Ta quantité G augmenterait indéfiniment
avee u, et il en serail, par conséquent, de méme de Uintégrale

[Vl + G
dtendue & une courbe indéfiniment ¢loignée d'espeéce €.
Le méme fait résulte, d'ailleurs, du théoréme de Gauss applique a
I'aire comprise entre la géodésique supposée et une courbe indéfini-
ment ¢loignée d'esplee 24, si l'on part, conformément & ce qui a é16é
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. . o ds , . .
dit au n 15, de ce quel mlcgralvf-’- ¢tendue i cette derniére conrbe
Py
estinfiniment petite,

Cette dernicre démonstration a Pavantage de mettre clairement en
évidence ee fail que la géodeésique fermée située sur la nappe non
dvasiée doil dlre considérée comme rejetie a Uinfini.

#1. On voit aussi (ce qui élait a peu pres evident d'apres les re-
mardques faites an n° 13) que Fon peat faire varier la courbe € con-
sidérée en cet endroit de maniére que son périmétre aille constamment
en décroissant. Autrement dit, (2) étant une position quelconque de
cette courbe, il existe au deli de (2) des courbes de méme espéce el
de périmeétre plus petit que eelui de toute autre courbe analogue située
en deca de (). Dans le cas contraire, en effet, les raisonnements du
n* 37 continueraient a s'appliquer et montreraient Pexistenee d'une
géodésique fermée d'espéee (2).

On en conclut que, si 2’ est un contour quelconque distinet de €, la
geodésique fermée d'espece €<’ (laquelle a foreément des parties &
distance finie) s’¢loigne autant qu’on veut sur la nappe non évasée s
Fon prend le nombre » assez grand.

En un mot, la distinetion que nous avons pu faire, en général, entre
les nappes infinies et la partie finic de la surface cesse d'étre possible
dans ce cas spécial.

Nous nous hornerons i ces indications sur les nappes non évasées,
cl, dans tout ce (ui va suivre, nous exclurons expressément leur
extslence,

2. Les considérations qui précedent permettent d'étudier la dis-
tribution des géodésiques lorsque La surface est & connexion simple ou
double.

Si, en effet, Fordre de connexion est égal & 1, il ne peut y avoir de
geodésique fermdee, el la distance d’un point M & un point lixe quel-
conque O (distance (ui est une fonction parfaitement déterminée de
la position de M) augmente indéfiniment lorsque M déerit une géodé-
sique. Toultes les géodésiques s'en vont, par conséquent, a Uinfini, ¢
la distribution est cutiérement analogue & celle des droites d’un
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plan (*). Cestun vésultat qu’on peut vévifier aisément sur le parabo-
loide hyperbolique.

Supposons, maintenant, que Fordre de conmexion soit égal & 2.
Mors il 0’y aura qu’un contour élémentaire, le contour simple corres-
pondant it lune queleonque des nappes infinies @ la géodésique fermée
correspondante divise La surface en deux nappes infinies. La paetic finie
de la surface n'existe pas. Done toutes les glodiésiques s"éloignent a
Finfini, sauf celles qui sont asymptotes i la géodésique fermée @ ees
derniéres passent, an nombre de 2, par chague point de ko surface.

(Zest en particulier ce qui se passe sur Phyperboloide & une nappe,
et notre résultat est conforme & celui qu’obtient Halphen sur la sur-
face gauche de révolution.

On remarquera que la nature du résultat obtenu tient ¢ 12 ivee gu'il
ny aquiune seale espiece de contours fermes essenticllement distinets;
2° en particulier, i ce gue les contours simples corvespondant anx deus
nappes infinies sonl dquivalents,

Au contraive, si Fordre de connexion dépasse 2 :

1° Les contours fermés essenticllement distinets sont en nombee
infini;

2 Les contours simples relatifs any diflérentes nappes infinies sont
tous distinets les uns des autres,

Grice i cetie double circonstance, les résultats obtenus en général
vont étre fort différents de cenx qui s'offvent dans les deux eas parti-
culiers que nous venons d'examiner.

VI. — Géodésiques de troisidme catégorie; classification générale.

$3. Ainsi que nous Lavons dit an n® 51, nous supposerons que les
nappes infinies sonl loules évasées.

Nous avons, dans les Chapitres précédents, considérd deux elasses
de géodésiques : celles qui sont fermées on asyvimploliques aux géode-
siques fermees, et celles qui <'éloignent indéfiniment. Nous allons
maintenant ¢tadier les géodésiques (qui ne rentrent dans aucane des
deux catégories précédentes.

(1) Plus exactement, d'un plan non euclidien,
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Envisageons une géodésique L, définic par un élément initial (soit
un point O ct la tangente en ce point). Si celte géodésique ne s’¢loigne
pas & l'infini, clle reste constamment comprise dans la partic finie de
la surface. Dés lors on peut évidemment trouver sur cette ligne, d'une
infinité de fagons, deux ¢léments infiniment voisins, autrement ditdeux
points m, m', tels que :

1° L’arc mm’ compris cntre ces deux points, sur la ligne L, soit su-
périeur & unc longueur détermincée quelconque A;

2° La plus courte ligne géodésique £ qui joint ces deux points soit
inférieurc & une quantit¢ quelconque donnée ¢;

3* L'angle des deux tangentes en m, m’ soit également inféricur ac.

La ligne [ forme, avec I'arc mm’ de L, un contour fermé 2, lequel
n'est pas réductible & un point, puisque c'est un biangle géodésique.
Soit L, la géodésique fermée d’espice €.

Considérons la distancc normale « d’un point quelconque de L 4 la
ligne L,, distance comptée suivant un type tel qu'elle revienne a sa
valeur primitive lorsque ce point décrit le contour ¢ (28). La diffé-
rence des deux valeurs de  au point 72 et au point 7’ est trés petite, ct

il en cst de méme (45) de la différence des deux valeurs de Z—g-

Je dis que u et :%‘ sont trés petils en valeur absolue tout le long de

Parc mm'.
Pour le démontrer, supposons d'abord que # change de signe sur
Farc mm' de L et, par conséquent, aussi sur la ligne /: u sera trés

petit en m ct en m’, done aussi tout le long de I'arc mun’. Dailleurs,
dtu , . du . \ . ' .
—= Ctant fini, == sera également trés petit, en vertu d'un lemme dé-

montré dans le Mémoire précédemment cité (*).
Supposons, cn second licu, que # garde un signe invariable sur le

. diu ‘e
contour; alors il en sera de méme de ——=; comme la différence des va-
du .odiu ) .
leurs de —= enm et en m2’ est trés petite, —— devra étre Lrés petit en

valeur absolue (sauf tout au plus pour des ares de longueur totale trés

(") Sur certaines propriéiés des trajectoires en Dynamique, n° &, p. 334.
Journ. de Math. (5¢ série), tome IV, — Fasc L. 18¢8, 9
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petite). D'ailleurs, :—;—: est aussi Lrés pelit, car « varie toujours dans le

méme sens; ce fait résulte de ce qque la variation de & est trés petite el,
8i « a un minimum, de ce que les deux valeurs initiale ct finale de

du . . '
7o lesquelles sont trés peu différentes, comprennent entre elles zéro.

Dés lors, I'équation de L, rapportée & la géodésique L,,

ti’u__l()C (du"
a=ca'~F) |

\

1 (x: . LY . L3 . .
montre que = doil ¢re trés petit. L'équation

0*C “w
(13) g =— CKk
prouve aisément qu'il doit en étre de méme de u, si la courbure (prise
en valeur absolue) ne descend jamais au-dessous d'une limite déter-
mince, ou du moins ne devient trés petite que dans des aires suflisin-
ment petites dans toutes leurs dimensions et séparées par des inter-
valles non tres petits.

Notre conclusion ¢st donc démontrée dans Lous les cas.

54. Si u continuc & décroitre en valeur absolue, notre géodésique
cst asymptote a L,j sinon, nous devons supposer que « a un cerlain
minimum, aprés lequel L s’¢loigne & nouveau de L.

D’aprés cela, si, outre les deux catégories de géodésiques rencon-
trées dans les Chapitres précédents, il en existe une troisieme, cha-
cune des lignes de cette derniére catégorie correspondra i une série
infinic de géodésiques fermées Ly, L, ..., L;, de chacune desquelles
elle sapprochera successivement pour I'abandonner ensuile; elle ser-
rera ces géoddsiques suceessives de plus en plus prés, et cela sur des
longucurs de plus en plus considérables.

En un mot, la géod¢ésique en question posséde la propriété indiquée
par M. Poincaré ('), & savoir que les équations du probléme admet-

(") Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, 1. 1, p. 82.
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tent « une solution périodique (dont la période peut, il est vrai, étre
trés longue), telle qque la différence des deux solutions soit aussi petite
qu’on le veut, pendant un temps aussi long qu’on le veut ».

58. La suite des géodésiques L; suffit-clle a définir la géodésique L?

Pour nous en rendre compte, considérons, sur L, un point m séparé
du point O par un arc trés grand et, d’autre part, tris voisin d’un
point m’ d’unc des géodésiques Ly, de manitre que les tangentes
menées cn ces deux points aux deux lignes fassent un angle teés petit.
Joignons Om' par la géodésique qui équivaut a arc Om joint a la
ligne infiniment petite mm’. Cette géodésique fera avee L un angle
teés petit, comme on le démontre par le raisonnement déji invoqué
au n°® 40. Elle fera aussi un angle trés petit avec L; et, par suite, aussi
avec 'asymptote menée du point O i cette ligne, suivant le méme
type; car la différence des angles que font Om, Om’ avec mm’ est
sensiblement égale & la courbure totale du triangle O mm’, laquelle
est trés petite (44), ct, d’autre part, les angles de L et de L; avec mm’
sonl aussi teés peu différents.

Done L est la limite d’asymptotes menées du point O aux
lignes Li;.

On voit, par conséquent, que, s'il exisle une géodésique de la troi-
sitme calégorie, on devra, pour 'obtenir, considérer :

1° Une séric de géoddsiques fermées L; correspondant i des espéces
de plus en plus compliquces;

2 Un point O;

3° Une sérvie de Lypes &; de chemins allant respectivement du
point O & chacunc des lignes L.

Les asymptotes menées du point O & chacune des lignes L;, suivant
le type &; correspondant, tendront (du moins siles L;, ; ont ¢té choi-
sis convenablement) vers une position limite (ui sera la géodésique
demandée L.

On remarquera que toute géodésique asymptote & L sera définie par
la mé¢me suite de symboles L;, & le point O changeant scul; de sorte
que celte suite de symboles, lorsque le point O reste indéterminé,
définit une classe de géodésiques, en prenant ce mot avec le sens qui
lui a été donné au n® 43.
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36. 1l reste & savoir si les trajectoires dont nous venons de suppo-
ser I'existence se présentent véritablement,

La réponse é cette question est affirmative ; nous allons constater, en
cffet, que les géodésiques fermées ct leurs asymptotes ne peuvent con-
stituer & clles scules la totalité des géodésiques qui restent & distance
finic.

Soit O un point que nous supposerons, pour fixer les idées, situé
dans la partic finie de la surface; nous désignerons par I I'ensemble
formé par les dircctions initiales des lignes géodésiques qui en par-
tent (') et ne s'¢loignent pas indéfiniment.

D’aprés ce (ue nous avons vu précédemment, cet ensemble est
formé par les lignes qui ne sont intéricures & autun des angles (ue
nous avons désignés (48) par la letire &, les cotés de ces angles fai-
sant partie de 'ensemble.

Je dis qu’un tel ensemble est parfait :

1¢ Toute ligne qui appartient a l’ensemble E appartient aussi a
son dérice.

‘n cflet, si une géoddésique L appartenant i l'ensemble E sevt de cote
a un angle tel que toutes les directions intéricures i cet angle soient
celles de géodésiques qui s'éloignent indéfiniment, cet angle ne peut
étre qu'un angle &. Mais alors, de 'autre coté de L se trouveront des
lignes appartenant a I'ensemble E : le contraire exigerait, en cffet,
(ue L serve de cdté commun & deux angles b différents, ce qui ne peut

étre (48).

9° Toute ligne qui n’appartient pas a Uensemble E n’appartient
pas a son ensemble dérive.

Clest ce que nous avons remarqué au n® 47.

Donc l'ensemble E est bien parfait et, comme tel, de seconde puis-
sance.

Or les asymptotes menées par le point O aux différentes géodé-
siques fermées forment un ensemble numérable.

Donc Pexistence des géodesiques de la troisiéme catégorie est
démontrée.

(*) 11 est clair que nous adoptons ici la convention du n® 41.
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57. La génération de l'ensemble E rappelle évidemment celle de
ces ensembles rencontrés par M. Poincaré, introduits plus explicite-
ment dans la Science par M. Bendixson, puis étudiés par M. Cantor
et qui, tout en étant parfaits, ne sont condensés dans aucun intervalle.
Les angles & jouent ici le role des intervalles nommds (a,, b,) par
M. Cantor (*).

Nous allons montrer ue Pensemble E appartient effectivement & la
catégorie dont nous venons de parler.

Pour cela, soit P un sccond point quelconque de la surface et dési-
gnons par ¢ Pensemble des directions initiales des différentes géode-
siqques qui vont du point O au point P.

Je dis que Uensemble ¢ a pour dérivé E.

Tout d’abord, unc géodésique L, issue du point O et qui s’¢loigne &
P’infini sur une nappe quelconque 3t;, n’appartient pas au dérivé de ¢.
Prenons, en cffet, sur cette ligne un arc déterminé Om = [ : une géo-
désique suffisamment voisine de L, mais non coincidente avec elle, ne
passera, assurément pas, par le point P, de maniére que I'arc OP soit
inféricur & L. Mais le point P ne peut pas non plus étre 'extrémité d’un
arc supéricur a [, port¢ sur une géodésique voisine de L, si I'arc [a
¢té pris asscz grand pour (ue son extrémité m soit sur la nappe 9t; et
(dans le cas ol le point I scrait également sur cetle nappe) & une
distance de ¥, plus grande que celle de P.

Nous avons maintenant & démontrer la conclusion réciproque, & sa-
voir que si la géodésique L est tout entiére & distance flinie, il existe
des géodésiques faisant avee elle, en O, un angle aussi petit qu’on veut
et passant par le point P.

Supposons d’abord que L soit asymptote 4 une géodésique fermée ¢,
d’espece € (ce cas comprenant celui ol L serait clle-méme une géodé-
sique fermée). I est la limite de géodésiques joignant O & un point
déterminé quelconque m de ¢ et dérivant de 'une d’entre elles par un
nombre de plus cn plus grand de circulations du point m suivant ¢ :
soit L® la géodésique Ome correspondant & k circulations ct dont la
longucur A; augmente ind¢finiment avec k. Imaginons que le point m
sc rende en I’ par un chemin déterminé une fois pour toutes et de lon-

(') Acta mathem., t. 1V, p. 381; 1884,
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gueur {: la géodésique O qui, dans ce déplacement, dérive par conti-

. . . . e . l A

nuité de L%, fait avec celle-ci (40) un angle inférieur & = Elle
k™
est donc infiniment voisine de L® ct, par suite, de L pour & infini,

La conclusion demandéc est ainsi élablie si L est fermée ou asyni-
ptote & une géoddsique fermée. Dés lors, elle s'étend delle-méme aux
géodésiques de troisiéme calégorie, puisque celles-ci sont des limites
de lignes telles que la ligne L qui vient d'¢étre considérée.

Le théoréme est donc complétement démontre.

88. Les considérations précédentes nous permettent de prouver,
comme nous I'avons annoncé, que ensemble E, quoique parfait, n’est
condens¢ dans aucun intervalle : c'est-a-dire que, prés de tonte ligne
appartenant it cet ensemble, se trouvent une infinité de lignes qui n'y
apparlicnnent point.

Il suftit en cffet, dans le raisonnement précédent, de prendre le
point P sur une nappe infinie, puisque loutes les géodésiques qui pas-
sent par un tel point s’¢loignent indéliniment.

1l est done bien prouvé que Uensemble E est un ensemble parfail,
qui West nulle part continu.

Mais de ce (que nous venons de dire se dégagent des conclusions plus
étendues & certains ¢gards. Nous voyons, en cffet :

1° Que, dans le voisinage d’une ligne L. faisant partie de Uen-
semble K, on trouce des géodésiques allant a Uinfini sur telle nappe
infinie qu'on veul, puisque le point P peut étre pris sur n'importe
(quelle nappe inlinic;

2° Que, dans le voisinage de cetle méme ligne, existent aussi d'au-
tres lignes restant & distance finie, en particulier des asymptotes a
toutes les géodésiques ;, puisque ces asymploles servent de eotés aux
angles &, et des géodésiques de troisicme catégorie : celles-ci sont,
cn cffet, distribuces dans tout angle contenant des ¢léments de K,
puisque les asymploles aux glodésiques fermees ne forment u'une
partic numérable de 'ensemble parfait E.

En un mot, tandis que toute géodésique qui s'¢loigne & Vinfini est
entour¢ d'un continuum de géodésiques jouissant de la méme pro-
priété, au contraire, towl changement, st minime qu’il soit, apporté
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a la direction initiale d'une géoddésique qui reste a distance finie
suffit pour amener une variation absolument quelconque dans Ual-
lure finale de la courbe, la géodésique troublée pouvant affecter
n'importe laquelle des formes énumérées précédemment.

89. Les circonslances que nous venons de rencontrer se relrouve-
ront-clles dans d’autres problémes de Mécanique? Se présenteront-clles,
en particulier, dans I'étude des mouvements des corps célestes? Clest
ce qu'on ne saurait affirmer. 11 est probable, cependant, que les résul-
~ lats obtenus dans ces cas difficiles scront analogues aux précédents, au
moins par leur complexité,

S'il en était ainsi, il importe de remarquer que I'un des principaux
problémes de la Mécanique céleste, la question de la stabilité du sys-
t'me du monde, méme sous son aspect théorique (c'est-a-dire réduite
an mouvement de 2 points matéricls s’attirant suivant la loi de Newton),
cesserait d'avoir un sens.

Certes, lorsqu’un systéme se meut sous I'action de forces données
et (que les conditions initiales du mouvement ont des valeurs donnces,
au sens mathématique du mot, le mouvement ultéricur et, par
constquent, la manidre dont il se comporte, lorsque ¢ augmente indé-
finiment, sont par ccla méme connus. Mais, dans les problémes astro-
nomiques, il ne saurait en étre ainsi : les constantes qui définissent le
mouvement sont données physiquement, c'est-a-dire avee des erreurs
dont Pamplitude se réduit & mesure que la puissance de nos moyens
d’obscrvation augmente, mais qu'il est impossible d"annuler.

Si 'on ne suit les trajectoires que pendant un temps délermind,
(quelconque dailleurs, on peut imaginer que les errcurs sur les données
initiales aient ¢4 rendues assez minimes pour ne pas altérer sensible-
ment la forme de ces trajectoires pendant le susdit intervalle de temps.
Ce qui précéde nous montre qu’il n’est en aucune facon légitime d'en
tirer unc conclusion analogue relativement & Pallure finale de ces
mémes courbes. Celle-ci peut fort bien dépendre (et dépend, en eflfet,
dans les problémes relativement simples anxquels est consacré le
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présent Mémoire) de propriétés discontinues, arithmétiques des
constantes d’intégration.

60. De quelle nature sont ces propri¢tés? Pour nous horner aux
cas que nous avons traités, dans quelle voic doit-on chercher & com-
pléter la discussion que nous avons donnée des géodésiques sur les
surfaces i courbures opposces et 4 connexion multiple? La premiére
question qui se pose & cet ¢gard cst la suivante :

Nous avons vu que les géodésiques issues d’un point quelconque O
sont :

1° Les géodésiques fermées ou leurs asymptotigques, dont chacune
est caractérisée par unc espice 2 de conlours fermés, un type & de
lignes joignant le point O & la géodésique fermée d'espéce &

2° Les gtodésiques qui vont & l'infini, distribuées dans les diflé-
rents angles < : chacun de ces angles est caractérisé par une nappe
infinic et un type de lignes menées de O & la géodésique fermée cor-
respondant & celte nappe;

3¢ Les géodésiques de la troisiéme catégorie, qui sont des limites
de celles (que nous avons nommeées en premier lica.

Il y aurait licu d’étudier Pordre circulaire dans lequel ces lignes
sont rangées autour de O.

11 est d'ailleurs clair qu'il suffit de trouver la distribution des géo-
désiques de la premidre sorte, car entre celles-li viendront évidemment
se placer d’cux-mémes les angles & d'une part, les géodésiques de la
troisicme catégorie de 'autre.

61. L'étude de cel ordre circulaire est d'ailleurs simplifice par
celte circonstance que cet ordre ne dépend pas de la position du
point O.

En effet, lorsque ce point se déplace, deux lignes de symboles diffé-
rents ne peuvent coincider et, par conséquent, leur ordre reste inva-
riable.

Il résulte presque évidemment de ce fait que, si deuxssymboles
correspondent & deux géodésiques infiniment voisines, issues d'un
point O, ils donncront encore deux géodésiques infiniment voisines
en un second point O'; et, cffectivement, I'on peut démontrer directe-
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ment que les asymptotes menées du point O’ (suivant le type d'un
chemin OO délerminé) & deux géoddisiques trés voisines issues du
point (), sonl aussi trés voisines 'une de l'autre,

Supposons maintenant que le point O revienne i sa position primi-
tive apres s'étre déplacé le long d'un certain contour fermé non réduc-
tible. Notre ordre circulaire ne scra pas altéré par cette opération,
qui consiste fmultiplier tous les types & envisagés tout a 'heure par
celui du contour en question (considéré comme joignant le point O
a lui-mdme),

Ainsi I'on devra trouver, entre les symboles énumérés en 1° (numnéro
précedent), unordre circulaire qui ne change pas lorsqu’on multiplie
tous les types par un méme facteur quelcongue. La détermination
générale des ordres jouissant de cette propri¢ié est, par conséquent,
nn probléme dont la solution importerait & notre objet.

62. Quant & la méthode que nous avons employée, on peut la consi-
déver comme une application de deux principes posés par M. Poincaré,
dans ses ¢tudes sur les ¢quations différenticlles.

En premier lien, nos conclusions metlent en évidence, une fois de
plus, le role fondamental que joue dans ces questions 'Aralysis
situs. Qu'il soil absurde d’¢tudier des courbes intégrales tracées
dans un domaine déterminé sans faire entrer en ligne de compte la
forme méme de ce domaine, c'est une vérilé sur laquelle il peut sembler
inutile d'insister longuement. Cette veérité est cependant restée insoup-
connde jusquaux travaux de M. Poincaré.

kn second licu, Uimportance que ce géométre a reconnue aux solu-
tions périodiques, dans son Traité de Mécanique céleste, s'est
manifestée également dans la question actuelle. Ici encore, elles se
sont montrées « la scule bréche par laquelle nous puissions essayer
de pénétrer dans une place jusqu'ici réputée inabordable (*). »

D'une fagon plus précise, elles ont joué pour nous le réle d’une
sorte de systéme de coordonnées auquel nous avons rapporté toutes
les autres géoddésiques.

(') Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, v. 1, p. Ba.
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