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ELLIPSOÏDE CONSIDÉRÉ COMME FIGURE D'ÉQUILIBRE. 231 

De l'ellipsoïde considéré comme figure d'équilibre relatif 
d'une masse fluide homogène. 

PAR M. ΜΛΤΗΥ 

I. 

Pour résoudre cette question, il faut d'abord calculer les compo-
santes de l'attraction de iellipsoïde homogène sur un point de sa 
surface; elles se déduisent des valeurs relatives au point extérieur à 
l'ellipsoïde dans lesquelles on fait la limite supérieure de l'intégra-
tion = i, car pour un point de la surface a' — a, b' = c = c, il esl 
évident qu'à la limite inférieure zéro l'intégrale est cllc-mérnc zéro; 
on peut alors écrire 

( ') 

Ν - ii<?+<*,) <vr 

Y KO» + »·)-* + wlT''""· 

~ {c* -·~α*)(ό*~—Ί*Γ) ['•Ο' + ω«) ~ rH + c'< ç\ e~' ' 

Ces expressions peuvent être simplifiées. 
D'abord la formule d'addition des arguments dans la formule ζ de-

vient, au cas où l'un des arguments est ωβ, 

z(v+wz= = fv + fx+ 1/2 ^'vb do,' 

= v + no + 1/2 p' pv-cez 
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D'uulrcpart, les limites supérieures dans les intégrales sont égales; 
ainsi dans X, de r>

3
 = ±(b2 -h c* — ia2) et depv — e, = a2, on déduit 

pv = j (à* -f- b% 4- c2), valeur identique pour Y et Z. 
Les égalités (i) se changent en (2) 

O) 

X= 3Mx (a2-b2)(a2-c2) Cv+ 1/2 p'v pv-e2 + ec); 

Y= 3Mmy (b2_a2)(b2-c2) (+1/2 p'v pv -e2 +e2v); 

Z= 3Mmz (c2-a2)(c2-b2) (Cv+ 1/2 p'v +ec 1v): 

avec la valeur de 
pv = |(aa-t- b* + ca), 
ρ' ν = — 2 abc. 

(les formules permettent de retrouver celles qui conviennent aux 
deux ellipsoïdes de révolution. 

Dans le cas de l'ellipsoïde de révolution aplati a = />, d'où h ~ o, 
il y a dégénérescence des fonctions elliptiques on fonctions circulaires. 

Les formules à appliquer sont les suivantes : 

(3) 

= 3<*;, fi, — e",, 

pv= -3/2 g3 g2+ 92 g2 g1 sin2v 9gg2 2g2 = -e1 2+3ci +3eci -1 sin2v 3ei x 

Cv = e1 2+ 3ei 2 cosv 3ci 2 

Jolies conduisent, dans le cas présent, à 

(0 

a2= (a2-c2) 1 sinv a2-c2 

v a2 -c2 = arc tang a2-c2v 

Çr = Û, + e. 
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Portées dans l'expression de Z, ces valeurs la transforment succes-
sivement en 

Z= 3Mz (a2-c2) (e1v+2 c-a2 c+e1v=) 

Z=3Mmz (a2-c2) [a2'(-v2+c2 - a2)b= 

(6) Z= 3Mmz (a2-c2) (a2-c2 c _ arc tang a2 - c2 v 

Kile est identique à l'intégrale directe. 

V et Ζ se présentent d'abord sous la forme à cause du facteur 

(i — b\ il suffit d'appliquer le procédé bien connu des dérivées pour 
faire apparaître leurs vraies valeurs. 

Dans l'ellipsoïde de révolution allongé b = c1 il en résulte k — ι ; les 
fonctions elliptiques dégénèrent en fonctions hyperboliques. On se 
sert alors de 

(7) 
pu =ea -3 /2 c3 ev +e-v ev-e-ev 

u = e5 2 u - 3/2 e-v + ev e-v _e 

v = u\J-\<·» 

i|iii deviennent, avec les hypothèses actuelles, 

C8) 

β
»-(

β
·-β»)(£±£)\ 

e =log(
a
-±^£!), 

ζ M ·= Il -h Cl) 

et permettent par substitution de vérifier les formules applicables à ee 
cas particulier. 
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II. 

De Γ ellipsoïde considéré comme figure d'équilibre relatif d'une 
masse fluide homogène tournant uniformément autour d'un axe 
fixe et dont les molécules sont soumises à leurs attractions mu-
tuelles suivant la loi de la gravitation. 

Admettons que Os soit Taxe de rotation de la masse fluide dans son 
état d'équilibre relatif; d'après les formules (2) du Chapitre précé-
dent, on désignant par 

(0 

P= 3Mm (a2-b21) (a2-c2) (Sc+1/0+ p'v pv - e2 +e,4 

Q= 3Mm (b2-a2)(b2-cç2) (v+1 / 3 p'v pv -ec +ec v 

R= 3Mm (c2-a2)(c2-b2) ( -/2 +p'v pv -e1+e1 

η = vitesse angulaire autour de l'axe de rotation, 

nous savons que Téqualion de la surface libre du liquide est 

(2) z2 +Q-n2 R y2 +P-n2 R= const. 

pour qu'elle coïncide avec celle de l'ellipsoïde 

<») z2 +c2 b2y2 +c2 a2 x2=c2; 

il faut que 

(4) 
Q-n2 =Rc2 b2; 

p- n2= Rc2a2; 

η 
On en déduit Q — Ρ = ^ϊ(β2~- ^a) j remplaçant Ρ, Q el H par 
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leurs valeurs (i), on obtient 

(5) 

v 1+2 p'v pv _e2 + e2v + 1_23*+ p'v + eb +2pv _e2 2pbv _ e2 (b'2-a2)(b2-c2) (a2_ b2)(a2_d)..: 

=(c2 (a2-b2) ev+ 1/2 d:{àçp'v pv-ev1=ce-e1= a2b2 (c2/(2) b-2) 

Cette condition doit exister pour pv = ^ (α8 -h à8 4- c8). 

Çe ne renferme pas de terme constant; on peut déduire ζ ν de l'ex-
pression (5), et en dérivant par rapport à e, on doit retrouver/w, en 
quantité déterminée; cela revient à dériver l'équation (5) et k rem-
placer pvct ses dérivées parleurs valeurs pour reconnaître si la condi-
tion est satisfaite identiquement. 

11 suffit de calculer un des termes : soit 

-pv + 1/2 p"v (pv_e1) _+e2 (pb_ e1 ") 

Or, de 

p"v = Sp,v-,-g„ 

on a 

p"v= -(a' + b' + e')'- |[(aJ- b*)>-t-(a> - c>)> + (b> - c')2] 

= 2(a868-h 68c84- a8c8). 

Il en résulte que 

ι p"t>(pv — et) —·ρ'*ν α86*+ b*c%— a*cl
t 

2 (Pv — et)% ô* ' 

d'où 

pv + 1/2 p8 v(pv_e2) _p'v2 +e1 (pv_e,=2 
(é8 — a8) (b* — cx) ~ -

Alors, on trouve facilement que l'équation (5) dérivée conduit, avec 
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pv — | (a2 -+- b2 -+- c1), à l'identité 

(6) - 1 b2 + 1a2 = c2(a2-b2) a2b2 x -1 / c2 

11 reste à calculer la vitesse angulaire déduite de (4) 

(:) n2= Qb2-rc2 = b2= Pa2- Rc2 a2; 

ou encore 

, _ 3 M m - b\a<-c<) (iv + i J^-+e,,)-c'^~b') (W | +<-,<) 
Λ b* (at—é*)(at—bt)(bt—et) " ' ' 

2 3Mwi aïb1—a*t*) ·+■ abc{ia2— b%—c2) — v\etb2(a2—ct)^-e
i
ci(ai~- />*)] 

" ~~ΊΓ* (α»-/>«)(α«— c») 

Le signe du numérateur dépend de 2a1— />2— c·2 qui est essenliel-
lement positif, car a2 > &2 > c2. 

L'équilibre relatif est impossible quand la rotation se fait autour 
d'un autre axe; ainsi, si elle avait lieu autour du grand axe 

(»> n2= Qb2 -Pa2= b2= rc2_ Pa2 e2 

et autour de l'axe moyen 

(9) n2 = Rc2 _ Qb2 c= Pa2 - Qb'2 a2 

Les valeurs de n, tirées de (8) ou de (9), sont imaginaires; on le 
démontre en les comparant à (7). 

On peut conclure que l'ellipsoïde homogène, à trois axes inégaux, 
dont les molécules sont soumises à leurs attractions mutuelles, devient 
une figure d'équilibre relatif quand il tourne autour de son plus petit 
axe avec la vitesse angulaire uniforme et unique dépendant de la 
forme de l'ellipsoïde. 
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Des ellipsoïdes de révolution. 

En faisant a = b, c'est-à-dire 

pv= g (2 aa-hca), 

p'v — — 2 aac, 

c, = |(aa —ca); c#) = — 

l'équation (5) se transforme en 

(10) j(a' — <:') Γζι>— c — = ο. 

Or, on satisfait à cette relation par : 
i° a = c, ce qui donne la sphère; 

2υ = c -h ~ c, ce qui convient à l'ellipsoïde de révolution aplati 

d'après la formule (4) du précédent Chapitre. 
Quant à la vitesse angulaire correspondante, elle devient 

(»0 " - —r~ = I— - J ' 

E11 prenant OX comme axe de rotation, l'équation de condition 
serait, après y avoir fait b = c, 

(12) (a3 — c2) (ζν — a — — v^j = o. 

Mais la vitesse n, ayant alors pour expression 

a
 Qè* — Ρα* 3M//ia*f"y/a*—c* , a h- y/a* — e1 

Λ A* c* (_ a c ' 

démontre que l'ellipsoïde de révolution allongé ne peut être une figure 
d'équilibre relatif. 


