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SUR LE DEPLACEMENT »'UNE DROITE. 131

Sur le déplacement le plus ge’né/'al d’une droite
dont tous les points décrivent des trajectoires sphériques;

Pax M. Esxest DUPORCQ,

Ingénicur des Teélégraphes,

1. Dansune Note récemment présentée i’ Académie des Sciences ('),
nous avons ¢noncé les principaux résultats auxquels nous sommes par-
venus dans 'étude du déplacement d’une droite dont tous les points
déerivent des trajectoires sphériques.

Ce probléme n’avait été étudié jusqu'ici que dans le cas particulicr
ot les points de la droite mobile restent sur des sphéres ayant leurs
centres dans un méme plan, par M. Darboux ct par M. Mannheim (?).

On peut résumer ainsi les résultats obtenus par ces deux ¢minents
géomorres ;

1° 8L quatre points d’'une droite mobile restent sur des sphéres
dont les centres sont dans un méme plan, tous les points de cette
droite restent aussi sur des sphéres, dont les centres ont pour licu
une conique; par suite, deux points, réels ou imaginaires, de la
droite déerivent des courbes planes.

(') E. Dvrorcq, Sur le déplacement le plus général d une droite dond tous
les poinls décrivent des trajectoires sphériques (Comptes rendus, séance du
13 novembre 1897).

(?) MaxNuiM, Principes et développ. de Géom. cin., p. 180.
Journ. de Math. (3¢ série), tome 1V, — Fasc. 1II, 18g8, 16
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9 Dans le moucement & deux paramétres d’une droite dont
Irois points se déplacent sur trois sphéres dont les centres sont en
ligne droite, tous les points de la droite décrivent des sphéres ayant
leurs centres en ligne droite. Un point de la droite décrit un plan.

Ces résultats rappelés, nous allons aborder I'étude du probléme
geéncral que nous avons en vue, en commencant par quelques remarques
geometriques,

1.

2. Soient, dans 'espace, D,, D,, D, trois positions d’une droite D),
sur lesquelles m,y ne, el an, sont les positions d'un certain point quel-
conque m de la droite D). Les plans normanx aux segmenls m,m,,
mym, et m,m, cn leurs milicux passent respectivement, comme F'on
sail, par trois droites fixes, 4.,, 4,, ¢t 4,4, quel que soil le point m sur
la droite D. L’axe de la civconférence (mymymey) rencontrant évi-
demment ces trois droites, il a pour licu, quand le point ns déerit fa
droite D, Phyperboloide 1, , , qui admet les Lrois droites A pour génd-
ralrices,

Soilt maintenant D une quatrieme position de fa droite D3 consi-
dévons les hyperboloides 11, , , et H, , , : ils ont en commun la droite
A, ctle reste de leur intersection est une cubique gauche I' 2 celle-ci
est e licu des centres des sphéves (me,mymgm ) (*).

Soit enfin Dy une nouvelle position de la droite D : la cubique
gauche I' rencontre 'hyperboloide H, ., en six points, dont deax
appartiennent & la droite A, ,; les quatre autres poinls sont chacun le
centre d'une sphére contenant les cing positions d’un méme point de
la droite D. Par suite :

Etant données cing positions d’une méme droite, il existe en
général quatre points de cetle droite dont les cing positions sont
sur une méme sphére.

(') On obtient, comme cas particulier, le théoréme de M. Haag, sur le lieu
des centres des sphéres osculatrices aux trajectoires des points d'une droite mo-
bile.
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Il en résulte que :

Si cing points d’une droite décrivent des trajectoires sphérigues,
il en est de méme de tous ses points.

3. Pour (que tous les points de la droite D aient leurs cing positions
sur une méme sphere, il faut et il suffit évidemment que 'hyperbo-
loide H,.,., conlicnne une infinit¢ de points de la cubique T, soit qu'il
la conticnne lout entiére, soit que, celle-ci se décomposant en une co-
nique ct unc droite, 'hyperboloide I, , contienne seulement celte

conique ou cette droile. Nous en déduisons immédiatement la propriéte
suivante :

Si tous les points d’une droite se déplacent sur des sphéres, e

liru des centres de ces sphéres est une cubique gauche, une conique
ou une droite.

Ces deux derniers cas sont ceux que nous avons rappelés préee-
demment : c'est done du premier sculement que nous allons nous
oceuper.

Il.

%. Nous allons donc rechercher a quelles conditions doivent étre
assujellies quatre positions données Dy, Dy, Dy et D, dela droite D,
pour qu’on puisse trouver une infinit¢ de positions D, de cette droite,
telles (que Phyperboloide H, ., qui contient évidemment la droite d, .,
pitsse aussi par tous les autres points communs aux deux hyperboloides
H, oy et

Nous pouvons toujours supposer que la droite D est 'aréte O 5 d'un
triédre trirectangle Oxy 3, et qu’clle est entrainée par un certain dépla-
cement de ce triedre. Soit, cn outre, wn{ un triddre trirectangle fixe
dans I'espace. Désignons par z, y, 5 les coordonnées d'un point quel-
conque de l'espace par rapport aux axcs mobiles, ct par §, 7, § les
coordonnées du méme point par rapport aux axes fixes. On peut tou-
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jours poser

t=af+ay+a¥f—p,
(1) Cy =0+ ly+ b —q,

|

s =ck+cy+cf—r,

a,a, ..., c" désignant les ncuf cosinus directeurs de trois directions
rectangulaires. Les coordonnées du point O par rapport aux axes fixes
sont

ap +bg +cr =1,

(2) ' ap+bqg+cr=m,

L W'p+ g+ r=n.
Posons, en outre,

PP+ r=04+m4nt= 0,
It = o (l5 4+ my+nl)="D.

Nous affecterons des indices 1, 2, 3 ct 4 les coordonnées x, y. 3 et les
paramdétres correspondant aux positions Dy, D,, D, et Dy, les lettres
sans indice correspondant aux positions Dy, qui satisfont au probleme
[rroposé, supposé possible.

Ceci pos¢, recherchons quelle est, par rapportaux axes fixes, I'équa-
tion de 'hyperboloide H, , ,; soit @ un point de celle surface : il est,
d’aprés la définition de H, , 5, ¢quidistant des Lrois positions ey, m,
et my d’un certain point 7z de la droite D; par suite, si I'on considire
le mouvement inverse de celui du tricdre Ozy 3, ct si Pon désigne par
x,, &, ct a, les trois positions qu’dccupe alors le point a par rapport i
ce tricdre, suppos¢ immobile, il existera une sphére passant par les
points &, x, et a,, ct ayant son centre sur Oz. On aura done

e o S - T
Ayiaest oz, 1l=0
Ty + ), vp 2 _
2 +yvi+3 s I

Ty +Ys ~3 =

Si, dans cette équation, nous remplacons .z, y, 3 par leurs valeurs (1)
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en fonction de §, %, §, nous obtiendrons I'équation cherchée de I'hy-
perboloide 11, 5 5. En tenant compte des notations (2), elle se réduit i

1 L P
Hoa,= |1 3 1]=o0
P, s 1
#. Or, nous voulons que 'hyperholoide H, ., passe par tous les

points communs aux hyperboloides H, , ; et H, , ,; nous devons done
pouvoir trouver deux nombres A, et A,, tels que P'on aitidentiqquement

llo.l.z;’Elnlll.ﬂ.s'*‘ MNH,
ce (qui s'éerit
P, P, P=NP,—iDP, |
<y ~y :"’13 :3“")\_‘:‘ =0.

I TR S VAR W

Il faut et il suffit, pour cela, que P'on puisse déterminer deux
nouveaux parameétres numériques A, et A, ('), tels qu'on ait les

(') Ce résultat n'est pas tout & fait évident : la question revient & montrer
que X, Xy, Y, et Y, étant quatre formes linéaires données, les formes linéaires
les plus générales X et Y, telles que I'on ait identiquement

X, X; X
(|) Yl Y’ \r =0,
1 1
sont fournies par les égalités
(2) X=4X, +1X,, Y=1Y,+\Y,,

i, et ks étant deux paramétres numériques dont la somme est égale a 1. La
relation (1) peut, en effet, s’écrire

.\'—X,___ X‘—x’
Y—Y’—Yi—Yg

A moins que les coefficients des variables ne soient proportionnels dans les
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identités
I = A, + Ay 4 Ay + Ay,

S=N 3, + A3, AT+ A3,
= )‘I l’l + 7\-.' P:r + )‘:sl,:; + 7‘bl'ia

(jui reviennenl aux suivantes :

(l) = 7‘1’ L]

, ~. ” N .
(2) l'—-Zl,t,, =D N R ¢ "*Z"'«'
1 1 1
(3) [ = z reliy  m= Z'A,»m,-, "= Z Tin..
1 1 1

(1) (5) I'= 27\1"1’ h# == 2 IS

On doit, de plus, avoir la relation
(6) e 0’ 4 ¢ = 0.

En portant dans les équations (4), (5) et (6) les valeurs de ey ¢,
', I, m, n fournics par (2) el (3), el eny joignanl I'équation (1),
on aura quatre équations en Ay, Ay, A, cb Agj elles devront avoir une
infinité de systémes de solutions communes, ety i chacun de cos sys-

deux termes de la seconde fraction, on devra done avoir, %y désignant un nombre

quelconque,
X—=X,=h(X;—X,), Y=V =0(0Y, =Yy,

ce qui revient aux ¢égalités (2). Or, dans le cas particulier qui nous occupe, si
I'on suppose que les coeflicients des variables §, 4 et § sonl proportionnels dans
les formes P, — P, et 5, — 3,, quel que soit le choix du point O sur la droite D,
¢l quelles que soient les positions D, et D, occupées par cette droite dans son
déplacement, il en résulte, ou qu'un certain point de cette droite doit rester
fixe, ou que toutes les positions qu'elle occupe sont paralléles : ce sont évidem-
ment des cas dont nous ne lenons pas compte dans notre étnde.
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Iémes correspondra une position 1), fournie par les équations (2) et
(3). L'équation (1) permet de ramener la considération de ces quatre
fquations en A & celle de trois équations homogénes : les dquations
(), (6) et () penvent, en effet, s'éerire

%

(3) It 4 m? 4 n* = 2 26+ i+ 1},
(67) e = 2‘/\,(/' + el e,
(1) cl4+em+¢'n= 27»,-(4,"[1-&- cimielng).

Les velations (1), (2) et (3) permettent de mettre ces équations sous
les formes homogenes suivantes :

(3 v, ) + (Z"‘”’) + (27:'";)3 == (ﬁ,) [iﬂ;([}'-&—mﬁ -+-n,'.")'.
(\27\,:',“)’4_ (2 ’~)-+( > ;‘,,-;")’:; (2)[ S (e 64 ’l’

(qui se réduisent &

: «,_-()_2/\,/\,|(/ L4 (mp— )+ (n; — nj)t,

/

i) 0= Q’:ZX;?\A(/',» — ) e — e ) (e — )Y,
/ '

0= (2”: E.Ailjl((}; - (.j)(.li - l/)
i

+ (= ) (i = 1) + (6 = ) (i = ).
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Il serait facile de former les conditions pour que ees Lrois équations
aient une infinité de solutions communes; mais, pour en tirer des
conclusions, il est préférable d'interpréter géométriquement ces dqua-
tions clles-mémes.

.

6. Le point m,, situé sur la droite D, & la distance ¢ du point O, a
pour coordonnées

a=lrep,  B=madp  yma+cp,

ct, en vertu des relations (2) et (3) du paragraphe précédent, on

13 1] *
s -~ ~
o= 27‘1% p= z idiy Y= 2 i
) 1 1

Les paramétres A sont donc les coordonndes barycentriques du
point m par rapport au tétraédre m, m,m, mn,. Or, le point m, devant
rester sur la sphére circonserite i ce Wtraddre, les paramétres 4 devront
salisfaire a U'édquation barycentrique de cette sphére, rapportée au
tétraédre en question. lls doivent, de méme, satisfaire aux équations
barycentriques analogues correspondant anx différents points de la
droite D, Toutes ces équations barycentriques, considérées comme
rapportées au méme tétraédre m, m, m,m,, représentent des (ua-
driques circonscrites 4 ce tétratdre, qui doivent done avoir une infinité
de points communs, dont le licu sera justement la trajectoire du point
m. Nous pouvons d'ailleurs supposer que les quatre points m, m,,
Mg, m, ne sont pas dans un méme plan, puisque nous avons éearti le
cas ol tous les points de la droite D déerivent des courbes planes : il
u résulte que la courbe commune aux quadriques considéries ne peut
¢étre plane, et, comme clle est sur une surface a génératrices imagi-
naires, elle ne peut étre qu’une biquadratique gauche : les quadriques
envisagées doivent donc former un faiscean lindaire. Or I'éeuation
barycentrique de la sphere (me, m, mym,)

(1) o= Y NA[(%i— 2, + (Bi— B, + (i — 1;)* |
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peut 8’écrire, en tenant compte des relations (7)

(2) Q'+ 2Qp+Q=o.

Nous retrouvons bicn que les trois équations (7) doivent avoir une
infinité de solutions communes, et I'analyse précédente nous a prouvé
que cette condition était suffisante.

Nous pouvons, de plus, énoncer le résultat suivant :

St tous les points d’une droite mobile se déplacent sur des sphéres
dont les centres appartienncat & une cubique gauche, ces points
décrivent, en général, des biquadratiques gauches.

7. Supposons donc que I'on ait

Q=sQ+7dQ.
L'équation (2) de la sphére (m,m,m,m,) peut s’écrire
Q(p*+ 20p) + Q(29p +1)=0.

Considérons les deux valeurs de p données par I'équation
(1) 0(p*+ 20p) +20'p+1=0;
pour ces deux valeurs, I'équation de la sphére prend la méme forme

Q- 0Q'= 0.

Il en résulte que, si m et m’ sont les deux points de la droite D
fournis par ces deux valeurs de p, les tétraédres

4 ’ ’ ’
m.mﬁmam‘ et l)l‘m2’n3 m.'

ont leurs arétes correspondantes proportionnelles, puisque I'¢qua-
Journ. de Math. (5 série), tome IV. — Fasc. I, 18¢8. 17
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tion (1) n° 6 peut s’écrire

$
_—
(o) =27\17\1m,m1 .
1

Ces tétraédres sont donc semblables.

Réciproquement, si, pour deux valeurs de g, I'équation homo-
gene (2) représente la méme surface, toutes les quadriques représen-
tées par cette équation forment un faisceau linéaire.

L’équation (1) nous montre que les points m et m’ auxquels cor-
respondent les tétraédres semblables forment une involution sur
la droite D, Nous pouvons donc énoncer les résultats suivants, qui
ne s'appliquent, bicn entendu, qu'au cas ou les points de la droite
mobile restent sur des sphéres dont les centres ne sont pas dans un
mnéme plan :

Si tous les points d’une droite D décrivent des biquadratiques
sphériques, il existe sur cette droite une incolution (m, m') telle
que les trajectoires des points m et m’ sont semblables.

Réciproquement, si quatre segments égaux joignent les sommets
homologues de deur tétraidres semblables, les droites qui portent
ces segments sont qualre positions d’une droite dont tous les points
décrivent des biquadratiques sphériques.

Le probléme que nous nous sommes proposé sc trouve, dés mainte-
nant, complétement résolu par le théoréme précédent.

8. Soient a,a,a,a, ct a,a,a,a, deux tétraédres semblables, tels
que les quatre segments aa’ soient ¢gaux; prenons leur longueur com-
mune pour unité de longucur : les coordonnées du point e, situ¢ sur
la droite aa’ 4 la distance p du point a seront

=p)l+pl, (—=p)m+pm, (v—p)n+gpn,

Ly m,netl, m, n désignant les coordonnées des points aeta’. Soit A



SUR LE DEPLACEMENT D'UNE DROITE. 131

le rapport de similitude des deux tétratdres, ct posons
Q= 2 AL~ )+ (my= m;)? + (n, = n;)?),

Q= Y AN [(l—= L) (4 = L)+ (my— m;) (m;— m}) + (n;— n;) (n;— 1))

L’équation barycentrique de la sphére (m,mymym,) peut alors
L ¥ .
s'écrire

[(r+ £)e* — 26 +1]Q+2p(1—p)Qi =0

L’involution (m, m') est donc définic par les deux couples de
points
(1+k)p*—2p+1=0, (1—g)=o.

Pour que le point central de cette involution soit rejeté & I'infini, il
faut et il suffit que les deux segments ainsi définis aient le méme milieu,
ce qui donne

k?=1.
Par suite :

Tous les points d’une droite décrivant des biquadratiques sphé-
riques, si deux points m et m' décrivent des trajectoires directe-
ment ou incersement égales, il en est de méme des extrémités de
tout segment de la droite, dont le milicu coincide acec celui du seg-
ment mm'.

v,

9. Il nous est facile maintenant d’étudier les particularités que peut
presenter le déplacement d’une droite dont tous les points décrivent
des biquadratiques sphériques.

Supposons d’abord

k1.

On sait que, dans ce cas, k désignant le rapport de similitude de
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deux figures semblables (a) et ('), on peut déterminer un axe w{ tel
que, par une rotation d'un angle 9 autour de cet axe, la figure ()
vienne en coincidence avec une figure homothétique 4 la figure («’)
par rapport au centre w. En désignant par §, v, { les coordonnées du
point @, on a alors visiblement

aa™® = (1 4 k?* — 2k cosg) (B2 +n?) + (1 — k)*{2,

ce qui montre que, pour que les points a ct @’ se trouvent i une distance
donnée, le poinl @ doit appartenir & un certain ellipsoide de révolution.

De ce qui précéde résulte immédiatement que, si le point a décrit
sur cet ellipsoide une trajectoire sphérique (a), tous les points de la
droite aa’ décrivent aussi des trajectoires sphériques : la courbe (&),
commune & une sphére et & une quadrique de révolution, se projette,
comme on sait, suivant unc parahole, sur le plan déterminé par Paxe
de révolution wf ct par le centre de la sphére; cette trajectoire est
donc, d’aprés une dénomination de M. Darboux, unc cartésicnne
sphérique. Par suite :

Les trajectoires de tous les points de la droite D sont des carté-
siennes sphériques.

10. Toutes les quadriques qui passent par la courbe (a) ayant un
cone asymptote de la forme

52_*_.“'.-_{_)\:2:0

sont de révolution : & chacun des ellipsoides correspond une infinité de
courbes (@) fournics par les valeurs de & ct de ¢ satisfaisant i la rela-
tion

A1+ k*— 2kcosp) = (1 — k)2

En particulicr, pour 4 =1, on peut prendre & infini, ¢ ¢tant alors
indéterminé. Le point a est alors le point central de I'involution (7,
m') sur ladroite D. Le point o devient le centre de la sphére qui passe
par la trajectoire (a), et la droite D est parall¢le la position que vient
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occuper le rayon wa, si on le fait tourner d'un certain angle ¢ autour
de w{.

Le déplacement de la droite D peut donc étre défini de la maniére
suivante :

Soit (a) une cariésienne, situce sur une sphére de centre w et
soit P le plan mené par  normalement a la direction commune des
axesde révolution des quadriques qui passent par(a). Soit « la pro-
Jection du point a sur le plan P, enfin b un point de ce plan tel que
les segments a O et ab soient égaux et fassent entre eux un angle
constant ¢. Tous les points de la droite ab, dont la grandeur est
invariable, décrivent des cartésicnnes, quand le point a décrit (a).

On voit que le point & décrit une cartésicnne plane.

11. On peut toujours choisir les axes de coordonnées, de sorte que
la courbe (&) ait pour ¢quations

B+9’+=1, P=At+By+C.

La cubique gauche T, licu des centres des sphéres sur lesquelles se
déplacent les points de la droite mobile, sc trouve alors représentée
par les équations

A

__Ao(r—cosy)(1+pcosp) __Aptsing(1—cosop) (= B(1—cosv)p
- 1+apcosg+p? 1V 1+apeosg+p 0 ' i+p

On cn déduit que :

Le point b est, en général, le scul point réel de la droite mobile
dont la trajectoire soit plane.

La cubique T r’a, en géndral, qu’une asymplote réelle, normale
au plan P les directions isotropes de ce plan sont les deux autres
directions asymplotiques.

Par suite :

La cubique T sc projette sur le plan P suivant une circonférence.
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12. Ce déplacement est le d¢placement le plus général de la droite D,
tant que le point central de I'involution (m, m’) est a distance finic. Tl
présente des cas particuliers intéressants.

Supposons d’abord que le plan I soit un plan de symétric de la car-
iésienne (a) : clle se projette alors sur ce plan suivant un cercle double;
il en est de méme alors de toules les trajectoires (m); la trajectoire (b)
s¢ réduit également & un cerele double. De plus, I'axe de ce cercle ()
faisant évidemment partic du licu des centres, la cubique T se décom-
pose en cette droite et en un cercle du plan P.

13. Supposons maintenant I'angle ¢ égal & = : il est bien évident
que le point ¢, symétrique de & par rapport & a, reste alors sur I'axe wg;
il en résulte que la droite & I'infini du plan P’ fait alors partic de la
cubique T, ¢t le licu des centres se réduit & une hyperbole équilatére
dont w{ est unc dircction asymptotique.

Si I'on suppose les points de la droite D reli¢s par des tiges rigides
aux points correspondants de I’hyperbole équilatére précédente, il est
facile de voir que le systéme articulé ainsi constitu¢ est susceptible de
deux mouvements algébriques distincts : dans le premier, le point «
restant sur 'axe w{, le point b décrit unc cartésicnne plane dans le
plan ©{x, ct, dans le second déplacement du systéme, c’est le point b
qui reste sur la droite »{, tandis que le point ¢ décrit unc cartésienne
plane dans le plan w%§. On peut dire que, pour chacun de ces deux
déplacements, le licu des centres est une cubique gauche, constitnée
par I'hyperbole équilatére ct par la droite & 'infini normale a la droite
décrite.

Enfin, si, 'angle ¢ étant égal a =, le plan I’ est un plan de syméirie
de (@), le point b décrit un cercle ct le point ¢ reste sur unc droite
normale au plan de ce cercle. Les centres des sphéres passant par les
trajecloires sont alors en ligne droite, el ce cas parliculier peut se
deéduire du second théoréme rappelé aun® 4.

14. Le déplacement de la droite D ne peut étre engendré par le
mode indiqué au n* 10, que si k? est différent de 1. Supposons donc
d’abord

k=—r.
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Les propri¢tés du n° 9 s'appliquent i ce cas et sc réduisent aux sui-
vantes :

Soit, dans un sphérotde, aa’ une corde ayant pour longueur
celle de Uaxe de révolution, et dont les deux extrémités se trouvent
sur deux paralléles égaux : si le point a décrit sur Iellipsolde une
trajectoire sphérique, il en est de méme de tous les points de la
droite aa'.

On voit que lc milieu b du segment aa’ décrit une cartésienne plane.
On peut toujours choisir les axes de coordonnées de sorte que la
courbe (@) ait pour équations

G+nNeos’w+P =1, [4+2Af+2B{+C=0.

La cubique gauche T, licu des centres des sphéres sur lesquelles se
déplacent les points de la droite mobile, est alors représentée par les
¢quations

__Atanglu(p + tanglu) __Atang*w(r-—p) - B tlangte
- P+ tangto ’ T+ ung'e - P

FAN

On cn tire des conclusions analogues & celles du n° 14. La cubique I
n'a qu'unc asymptote réelle ct est située sur un cylindre de révolution.
Lille peut se décomposer en un cercle et une droite, si la trajectoire (@)
esL symcétrique par rapport au plan équateur du sphéroide considéré.

15. 11 ne nous reste plus enfin i examiner que le cas on
k=r.

Or, on sait qu’on peut amencr unc figure (@) en coincidence avee
une figure directement égale (@') par une rotation autour d’un cer-
lain axe of, suivic d'une translation paralléle & cet axe. Le licu des
poinls a, tels que la droite @a’ ait unc longucur donnée, cst alors un
cylindre de révolution autour de wf. Si le point a décrit sur ce cy-
lindre unc ligne sphérique, il en sera de méme de tous les points de la
droite ad’.

1l est ¢vident que, dans ce cas, tous les points de la figure (a) sup-
posée entrainée par le déplacement de la droite aa’, 'axe w{ tournant
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et glissant sur lui-méme, décrivent des trajectoires sphériques. Donc :

Si une figure se déplace de sorte qu'une certaine droite de celie
figure tourne et glisse sur elle-méme, il suffit qu’un point de la
figure décrive une trajectoire sphérique, pour qu’il en soit de
méme de tous ses points.

Nous retrouvons ainsi un théoréme déja découvert par M. Raoul
Bricard (*).

11 st facile de voir que, sila droite mobile est normale & 'axe wf,
les centres des sphéres sur lesquelles se déplacent ses points sont situés
aussi sur unc droite normale & cet axe, et le produit des distances &
cet axe d’un point et du centre correspondant cst conslant. Il cn ré-
sulte que si I'on considére une figure planc dont le plan est normal
a l'axe w3, les points de cette figure se déplaceront sur des sphéres
dont les centres auront pour lieu unc figure superposable 4 une trans-
formée par inversion de la premicre, ct 'on en déduit le théoréme
suivant (?) :

Etant données dans un méme plan deux courbes (m) et (m')
dont lune soblient en faisant tourner autour d’un point v une
figure inverse de Uautre par rapport & ce point, si l'on joint par
des tiges rigides articulées aux deux courbes les points homologues
m et n’y on obtient un systéme articulé déformable, dans lequel
les plans des courbes (n) et (m') restent constamment paralléles.

Si on suppose fixe la courbe (n'), un des points du plan de lu
courbe (m) décrit la normale en w au plan de (m').

On peut voir que le déplacement que nous venons d’¢tudicer est le
déplacement le plus général d’une figure dont tous les points déerivent
des trajectoires sphériques, de sorte que les centres correspondant aux
points d’unc droile soicnt les points d'une cubique gauche.

(') R. Bricaro, Sur un déplacement remarquable (Comptes rendus des
séances de U’ Académie des Sciences, séance du 30 novembre 1896 ).

(*) Ce théoreme a été généralisé par M. R. Bricaro : Sur le déplacement
d’un plan dont les points décrivent des dignes sphériques (loc. cit., séance
du 13 décembre 1897 ).



