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Sur les séries de Taylor admettant leur cercle de convergence 
comme coupure; 

PAR M. EMILE BOREL. 

Étant donnée une série de Taylor, il est intéressant de savoir si elle 
peut être prolongée en quelque manière au delà de son cercle de con-
vergence ou si ce cercle est une coupure; à cette question peut se ra-
mener la suivante, non moins importante : une fonction de variable 
réelle donnée par son développement en série trigonométriqué est-
elle ou non analytique (' )? Il est bien clair que ces questions sont de 
la nature de celles dont on ne peut espérer une solution complète, 
c'est-à-dire permettant sûrement de traiter un cas particulier quel-
conque : tout ce que l'on peut espérer, c'est, d'une part, transformer 
la condition nécessaire et suffisante qu'il est aisé d'énoncer et lui 
donner une forme plus immédiatement applicable — il ne faut pas se 
dissimuler cependant qu'une telle transformation analytique laisse 
subsister entières les difficultés inhérentes à chaque cas — ; d'autre 
part, indiquer des règles précises donnant des conditions, soit néces-
saires, soit suffisantes, mais ne s'appliquant chacune qu'à des cas par-
ticuliers. Je me propose d'indiquer ici une de ces transformations et 

(') Cf., au sujet de ces remarques, ma Thèse: Sur quelques points de la 
théorie des fonctions, passim et notamment la Conclusion. (Annales de l'École 
Normale; i8g5.) 
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une de ces règles. Je ferai usage, pour y parvenir, de la théorie des 
séries divergentes sommables, que j'ai récemment développée dans ce 
même Journal ; en employant les expressions que j'ai introduites dans 
cette théorie, on a l'énoncé très simple que voici : Pour qu'une série 
de Taylor ri admette pas son cercle de convergence comme cou-
pure, il est nécessaire et suffisant quelle soit sommable en quelque 
région extérieure à ce cercle (1 ). 

De cette proposition générale, j'ai déduit, comme application, le 
théorème particulier suivant : La série 

"Σα,,χ0», 

dans laquelle les exposants c
n
 sont des entiers croissants et les coef-

ficients a
n
 des nombres quelconques, admet son cercle de conver-

gence comme coupure si le rapport C,'"M c" est, à partir d'un cer-

tain rang, supérieur à un nombre fixe s (2). 

I. 

J1 est bien clair que, si une série de Taylor est sommable en une 
région extérieure à son cercle de convergence, la fonction représentée 
par sa somme est le prolongement analytique de la fonction qu'elle 
représente à l'intérieur du cercle ; celui-ci ne saurait donc être une 

(') Pour définir la sommation des séries divergentes, je ne fais usage ici que 
de la fonction entière ea, sans utiliser la généralisation que j'ai indiquée dans 
mon Mémoire fondamental. 

(2) Cf. HADAMARD, Thèse ( Journal de Mathématiques, p. 116; 1892). M. Ha-
damard y énonce une règle analogue à la nôtre, mais il considère le rapport 

Cn-*-1 — cn au jjeu
 cn+i c«. et jj egt a

js^ jje vo
j
r
 q

Ue sa r§gje exige, de la 
c" 

part desc,,, une croissance extrêmement plus rapide. Dans une conversation par-
ticulière que j'ai eue avec lui en 1894, M. Hadamard m'avait dit qu'il croyait sa 
règle beaucoup trop restrictive; il était persuadé de la vérité d'une extension 
analogue à celle que je donne ici; mais ses méthodes ne l'y avaient pas encore 
conduit. 
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coupure de la fonction. Nous allons montrer que, réciproquement, si 
le cercle de convergence n'est pas une coupure, la série est sommable 
en quelque région extérieure à ce cercle. 

Considérons donc une série de Taylor n'admettant pas son cercle de 
convergence comme coupure; nous pouvons, sans altérer la généra-
lité, supposer le rayon du cercle de convergence égal à un; la fonction 
n'aura pas de points singuliers sur un arc fini AB de ce cercle ; on 
pourra même supposer l'arc AB choisi de manière qu'elle n'ait pas de 
point singulier dont la distance à l'arc AB soit inférieure à une cer-
taine longueur finie ε. Prolongeons les rayons OA et OB jusqu'en A' 
et Β' (AA' = BB = ε) et traçons l'arc A'B'. Par hypothèse, la fonc-
tion n'a pas de point singulier à l'intérieur du contour BSAA'B'B; 
nous désignerons par Γ ce contour (ou plutôt un contour infiniment 
voisin situé à son intérieur). Cela posé, χ étant un point intérieur 
à Γ, on a 

ìi'x — U' — a" \¡p* 

MTC/(»'(.r) _ Ç f(z)dz 

Prenons χ = ο el posons 

a _/w(q)_ ■ rmdz. 
n~ n! Qiitjp ' 

le développement de Taylor de la fonction considérée sera 

f(x) = A
0
 -f- A, χ A^x2 4-... -h A

n
x" -h 

Nous allons rechercher si cette série est sommable en un point M 
intérieur à Γ, mais extérieur au cercle de convergence ; nous verrons 
qu'il suffit que le point M soit intérieur à l'angle ACB, formé par les 
tangentes en A et B, au cercle de convergence. Nous savons (Journal 
de Mathématiques

y
 p. 108-109) que nous devons former la fonction 

entière 

u(a) = A„ + A,55 + A,..4- A.2£ +... 
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et rechercher si l'intégrale j u(a)e~ada a ou non un sens. En rem-
*· 0 

plaçant les A
n
 par leurs valeurs, nous avons 

2Îtz u(a) — fi~ez
dz, 

u(a)e~a= -4- /(-· ')dz. 2 lit Jp Ζ 

Or, lorsque le point ζ parcourt le contour Γ, il est aisé de voir que 
le point ~ parcourt le contour Γ^Β^Α,Α',Β',Β,) et des considérations 

de Géométrie élémentaire montrent que, si le point M est à l'intérieur 
du triangle mixtiligne formé par l'arc AB et les tangentes AC et BC, 
les points A, et B, sont, de part et d'autre de l'axe Ο ξ des quantités 
réelles positives et du même côté que Ο par rapport à la tangente au 
cercle de convergence au point D où le coupe Οξ. Il en résulte que le 

contour Γ, n'est pas coupé par cette tangente et, par suite, que ^ — ι a 

constamment sa partie réelle négative et même inférieure à un nombre 
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négatif fixe — A·; on en conclut que l'on a 
445 

| u(a)c~" | < Me-ka 

M étant un nombre fixe ; la condition de sommabilité est donc remplie. 
On peut déduire aisément de ce qui précède que, si l'on joint le 

point Ο à chacun des points singuliers A de la fonction, si l'on élève 
en chaque point À la perpendiculaire à OA et que Ton supprime la por-
tion du plan située au delà de ces perpendiculaires par rapport au 
point O, on obtient un polygone convexe dans lequel la série de Taylor 
est sommablc (')· Dans le cas des points singuliers les plus simples, 
j'avais montré (loc. cit.) que c'était précisément là la région de som-
niabililé; ici nous pouvons seulement affirmer que la région de soin— 
niabililé comprend ce polygone ; nous ne sommes pas certain qu'elle 
ne soit pas plus grande, bien que cela paraisse peu probable ; mais ce 
point, qu'il serait intéressant d'élucider, n'a pas d'importance pour 
l'application que nous avons en vue. 

Les résultats précédents fournissent une méthode pour la recherche 
des points singuliers situés sur le cercle de convergence ; on a un pro-
cédé tout à fail direct pour reconnaître qu'un point est singulier, qu'un 
arc est dépourvu de point singulier, etc. Supposons toujours le rayon 
du cercle de convergence égal à l'unité, et soit 

3...(2s — 2) 

la série de Taylor donnée; désignons par ε un nombre positif aussi 
petit que Ton veut et par 0 un angle réel ; posons 3 = (τ -+- ε)(>,θ; nous 
aurons 

ri (a) = 2 Α«
ί

*
ί,,

^ΐ ('
 + s

)"· 

Si l'on considère a comme une variable complexe, la l'onction u(a) 
croit évidemment plus vile que crt, grâce au facteur (i -h ε)"; la ques-

(') J'ai énoncé pour la première fois ce résultai dans une Note communiquée 
à l'Académie des Sciences, le 5 octobre 1896. 

Joitrit. de Math. (3* série), tome II. — Fasc. IV, tSgii. 30 
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tion est de savoir si Ton peut choisir l'argument 6 de manière que, a 
restant réel, l'on ait 

lime~"tt(flD — o, 
/1 = 90 

pour des valeurs de ε aussi petites que l'on veut, mais fixes; le point 
ζ = e'° n'est alors pas un point singulier. Si, au contraire, quelque 
petit que soit ε, le produit e~au(a) ne tend pas vers zéro, le point 
; £'° est singulier. Considérons la fonction entière 

?(-")=Σ-^· 

D'après les hypothèses faites sur les A
(1

, cette fonction est telle que 
si l'on appelle M(r) le maximum du module de o(z), lorsque le mo-

dule de ζ est /*, la plus grande des limites de j.logM(r), lorsque r 
augmente indéfiniment, est égale à un. La question est de savoir si 
l'on peut, en faisant augmenter indéfiniment ζ avec un argument 
déterminé, choisir cet argument 0 de façon à diminuer cette limite, 

d'une manière plus précise, de manière que y.log] y(z) j soit inférieur 

à un nombre fixe plus petit que un, pour toutes les valeurs de ζ dont 
le module dépasse une certaine quantité. 

Alors le point j = e'6 n'est pas un point singulier pour le dévelop-
pement de Taylor 

ΣΑ,,;». 

Le rapprochement ainsi établi entre celte série et la fonction entière 
%(z) mériterait sans doute d'être étudié avec soin et conduirait sans 
doute a cette conclusion que le cercle de convergence est une coupure 
dans des cas très généraux. 

Nous allons nous borner ici à indiquer une application immédiate. 
Si tous les A„ sont positifs, on voit aisément que la série proposée n'est 
sommublc pour aucune valeur de ;r positive supérieure à l'unité; donc 
le point ζ — ι est nécessairement un point singulier. Il en est évidem-
ment de même si les A„ ont leurs parties réelles toutes de même signe 
(à condition que la série obtenue en les remplaçant par leurs parties 
réelles ait pour rayon de convergence un). 
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Nous nous contenterons pour le moment de ces remarques sur les 

points singuliers en général et nous bornerons à étudier un cas simple 
dans lequel on peut affirmer que le cercle de convergence est une 
coupure. 

II. 

Considérons d'abord, pour plus de netteté, la série bien connue 

ι -+- - -h z* -h + — 

La fonction entière u(a) est ici ( ' ) 

"(α);-ι + r+ ~4Γ +···+ uni+···· 

Nous allons montrer que, quel que soit l'argument de z, si son 
module dépasse l'unité, on ne saurait avoir lim c~au(a) = o. Dési-

ft = * 

gnons par r le module de z, supposé plus grand que un; nous verrons 
que Ton peut donner à a une série de valeurs réelles augmentant indé-
finiment et pour chacune desquelles r~rtu(a) est supérieur à un 
nombre fixe. Posons, en effet, 

ar= nr. 

Le terme de m (a), qui a le plus grand module, est évidemment 
alors 

et son module est 
ìi'x — U' — a" 

L'i1)_ (,ιήΐ ' 

Nous allons, en retranchant de ce module les modules de tous les 

(1 ) On remarquera que nous tenons compte des termes qui sont nuls dans la 
série proposée ; c'est évidemment ainsi que l'on doit procéder pour appliquer 
notre proposition sur la région de sommabilité. Il serait intéressant de recher-
cher, d'une manière générale, de quelle manière -l'introduction de termes nuls 
dans une série en modifierait la sommabilité et, exceptionnellement, la somme. 
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autres termes, obtenir une limite inférieure du module de u(a). Nous 
considérerons successivement les termes qui le précèdent et ceux qui 
le suivent et nous utiliserons la formule d'approximation 

j'W-àX.J® 

ce qui est légitime lorsque ρ est assez grand, ce que nous pouvons 
supposer. 

Prenons d'abord le terme de plus grand module et négligeons par-
tout le facteur nous obtiendrons pour sa valeur approchée 

1 c"". Supposons maintenant ρ <^n ai considérons le terme 

—^[δίηψ^-

En négligeant toujours le facteur ν/-π? uous aurons la valeur ap-
prochée 

(«> ...(2s — 2) i 

On voit aisément que les termes pour lesquels /7 est petit par rap-

port à η sont négligeables. Par exemple, les ^ termes pour lesquels 

p<i~ sont inférieurs à celui qu'on obtient en faisant p= ~ et, par 

suite, leur somme inférieure à 

2(i + a)î 

expression bien plus petite que γβ** dès que 11 est 1111 peu grand. Si 

nous supposons ρ compris entre ~ et η, nous aurons 

^ \ sin<j/.s2 — 2(i + a)î + βίηψ 
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- j = e ''{n~r'~|"-/M -1" "3/Γ—···. 

La valeur approchée (a) devient, par suite, 

I ïpf- -··■ 
/> 

et, en supposant η — ρ </>, c'est-à-dire ρ > elle est inférieure à 

^,ιι'-κι—/D* 

Un calcul analogue donnerait le même résultat en supposant p)> n; 
nous en concluons que le module de 11(a) pour ar — n- est supérieur 
au produit de e"4 par l'expression suivante 

1/n ^ \ sin<j/.s2 — 2(i + a)î + βίηψ = o 

(z - la"s ;)(' ~cot !) ("+'""s 

et il est manifeste que, pour n assez grand, cette expression est supé-

rieure à Nous avons ar = nou a = — et r est supérieur à un; 
donc 

(—θ' *X(î;)(o>o) » 3* ?' 

et cette expression peut évidemment devenir aussi grande que Ton 
veut, quelque voisin que soit r de l'unité. 

Nous en concluons que la série considérée n'est sommable en aucun 
point extérieur à son cercle de convergence et admet par suite ce 
cercle pour coupure. Ce résultat particulier aurait pu être établi de 
bien d'autres manières ; mais la démonstration cpic nous avons donnée 
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peut visiblement être étendue à des fonctions bien plus générales. Con-
sidérons d'abord la fonction 

Z/ (z*) — I -f- -f- zc* -f- ZL" -f-. ·. ) 

et supposons c„+
x
 — c

n
 > 3 \Jc

n
 ; la même démonstration réussira a 

fortiori puisque les termes qui précéderont ou suivront le terme d'ex-
posant c

lt
 dans u(a) seront, pour ar — c

/(
, plus petits que les termes 

analogues dans la série considérée en premier lieu, pour laquelle on a 

C n+1 " — — \jc
n

 I | 

la fonction o(z) admettra, par suite, son cercle de convergence comme 
coupure. 

Supposons maintenant que Ton ait 

^/<-H C» ̂  j. V^W » 

/» étant un nombre entier quelconque, et posons 

Nous aurons 
Z = Y2 k2 

0(; ) = ψ (y) = Σ/"'" =-·E yc 

en posant c\
t
 — 9k-c,

r 

On aura d'ailleurs 

^,i+\ ^ii — 9 k ( ̂ u-h 1 " ^i) ) 9 A* \( η /■ d \C
;/

. 

La fonction ψ(/) admet, par suite, son cercle de convergence 
comme coupure; il en est évidemment de même de la fonction ?(-), 
sous la seule condition 

^/1-M ^ V Lj ' 

ε étant un nombre positif quelconque. 
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Considérons maintenant la série 

f (*0 ~~Ean zcn 

les a
n
 étant des nombres quelconques tels que le rayon de convergence 

soit cgal à l'unité; nous supposons de plus c
ft+l

 — c
n
 > 3 \jc„ (il suffi-

rait évidemment que l'on ait c
n+i

 — c„ > ε \jc
n

). Le rayon de conver-
gence étant égal à l'unité, on sait (1 ) que, ou bien la suite 

| ν/α. !> · · ·» | 1 ? · · · » 

a pour limite an, ou bien elle tend vers plusieurs limites différentes, cl 
un est la plus grande de ces limites. Dans tous les cas, on peut trouver 
dans cette suite une suite partielle ayant pour limite un (-); il suffira 
de recommencer les raisonnements précédents, mais cn prenant seu-
lement pour termes de plus grand module des termes dont les coeffi-
cients fassent partie de cette suite partielle; il n'y aura ainsi aucune 
difficulté à montrer que la série n'est sommablc en aucun point exté-
rieur à son cercle de convergence et admet, par suite, ce cercle comme 
coupure (:l). 

(' ) CAI'CIIT, Cours d'Analyse de l'École polytechnique ; 1821. Ce que Caucliy 
appelle la plus grande des limites a été appelé par M. Paul du Bois-Revmond 
obéré Unbcstimmheitsgrenze el par M. lladamard limite supérieure pour a 
infini. L'expression de Caucliy nous paraît être la plus simple et la plus claire. 

(s) Hadaïiaiid, Essai sur l'étude des fonctions, etc. {Journal de Mathéma-
tiques; 1892, p. 10G). 

(:1) En terminant, nous tenons à faire une remarque essentielle. Dans les 
diverses applications que nous avons indiquées jusqu'ici de notre tliéorie géné-
rale des séries divergentes, nous avons fait uniquement usage de la fonction e", 
ou de fouctious s'y rattachant immédiatement. Il ne faudrait pas en conclure que 
la généralisation dans laquelle on considère une fonction entière quelconque 
n'offre qu'un simple intérêt de curiosité; nous pensons, au contraire, qu'en 
choisissant convenablement cette fonction entière, on pourrait en tirer des appli-
cations intéressantes; la seule difficulté consiste en ce qu'il n'y a pas de fonction 
entière ayant des propriétés aussi simples et aussi bien connues que celles de la 
fonction exponentielle; c'est pourquoi les applications où celle-ci intervient 
s'oifrent naturellement les premières. 


