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DEVELOPPEMENT APPROCHE DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 381

Sur le développement approché de la fonction perturbatrice

dans le cas des inégalités d’ordre élevé (') ;
D b

Par M. Mavrice HAMY.

Dans un Mémoire précédent (*), j'ai montré qu'en supposant petite
I'inclinaison relative des plans des orbites de deux planétes P, P, lc
développement trigonométrique de la partie principale de la fonction
perturbatrice, effectué par rapport aux anomalies moyennes, se raméne
a celui de

. Liu \ Fia,
Fo(,, 0) ;—&EJ{_(____)

X disignant la base des logarithmes népériens; ¢ le symbole y — ¢
(et §, les anomalies moyennes de P, P,; © et &, les anomalies excen-
triques; f(E™“) une fonction réelle entiére de sin u et cos u; f,(E™)
unc fonction récelle enti¢re de sin, et cosu,; s un nombre peu élevé

, 1 35 . , .
de la forme -, -, =5 ...; A l'expression du carré de la distance des pla-

netes dans laquelle on ne tient pas compte de l'inclinaison des orbites.

(') La bibliographie du sujet est trés complétement exposée dans la Thése
de M. Cocuresco : Sur les expressions approchées des termes d’ordre élevé dans
le développement de la fonction perturbatrice (Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 1895).

(*) Haxv, Sur le développement approché de la fonction perturbatrice dans
le cas des inégalités d'ordre élevé (Journalde Mathématiques pures et appli-
qudes, 1394).
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382 MATURICE HAMY.

J'ai donné les expressions approchées des cocfficients de
COoS U4 Y
sin (m% +m,g),

dans le développement de F,, lorsque m et m, sont de grands nombres,
sans faire d’hypothése sur la valeur de I'excentricité¢ de la plantie I’

ni sur celle du rapport %, dans lc cas ot 'orbite de la planéte P, est
!

circulaire et enveloppe, sans la rencontrer, I'orbite elliptique de la
planéte P.

Je me propose, dans le présent Mémoire, de résoudre le probléme
inverse ; c’est-i-dire de trouver les expressions approchées des termes
c¢loignés du développement de I, lorsque I'orbite elliptique de la
planéte P enveloppe, sans la rencontrer, I'orbite circulaire de la pla-
néte P, (').

J'arrive au résultat par des considérations analogues a celles qui
m’ont guidé dans mes recherches antérieures. Je renvoic plus d'une
fois le lecteur & ces recherches, pour éviter des redites, notamment
au sujet de l'application de la méthode de M. Darboux, relative i
Iapproximation des fonctions de grands nombres (*) et au sujet de la
détermination de certaines intégrales analogues a celles que M. Poin-
caré a rencontrées dans ses savantes recherches sur le développement
approché de la fonction perturbatrice (*).

Je termine en résumant les opérations & exécuter dans les applica-
tions numériques.

Quelques remarques trés simples concernant l'intégrale

L= [/(3)5"(3)dz,

prise le long d’un contour C, le long duquel les fonctions f et  sont

(1) Voirsur cesujet une Note de M. Ferravp (Comptes rendus, 20 avril 1896).
Voir aussi Hauy (Comptes rendus, 4 mai 1896).

(2) Darsoux, Mémotre sur Uapproximation des fonctions de grands nombyres
(Journal des Mathématiques pures et appliqudes, 1878).

(3) Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 1.
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finies, et o n désigne un grand nombre positif, faciliteront 1'exposi-
tion des présentes recherches.

Désignons par & I'affixe du point de contour C, oit | 4(5)| prend sa
plus grande valeur, le long de ce contour, ct par Cune autrc valeur
de 5 telle que|3(8)|>|9(8)|. Je dis que le produit ~ ”(C)

signe un nombre fini arbitraire, tend vers zéro lorsque n augmente
indéfiniment.

—sv ol ¢ dé-

Il suffit évidemment de démontrer la proposition en supposant
q positif et entier.
Le développement

! 10t o 8 -
m?zl'f (s)

est convergenl pour les valeurs de ¢ dont le module est inféricur i

P ( Pk si 5 désigne l'affixe d’un point quelconque pris sur le contour C.

On peut donc écrire

(L =2 [ ()5,

et la série ¢crite dans le second membre converge pour les valeurs de ¢
. . . 1 . . R

de module inféricur & l”—(’—)l’ ainsi que toutes ses dérivées par rapport

At La valeur (=

" )etant intérieure au cercle de convergence, le

terme général de la dérivée d'ordre ¢ tend vers zéro pour ¢ =
Le produit

l -
z(%)

nin—1...(n—qg+nl

9"(§) ’

1 .
(o)

ijue L'on peut écrire

. . . s i "
en appelant € un infiniment petit de I'ordre de — tend donc vers zéro
lorsque 7 croit indéfiniment. €. Q. F. D.

Corollaire. Siton considére la somme

S =(Anl+ AgnP:+.. )5 () + 1,
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dans laquelle les A et les p sont des quantités fixes cn nombre fini, on
A asymptotiquement

S =(A,nPi+ Aynts +...)5" ().

Effectivement, on a

S=(A'n"-+A2nl’a+...)?”(2;)[1+ : ! ]

Ayt AgnPit- .. e"( %)

ct la fraction entre crochets tendant manifestement vers zéro, d’aprés
ce qui précéde, on peut écrire

S=(AnP+Ant+ .. )(142). ¢ Q FoD

Voici encore une remarque qui se rattache & ce qui précéde :
Si I'on considére la somme

S=(A,nP 4+ Aynte . ) () + (B a4+ Bynt .. ) 94(Z),

dans laquelle les A, les p, les B, les ¢ sont des quantités fixes cn
nombre fini, on a asymptotiquement

S=(An"+ A,nt +...)5"(0)

si|e(O)[>19(8)]-

Effectivement, on a

S= (A +Anl+. )" (D)1 +

B,nti+ Bynt ... [=(8)]"
At At oD Y

La fraction entre crochets tendant vers zéro lorsque 2 croit indéfini-

¢ (£)

ment, puisque ‘ T3]

l < 1, on peut écrire

S=(Anf + Agnr+ .. )" (O(1+¢). ¢ Q koD
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L

1. Ltant donnée une fonction réelle Fo(¢,, %), de période 2% par
vapport & chacune des variables {,, £, on peut la développer sous la

forme suivante, en appelant B, et G, , des coefficients constants,
~ Y Y -
K o(tn C) =2 ZBM-I’ cos (Pl G+ PC) +2 ZCP..,» Sm(P' G+ pt) 3
Moy Pop

I'un des entiers p,, p recevant des valeurs toutes de méme signe, lautre
variant entre — % et + .

Si I'on remplace les lignes trigonométriques en fonction d’exponen-
ticlles imaginaires, il vient, en désignant par E la base des logarithmes

népdériens et i le symbole y — 1,
(1) F (¢, 0 ——:ZZAI'M 1.;i(/»,:,+pi),
Py

les entiers p, p, prenant maintenant toutes les valeurs entre — = et
+ =, & condition de poser

B
1B

1C, ==2A

M - " £ )

el
mp —+- l(ﬁr,,p = 21\——,:..—,7 b)

Si donc on développe F,(%,, {) sous la forme (1), le double de la
partic réelle de A, , donne le coefficient B, , ct le double du coeffi-
cientde — i dans A, , donne le coefficient C, .

En particulier, pour résoudre le probléme ¢énoncé dans I'avant-
propos du présent travail il faut calculer A,, ..

Nous supposerons désormais que le multiplicateur m, de g,, dans

cos . \ - L
Gin (m, ¢, + m?T), cst positif, m pouvant étre positif ou négatif.

Dans le probléme qui doit nous occuper { et , sont les anomalies
moyennes des deux planétes P, P,.
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2. Expressionde A,, ,,. — Appelons a, ct§, le rayon vecteur et
I’anomalie dc la planéte P, qui décrit 'orbite circulaire.

Désignons par r et @ le rayon vecteur et le demi grand axe de l'or-
bitc de la planéte I qui décrit 'orbite elliptique; par e =sin{ son
excentricité; par 7, #, w son anomalie moyenne, son anomalic excen-
Lrique et son anomalie vraic.

Posons
(3) s = E#, (= EB&,
L’équation de Képler donne
/ sy /o1
(==L ("T-,),
(3) . .
1dl sing AN ¢
ZE-———Q‘;—’(d—‘lang;)ks —C()l; .

Les formules connues du mouvement clliptique, qui expriment I
rayon vecteur et I'anomalie vraie en fonction de I'anomalie cxcen-
trique ('), se transforment, d’autre part, cn

rEV =  —— (' — tang !)
] 2
(1) asm': A
rE-iv = (' — cot !)
3 2
! 0o
= — fz—s'm" ( — tang !) <:, — col-‘-)-
23 a2

Ces expressions seront bientot utilisées.

Faisons
. 1_0 l“i:l‘—l"e r - Tadiy Y —I_ e
(‘)) m‘— ’ S <Ly (E’-)—_td' o ‘-n“)— n\“l’")
Ve I Fe,3) ;
J(z) = mf”__r_: dr,
(6) T

! - -
l= iz [ I@ds:

(") Tisserixo, Hécanique céleste, L. 1, p. 101 et 103.



DEVELOPPEMENT APPROCHE DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 387

les intégrales étant prises, la premiére le long de la circonférence
|z| =1, la scconde le long de la circonférence | 5| =1. Je dis que I a
pour valeur la quantité A,, ,, définie plus haut.

En effet, si I'on introduit les notations (2) et (5) dans l'expres-
sion (1)de F, (¢, {), ona

(7) F(x,s)= ZZAM,‘( (=001 b,

H en résulte

-~ ! P —m da
I1(s)= ZZAMI’d—” P ‘mf ah —

W=l
¢
™

L’intégrale étant nulle tant que p, 2m, et étant égale & 20w pour
pi = m,, celte équation se réduit &

. at o om -
(8) J(3)= XA, 3 -,
14
- . .
ou, en remarquant d’apres la premiére formule (3) que Om, = m,

dt |
(9) J(:) =Z A"'hp Ez_ p=m="
4

L’expression (6) de I peut étre mise sous unc autre forme cn chan-
geant de variable d'intégration et prenant / comme variable nou-
velle.

Aux valeurs réelles de ¢ correspondent pour « des valeurs réelles; il
en résulte (2) que || =1 lorsque | 5| = 1. De plus, I'anomalie { crois-
sant de 2w lorsque 'anomalie « croit de 2=, la variable ¢ décrit en
entier, ct une seule fois, la circonférence | 2| = 1 lorsque la variable =
décrit en entier, et une scule fois, la circonférence | 5| =1.

Le nouveau chemin d'intégration est donc la circonférence | ¢| = 1,
et I'on peut écrire

1 ds
I = P J (3) 7 dt

1t =t
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Remplagant J(3) par son expression (9) dans cette équation, il

vient
1 dt
— p-m %2
I=XAns iz j;:m. T

P

e , ' , > . . 0
I/intégrale étant nulle tant que p2m et ayant pour valeur 2% pout

p = m, ona
I=A, n C. Q. F. D.

L’évaluation de A, ,, est ainsi ramenée au calcul desintégrales (6).
Voici quelques remarques destinées & faciliter cette recherche.

dt
ds
vemplacés par leurs valeurs (3) en fonction de z, est valable lorsque
les anomalies et { sont réelles, c'est-i-dire, d’aprés (2), lorsque
|5]|=1.0r, d’apreés les formules (3), le produit

3. L'expression (9) de J(s), dans laquelle ¢ et — doivent étre

dt

25 yp—m~1
ds ¢

est une fonction uniforme de 3, puisque p ct m sont des entiers. L'ex-
pression (g) de J(z) montre donc que cctte fonction reprend sa valeur
lorsque la variable z, aprés avoir décrit en entier la circonférence
| 5] =1, revient au point de départ. Pour calculer Fintégrale I, misc
sous la forme (G), on pourra donc déformer avbitrairement le contour
d’intégration | z| =1, 4 la condition d’éviter de rencontrer les singu-
lavités de J(z). .

J(3) est indépendant de la détermination adoplée pour le facteur
% qui entre dans les formules (5) ct dans 'expression (7) de F(, ).
On cn voit laraison en examinant de preés la formule (8) ot le facteur
=% se trouve ¢levé a la puissance m,. Afin de fixer les idées, nous pou-
vons convenir de choisir la détermination de ¢~° qqui a pour valeur 1
lorsque I'on part, dans le plan de la variable 5, du point 3 =.

D’aprésla formule (7), le développement de IF(, 5), qui est valable
pour | 3| =t et | x| =1, ne contient que des puissances enticres de .
La fonction F(z, 5) reprend donc sa valeur lorsque, 5 ayant unc va-




DEVELOPPEMENT APPROCHE DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 389

leur de module égale a 1, le point z, aprés avoir parcourn en entier

la circonférence || = 1, revient au point de départ.
Reportons-nous maintenant & 'expression (6) de J(3).

F( 3)

xm ’Pl

La fonction » que nous aurons a considérer pour résoudre le

probléme posé dans P'avant-propos du présent travail, posséde,
comme on le verra bientdt, en tant que fonction de x, des points sin-
guliers dont les affixes sont des fonctions continues de z.

Ces points sont d’ailleurs d’une nature telle que si la variable «
tourne de 2w, autour de 'un quelconque d’entre eux, argument de
la fonction varic d'une quantité indépendante de s.

Cela étant, faisons varier z d’une facon continue en partant d’une

F(z, 3)

valeur de module ¢gal & 1. Les points singuliers de —Z5=

en tant

que fonction de z, vont alors se déplacer d’une fagon continue.
Admecttons que I'on évite de donner & 5 les valeurs pour lesquelles
sc confondent deux de ces points singuliers, I'un extérieur, I'autre in-
térieur & la circonférence | 2| = 1 lorsque 5 a pour module I'unité. Ces
valeurs sont, comme on sait, les points singuliers de la fonction
J(z)("). On peut alors, & tout instant, remplacer la circonférence
|z| =1, le long de laquelle est prise I'intégrale J(5) pour|s|=1,
par un autre contour S obtenu en faisant fuir certaines parties de la
circonférence | ¢ |=1 devant les points singuliers mobiles de la fone-

F(z, s

——,,W qui seraientsur le point de la franchir. Le contour S ren-
F(z,3)

"™ +l

tion

ferme ainsi, & tout instant, les points singuliers de qui étaient

au début a l'intérieur de la circonférence |z| =1, et aucun de ceux
(ui se trouvaient 4 Pextérieur de cette circonférence. La variation de

_(:TH—)’ lorsque la variable x décrit en entier, et une

seule fois le contour mobile S, est donc un multiple de 2= comme
lorsque, {3| étant égal & 1, la variable x décrit la circonférence
x| =1 en entier et unc seule fois. Il résulte de la que le contour S

I'argument de

(') Poixcart, Les nouvelles méthodes de la Mécanique céleste, v. 1, p. 282.
Journ. de Math. (5 série), tome I — Fasc. IV, 18¢G. o1



3go MAURICE HAMY.

peut étre déformé arbitrairement, sans étre astreint 4 avoir un point
de commun avec le chemin d’intégration primitif [#|=1, pourvu
que l'on évite de faire traverser & ce contour S les points singuliers
F(xz, 3) .

xlll'-i—l
Il peut se produire, lorsque z varie d’une fagon continue, la circon-

stance particuliére que voici. Considérons deux points singulicrs de

F@ ) o —u etz =v; le premier Xtéri | d intérieur a |
et ) T = =v;iep exterieur, le second mterieur a ia

de

circonférence | x| = 1 pour | 5| = 1. La succession des valeurs données
a 5 peut étre telle que le point v tourne d'un angle supérieur i 2%,
dans son mouvement relatif autour du point p.; le contour S affecte
alors la forme indiquée ( fig. 1), le nombre des spires de I'enroulement

Fig. 1.

du contour autour du point . dépendant du nombre de fois que le
point v a tourné autour du point .

Dans les présentes recherches, cette circonstance ne se produira
pas. Nous établirons que, pour les valeurs de s qu'il y a lieu de consi-
dérer, le mouvement du point v autour du point p. est tel que I'angle
v»O ne dépasse pas = en valeur absolue, O étant J’origine des coor-
données. La fonction F(x, z) que nous rencontrerons n’ayant, en
plus de l'origine, qu'un seul point singulier & = v intérieur au con-
tour S et, & I’extérieur, qu'un seul point singulier = g, en plus de
x =, on pourra déformer ce contour, comme il est indiqué fig. 2,
de telle sorte : 1° que tous les points de ce chemin soient plus éloignés
de I'origine que le point ., sauf dans le voisinage de ce point; 2° que
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le segment de droite (O rencontre le contour en un point unique. Un
Fig. 2.

contour de cette nature est ce que j’ai appelé un conlour de premiére
espéce par rapport au point . (*).
11.
4. L'orbite de la planéte P, étant circulaire, le périhélie de cette
planéte est indéterminé. On peut donc supposer que le périhélie de la

planéte P, et celui de la plancte P ont méme longitude.

En sc reportant aux notations du n°® 2, le carré de la distance des
deux planétes a ainsi pour valeur

A=a}+ r*— 2a,r(cos{, cosw + sinf, sinw).

r, w, u étant supposés exprimés en fonction de ¢, faisons, en nous re-
portant & 'avant-propos de ce Mémoire,

Fo(Z,, 1) = LERMED.

On en déduit, d’aprés les formules (5),

AN &x 1T r Y -
(IO.\) P (m’ “’)—- [___al,.E--lwt—ﬂxt+(a§+’.~2)x____al,.Eiwt‘JJ a—z-/‘ ([ ‘I'.)f(“)’

t, r, w étant des fonctions de z définies par les formules (3) et (4).

(') Havy, loc. cit., p. 393 et 3g4.
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Posons, en tenant compte de ces formules :

a0 = %‘ <1,
!
cos? ¥
t—o — Lm'__ 2/ q‘ :
= =1 ..—tang; )
— GL ?iw o
(”) P- =1 Q, k ’-."(
. a’ 1
vV = ’,(J. ?(;),
K -0
SRR

\ 1N 2
cos? Y ( — tang V)
La détermination du facteur

() rr= s D)

(ui rentre dans ces formules, est celle qui a pour valeur 1 lorsque I'on
part, dans le plan de la variable 3, du point z =1 (n°3). La fonction
9(s) prend donc des valeurs réelles et positives lorsque s, partant du
point 5 = 1, parcourt la partie positive de 'axe des abscisses. Lorsque =
chemine le long de la partic négative de axe des abscisses, ¢(s) n'est
plus réelle, en général, mais son argument conserve la méme valeur
quelle que soit la position de la variable sur cette partie de I'axe des
abscisses.

En introduisant les notations (r r) dans I'expression (10) de F(«, 3),
cctte fonction prend la forme

(1) P = [gtne=) @/ (D/G)

’ L. . ’ M l Al
le facteur élevé 4 la puissance s représentant expression de ;> ouAest

le carré de la distance des planétes.
Pour résoudre le probléeme énoncé dans I'avant-propos de ce
Mémoire, nous avons donc, comme on I'a va au n° 2, & calculer la
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quantité I définie par

(x,3)
s J( ) 2““/[‘1;-:1 xm-!-l d

I =-——L J ped d:.
( =3

(13)

8. Points singuliers de la fonction 1(z). — L'orbite de la pla-
néte P, étant intérieure & l'orbite de la planéte P, le rapport % est

inférieur & 1 lorsque |3| = 1, c'est-a-dire lorsque les anomalies ¢, u, w
sont réelles. Il en résulte (11) que 'on a, puisque le module de ¢ (2)
est alors égal & 1,

je]>1 et <1 pour |3]=T1.

Cela étant, les points singuliers de F(2,3), en tant que fonction de z,

"
sont, pour |5| =1 : 1° les points x = . et £ = », & I'extérieur de la
circonférence || =13 2° les points x = v et x = o, & l'intérieur de la
circonférence |#! = 1. Il n’y en a pas d'autres, puisque £, (£-°z) est un
1

lynome en ¢z et ——-
polynome en ™z et ;——

Les points singuliers de la fonction J (5) sont de deux sortes :

Cette fonction admet : 1° les points singuliers des fonctions de 5 qui
font partie de F(zx, 5) (12), savoir :

Les valeurs de 5 pour lesquelles v =o;
Les valeurs de 5 pour lesquelles . = x;
r
Les valeurs de 5 pour lesquelles - = o
Les valeurs de s pour lesquelles -° s’annule, devient infini, ou change

de détermination dans le polynome f, (£%z), en t-*z ct F:TE;

Les valeurs de 3 pour lesquelles le polynome f(z) en z et * devient
infini.

On voit sans peine, en partant de la derniére des formules (4) et des
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formules (11) et (11”), qu'il n'y a pas, dans cette catégorie, de points
singuliers autres que 3 = o, z = .

2* Lafonction J(z)a encore comme points singuliers les valeurs de =

pour lesquelles deux points singuliers de (e 2)

.+t
de x, séparés par le contour d’intégration lorsque |5|=1, sc ren-
contrent. Ce sont donc les valeurs de 3 pour lesquelles

» en tant que fonction

g=o, v = 0, —v=o.

On a, d’aprés les formules (11) et (4) :

. = cos’%(z ; tang%), [SE_ﬂ;; (3_1:)]0

p=v= 5t —a).

I équation p. = o est vérifiée par 5 =0 ou 5 =1 et par la racinc
U
double 5 = tang %.
2
L’équation v = est vérifiée par 5 = o ou 3 = = et par la racine
U
double 5= cot E

L’équation u — v = o est vérifiée : 1° par les valeurs de 5 pour les-
quelles v = o, savoir z =0 ou 3 = oc; 2° par les solutions de 'équa-
tion 1 —a;=0.0na(4)

s r—a,=— é[sim[a(: - tang%) (s — col?) + 2as],
( r+a,=— ;a—s [sinzp(z — tangg) (z - cot§> — mz]-

On voit donc que I'équation r* — a? = o équivaut a

()

(14)

(%) s sind 52— 2(1 — &)z + sind = o, pour r=a,,
15

% sings® — 2(1 + a) 3+ siny = o, pour r = — a,.
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En résumé, les points singuliers de la fonction J(z) sont z = o,
e 2
5 =, les points doubles (z — tangg) = o, (z -~ cot%) =o, et les
racines des équations (15).
Les orbites des deux planétes P, P, ne se coupant pas, les équa-
tions (15) ont leurs racines réelles et positives, comme on s'en rend

compte aisément en se rappelant que siny représente I’excentricité de
la planéte P. Appelons 3, la plus grande racine de la premiére équa-

tion (15), z, = — la plus petite; z, la plus grande racine de la seconde
“1

équation (15), 3, = = la plus petite. Il est facile de vérifier que les
Sy

¥ ¥

racines 3, et 3, sont comprises entre tang = et cot %

et que les racines

[
-

5, et 5, comprennent au contraire tang% et cot%’- Ces différentes
Fig. 3.
2

» kel e 1 ‘k %ﬁh’ 0

valeurs de 5 occupent donc, sur I'axe des abscisses, dans le plan de la
variable z, la positionindiquée f£g. 3, O étant'origine des coordonnées.

6. Lesformules (14), auxquelles nous adjoindrons la valeur (§) de r,

peuvent s’écrire, en mettant en évidence les racines qui viennent d’étre
définies,

as
r—a,=— ;:"P(‘—zg)(z—z,),
(16)  {r+a=—20G_g) (-3,
ro=— asmq'(z - tang-q-') (z——- cot?-)-
25 2

a ' o s . ) o N
Le rapport — est réel, positif et inféricur & 1 pour les valeurs de s

dont le module est égal & 1, car I'anomalie excentrique de la planéte P
étant alors réelle (2), son rayon veeteur est réel et supérieur & @, par
hypothése. La premiére formule (16) montre que ce rapport jouit de la
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méme propriété pour toutes les valeurs réelles négatives de 5 et pour
les valeurs réelles positives de z comprises entre 3, et 3,.
On tire des formules (16)

r—a (5—5:)(5—35)

11 en résulte que le rapport -

> est réel et négatif :
' . U
1° Pour les valeurs réelles de 5 comprises entre tangz et 3,3

. U
2° Pour celles comprises entre 3, et cotg

Le mpporl % est réel et positif pour les valeurs de =, dont l¢

modulc est cgal a 1, car 'anomalie excentrique de la planéte I’ élant
alors réelle (2), son rayon vecteur est réel et supérieur a @, par hypo-
thése. Ce rapport est encore réel et positif pour les valeurs réelles de s
inférieures a 3, pour les valeurs réelles de 5 comprises entre s, ct 3,,
pour les valeurs réclles de s supéricures & s,, ainsi qu’il résulte de
Pexpression, tirée des formules (16),

P—al _ (5—5y) (53— 3) (5 —5) (5 — 37)

r2 - ,g{ B L\ 2
(:—lang—) (s——col-)
2 2

Cela étant, considérons, dans le plan de la variable 5, un contour
qui ne rencontre la partie positive de I’axe des abscisses qu’entrc les

-

. (l
points 3z, et z,. Cherchons comment varic 'argument Q de - !

)

lorsque la variable z chemine le long de ce contour.

Soit A la position de la variable sur le contour ( fig. 4); 'argument
2

"—a . Cpore s .
de — 5> qui se réduit & zéro au poimt M, a pour valeur

Q=0,+0,+0,+ 0, — 20 —20.

Or, on a les relations suivantes, entre les angles marqués sur la
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ligure :

1 — !
W, — 0 ==,
Na»
= T

’

2

£
|
€
|

£
|
€
I

On trouve, en faisant la somme de ces égalités
Q=—n,+ N+,

L'angle A du triangle 5, A 5}, qui est supéricur & 0, + 4, + 7, + 7,
ne pouvant dépasser %, on a

(17) Q< =

La démonstration scrait analogue si le point A ¢tail pris au-dessous
de Paxe des abscisses.

Cette inégalité, a laguelle nous aurons recours plus d’une fois, montre
que 'argument de '—%—"L varic d’une quantité inféricure a =, en valeur
absolue, lorsque la variable 5 suit un chemin quelconque assujetti a ne
rencontrer la partie positive de I'axe des abscisses qu’entre les points =,
el s,

Remarque. — L’intégrale 1 (13) est prise le long de la circonfé-
rence | 5| = 1. Ce contour peut étre déformé arbitrairement (n® 3),
pourvu que 'on évite de lui faire traverser les points singuliers de la

Journ. de Math. (5* séric), tome Il. — Fasc. IV, 18g6. 32
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fonction J(5). On peut, en particulier, faire subir & la circonférence
| | =1 une déformation continue, de fagon & amencr & coincider
avec un chemin fermé quelconque, tel que celui qui est représenté
(fig. 4), assujetti & rencontrer la partie positive de I'axe des abscisses
en un point unique M compris entre les points z,, 5, et la partie néga-
tive du méme axe en un point arbitraire.

7. Posttionrelative des points p.etv dans le plan de la variable x.
— Nous avons trouvé (11) les formules

— ! _a
y.—— — V—F(J..

(=)

-G

Supposons :1° que 5 est un point de la circonférence | 5] =1.

(I! [ ' [ . yoe .

—3 estalors une quantité réclle positive inféricure & 1 (n°6); on a
vu d'ailleurs que le point v est intéricur et w extéricur & la circonf¢-

Fig. 5.

“p

rence | x| =1 (n* 3). Ces points sont donc en ligne droite avec Pori-
gine et occupent, par rapport & l'origine ct la circonférence || =1,
unc position telle que le montre la fig. 5.

Considérons, dans ces conditions, le factcur

1 [ v ]*’

¥ l—d(z—p) (@ —y)
(qui entre dans la fonction F(x, 3) (12) el qui représente, lorsjue
|z| =r1et|x]=1,linverse de la distance des planétes PP, élevée &
la puissance 2s. Remplacons, dans —Al—s, z par I'affixe d’un point quel-

concue du segment wy. [’argument de x, celui de & — u et celui de
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& —v conservant la méme valeur, quelle que soit la position du point .

1 . . .
sur cc segment, l'argument de 4 est lui-méme invariable, lorsque .«
suit cc chemin. 11 en résulte que — a unc valeur réelle et positive,

. o . . [ .
quelle que soit la position du point z surle segment g, pulsque ; joutt
de cette propriété au point particulier N situé & la rencontre de la cir-
conférence | z| =t ct de p.

Supposons : 2° que 3 est un point du segment 3,3, de Uare des
abscisses (fig. 4). ~ On a vu (n° 4) que () est alors récl et positif

et que ,—; est réel, positif et inféricur & 1 (n® 6). Les points @ et v oc-

Fig. 6.

cupent donc, dans le plan de la variable iz, la position indiquée ( fig. 6),
sur la partie positive de 'axe des abscisses.

v . % v 1 \
Cela ¢tant, on voit, commé précédemment, que  a le méme argu-

ment pour tout point x situé sur le segment pv. D’autre part, si Pon
fait varier s dans son plan, sur le segment 3,3, de I'axe des abscisses

(fig. 4), les points . et v se déplacent, dans le plan des z, sur 'axe des
abscisses ct ne sc rencontrent pas si I'on évite de donner a z les valeurs

s, ¢t 5, (n® 8). On voit donc que Xl? conserve lc méme argument,
lorsque le point x se déplace sur le segment py, et le point = sur le
segment 3, 3,. Or ::— est réel et positif, comme on l'a vu ci-dessus,
lovsque T'on donne & 5 la valeur particnliére 1, qui fait partie du
segment 3, 3, -A'— jouit donc de cette propriété, quelle que soit la

position du point 5 sur le segment 5, 7, et la position da point z sur le
segment wv.

Supposons 3° que z, partant d’un poini de la cir conf('m’ru:v
| 5| =1, suive un chemin quelconque qui ne rencontre la partie posi-
Live de Paxe des abscisses qu’enire les points 3., z, (fig. 4). On a
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identiqucment
r*—at
Vo=

Il en résulte, & un multiple de 2w pres, entre les arguments de denx
membres,

rr*—at
o (v — 1) = ape ( — w4
arg(v — w) =arg (— p) +arg —;

Figurons ( fig. 7), dans le plan de la variable x, le point w el l'ori-
gine des coordonnées O.
Fig. 7-

1 v

0

La demi-droite, issuc du point w et faisant avee 'axe des abscisses
un angle égal i arg (— ), west autre que 1O, 1l fant done, pour ren-
contrer le point v, en partant du point g, partir dans une direction wv

o2 1

[} O N T R |
telle que Pangle v O soit égal & arg—z—-

¢tant réel et positif, lorsque 5 est un point de la circon-

férence |3]=1(n®G), le point v est alors situé sur O, comme on I'a
1oy . ,.2—' a! - L]
déja vu il v a un moment, Or, Pargument de —— varic d’une guan-
v ’ o l--

tité inféricure & = en valeur absolue, lorsque 3 suit un chemin quel-
conquc quine rencontre la partic positive de 'axe des abscisses qu'entre
les points 3, et 3, (n° 6); I'angle v O est donc inféricur & = en valeur
absolue.

Ainsi sc trouve élabli un résultat dont nous avons déja parlé au
n°® 3. Ll en résulte que 'on peut, pour toute valeur de 3 situce le long
d’un chemin (ui ne rencontre la partic positive de I'axe des abscisses
(u’entre les points 3, et 5,, prendre I'intégrale J(5) (13) le long d'un
contour de premicre espéce par rapport au point ., tracé dans le plan
de la variable iz, comme on I'a déja expliqué & la fin du n° 3.

8. Application de la méthode de M. Darboux @ )(3). — En vertu
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de ce qui précéde, en posant (12)

e ) — vt o) i
U 0= | o= A 0G)

L'intégrale suivante, prise le long d'un contour de premiére espéce, par
rapport au point &, parcouru dans Je sens direct pour un obhservateur
placé i 'origine, a pour valeur J(3):

‘[(:‘)_—;‘_Efb‘(l am, o

La considération du point z = & permet donc d’obtenir une ex-
pression de J(3) en appliquant la méthode de M. Darboux (*). Il
faut, & cet effet, former le développement de la fonction I'(, 5) dans
le voisinage du point p..

' (
Le facteur f,(¢%z) étant un polynome en x et - ce facteur est

holomorphe dans le voisinage du point u ct 'on peut écrire

(18) fi(t7¢) =/, (l*"lu.)[l +<| — i) x fonct.holom.de ([ — {>|

Pour développer le facteur

Lo v N
A5 —aj(x—p)(r—v) | ’

il convient de poser

» I . .
et de develoPpcr;suwant les puissances de £. On a, en remplacant

2 b

a} = par sa valeur r* — aj, tirée des formules (11) :

14
[ 1—3 s

(19) ¥ (l'ﬁ—af)i(l—‘LE>

(L——‘I

(1y Haxy, loc. cit., p. 394.



fo2 MAURICE HANY.

ou, en développant et remplagant § par 1 — g,

o
o ( x [l + (' - g)  fonction holomorphe de (' - —‘l;)]

r est unc fonction uniforme de 5 (4) et 2s un entier; le facteur r=* a
donc un sens parfaitement défini pour toute valeur de z. Il n’en cst pas

r? 2

ai\"s . I N
‘) qui a deux déterminations. Afin

r:

de méme pour le facteur (

de choisir entre ces deux déterminations, donnons & z une valeur 2’ in-

finiment voisine de g, figurée, dans lc plan de la variable z, sur la droite
e . N . . . @
qui joint le point p & l'origine, entre ces deux points. 1 — - dune

' . . . ) R . . '\
valeur réelle positive, ainsi que I'une des déterminations de (1 - »T) .

\

Convenons d’adopter, dans le développement de 3';, la détermination

particuliére de (1 — Tf)_', qui cst réelle et positive pour .« =", 1 est
2N —g
1

- . "M —_aq
alors aisé de bien fixer le sens du facteur ( = ) :

Supposons d’abord que 1’on donne & = une valeur de module égal
s o] . .. ,
& 15  a alors unc valeur réelle positive pour z =« (n° 7, 1°); le

crochet qui est cn facteur dans le second membre de Ia formule (19)

, U . a' . R . '\ s .
se réduait i 1, puisque 1 — - ost infiniment petit; (1 — I) est réel
- v

Dl

crep o - o » ‘ rt— a3\~ \
et positif ainsi que 7~* (n° 6). Il en résulte que (-——’—!-—-1) cst réel et

-

.- ' .. r—ai\- . .
positif. La détermination du facteur (——T—l> » qui rentre dans le dé-

veloppement (19), est donc celle dont P'argument est nul pour | | = 1.

Faisons maintenant varier 5 d’une facon continue, ¢n partant d’une

valcur de module égal & 1, et en suivant un chemin qui ne rencontre

la partie positive de I'axe des abscisses des 5 qu'entre les points =,
r*—az . “ s e

2, (fig. 4)- L’argument de ——* varic alors d’une quantité¢ inférieure

a = en valeur absolue (n°6). On voit ainsi que la délermination de
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2 1\~ . " 1
(i—’—ﬁ) » qui figure dans le développement (1), st celle dont Far-
3__ ot .
gument s’obtient en multipliant par — s I'argument de '-—ﬁﬁ compris
entre —wet +%
On tire maintenant des formules (18)ct (19)':

F(a, 3)= 22 £(rw) /() (S58) (- £)7

"
><[| +(| — i)x fonction holomorphe de <| — ’:I)J

-
La détermination adoptée pour le facteur ( T— '31) ¢tant celle ui

\

cst posilive et réelle lorsque 2 est I'affixe d’un point du segment de
droite qui joint le point g & l'origine, on a, d’aprés la metluode de

M. Darboux ('),
(58

J (5) — ,.l—i.e
as
=< [cocfﬁcicnt de 2™ dans le développement de (u — é)

[l

-
+ un terme de 'ordre de — J

En remplacant g ct =% par leurs valeurs (1 1) ct posant, aprés avoir
développé la factorielle qui fait partie du coefficient de ™, dans lc

, AN . .
développement de (1 — :) » suivant les puissances descendantes de

m, (%), ‘
25 _ COS"E ,s — langg *
(20) W(3)= i?:? l‘(ls,(’ I_a.) f(s )f.[ 2( _ “> J,

on peut écrire

(21) (s )_m. —=F(3)9"(s )( ,,,)

(') Hawy, loc. cit., p. 396 et 397 (remarque 11).
(*) Hawv, loc. cit., p. 402, formule (-L).
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R ¢tant une fonction de = ct de m,, qui reste finic lorsque m, croil
indéfiniment.

Cette expression de J (=) cst valable pour les valeurs de 5 situces le
long d’un chemin quelconque qui ne rencontre la partic positive de
'axe des abscisses (fig. 4) qu’entre les points z,, 5,. Mais il convient
de remarquer qu’elle n'est pas applicable pour des valeurs de 3, pour
p.

lesquelles
Ty

£ devient infini, car on ne peut plus alors développer,
] . ) . 1 . .
comme nous I'avons fail, I'expression (19) de 3 Suivant les puissances

def=1~— E; il faut y joindre les valcurs de 3 pour lesquelles g = =,

car la méthode de M. Darboux ne peut s’appliquer qu'autant que le
point w reste a distance finie.

Y ’ 1y .
Le rapport 5 (11) cst égal & 1 pour les valeurs de 5 (ui annulent la

différence a} — 1*, cest-a-dire pour les racines des équations (13) 5
wne devient infini que pour 3 =0 ou 5=} § devient infini pour

Y estoiedin N v - e (n® B
w=o, c’est-d-dire pour .._langact pour s =oous=x(n"o)

L'expression (21) de J(5) est done valable pour tous les points d'un
chemin qui ne rencontre la partic positive de I'axe des abscisses
qu’entre les points 5,, 5, (fg. 4) et quin’est infiniment voisin d’aucun
point singulier de J(3).

On peutremarquer que la fonction RU'(3) qui est finie, le long d'un
pareil chemin, d’aprés la méthode de M. Darboux, lorsque m, croit
indéfiniment, n’a aucune singularité le long de ce chemin.

Clest ce qui résulte de la formule (21) et de ce que 1°la fone-
tion W'(5) n’a pas de singularités en dehors de celles de J(5); 2° de ce
que "™ (5) n'a pas de singularilés en dehors de celles de J(3), et de ce
que I'équation ¢™(3)=o0 n’a pas de racines en dehors de =0 ou
3 =, ainsi qu’il résulte des formules (1 1).
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I
Etude de la dérivée de la fonction o(s).

9. De l'expression (11) de ¢(z), on déduit

V
252<:: - tang%’) oy = VG,
en faisant

- gl f = A ¥ - - ¢
(22) V(3)= Oslnk]a(u — tang;) (., — cot;) - 2»(., + lang;)-

«(s) ne pouvant s'annuler que pour 3 = o ou 3 =, les racines de
I'équation ¢’(5) = o, en dchors de 5 = o, 5 = o, s’ohlicnnent cn con-
sidérant I'équation V(3)=o.

Etude de Uéquation V(3)= 0. — L’équation V(3)= o, résolue
par rapport a 0, est

(23) 0__2__ :(:—&—tang%)

~ siny ¥\? oy
M (s-~tang"—{> (:——coll)
2 2
on en tire

. N(:— cot®) (s (- N[ Yools et ®)
M » (.,—lang;)(~—-cot;><2~+lang; —3 ~.+tang—2‘ -..——langg—'-2(e--col;

ds Sil‘lt‘( ;__m"n-g * ;—-—CO[.E :
D2 2

1 da * L4 . L}
Le numérateur de = du troisi¢me degré en 3, a ses racines réelles,

. \J ’ U ,
savolr : 3 =3" (—ao(:"<— tang%); 3= :’(-— t:mg%" -l o);

(tang;ﬂ <3"<L cotii)' Nous donnerons, dans un instant, les
valeurs de 5/, 5", 5" et les valeurs correspondantes 0', 07, 0" de 0.
En considérant 0 comme 1’ordonnée d'une courbe dont = est 'ab-
scisse, on construit immédiatement le licu représenté par I'équa-
Journ. de Math. (3° série), tome II. — Fasc. IV, 18y6. 53

-~

~ =~
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tion (23), en remarquant que 0 est maximum pour 5 = 3, minimum
pour 5 = 3" et 5= 3" (fig. 8).
En coupant la courbe par une paralléle a I'axe des abscisses, & une

Fig. 8.

9

B ity

distance de cet axe égale a la valeur de 0 qui figure dans l'équa-
tion V = o, les racines de cette équation sont figurées géométrique-
ment par les abscisses des points de rencontre. On voit que 5" est
racine double de I'équation V = o pour 0 = 0", 2’ racine double pour
la valeur 0 = 0, 5" racine double pour la valeur 6 = 0”. Or, en posant

. U L\ 2 !
U(s)= 05m4¢<: — tang%)(: - cotg) + 2:(: -+ CO[E)a

on a l'identite

!
tang!

V()=— U0

Les racines de I'équation V()= o sont donc inverses des racines
de P'équation U(z)=o, étudiée dans un Mémoire précédent ().

(") Hawy, loc. cit., Chap, UI, p. 416.
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L’équation U(z) =0 a une racine double égale i

¢ _ Peans ¥
—cotg pour 0= gséc’s

une racine double ¢gale &

— tang(3o° - %) pour 0= — éséc’(ﬁo“— §>,

une racine double égale a

tang(30°+ %) pour 6 =— %séc* (60“—!— %)

[l en résulte que les coordonnées des points A, B, C de la fig. 8 sont,

puisque § est inférieur a -

T Y
A - — T lang ‘61
0 = %séc’z,

’

On voit que 'on a

S -1 — tang% <z’<o<tang% <1<KL3"<L cotdﬁ,
(25) ¢

o
i)

I zl/

( <0< oLl
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La fig. 8 permet de sc rendre facilement compte de la nature des
racines de 'équation V(z)=o.
1° 0 < 0”. L'équation V()= o a trois racines réelles : une racine

comprise entrc o ct tang §5 une racine comprise entre tang% et 3";
une racinc comprise entre z” ¢t cot % Laseconderacine, que nousdési-
gnerons désormais par Z, croit de tang g 45" lorsque0 croit de —s0 4 0".

2° 0" 0 < 0", L'équation V(5)=o0 a unc racine réelle positive
comprise entre o et tang%, ct deux racines imaginaires. On voit, sur

la figure, qucla racine réclle décroit lorsque 0 angmente ; d’autre part,
le produit des racines de 'équation V(z) = o ne dépendant pas de 0,
il faut, par compensation, quc le module des racines imaginaires croisse
lorsque 0 croit. Nous désignerons ces racines imaginaires par Z;etZ_;.
D’aprés ce quiprécede, |Z;| croit de 5” & |5”| lorsque 0 croit de 0”a 0"

3° ("< 0 <o. L'équation V(5)=o0 a trois racines réelles : une
. ) o . . | . v .
racine positive comprise entre o et tangg; unc racinc négative com-

- U . N . .
rise enirc — tanﬂ“f ct 3”3 une autre racine neégative comprisc entre
2, ? o

5" et — oc. Cette derniére racine, que nous désignerons encore par Z,
décroit de 5" & — = quand 0 croit de 0”& zéro.

4° 0 < O < . L'équation V(5) = o ases racines réelles : une racine

\
supérieure & cot‘;’; une racine négative comprise entre zéro et 3'; une
\

autre racine négative comprise entre — tangg ets’.

5° ('< 0. L'équation V(z)=o0 a une racine réelle supéricure a

! . . 3 .

cotz, et deux racines imaginaires.

Remarque relatice aux cas 1° et 2°. — En supposant < 45°,
c'est-a-dire e < 0,707, ce qui a licu dans toutes les applications, on a

i ¥
lo,|< CO‘.E‘

Il en résulte que, dans les cas 1° et 2°, Z ou | Z;| est compris entre
. ! U
tang X et cot .
2 2
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10. Résolution de I’équation V(s)= o. — La résolution de I'équa-
tion V(3)= o se raméne & celle de I'équation

0! — (t—20cosy)v + 20 = o,
cn pos:mt

:=2"tang
ST e 00

N |G-

1° 0 < 0" ou "< 0 < o. En raisonnant, comme nous I’avons fait,
dans un Mémoire précédent, pour résoudre Iéquation U(z) = o, lors-
qu’elle a ses racines réelles (1), on trouve que la racine Z, définic au
n® 9, a pour valeur

¥
tang -
¢ bl 2 *

)

7 ¢ —1
[, —

¢ +1

en posant e

1—20cosy

cosz:—O(-—s---) 0 <7< 90°

C_ 1 —20cos¥ SPSAY
r= 2\/——3—cos<bo 3>

2° ("< 00", Les racines imaginaires Z; et Z_; de I'équation
V(=)= o, définics au n° 9, sont données par le Tableau dec formules

wlw

-

. 1/1—20cosd\? 3=
sinoy = — 6<—~—3——1) ) tangE = ytangy,
/1—abcosd 1 —_— —— v
¢ = — t —— = —1yi1 — 20cosdcotoz
V 3 sinaZ v—1y b >

¢ —1 ! . . . v
Z,=""liang?, Z_,=laconjuguéc de Z,.

Nous supposons le signe de y'— 1 dans ¢ choisi de fagon que Z; ait
sa partic imaginaire positive.

Nous n’aurons pas & résoudre I'équation V(3)= o lorsque § sera
compris entre d’autres limites que les précédentes.

(") Hawy, loc. cit., p. 470.
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Iv.
Etude du module de la fonction o(3).

Nous avons trouvé (1r1)

N %3 “nq’(»—- )
?(")— 0052Y< _lano‘%)i [ ]
En posant

on trouve

() l2@)=— . [RE-*5 o (-2]”

cos’q: R2— 2R langgcosw -+ tang®
2 2 °

.

v -

11. Etude de |9(3)| le long de la partie positive de Uaze des
abscisses. — En faisant » = o dans équation (26), on a

3 ()| = — = RE=F 0] = 4(R).
cos’;(R——tag

~ [-c
\_/

On en tire

QR’(R tang - )dl?()l
1§(3) ] dR

=V(R),

V (R) étant le polynome (22) o R est mis & la place de =.

De la discussion de I'équation V(3) = o, faile au n° 9, on déduit cc
qui suit :

1° 0L 0", Pour R trés petit, % |%(5)]| < o, V(o) ayant le signc
de — 039 (z)]| décroit donc lorsque R part de zéro, jusqu’a ce que

R atteigne la racine de V = o inférieure & tano' |q>(z)| croit ensuite,
devient infini pour R = tanga, décroit jusqu'a ce que R atteigne la

racine Z de V = o, comprise entre tangg et 5", croit ensuite jusqu'a

ce que R atteigne la troisiéme racine de V = o, puis décroit lorsque R
croit indéfiniment.
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On voit que lorsque la variable 5 parcourt l'axe des abscisses,
| $(z)| passe par un minimum pour la valeur z = Z, qui est racine de
o' (3) =o.

2 "< 0 <o. |p(z)] décroit de R =0 & la racine positive de
V = o, inférieure & tang% ; croit de cette racine 4 R = tangi; et dé-
croit ensuite lorsque R croit indéfiniment.

3P 0>o. aflﬁ [9 ()| est positif pour R trés petit; | o(5)| croit donc
lorsque R part de zéro, jusqu'a ce que R atteigne la valeur
R= tangg, devient infini pour R = tang-‘;f, décroit ensuite jusqu’a ce
que R atteigne la racine de V = o, supérieure a cot%, puis croit

lorsque R dépasse cctte racine.

12. Etude de | o (3)| le long de la partic négative de axe des
abscisses. — En faisant w = = dans I'équation (26), on a

2] = g [REF O],

! 2
cos? < (R+ tang-q:)
2 2

\
2R‘3<R+tanog)
82) dle@ | _y,
@] am =V (—R)

‘Y en tire

1° 0 6”. V(R)= o n'a pas de racines négatives (n°9), et pour R
trés petit, V(— R) est positif; | 9(3) | croit donc lorsque R crokt, c’est-
i-dire lorsque la variable 5 partant de l'origine va & — =.

2° 6" <0 < o. [¢(3)] va en croissant lorsque R croit de zéro jus-
qu'a la valeur absolue de la racine de V(5) =o la plus voisine de
zéro, décroit ensuite jusqu’a ce que R atteigne la valcur absolue — Z
de la racine négative de V(5), la plus grande en valeur absolue, puis
décroit lorsque R croit de — Z a + ==.

On voit que | ¢ (3)| passe par un minimum lorsque la variable 3, en
cheminant sur 'axe des abscisses, rencontre la valeur z = Z, qui cst

“racine de 'équation ¢'(z) = o.
3% 0 L0 LK. PourR trés petit, V(— R) < o. Il en résulte que
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%(3) | décroft jusqu'a ce que = atteigne la racine négative la plus voi-
sine de zéro de V(z), croit cnsuite jusqu’a cc que 5 atteigne la racine

. U . ' .
comprise entre ' et — tangg, puis décroit lorsque s décroit.

4° 6> 0. |o(s)]| décroit lorsque = décroit de zéro & — .

13. Etude de|o(s)|le long d’une circonférence, décrite de [l ori-
gine comme centre, avec un rayon R. — On tire de la formule (26)

1 d]%(s
12 ()]

~

<>
2

U . \ d‘
— 4R langz — Osing (R2—1) (B'l— 2Rtang;—{ cosw —+ tang® ;)
= SIw

' D
2R (R’—- 2R tanchom» + lang? ;)

e .
5o alesignede

‘ N = —sinw [4R’tang-;f +0sin¢(R*—1)
(27) i

U
e (R2 - 2Rtang§cosw + lang®

W

Supposons d’abord b < o:

1 RS1. Nalesigne de —sinw. 11 en résulte que, lorsque s déerit
la circonférence R, |¢(z)| passe par un maximum absolu pour w = o
et par’un minimum absolu pour © = =.

2 R > 1. On tire de I’équation (273)

N .
| = —sinw(cosw + P),
—OSin-{:leangE(Rﬁ—-l)
en ])OSillH
1,
2 2 Y
P R R?+ tang >
= — =
Osing (R*—1) zﬂtang!

2
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N ale signe de
—sinw (cosw + P),
pour H Lo et R > 1. Or, dans celtc'hypoth‘ese

U
P AlangZH’(l+li’)-—-Osin«p(R*——l)* (B*—-tang’%)

JR — 0
IR 20sind (R*—1)? langgli*

< o;

P décroit donc ilors de + % it — =, lorsque R croit de 1 & + .

Appelons R, la valcur de R pour laquelle P =1 et R, la valeur de R
pour laquelle P = —1; ona R, <R,.

Si R<R,, P est supéricur a r; 'équation cosw + P = o n'a pas
de racines réclles et N a le signe de — sinw. Il en résulte que, lorsque =
décrit la circonférence R, | 9(z) | devient maximum absolu pour w = o,
minimum pour ® = %.

Si Ry<R<R,, P cst compris entre 1 et —1 ct I'équation
cosw + P =0 a unc racine o,, comprise entre o et %, ct unc racine
27 — w,, comprise cntre © et 2%. On cn déduit que, lorsque 5 décrit
la circonférence R, |5(5)| devient maximum pourw =o ct w =w et
minimum pour ® = @, et W = 2% — ©,.

Si R,< R, P cst inférieur & — 1 et cosw + P est cssentiellement
négatif. N a donc le signe de sinw. 11 en résulte que, lorsque 3 décrit
la circonférence R, [¢(3)|devient maximum absolu pour » = =, mini-
mum pour ® = o.

Supposons, en second lieu, § > o.

En considérant sculement le cas o R > 1, le crochet qui fait partie
de N (27) est essentiellement positif, done N a le signe de — sin .

1l en résulte que, lorsque 5 chemine le long de la circonférence R,
|2(z) | devient maximum pour ® = o, minimum pour ® = 7.

14. Lorsque 6 <o, P croit de — 1 & + 1 (uand R décrolt de R, a
R, (n° 13), R, et R, vérifiant les inégalités R,> R, >1. Il en ré-
sulte que I'équation cosw + P = o définit, en coordonnées polaires,
une courbe fermée X, symétrique par rapport & 'axe polaire, dont le

Jowrn. de Math. (5 série), tome I1. — Fasc. IV, 18gf. 54
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rayon vecteur déeroit de R, & R, lorsque v croit de o & = (fig. 9) ou
décroit de o & — =.

Variation de |%(z), le long de la courbe T. — Lorsque la va-

. . . . D= ()] . .
riable = = RE® chemine le long de la courbe 3, J—(%—— est identi-

quement nulle, puisque cette dérivée contient cosw + I en facteur
(3|
oR
de I, l'imaginaire 3 = RE* est racine de Uéquation %' (3) = o, puisque
d12()] , 2191
Jduw ot JR

(n*13). Cela élant, si la dérivée sannule en un point (R, o)

les deux dérivées sont alors simultan¢ment nulles ().

Réciproquement, si s = RE® est racine de I'équation 2'(z)=o
b [ b K ’

les équations %)—‘ =0, 0—[5% = o admetlent la solution R, w. Si

w cst différent de zéro ou de =, c’esl-a-dive si la racine s est imagi-
. dle(s . . -
naire, —'()T())—l n’étant nulle qu'autant que cosw + I est nul (n° 13),

la racine 5 de %'(5) = o se trouve alors sur la courbe X.
Cela posé, il est facile de voir comment | 2(3)! varie le long de la
courbe X.
Distinguons plusieurs cas.
1° 00", L’équation 5'(s) = o n'a alors, a distance finie, que des
. . C . dio(s
racines réclles dont aucune n’est négative (n° 9). ——I—;T({-l—l ne pouvant
{

changer de signe sans passer par zéro, comme on s'en assure en dif-
> 9

(V) Hawy, loc. cit., p. o4, n° 5.
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férentiant la formule (26), cette dérivée, dis-je, ale méme signe tout le
d|e(s .. .

long de la courbe T. Or —1—[({—)-[ est positive le long de la partie

négative de l'axe des abscisses (n® 12), en particulier au point B.

—-—'”3:{” a donc une valeur positive tout le long de la courbe Z.

En observant que _0_%)_! est nulle le long de la courbe X, ona, en

faisant suivre i la variable z = RE® le chemin AGB ou le chemin

AG'B,

) : (=) ‘)l?( I
(-8) d -‘J(v‘)‘ R lR

d'ou il résulte

d1g(3) <o,

puisque R va en déeroissant,

Ainsi | 5(3) décroit constamment quand = suit le chemin AGB ou
le chemin AG'B.

2 (" H L. Liéquation 3'(3) = o n'a, en dehors de la circonfé-
rence | 5] =1, que deux racines imaginaires conjuguées Z; et Z_;, a
distance finic (n° 9). Ces racines s¢ trouvent nécessairement, comme

. . d|»(s
on I'a remarqué plus haut, sur Ja courbe X, enZ; et en Z_,. ——Ig—é—)—’
estnulle enZ; et Z_; et différente de zéro en tout autre point de . Or
Jd =(3)i .. . ' .

_}T({_L est positive tout le long de la partic négative de Paxe des

2

abscisses (n° 412), en particulier au point B; Q-L(;T({ﬂ est done positive

tout le long de Fare Z,BZ_; de la courbe E. De méme J! dl({ )Ieldnl

négative au point A (n° 11), est négative tout le long de 'arc Z,AZ_,
Dapres la formule (28), lorsque la variable = parcourt l'arc AGB,
%(3) croitle long de AZ; cl décroit le long de I'are Z;GB. De méme
t5(3)| croit le ]onfr delarc AZ_; et dcc:onl le long de Fare Z_,G’B.
3* 0 >0>0" L'équation ¢'(s)=o0na, a dlSl:ll]C(} ﬁme, que des

racines réelles, dont aucune n'est supérieure & ¢ (n® 9). d[(‘ )| con-
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2|e(s

213 | est
IR

négative le long de la partie positive de I'axe des abscisses pour

J - . S .
R> langz (n° 11), en particulicr au point A. (—)—I‘%)J est donc néga-

serve donc le méme signe tout le long de la courbe Z. Or

tive tout le long de la courbe I.
On voit ainsi que, lorsque la variable s parcourt I'axe AGB ou l'axe
AG'B, [2(3)] croit d’aprés la formule (28).

18. Le contour D lorsque § < 0. — Les considérations précédentes
permettent de construire un contour fermé¢ D contenant l'origine ct
passant soit par la racine Z de I'équation ¢'(z) = o, si cette ¢quation
a loutes ses racines réclles, soit par les racines Z; et Z_; de I'équation
%'(s) = o, si cette équation a des racines imaginaires, un contour,
dis-je, le long duquel | ¢ ()| est maximum absolu, soit pour 5 = Z, soil
pourz=Z;etz=12_,.

1° 0 0", L'équation 2'(3) = o a alors ses racines réelles (n°9) et
la racine Z est comprise entre lang% ct cot (30"—*— %‘)

Décrivons de I'origine comme centre une circonférence passant par
le point Z. |2 (z)| passe par un minimum lorsque la variable 5 décri-
vant I'axe des abscisses passe par le point s =7 (n° 11, 1°). Il en
résulte, puisque ¢' (Z) = o, que |9 ()| passe par un maximum lorsque
la variable z décrivant la circonférence, qui est normale & I'axe des
abscisses, passe par le point Z (*). Cela étant, il y a deux cas & con-
sidérver.

Si cos o + I’ ne s'annule pas le long de la eirconférence, ce ui

arrive en particulier si Z <1, |4(3)| est nécessairement maximum

(") Hawy, loc. cit., p. 4oy, n° 3.
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absolu sur la circonférence au point Z (n° 13). Cette circonférence
(fig. 10) constitue ainsi le contour cherché D.

Si cos w + P s’annule, le long de la circonférence, aux points K, K/,
cette circonférence rencontre aux points K, K’ la courbe £ dont il a
¢1¢ question au n° 44. Or |9(5)| va en décroissant le long des
ares ZK, ZK’ de la circonférence (n° 13), et en décroissant le long

des ares KGB, K (/B de la courbe £ (n° 14, 1°). Le chemin
LK GBG'K'Z, marqué sur la fig. 11 cn traits gras, constitue donc le
contour cherché D. ’

Remarque. — Lorsque la variable parcourt le contour D dans le
sens des arguments croissants, clle passe au point Z dans une direc-

tion formant un angle égal & g avec la partic positive de l'axe des
abscisses.

2° 0"< 00", — L'équation ¢'(5)=o0 a alors dcux racines ima-
ginaires Z; et Z_;, de module supérieur & 1, qui se trouvent sur la
courbe £ (n® 14). D'autre part | (5)| est maximum absolu lc long de
cctte courbe pour s =Z;et 5 =Z_;. Nous pourrions donc adopter la
courbe X pour le contour D; maisil y aurait dans ce choix un incon-
vénient, résultant de ce que la direction de la tangente i la courbe S,
aux points Z; et Z_,, ne s'ohtient pas immcdiatement, unc fois les
racines Z; et Z_; connues.(*). Aussi convient-il de modifier comme il
suit le chemin X.

Considérons la circonférence décrite de l'origine comme centre avec

(') 1 est nécessaire de connaitre la direction de la tangente au contour D.
en chacun de ces points, pour fixer le sens de certains radicaux,
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le rayon OZ;. cosw + P s'annule lc long de cetie circonférence pour
5=1Z; et pour 5 = Z_;, puisquc ces points apparticnnent & E. Il en r¢-
sulle que | (=) devient minimum lorsque la variable 3, déerivant la
circonférence, passe par les points Z; et Z_; (n° 13, 2°).

Fig. 1.

Z; et Z_; ¢lant des vacines de 5°(5), [4(3) ] passe par un maximum
lorsque la varviable z, cheminant le long du rayon OZ; ou du rayon
OZ_;, qui sonl normaux i la cicconférence, passe par le point Z; ou
7).

Cela ¢tant, prenons sur le rayon OZ; des points II ¢t K, & une dis-
tance finic du point Z; d"ailleurs aussi pelite que 'on veut ; déerivons,
de Torigine comme centre, les ares de cercle HG, KL limités a la
courbe E. Je dis que|2(3) [ déevoit le long du chemin Z,HG B et le
long du chemin Z; KL A.

Effectivement, | 2(3) | passant par un maximum au point Z,, le long
de HK, |z (3)]décroit le long de Z,H, H ¢tant pris suffisamment prés
de Z;. D’autre part, cos o + P étant nul au point G, le long de la
circonférence de rayon OH, |2 ()], va endiminuant le long de 'are HG
de celte circonférence (n® 15, 20). Enfin[(z)| diminue le long de
I"are GB de la courhe £ (n° 14, 2°).

De méme, en prenant K suffisamment pros de Z;, [ (5)] déeroit le
long de Z;K. D’autre part, cosw + P ¢tant nul an point L, le long
de la civconférence de rayon OK, {2 (3)| va en diminuant le long de
Fare KL de cette circonférence (n 13, 2*). Eunfin | 5(3)| diminue le
long de l'arc LA de la courbe £ (n® 14, o),

(') Hawy, loc. cit.. p. 4o n* 3.
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On verrait de méme que le long du chemin BG'H'Z_ K'L'A, {9 (3)|
passe par un maximum pour s=2_;. Ainsi, nous pouvons prendre, pour
le contour cherché D, lc chemin marqué en traits gras sur la fig. 12.

Remarques. — Soit @ Pargument de Z;. Lorsque la variable s par-
court le contour D dans le sens des argaments croissants, clle passe au
point Z; dans unc direction formant un angle égal i = + Q, dun mul-
tiple pres de 2%, avee la direction des abscisses positives. La direction
du chemin suivi au point Z_, forme, avee la direction des abscisses po-
silives, un angle égal & — Q.

Le contour D rencontre la partie positive de axe des abscisses a
une distance de 'origine supéricure a 1.

3* 0>0>10". — L'équation ¢'(5) = o a alors ses racines réelles:
la racine Z cst négalive ct supéricure, en valeur absolue, &

. v "
col( 300 — 5)’ quantité plus grande que 1.

Décrivons de Torigine comme centre une circonférence passant par
le point Z. | 2(z)| passe par un minimum lorsque la variable z, décri-
vant axe des abscisses, passe par le point Z (n* 12, o). Il en vésulte,
comme précédemment, que [2(3)] passe par un maximum, lorsque la
variable z, déerivant la circonférence, passe par le point Z. Cela ¢lant,
il y a denx cas a considéver.

St cos o + P ne sannale pas le long de la circonférence, | 5(5)] est
nécessairement maximum absolu au point Z le long de la circonférence

(n* 13, 2*). Cette civconférence ( fig. 13) constitue done le contour
cherché D.

Si cosw + I' sannule le long de la civcoulférence aux points
K, N (fig. 11), celte circonférence rencontre aux points K, K’
la courbe T dun® 14. Or [o(z)]| décroit le long des ares ZK, ZK' de
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la circonférence (n° 13) et décrolt le long des arcs KA, K'A de la
courbe Z (n° 14, 3°). Lc chemin marqué en traits gras sur la fig. 14
constitue done le contour cherché D.

Remarques. — Lorsque la variable 5 parcourt le contour D dans le
sens des arguments croissants, elle passe au point Z dans une direction
9 l « 3'-1' . ) L) M
formant un angle égal & 2= avec la partie positive de Paxe des

2
abscisscs.

Le contour D rencontre la partie positive de P'axe des abscisses i
une distance de origine supéricure & 1.

16. Le contour D lorsque 0 >o. — Nous désignerons alors par D
ane circonférence déerite, de I'origine comme centre, avec un rayon

. . . ! . o LA
arbilraire compris entre cot E ct la racine z,> 1 de la premiere équa-

tion (15) (n°® 5); la différence entre ce rayon ct les limites qui le
comprennent est, d’ailleurs, supposée finic.

On a vu que, le long d'un pareil chemin, |2(=)] est maximum
absalu au point ou ce chemin rencontre la partic positive de Uaxe des
abscisses (n° 13).

\'0
Changement du contour d’intégration de Pintégrale I.

17. Le contour D, qui vient d’¢ire défini, va nous servir pour le
calcul de I'intégrale 1. Dans certains cas, ce sera ce contour lui-méme
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qui nous permettra d'évaluer Pintégrale ; dans d’autres cas, il faudra
le d¢former comme nous allons tout d’abord Uexpliquer.

Supposons, cn premier lieu, que le point ot le contour D rencontre
la partic positive de I'axe des abscisses soit plus rapproché de Tori-
gine que le point singulier z, de J (5) (ce cas se présente sculement
lorsque 0 < 0” et Z < 5,). Il faut alors déformer ce contour de fagcon
qu'il renferme le point 5, si 1'on veut qu'il soit équivalent & la cirvcon-
férence | 5| = 1 pour I'intégrale I (n® 6, remarque).

Du point 5,, comme centre, décrivons une demi-circonférence 3 My,
avec un rayon trés petit. Menons, & I'axe des abscisses, lcs parallclce
3 8", ¥'y", limitées au contour D. Ce contour, modifi¢ comme l'indique
la ﬁg 15, est équivalent, pour l'intégrale I, i la circonfévence | 5| = 1.

Fig. 15.

Nous prcndrons sur les droites 8’8", ¥'y” des points 8, v sy mclmques
par rapport & I'axe des abscisses et & dlslancc finic du point s,, mais
assez rapprochés de ce point pour u'un développement que nous ren-
contrerons plus loin, qui converge dans le domaine de z,, soit valable
jusqu'en 3, .

Supposons, en sccond licu, que le point ou le contour D rencontre
la partic positive de 'axe des abscisses soil plus éloigné de origine
que le point singulier 3, de J(3). Il faut alors déformer ce contour,
de fagon que le poinl 5, 0’y péncire pas, si 'on veut qu'il soit équiva-
lent & la circonférence | z| = 1 pour l'intégrale I (n° 6).

Du point 5, comme centre, décrivons une demi-circonférence ' My,
avec un rayon Lrés petit. Menons a P'axe des abscisses les paralléles
B'8”, vy, limitées a la circonférence D. Ce contour, modifi¢ comme
l'indique la fig. 16, est équivalent pour I'intégrale I & la circonférence
|5|=7. Nous prendlons sur les droites 8’3", T' " des points B, v, sy-
métriques par rapport & I'axe des abscisses et & distance finic du

Journ. de Math. (5 sévic), tome 1L — Fasc. IV, 18y6. 55
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point 3,, mais asscz rapprochés de ce point pour qu'un développement
(ue nous rencontrerons plus loin, qui converge dans le domaine de
R ey i
3,, soit valable jusqu’en 3, v.

Ces points 3, + seront d'ailleurs assujettis & la condition que leur
P 1 !
projection Q, sur I'axe des abscisses, se lrouve & une distance de 'ori-
!

vine inféricure & cot -‘25

Nous désiencrons dorénavant par D’ le contour 38 M~'~ ¢t par

° . . i I

D" le reste du contour (fig. 15 et 16). Nous appellerons 1’ la partic
de Tintégrale I prise le long de I, et I” Ia seconde partie de T prise
lc long de D”.

Nous démontrerons plus loin que I', (lams le cas dela fiz. 15, est
¢gale au produit d'une quantité finie par mi¢™(z,) ct (que, dans e
cas de la fig. 16, I est égale an pl'odult d'une cuantité finie par

EXE -
mi g™ (s,).

18. Pour évaluer Uintégrale I lorsque le chemin 1D est équivalent
a la circonférence | 5| =1 ou la partiec I de cetle intégrale prise le
long de D", dans les cas des fig. 15 et 16, on peut remplacer sous le
le siene [ la fonction J(3) parson expression (21) pour des molifs (ui

3 |

ont 8Lé exposés it la fin du n® 8. On cst ainsi conduit & considérer L'in-

Légrale
(29) I)’t:r j U'(s )(l + o )""’ 1(3) ds.

Toutefols, sil arrive, dans le cas de la fig. 16, que le contour D ren-
b b ) i
contre la partie positive de 'axe des abscisses & une distance de Porigine
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supérieure & cotg(‘), les paralleles yy”, BB” sont voisines du point

singulier 5 = cot% de J( ) et peut-étre aussi du point z = 5. I con-
vienl alors, pour pouvoir employer I'expression (21) de J(3), tout le
long du chemin D”, il convient, dis-je, de dilater B3” et yy”, dans le

. ! . o«
voisinage des poinls 5 = cotz ¢t 5 =3, de facon que ces singularités
de J(5) soient & distance finie du chemin d'intégration. Les déforma-

tions de B8” ct yy” peuvent d’ailleurs &tre construites assez petites
pour que | 3(s)] soit inférieur & | 3(5,)|, le long de ces déformations,
y b _ - ol = ,
puisque ‘q(cot;)l <le(z)let|e(5)<]2(5)| (n° H, 2°). On
voit done que s'il existe sur le contour D”( fig. 16), avant la déforma-
tion de yy”,B", un poin%: ol [¢(5)] est supér‘ieur a|9(s,)|, ce point
Jjouira de la méme propriéié aprés la déformation de ces paralléles; si
|2(z)] est inféricur & [3(3,)| tout le long de D” avant la déformation
des droites yy”, 8", 1l en sera encore de méme aprés leur déforma-
tion. C'est la ce qu'il importe de savoir, et nous n’aurons plus & reveniv

sur ces déformations de ¥y”, 83" qui ne jouent aucun role dans le pro-
bléme qui nous occupe.

19. Les considérations qui précedent permettent de trouver la va-
leur de T dans les differents cas qui peuvent se présenter.

Supposons d’abord 0 < 0" :

1° Z < 3,. Le contour D doit étre déformé comme il est indiqué
(fig- 15), pour ¢tre équivalent & la circonférence| 5| =1. Or|4(3s)|est
inférieur & '5(3,) | toutle long dela partie D" du contour de la fig. 15
(0 13 et 11). L'intégrale (29) prisc lc long de D” étant égale a I,
on a asymplotiquement, pour les motifs qui ont élé donnés dans
I'avant-propos du présent Mémoire, et d’aprés ce que nous avons dit
alafindun"17,ona .

0 -

2® 5, >72>>3,. Le contour D est équivalent pour I'intégrale I & la
circonférence | 3| =1, et I'intégrale (29) prisc le long de D est égale

(') D'aprés la définition du contour D (n°s13 et 16) et la discussion de I'équa~
tion V(5) =0 (u®9), cette hypothése n’est possible que si " < 9 <o.
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a L. Les fonclions W'(3) (1 + ,I:
du chemin d'intégration (n°8); d’autre part, lorsque la variable déerit
ce contour | @(3)| devient maximum absolu pour la valeur 5 =12 qui
est racine de ¢'(s). L¢valuation approchée de 'intégrale I's'obtient
donc par Ja considération de ce point Z( ') et 'on peut éervive

) et ¢(3) sont holomorphes le long

‘ sx—l % (2 ",
(30) 1=/ z,,gz)) W(L)3"(L)(1+¢),

le produit ¢ restant fini lorsque m, croit indéfiniment.
. . . . ™
La direction de la tangente au contour au point Z faisant 'angle -
avee la direction positive de 'axe des abscisses, la partic imaginaire
. 26 . .
du radical { / — = est posilive.
3°Z > z,. Le contour D doit étre déformé, comme il est indigqué
(fig. 106), pour étre équivalent & la circonférence || =1. Or|5(5)|
estinférieur & |9(z,)| tout lc long de la partie D” du contour de la
Sfig. 16 (n° 43 ct 11). L'intégrale (29) prise le long de D" étant
égale 17, on a asymplotiquement, pour les mémes raisons que plus
haut,

I=r
=1.

Supposons en second licu 0" <0 < 0.

1Y Si le point ot le contour D de la fig. 12 rencontre la partie po-
sitive de Paxe des abscisses est plus rapproché de Porigine que le
point 3,, ce conlour est équivalent i lacivconférence |5 =r et l'inté-
grale (29), prise le long de ce chemin D, est égale i 1. Le long de ce
contour |(z)| devient maximum absolu pour s =2Z; et s =2Z_.
L’¢valuation approchée de 1 s’obtient done par la considévation de ces
points (') et 'on a

‘f' ) ,5 ./‘l m,
‘ | = | \/ 2 (L) ()
Ve = (IR [T
\

le produil n¢, ¢ restant fini lorsquc m, croil indéfiniment.

(3r)

1A

(1) Hawy, loc. cit.. p. 03,
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En appelant Q l'argument de Z;(o < Q < =) la direction de la tan-
gente au contour au point Z; est Q + =, par rapport  la direction po-
sitive de I'axe des ahscisses; la direction de la tangente au contour au
point Z_; est 2w — Q (n° 13, remarques); il n’y a donc qu’a appli-
quer la régle donnée dans un Mémoire précédent (') pour avoirle sens

2¢(Z; 20(Z-
des radicaux \/—— ?’—((_IT)) ct \/— W_,’))

Dans ce cas, on a nécessairement [5(7, )| <|9(Z;)] (n* 15 et 11).

2 Sile point ot le contour D de la fig. 12 rencontre la partie
positive de 'axe des abscisses est plus ¢loigné de Porigine que le
point 3,, il faut déformer cc contour, comme il est indiqué ( fig. 16),
pour qu’il devienne ¢équivalenta la circonférence {3| = 1. L'intégrale
peut alors se décomposer en deux parties [“ et I (n® 17).

L’intégrale 17 s’é¢value comme dans le cas précédent et sa valeur est
donnée par la formule (31). L'intégrale I' contient, comme nous
Favons dit au n° 17, m}’ *¢™:(3,) en facteur. D'aprés les remarques
faites dans Pavant-propos du présent Mémoire, si | 9(Z;)| > |%(3,)],
I1 valeur asymptotique de T est donnée par 1%, c’est~a~dire par la for-
mule (31); si, au contraire, |3(Z;)| < |3(5,) ], I est la valeur asym-
plotigne de 1.

Considérons en troisieme licu le cas o 0" << ) < o.

1* Si le point A ot le contour D (fig. 13 ou 14) rencontre la partic
positive de Paxe des abscisses est plus pres de origine que le point 5,
ce conlour cst équivalent ala circonférence | 5| = 1 et 'intégrale (29),
prisc le long de D, est égale & I. Le long de ce chemin | 4(5) | devient
maximum al)solu pour 5 = Z. L'¢valuation approchée de 1 s'obtient
donc par la considération de ce point et I'on a

m'-

(32) |=—l-:‘\/ *;((,’) W(LYygm (L) (1+¢),

le produit m e restant fini lorsque m, croit indéfiniment.
La dircction de la tangente au contour au point Z, menée dans le
o b

. . 3= . . ..
sens de Uintégration, fait langle — avee la divection positive de P'axe

(') Hawy, loc. cit., p. foh.
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. . e s o 2 ) .
des abscisses; la partic imaginaire du radical \/ — TP; est donc négative.

Dans cc cas, on a néeessairement |¢(3,)(<[3(Z)| (n* 15 et 11).

2° Sile contour D (fig. 13 ou 14) rencontre la partie positive de
I’axe des abscisses cn un point A plus éloigné de I'origine que le point 5,,
il faut déformerce contour comme il est indiqué (fig. 16), pour qu'il
devienne équivalent & la circonférence | 5| = 1. L'intégrale Ipcut alors
sc décomposer en deux parties I' et I” (n® 17).

L’intégrale 1" s’évalue comme dans le cas précédent, cisa valeur
est donnée par la formule (32). L'intégrale I' contient m{™™*45™(z,) en
facteur comme nous I'avons dit au n° 17. Si donc |¢(Z2)| < |%(3,)],
la valeur asymptotique de I est donnée par I”, c’'est-a-dire par la for-
mule (32); si [9(Z)|<]9(z,)], on a asymplotiquement [ =1T'.

Considérons en quatriéme lieu le cas ot 0 > o.

Lc contour D du n° 16 doit &tre déformé comme il est indiqué
(fig. 16), pour étre équivalent & la circonférence || =1. |9(3)]| est
inféricur & |o(3,)| tout lelong de la partic D” du contour ainsi modifié
(n** 16 ct 11); on a donc asymptotiquement [ =T, d’aprés ce (ui a
¢té dit aun® 47 ct dans Pavant-propos du présent Mémoire.

Il reste, pour avoir la valeur de I dans tous les cas possibles, a déter-
miner Ja valeur de I'intégrale I' qui a ¢été définic au n° 47, Clest de
celte déterminalion (ue nous allons maintenant nous occuper, cn nous
placant dans le cas de la fig. 16, pour fixer les idées. Un simple chan-
‘gement d'indice, dans le résultat obtenu, sera ensuite suffisant pour
obtenir la valeur de I, dans le cas de la fig 15.

VI

20. 11 faut tout d’abord mettre la fonction I'(ic, 3) (12) sous une
forme particuli¢re. Posons

(33) x, .

= ?(51)’

ct considérons I'expression du carré¢ dela distance des planétes qui peul
s'terire, d’apres les formules (11),

oo -t )

& " o(3)
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A est une fonction holomorphe de x — z, et de z — z, dans un certain
domaine. Cette fonction a deux racines égales a =, pour z = x,,
puisque 7 est égal & a? pour 5 = =2 (n° 3).

11 résulte de 14 que, pour x voisin de x,, A a deux racines ¢’, ¢’ voi-
sines de 3, ct que 'on peut poser identiquement (')

(35) A= (5—3) (5 — o).

"(..——...,.Z' .’L.)

Dans cette expression, le polynome (5 — ¢’) (3 — ¢”) a pour cocffi-

cients des fonctions holomorphes de x —,. La fonction (e
E s P g |

est d'ailleurs holomorphe en z — 5,, ¥ — x,, dans un certain domaine,
ctues’annule paspourx =z, 5=23,. llenrésulte que H(z—5,,2 —=,)
ne s'annule pas pour & = z,, 3 = 3,, et est clle-méme holomorphe en
3 —3,, £ — x,, dans un certain domaine.

Il est facile de calculer ces racines ¢ et s” par des moyens
analogues & ceux que j'ai employés pages 439 ct 440 de mon Mé-
moire déja cité.

H ) . ) ] 3 . .
Laracine ' de Péquation z = ek développée suivant les puissances
ARl o

de !, ost
4
» R S ___?(31) T — X
(36) == gy e T
(l“ I ' ’ . . M
La racine " de I'équation = = -} ——, développée suivant les puis-
r* 9(s)
sances de Z—21, est
%1
. - - I xr — .
(37) N_cr—-.,,+smx,‘ P R
a 3} %(53;)

(1) Poixcart, Les méthodes noucvelles de la Mécanique céleste, t. 1, p. 316
et 317. — Picarn, Traité d’Analyse, t. 11, p. 241.
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De ces expressions on déduit

¢ +4d 1 1 $(5)}r— 1y
’l— 2 —~‘|+§[sin|v:c{_l ’I(si).—?’(:l)] @, +‘--’

(58) . It 1 + e(3) ’(m—x,)’+
Al sinds2—1  ¢'(5) ' 3(5) T

L H ¢ (31)

Des formules (34), (35), (38) on tire, d’autre part,

1 29 (5) [sing 5f—1 e'( 3
(39) o = e |5 o )

D’aprés les formules (35), (38), 'expression de F(x, 5) peut s'¢erire

" H(s—sz,2—ax,)]r |
P(2,3) =[S | 2 A0 /()

ou, cn posant

| M(s—s,e—a)=[H(E - 5,5— “"d)]“‘},{'}f'(" ") [(5),
(40)

MWl(3— 3,28 — &)
F(.L‘,g)— [(:—Il)g—/s‘]‘ ’
la fonction A* ¢tant holomorphe en @ — z,, 5 — =z, dans un certain
domaine ct ne s’annulant pas pour « = z,, s=13,. On a d"aillcurs,
d’apres les formules (11) et (39),

cos? ? (s, — tang l)z
(41)  A9(0,0)= |H(o,o)]‘:—lf. = 22 ).
La fonction A¥ est développable suivant les puissances de z — =, et de
x — &, ct J suivant les puissances de  — x,; cette fonction cst done
développable suivant les puissances de 5 — & puisque £ se réduit & s,
pour « = x, (38). Ainsi I'on peut écrire

o Dy (5 —A)D+ (5 — k),
(42) F(z,5)= 2+ [53";35_5~]:) =
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les fonctions de z, D,, D,, D,, ... étant holomorphes en « — «,. La

valeur de D, pour # = x, n’est autre que A°(0, o), puisque % se réduit
asz, pour x = z,.

Remarque. — Reportons-nous a la fig. 16. Appelons Q la projec-
tion des points y, § surl'axe des abscisses, projection qui est & une dis-
tance de I'origine inférieure & cotq;’ (n° 18), et soit y I'affixe d’un point

quelconque pris sur le segment MQ de I'axe des abscisses. On voit sans
peine (n° 9) que P'on a

V(y)<o.
D’apres I'identité
¢(2) V(s) :
-y !,
LS (z—-—tang'-;-)
il en résulte
¢'(y)
( sing ¥'—1 o'(¥) c{;(‘)’)‘>0
a ! e(y) w(y)

On déduit de la, en faisant y = z, (3q),
H(o,0) <o.

On trouverait de méme, dans le cas de la fig. 13, que la quantité
H(o, 0) qui se déduit de la formule (39) en remplacant z, par z,, que
cette quantité, dis-je, est encore négative. Sil'on appelle y un point du
segment MQ (fig. 15), on a en effet dans ce cas

V(y)>o,
> >smby-——1 f_’(_z_)_

q>(J’) ?(y)
21. T’ a pour valeur 'intégrale

2:—.an(:)¢£:,

prise le long du chemin B3’ My'y (fig. 17), (cas de la fig. 16). La
Journ. de Math. (5* série), tome II. — Fasc. 1V, 18g6. 56
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fonction J(z) est d'ailleurs définie par l’intégrale

3(3)= 75 [F(o, 3) o

prise lc long d’un contour S qui renferme le point v ( fig. 2), dont tous
les points sont plus ¢loignés de I'origine que le point p, sauf dans le

Fig. 1.

voisinage de cc point, et tel que la droite g O rencontre ce contour en
un point unique (n*® 7 et 3).

Il est facile de déterminer les points w et v lorsque 5 est un point
quclconque du chemin représenté (fig. 17).

Supposons d’abord que 5 soit un point de la demi-circonférence
B'My' (fig. 17), dont le rayon ¢ est infiniment petit. Les expressions
(4), (11), (33) donnent, en observant que » = a, pour 5 = 3,,

el G o' (1) -
xz “(~1) <~ -.)’

v —Z s_lll_y si—1 9’(:,)] . -
x, _l: a 53 9(3) (d 30)-

Supposons en second lieu que s soit un point de $8'. Appelons y

. . ] a ' ] . .
'abscisse de ce point et posons ' = ——-- Son ordonnée étant infini-

e(¥)

ment petite et égale & —¢, ona

w—ux' _ 9'(y).
' T e(y) \/

v—x' a\t a 9 (y) _ [(a M‘y’—l. V—
x' —(">y H_< >[9() (")y « Ja 8

En changeant ¢ en — ¢ dans ces formules, on obtient les expres-
sions de 1 et de v qui correspondent au cas ol z est un point de yy';

Ty

y étant supérieur & 5,, on a (%’) > 1 (n° 6); le coefficient de ey— 1
Ay .
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dans ——

' . .
—— est donc supérieur en valeur absolue au méme coefficient

dans &

d’apres les inégalités (43). On peut d’ailleurs supposer
queles pomts B,y ont été pris assez prés de 3, tout en étant & dlstance

finie de ce point, pour quela plus grande valeur absolue de ¥ 50 y)) soit

inférieure & la plus petite valeur absoluc du coefficient de ¢y — t dans

[ . v — .‘t'
I’expression de —;
xr

» lorsque z chemine le long de 38’ ou de yy'.

Cela ¢tant, on voit par des considérations analogues a celles que
j'ai employées dans mon Mémoire plusieurs fois cité (p. 447 et sui-
vantes) : 1° que I'on peut prendre dans le plan de la variable  pour
I'intégrale J(z), un contour unique S, quelle que soit la position du
point 5 surle chemin de la fig. 17; 2° le contour S est une circonfé-

Fig. 18.

rence de rayon supérieur a |z, |, déformée le long de la droite O,
de facon & laisser le point x, & I'extérieur du contour (fig. 18); 3° on
peut écrire

(44) U=z [0 55
® () désignant la fonction
(43) D(x)= ;[;;fF(x, 3)ds,

ol I'intégrale est prise le long du chemin C" = ' M 'y de la fig. 17;
4° en s'appuyant sur ce que H (0,0) < o et sur les considérations déve-

loppées an n° 7, on reconnait que le point = x, est un point singu-
lier de la foncnon ®(z).

22. Le développement de la fonction ®(x) autour du point v = x,
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s'obtient en partant de la formule (42) et écrivant

(p(x)__mfc Do+ (@ =MD+ (s —A)Dyt-... 5

[B—h2—k]

En posant
1= | g 4

P 2w Jo (=R —k]

il vient

p:'
O(x)= 2 DPJ‘;’.
p=0

J'ai antérieurement étudié ces mtegrales J3, et comme jen’aurais a
répéter ici que ce que j'ai déja dit, je n’y rev1endrai pas. L'intégrale

J?,%) ou du motns sa partie non holomorphe est égale, dans le cas ac-
tuel, & — logk au lieu de logk, a cause du sens de l'intégration. Il en
résulte aussi un changement de signe dans la partie non holomorphe
de J;. La partie non holomorphe du développement de ®(x), qui sc
wouve page 436 de mon Memou‘c, doit donc étre ici changée de signe.
Ainsi 'on a, dans le voisinage du point x = z,,

p=2s—~3 ) . )-‘—‘;':“ﬂ
(25— 3 —p (—1 2
®(r)=— E (p+1 p+3) (25 —2) k«*—%—i—' D,
p=0
p== +1
) x L2s(2s+2)...(p—1) .PT'S
—l%(' Z) 2 P A p—as+) h b,

p=2s-1
-+ fonction holomorphe;

I'critier p ne devant recevoir que des valeurs paires positives, y

., - 2s(25+2).. —1)
compris zéro; la factorielle AT 2s+‘)

devant étre remplacée

2.4...(25—3—p)
(p+1)(p+3)...(25—2)

par 1 pour p=0 ¢t s==, ainsi que la factorielle

pour p=oets=1.
Cherchons, dans le développement de ®(x), le terme de la partie

. . . x
non holomorphe qui contient la puissance de 1 — —-avec son plus
1

faible exposant.
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1° Si s = §, le premier signez disparait du développement de ® (),

et le premier terme du second signe 2 a pour valeur

~~

.‘-—-zDolog<1— i—) s=3).
D, est holomorphe en x — x,; son terme constant (n° 20), pour

§ =1, a pour valeur A (0,0). On peut donc écrire, pour s =3,

@(w):——klzi.——iﬁ)logO—%)

x [1 + (1 —~ g) > fonction holomorphe de <1 - f—ﬂ

&, 1/
-+ fonction holomorphe.

2° Sis2%, le terme du developpemenl de ®(x), qui correspond a

p = 0, est sous le premier signe 2 Il a pour expression

2.4...(25—3) (=)
1.3...(25—2) k""§ D°‘

—-2

Le terme cherché s'obtient en remplacant D, par son terme con-
stant A*(0,0) (n°® 20) et k par son premier terme (38). On peut donc
éerire, pour s23,

1 sin s} —1 ¢(3) T+
q)(x)__z.ﬁ...(f).s—?))(-—x) A0 1 = st o' (3)
1.3...(25—2) in 2 sin?d 32 —1 of(3,)
« STEN

P <1 - g~>—m‘ [1 + (I — —;ﬁ) % fonction holomorphe]

1 1
+ fonction holomorphe;

. 4...25—3 \ ,
la factorielle %—‘é——i—;_—z devant étre remplacée par 1 pour s = 2.

1
La valeur donnée pour JE,’) suppose essentiellement que 'argument
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choisi pour yVH(o,0) est égal & 1—; 4 un multiple prés de 2x. Le facteur

[H(o0,0)] qui rentre dans A*(0,0) peut donc s’écrire
[H(o,0)F = (— 1) *i[— H(o,0)},

| — H(o,0)]* ayant un sens purement arithmétique. Il en résulte

3 —tang ~

cos’2 ¥y?
(—1) 20 ::[—H(o,o)]’:—“lf.[ 4 ) ]f(z.)-

x5,

En tenant compte de la formule (3g) et posant

Be(z) = < [9«:) (9’(5) _ ting 21 x)]s-' [sim'fis;—x)]—w

7z o(2) \¥(3)

cos’? :—-lang‘—'{ ’
XL[ d J]ﬂv,

es

on peut écrire

! pour s = g, (I)(a;)z-—B(%)(;,)log(l — ﬁ)
X [I + (I - :f—l) > fonct, holom. de 1 — 5—1]
+ fonction holomorphe,

fI’(:L‘): 2.[;...(2s——3)B(s)(:')<I~g_I)-sz

1.3...(258 —2)

(44) | pours
P [1 + (1 -~ 33) x fonction holomorphe

1

&2 \25-! N
+<l—--) loa(;————)
‘z4 = ml,

1

’. x< fonct. holom.] + fonct. holomorphe.

23. De tous les points singuliers de ®(x) extéricurs au contour S,
le point x, estle plus rapproché del'origine (n®21). La considération
de ce point singulier conduit donc a la valeur asymptotique de I, en
appliquant la méthode de M. Darboux. Prenant comme point de dé-
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part les formules (44), on a

Pours=4 I'=-— B(%)(z,)
< [coefﬁcient de =™ dans log (1 - %)] (1 + %’1)’

a2

(25— 3)
1.3...(25— 2) B ()

!;
1.3...(25—2)
1~2¢ k?
> [coefﬁcncnt de ™ dans (1 —_ ;{) ] (1 + —);

1 m,

k' et k" restant finis lorsque m, augmente inde’ﬁniment.

Finalement, si 'on remplace 2, par sa valeur ( s’ Ot arrive a l'ex-
~1
pression suivante, valable pours2 4,

;. B{’)(S,) ] | ‘
I'= [1.3...(2s—2) > m =9 7™ (31) (l + m;)

k restant fini lorsque m, croit indéfiniment.
Cette valeur de I correspond au cas de la fig. 16. On en déduit la
valeurde I' qui correspond & la fig. 15 eny changeant 3, en z,.

Résumé.

On considére deux planétes P, P,, se mouvant dans le méme
plan. P décrit une orbite elliptique (u, anomalic excenirique;
r, rayon vecteur; e = sin §, excentricité; a demi grand axe; , ano-
malie moyenne); P, décrit une orbite circulaire qui est enveloppée
par Vorbite de P sans la toucher (a,, rayon vecteur et demi grand
axey C,; anomalie).

On sc propose, m et m, désignant deux entiers trés grands

(m >o0), de trouver la valeur asymptotique des coefficients

e °0° (mC -+ m{,) dans le développement de

JE®)/ (B
AS
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E base des log. nép.; i = \|— 15 f(E™), fonction entiére de sin u
et cos u; f, (EX), fonction enticre de sin §, et cos {,; A carré de la

distance PP,;s = 1, g, g

Le coefficient de cos(m{ + m,{,) a pour valeur la partie réelle et
le coefficient de sin(m¥ + m, ¥, ) est égal au multiplicateur de — =1,
dans une imaginaire 21 qui se calcule comme on va 'indiquer.

Ce dernier coefficient est nul, lorsque les fonctions f, f, provien-
nent d'un premier développement de la fonction perturbatrice ordi-
naire, effectué suivant les puissances du sinus carré de la demi-incli-
naison des orbites de deux planétes dont les mouvements ne s’effectuent
pas dans le méme plan.

Posons
0= — %SLC (Go°—— —), 0" %séc’(bm-}- 4‘) "),
e= 7 <1,
r=-—a S;";p( l'\ﬂg%)( ——cot&),

5(3) = : TR GOl

f(d)——cos“q'( a_tangq’)![‘L ] ()
Faisons

: ST

H)= il 2 () /5 e )f(~>f.[°°s i " ) J( )

(') Jai donné une Table fournissant les valeurs de 6" et 6” en fonction de
'excentricité e =sin § (loc. cit., p. 466).

(*) 1l est indifférent d’adopter P'une oun l'autre des déterminations du facteur
élevé & la puissance — 8.

(3) L'expression qui suit f; n'est pas un facteur; c'est ce que I'on doit substi-
tuer 4 B2 dans f, (E&),
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ol V(e esinq»(z — tang g)’(z — cot%’)—- zz(z + tangi">.

Ce sont les racines de I'équation V(z) = o que I'on aura & substituer
dans la fonction H(z).

V (5) a ses racines réelles lorsque 6 < 0” ou lorsque o > 6 > §”. Nous

désignerons alors par Z la racine de V(z) donnée par le Tableau de
formules

cosy = — 0[:—2—3@%]_*7 o<y < go°,
= —2 ‘_—;emcos(GoL- Z),
7= :—E—:tang?-

V(z) a desracines imaginaires lorsque 6" > 6 > 6”. Ces racines sont
données par la suite des formules

3
sin 2 _ _ 1[r—a2bcosy 2
S1 X— 9 “—_——“—3 ’

tangf = Viangy,

o= __\/r-—zﬁcow su:zi =1y — abcos{ cotak,

Z, = “—: tangi‘, Z_;=la conjuguée de Z;.

V41

Nous supposerons lesigne de y/ — 1, dans o, choisi de fagon que Z; ait
sa partie imaginaire positive.
Appelons z, et 3, (2, > 1> 3, > o) les racines de I'équation

singz?—2(1—a)s+siny =o,
el posons

2(3)= — —+ i [_ ¢'(s)ysing 31—1 ‘?1(5)?]’"'
TN T ms @[3 as—a L ¢(3) 1 2 & ?(2) )

4z rang ¥
<= | () (20, [ 1 )]

Journ. de Math. (5¢ série), tome JI. — Fasc. IV, 18¢6. 27
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Voici la valeur de 21 dans tous les cas possibles, ¢ désignant une

quantité telle que le produit m,e reste fini lorsque m, croit indéfi-
niment.

S|° 1< 3, 2l=2(z,)(1 +¢),
00" {20 5, <2<z, 2l=H(Z;(1 +¢),

3 Z> 3, 2l=E(z5,)(1 +¢), _
| 0 B, 2= ) R (o)
5 le@)I<|eGo)l,  2l=2()(r+¢),
O>0>0"§60 I@(Z)I>'?(Z,>l, 21::H(Z)(l+£),

7 1p@)|<le(E)l, 2T=E(z)(1+¢),
>0 8 2l=E8(z,) (1 +¢).

Remarques. — 1. Les puissances fractionnaires qui rentrent dans
Z(z,), B(3,), H(Z) ont un sens arithmétique.

IT. Dans H(Z;) et H(Z_;): 1°I'argument de (r'—-af)-‘ s'obtient en

r2?

multipliant par — s I'argument de =

COIan‘lS entre + wet — =,

2" la partie imaginaire du radical \/ 7 L) esl négative, si I'argu-

ment Q de Z, est compris entre o et 7; la partie réelle positive, si Q est

4

compris entre - 4 ct -4 ; la partie imaginaire positive, si { Q est €cOompris

entre 34 et w3 3° la partic imaginaire du radical 2?(1‘")) est négative,
—1

si Q est compris entre o et - [., la partie réelle négative, si () est compris

tre - t——"t- la partic imaginaire positive, si  est compris ntre§£
cnere E (] & 5 1 P( Y p y - p e 4

et «.

I1I. Les valcurs de 5 que I'on doit substituer & 5 dans H(z) sont,
comme nous I'avons déja dit, racines de V(z) et, par conséquent, dc
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I’équation 9’(3) = o. On peut donc faire sous le radical \/ 2:;( %
s =2 - o .?.
ag(s) 7 (°~mn° 2)
9"(s) Vi(s) '
ERRATA

A mon Mémoire inséré au « Journal de Mathématiques pures et appliquées »

(1894).

Page 426, lignes 5 et 6, en descendant. Effacer les mots « donne son signe a
d)s(s
T dR
Page 413, note, Au liew de (n° 20, remarque), lire (n° 19, remarque) et au

Pexpression —5—— )] - Ce facteur ».

liewdev—yp—=—up(at—r2), lire v —p—=— %(af —r).
Page 461, derniére ligne. Au liex de « imaginaire I », lire « imaginaire 21 ».
Par suite de 'oubli de ce facteur 2, il y a lieu de doubler les coefficients des
inégalités calculées, pages 468, 469 et 470.



