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EXTENSIONS DU THEOREME DE FERMAT. 363

Quelques extensions du théoréme de Fermat
sur les nombres polygones (');

Par M. Eo. MAILLET.

Nous avons communiqué au Congrés de Bordeaux (Association
Jrangaise pour Uavancement des Sciences, 1893) la propriété sui-
vante :

Tout nombre enticr est la somme de dic-sept cubes d’entiers po-
sitifs au plus, dont douse au plus différents de 1 ou o.

L.a méthode qui nous y a conduit, et qui est directement inspirde
des démonstrations données par Cauchy () et Legendre (*) du théo-
réme de Fermat sur les nombres polygones, s'étend, avec des modifi-
calions sensibles, des cubes aux nombres entiers positifs de la forme

¢(x) =ar’+ a,x' + a,2* + a,2* + a,x + a,,

ou les cocfficients a, a,, . . ., @, sont enticrs ou fractionnaires, mais tels

(') Nous avons déja établi d’autres extensions du théoréme de Fermat par une
méthode différente dans le Bulletin de la Société Mathém., t. XXIII; 18g3.

(?) Exerc. de Math., \. 1, p. 233, et Mémoires de I Institut.

(*) Théorie des nombres, 3¢ édit., t. 11, p. 338,
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que () soit enticr et positif pour toute valeur entiére de x2p, w
¢tant fini, et I'on peut énoncer le théoréme suivant :

Tugoreme I. — Si Uexpression
2(x)=ax’+ a,x' + @, + a,0° + a,x + a;,

0l a,a,, .. ., @ sont donnés et rationnels, est entiére et positive pour
toute valeur enticre de x2 ., u étant fini, et de degré 2, 3, 4 ou 5,
tout nombre entier supéricur & une certaine limite fonetion de a,
a, ..., a;estlasomme d’un nombre limité (au plus 6 pour le de-
&ré 2, 12 pour le degré 3, o6 pour le degré 4, 192 pour le degré )
de nombres positifs 3(x), @ un nombre limité d’unités preés.

Nous en ferons application en particulier aux nombres pyramidaux
(théoréme IT).

L.a méthode que nous allons indiquer donnera, en méme temps,
un moyen d'effectuer cette décomposition par un nombre de maniéres
(qui augmente indé¢finiment, quand le nombre enticr & décomposer
croit indéfiniment.

Dapres les hypothéses faites, le terme indépendant de .« est entier,
et si le théoréme est vrai pour g (.«), il le sera pour 3(«) — a;, ct ré-
ciproquement; la limite inférieure, i partir de laquelle le théoréme est
vrai, et Ja quantité u pourront seulement varier d'un nombre limité.
Il suffit done d’établir le théoréme en supposant a; = o.

I. — Cas ou g(x) est de degré 2 ou 3.

Nous admettrons d'abord que les coeflficients de 5 () soient entiers;
I'extension de la propriété, au cas ot ils sont fractionnaires, se fera
ensuite sans peine.

Soit alors, en changeant légérement la notation,

2(x) = ax® + a,* + ayx,

avec ¢ > 0, 0u ¢ = 0, @, > 0, puisqu’on suppose (x) positif pour x
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suffisamment grand, ct w la plus petite valcur entiére de x, telle que
%(£) 2o pour zZy. Considérons l'identité

(a:—(- ) +5(e—x) =2[3(a) + (3az + a,)r]

— i
Q
=

=]

A
ES
{{IFAN
9

—u et x€20;
¢ 2
les deux termes du premier membre sont positifs.

Donnons a x trois valeurs x,, x,, x, entitres satisfaisant & (1), et
additionnons memhre & membre les identités (1) correspondantes; il
vienl

!3

3 o+ )+ 5(2 — @]

to

(2) f :2[3?(a)+(3aa+a|)2‘.‘”?]

=2[3g(a)+ (3az +a,)m],

en posant
m =z, 4+ z}+x;
™" 2 3

Les conditions (1) relatives & @, z,, x, seront d'ailleurs forcément
satisfaites, si

(3) oSmS(a—u) et aZo,

c¢ (Juc Nous SUpposCrons.
Dé¢s lors, tout nombre entier m, qui n'est pas de la forme

$28n+75) avec Ao,

¢tant (') la somme de trois carrés, donnera licu & unc identité¢ de la
forme (2), s'il satisfait a (3).

(") Lecexore, Théorie des nombres, 3¢ édit., t. I, p. 393 et suiv,
Journ. de Math. (5* série), tome 1I. — Fasc. IV, 1896, .’|3
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Posant maintenant (m, m', 2, 2’ étant enticrs)

<m<(a — u)?
‘ oSmS(a—w) m et m'% (8 +7),
() osmS(a—p)? ‘

otaLla,
k=3ax+a,, NIN=3ax+a,,
(3) A-3[g(e)+9(x)| =bkm+ Km'=A,

tout nombre entier 2A ainsi obtenu sera, d’aprés (2), la somme de
douze nombres positifs ().

Ceci va nous permettre d’établir le théoréme pour les nombres en-
tiers compris dans un certain intervalle dépendant de z et «'.

Soit 2 le plus grand commun diviseur de 3a ct de a,,

3a=a's, a,=a.s,
(6) ¢ avee @’ et @, premicrs cntre cux,
k=c(az+a), K=d(d2+d).

Posant
(=) o=+ 2 (v entier 21),

ct prenant « impair, quand @’ impair ¢t 7, pair, 2 pair dans les autres
cas ('), on voit que a'a + @, ct @'’ + @, sont impairs, puisque ¢ ¢t
«, sont premiers entre cux, leur plus grand commun diviseur devant
diviser @'(2’'— 2) et @, (' — z) : % est donc le plus grand commun
diviseur de k et A, eL si

(#) ki=da2+a,, K,=a'2+a,, N=km+Kw,
)

ou k,, K, sont impairs ct premicrs entre cux,

(') Quand @, pair et @} impair, on pourrait prendre aussi x impair. Nous
supposons x assez grand pour que £ > o, A'>o.
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Fon a _
‘ k= 2k, k'=ck,
(9) S Y 5
‘ | A= 3[9(a) + 2(')] = 8A”, A'=cA”,

en tenant compte de (5).
Considérons maintenant 1'égalité

AM—km
T 1

(10) m'=—p

déduite de (8). A” érant un entier arbitrairement choisi, si 'on sub-
stitue dans cette égalité & m les 8K, valeurs consécutives

2, ..., 8k —1,
cllc donnera pour n' des valeurs entiéres ou non, mais posilives, si,
(11) A28k K,
ce ue nous supposerons. Admettant, de plus, que Pon ait
: Q)< 2 n< It ' 2
(12) BS(x—w),  ASK(—pp,
les valeurs m et m’ obtenues satisferont aux conditions
<m< 2 < <o 2
oSmS(a — w)?, oSm'S(a - )
De plus, je dis qu'il y aura toujours un des systémes m, m’ au moins
tel que m ct m’ soicnt cntiers sans étre de la forme 4*(8n + 7).
En effet, parmi les nombres
Ay A=k, N—2k, .., N—=(8K -1k,
on en aura exactement 8 divisibles par &', car on n’a
A —lky =\~ Uk, (modk’)

que st ([ — l’)k,v':*—-_— o(modk)), ce quiexige I=1'(modk’), puisque k,
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cL k' sont premiers entre cux. Dés lors les 8 systémes m, m’ corres-
pondant aux 8 valeurs A” — [k, divisibles par &, sont formés de va-
leurs m, m’ enticres ct de la forme

(13) m,+jky,  m',— jk, (j=o0,1,2,..4,7),
respectivement. Les 8 nombreso, &, 2/, ..., =k sontincongrus entre
cux (mod8), puisque A, est impair ; de méme pour les 8 nombres o,
ki, 2k, ..., 7k, Par suite, parmi les 8 nombres m, + jk, il y en a 3
au plus de la forme 4*(8n + 5); de méme parmi les 8 nombres
m',— jk,. Donc, parmi les 8 systémes (13), il y en a deux an moins
pour lesquels ni sn, ni m’ ne sont de la forme 4*(81 + 7); prenant
Pun de ces systéies, m et m’ sont chacun la somme de 3 carrés, el
staZo, d'apres (4), (3), (9) et (12), le nombre 2 A, correspondant &
la valeur de A", valeur satisfaisant a (8), (r1) et (12), est la somme
de 12 nombres positifs 5 ().

Les conditions trouvées pour A, A7, a, 2’ peuvent s'éerire, d'apres

(4): (6), (), (8), () et (1),

[ . . ja
0l =2 —2" (v2v) ‘ avec a pair, sauf quand == est

ollax+ «a, ' impair el

-~

(4 ! pair,

(
C8(3ar + a,)Se(x— w)?,

(1)) ;(3(17. +a,)(3ar +a)ie A 2(Gar +a, ) (% — w)*;

or, v ¢tanl donu¢, on peul toujours prcndrc 2 assez grand pour
que (14) ait licu quand v est un entier quelconque Sv'. Donc,
d"apres (9), on peat prendre 2 assez grand pour que tout nombre
cntier

(16) 2 A =6]5(2)+ 2(2) |+ 2547,

ot A7 est un entier quelconque satisfaisant & (15), soit la somme

de 12 nombres posilifs 5 (), v é¢tant supposé <v'. Donnant alors a A”

toutes les valeurs enticres compalibles avee (15), puis ajoutant a
-~ ey - N
chaque nombre 2.\ oblenu & unités avee A=o0,1,2,....25— 1, O
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obtient tous les nombres entiers B tels que

S Olz(2)+~ 5(2)] + 12(3(11 +a,)(3az +a,)+ 22

=)
g ( SBI0[3(2) + (2 )]+ 2(Bax + a) (2 — w),
et le théoréme I est vrai pour ces nombres B, qui sont la somme
de 12 nombres positifs g() et de 28 — 1 unités an plus (la réduction
de ce nombre 4 6 quand @ = o ne sera opérée ue plus loin, dans Ia
temarque 11).

Si maintenant nous donnons & x des valeurs paires ou impaires
suivant les conditions (14), mais croissantes & partir de la limite infé-
vieure résultant de (14), commie nous l'avons indiqué, nous obtenons
une suite d'intervalles limilés par les valeurs du premier et du dernier
membre de (17), ot pour lesquels le théoréme est vrai 5 pour ¢labliv
ce dernicr dans tonte sa généralité, il suffit donc de montrer ue,
pour =« asscz grand, les mler\allcQ ne sont séparcs par aucun nombre
entier, .auqucl cas nous dirons (u’ils sont contigus.

Considérons deux intervalles (17) correspondant i des valeurs
et o+ 25 il suffira que la limite supéricure du premier soit au moins
égale i la limite inféricure du denniéme, c'est-i-dire que

6lz(2)+3(2 )|+ 2(3ax +a, ) (2~ u)
76[o(a + 2) + 9(2+ 2))

+—é\l'3a(a. +a)+a,||3a(x + 2)+ a, |+ 23,

condition & laquelle on satisfait, pour vV, en prenant 2 supéricur i
une limite finic et déterminée, puisque les deux membres de celle iné-
galité sont des polynomes du troisieme (ou du deuxiéme si ¢ = o)
degré cu x, quand on y remplace 2’ par « + 2%, et que le coefficient
de ' (ou de 2*) sont respectivement dans le premier et le deuxiéme
mewbre 18a et 12q (ou 1 jq, el 124,). €. Q. F. Do

Remarque. — Nous avons établi que le nombre des décompositions
augmente indéfiniment avee B, par ce fait que I'on peut toujours
prendre B assez grand pour que le nombre des valeurs de v aceep-
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tables soit aussi grand qu'on veut. On peut encore obtenir le méme
résultat en remarquant que I'on peut prendre B assez grand pour que
le nombre des intervalles (177) dont il fait partie soit aussi grand (u’on
veut. En cffet, si §(a) ct 7 («) sont lc premier ct le dernier membre
de (17), on peut prendre a, assez grand pour que, p étant un entier
donné, on ait pour a2a,,

[ 2()2 (2 + 20,
(18) ? d¥(a) >
da =

="

d-
d1(2) >,
de =
Si B est suffisamment grand, on peut trouver a (pair ou impair sui-
vant les cas) tel que 22 «,, et que

Y(a+2p)2B2Y(a+ 25 —2).

D'aprés (18), B est compris dans les p intervalles (17) correspon-
dant aux valeurs de « égales da,a+2, ¢ +4, ..., a+2g— 254
chacun de ces intervalles correspond alors au moins une décomposition
de B conformément au théoréme établi.

On peut d’ailleurs prendre v’ ou 3 assez grand pour que, parmi les
décompositions obtenues ainsi pour un méme nombre B, on en ait au-
tant qqu'on veut de distinctes ; car soit

12
B= 2.;’(’.{[)+ g
1
ot %, ¢ entiers, 0SeS26 — 1, unc décomposition de B les valears
de & qui ont pu la donner sont comprises parmi les nombres Z;+ &,
avec I = J, ¢’est-i-dire en nombre £ G}, = 66. Donc, parmi les décom-
positions ci-dessus indiquées, en nombre au moins é¢gal & v ou ¢, on en

. v . c e .y : y
aura au moins = ou t% essenticllement distinctes, ce qui ¢tablit le ré-

sultat annonce.
Nous avons ainsi ¢tabli le théoréme dans le cas ou a, a,, a, sont
enliers. S'ils sont fractionnaires, il faudra ct il suffira (*), pour que

(') Comparer, dans I'/ntermédiaire des Mathématiciens, les véiponses a la
question 8%,
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() soit enticr pour les valeurs de xZ p,y gque ¢(1), 3(2) et ¢(3) le
soient, puisque §(x) est le terme général d’une suite récurrente
d’équation génératrice (y — 1)' = o. On en conclut sans peine que le
plus petit dénominateur commun de a,, a,, a, est un diviseur de 6.
Alors 6% () a ses coefficients entiers, et 'on peut lui appliquer les ré-
sultats précédemment obtenus. On en conclura que tout multiple de 6
supéricur & une certaine limite est, i un nombre limité, mais multiple
de 6, d'unités pres, la somme de 12 nombres 64 (x) positifs.

Un nombre quelconque supéricur 4 une certaine limite est alors, i
un nombre limité d’unités prés, la somme de 12 nombres ¢ (2) posi-
lifs : ce que nous avons dit dn nombre des décompositions distinctes
reste applicable.

Application aux nombres pyramidaur, — lIls sont de la forme
a£d—r >
5= avee r2o.

Considérant w(.r) = &*— x, on a
a=1, @a=0, a@y=—1, W=o0, =3.
Prenons v = 1, « impair, 2’ = 2 + 2,
2A =06C=06[w(2) +w(2)] +6A",
ott C est entier : (15) donnera
8dz/§ 1\”§ o'’
La condition (14) donne 8«'Sa?, c'est-a~dirc a2 11, puisque % cst

impair. On en conclut que, pour 2211, tout nombre 6C maltiple de
6, ct tel que

(19) -+t~ o+ 820’ SCS ~ 2+ 2a — o

est la somme de 12 nombres @ (x) positifs.
Prenant alors « assez grand pour que

@' —x+ 2" —aZ(x+2) — (2 +2)+ (2 +2) — («+ 2)
+ 8(2 + 2) (2 + 2),
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ce (i exige

WV

o' — 142 — 84a — 11620 ou %2193

oncn conclut que, pour 2 219, les intervalles (1q) sont contigus, et
«ue tout nombre 6C, multiple de 6, ct tel que

‘>___3 —3
CZig —19+21 — 21+ 8.19. 21 = 19272
est la somme de 12 nombres positifs w(z). Par suite, tout nombre

CZ19272

.. w(xr 2t — x
est la somme de 12 nombres positifs de la forme -%l = = el

Tutonime ll. — Tout nombre entier Z1g272 est la somme de dousze
nombres pyramidaur av plus (*).

A titre d'application numérique, prenons C = 20000 : on peul
prendre a = 19, ¢t (10) devient

3020 =19m + 21m'.

On a six systémes de valeurs de m et de m’, dont aucane n'est de la
forme 4*(8 2 + 7); 'un d’cux, par exemple, m =14, m' = 171. don-
nera, d'apres 14 = 3* + 27 12,

2

(") De méme, la formule (16) permet de montrer

1> Quand ¢ (z) a ses coefficients entiers et (que 3 =3, (ue tout multiple de 6
supérieur a une certaine limite est la somme de 12 nombres positifs z (.z);

2° Quand ¢ (x) a ses coefficients @, a,, a, fractionnaires, si D est leur plus
petit dénominateur commun, et si le plus grand commun diviseur de 3Dea el
Da, est 3, que tout multiple de 6 supérieur & une certaine limite est la somme
de 12 nombres positifs Dy (), en sorte que tout entier supérieur a une certaine

I . 6 ..
limite, et multiple de =, est la somme de 12 nombres positifs o (.r).

D
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en partant, par exemple, de la premiére décomposition de 174 en une

somme de 3 carrés :
12

. .’t?——d‘i
20000 = '_6—_—’
¢
|
ol les 12 valeurs de z; sont
22, 106, 21, 17, 20, 18, 34, 8, 23, 19, 22, 20.

Remarque I. — Nous avons utilisé ici la représentation des nom-
bres m, m' 4 I'aide d'une somme de trois carrés. En utilisant d’autres
représentations, on peut obtenir des théorémes analogues. Nous en
avons donné un exemple au Congrés de Bordeaux.

Remarque II. — Quand ¢(x) est du deuxiéme degré, c'est-i-dire
quand ¢ =0, a,> 0, ¢ = a,, k,= k, =1, les raisonnements précé-
dents peuvent étre simplifiés : en effet, supposons d’abord que 3 (x)
ait ses cocfficients entiers; pour une valeur donnée de @, remarquant
(ue, sur 3 nombres consécutifs, on en a un £ 4*(8xn + 7), on voit
que, quand m prend toutes celles des valeurs o, 1, 2,..., (¢ — p)?
différentes de 4*(8n + 7), 6¢(a)+ 2a,m prend, & 6a, —1 unités
prés au plus, toutes les valeurs comprises entre 64(a) et

67(e) + 2a,(a — ),

et tout nombre compris dans cet intervalle est, d’aprés (1), (2) et (3),
la somme de 6 nombres positifs ¢(2), & un nombre limité d’unités
prés. On voit d'ailleurs que les intervalles, obtenus en faisant varier o,
sont contigus dés que « est supérieur & une certaine limite, que le
nombre des décompositions distinctes augmente encore indéfiniment
avec le nombre & décomposer, et que ces propriétés s’étendent au cas
ou a, et a, seraient fractionnaires. Done, quand ¢(z) est du deuxiéme
degré, tout entier supérieur 4 une certaine limite est la somme de
G nombres positifs p(x) seulement.

On sait que, pour une foule de valeurs a, et a,, il suffit, en réalité,
de 4 nombres positifs ¢(z), d’aprés le théoréme de Fermat sur les
nombres polygones, perfectionné par Cauchy et Legendre, et les ex-

Journ. de Math. (5 série), tome Il. — Fasc. IV, 18¢6. 49
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tensions que nous en avons données ('). Mais il est & remarquer que
les décompositions obtenues ici sont d’un genre spécial, en ce sens que
les 6 valeurs des x, entrant dans g(z), sont telles que les 3 sommes 2
a 2 de ces 6 quantités formées convenablement sont égales & un méme
nomhre a; en sorte que nous avons résolu ici, en réalité, le probleme
suivant (*) :

e

Trouver 6 valeurs de x, telles que

() + 9(22) +5(23) + 9(24) + 9(25) + 9(2y)

ne différe d’un nombre donné B au moins égal a une limite déter-
minée que d’un nombre limité d’unités et qu’on ait en méme temps

Ty 4+ Ly =T, + L= X5+ Ty

II. — Cas ol o(x) est de degré 4 ou 5.

La méthode précédente s’étend, a I'aide d’un raisonnement plus
compliqué¢, au cas ot ¢ () est du quatriéme ou du cinqui¢me degré.
On peut encore supposer a; = o. De plus, le plus petit dénominateur
commun aux «; étant limité, quand quelques uns de ceux-ci sont frac-
tionnaires, il suffit d’établir le théoréme I pour le cas ou les coeffi-
cients a; sont cntiers.

Soit donc

o(z) =ar’+ a,x'+ a,x" + a,x* + a,r,

avec a, a,, ..., a, enllers et st @ = 0, @, >o.

Considérons
, . ¢"(2) M) [
S a(a + ) + 3(x ~1):2[f(a)+ SCEg MO
(20) 1 ot
oSxla—p et «20;

(1) Bull. de la Soc. math., loc. cit.
(?) Des remarques analogues s’appliquent au paragraphe suivant,
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ct

!I

=10ae’ + 6a,e* + 3a,a + a,,

H

n
| %

lV(a)

=5aa + a,.

On sait, d’aprés Cauchy ('), que I'on peut toujours trouver, k et
étant impairs et donnés, f, g, h, e entiers, positifs, et tels que

k=f+g*+h+e!, Il=f+g+h+e
si ;
V3k—2 — 1 <1< Vi,
ou, a fortiort, si

(22) V3k <l < VK.

On en conclut sans peine, d’aprés an théoréme de Liouville (*), que
I'on peut trouver A valcurs z;, avec A S48, ct telles que

% X
61=3 2!, k=Y a,
1 1

sous les mémes conditions (22).
Si I'on suppose alors

(23) IS (a — p)?, GAS (o —w),
les valeurs 2} seront (& — w)? et telles que ¢ (o — ;) et g (a + ;)

solent positifs. Les valeurs z; donneront chacune lieu 4 unc iden-
tité (20), et 'addition membre & membre de ces identités montre que

(1) 2hg(a)+13(A L+ BR) =3 [5(a + )+ 9(x — 2,

(') Loc. cit.
(?) Voir Bull. de la Soc. math., 1893, loc. cit., et Lt Biscur, Exercices
d’ Analyse numeérique. Librairie Leiber et Faraguet, Paris, 1839, p. 113.
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d’aprés (21), et le premier membre de (24) est la somme de 2\ nombres
positifs o(x) au plus.

On peut remarquer que la seconde des conditions (23 ) est superflue
d’aprés (22), car 3k < {* donne

Gk < (a —1_8‘,.)‘ °

Alors, pour une valeur donnée impaire de  satisfaisant a (23), on
aura p -+ 1 valeurs impaires de &

(25) ky, ko+2 "k+4 ..., k+2p,
satisfaisant & (22), par suite & (23), si
(26) VI3(k|+2P)<l<\//T,Z1

et tout nombre impair 4, satisfera & ces conditions, pourvu que

- ky yi Tl *
(24) PgT;’ \/§k|<l<\/-/lkn 1215,

car ces conditions entrainent la condition (26) et la condition
VI T 2) SV TR VA — 2.

En résumé, / étant un nombre impair satisfaisant 4 (23) et (27),
et k, un impair satisfaisant & (27), si I'on prend pour p un entier quel-
conque satisfaisant a (27), les p valeurs (25) sont des valeurs impaires
de k satisfaisant & (22) et (23), et dont chacune donne lieu avec / &
une identité (24).

Pour une autre valeur «’Zo de 2, on aura des valeurs 7', &', ¢, &,
A}, B}, analogues a /, &, ¢, k,, A, B,, avec les relations

) A
6r =3 af, 6k=Y a7,
1 1

(23 bis) 60 S (o' —w)?,
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2

(24 bis) 27p(&')+12(A}l'+B, k')=2£[q>(a’+:v’,-)+go(a’ — )],
1

(pbis)  psh\fIk<r<VIE, 1215

les ¢’ + 1 valeurs admissibles de &' étant

(25 bis) K, ki+2, K-+4 .. k+2¢

Considérons alors ’expression
(28) M=Al+Bk+Al'+Bk,
o4 k et k' prennent les valeurs (25) et (25 bis), puis posons

1k =k, + 29, K=k + 20,
ol
0=o0,1,2,...,5 =o0,1,2,...,¢,
P=A0l+Bk+AU+Bk,
Q=B,0+B0=(5aa+a,)0+ (5ax'+a,)lV,
M=P+2Q,

(29)

d'aprés (21) et (28).
Si ¢ est le plus grand commun diviseur de 5a et de a,, et si l'on
pose

(30) 5a=a’d, a,=a,d, ol @, @, premiers entre eux,
(31) o —a=2 (v21),
le plus grand commun diviseur de Saa + @, et 5aa’ + a, sera ¢, a

copdition de choisir a pair si &, impair, « impair si a; pair, et I'on
pourra écrirc

Q:Q'S’ Q=(aa+a,)d+(ado+d,)l,

ol @'« + a, et @'’ + @ sont premiers entre eux.
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Alors, par un raisonnement analogue & celui que nous avons fait i
propos de la formule (10), on voit qu’en supposant

da+a, >0, p+i2ad+a,,
ce qui entraine, d'aprés (31), @'a’ + a, > o, on peut toujours déter-

miner au moins une valeur entiére de 0=p et une de 0’3y, telles que
()’ soit un nombre entier arbitraire satisfaisant a

plae+a,)SQsp(ad o' +d)).

On peut donc disposer de 0 et de §’ de facon que M prennc toutes les
valeurs P + 28Q, c’est-a-dire que M prenne, 4 28 — 1 unités prés au
plus, toutes les valeurs entiéres comprises entre

P+26p(aa+da,) et P+a28(ada+a,),

ou, a fortiori, d'aprés (27), (27 bis) et (30), toutes les valeurs
entiéres comprises entre

. k K, .
(32) P+3B, e P+(€—2)B.,

a condition de prendre

k ' K
—]—;Za’a'—i-a,, pzé—l, “'zé—l.

>~

<

Iin faisant varier ¢’ et k' sous les conditions (23 bis) et (27 bis) pour
une valeur déterminée de «, on obtient toute une série d'intervalles
analogues & (32); nous allons voir que, pour « assez grand, ces inter-
valles sont contigus.

En effet, faisons croitre k|, de deux unités : il pourra se faire que la
méme valeur /' soit admissible, et, quand on la prend, P croit de 2B,
(en supposant « assez grand pour que A,, B,, A}, B soient positifs).
Si cette méme valeur de /' n’est pas admissible, on pourra prendre en
géncral [sous la condition (23 bis) correspondante], au lieu de I, la

valeur /' + 2, car on avait VA, <</, et I'on a, comme on voit faci-
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lement,
Vi(K + 2) SVik, + 2,
puisque /213 : alors P croit de 2(A', + B)).

On obtient ainsi un nouvel intervalle comprenant en particulier tous
les nombres compris entre

P+2(A+B,)+ 2B, o P+ (F«Q)B,‘
et le nouvel intervalle est contigu au premier dés que
K, N\ oes ko .
(E —2)B2 2B, +2(A, +B,).
Cette condition sera toujours satisfaite pour « assez grand si

i 2sk,, avee s— 1 fimi
1= 1 ]
Ii,'zazvn’

(33° :
) avec 7> o0 cty finl.
On voit de méme que si, laissant &' fixe, et faisant croitre /' de deux
unités, au cas ou cela serait possible, le nouvel intervalle (32) est

contigu au premier pour « assez grand quand les conditions (33) ont
lieu.

Dés lors, [ et k&, étant des impairs donnés, et choisissant s = 2,
k,2 «**%, cc qui entraine pour a assez grand la condition % 2d'a +a,,
la plus petite valeur admissible de &', d’aprés (33), est 2k, +1, et la
plus petite valeur admissible de ' est 20 + 1, car Tk, < [ entraine
Vi(ek,+ 1)< 2l+1.

D’autre part, la plus forte valeur admissible de !’ est, d'aprés

¢ . . . . f— 2 . .

(23 bis), le plus grand entier impair S (-1—6—?)—, c'est-a~dire qu'elle est
telle que
(u — u.)‘

l'+2> ou >l

e
-

ta plus forte valeur correspondante de k', admissible est telle que

AR > B ou k> [1-:3):!2] .

De la et de ce qui précede on conclut que, ! et &, étant donnés
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avec s = 2 et k, Sa**", pour une valeur donnée de a, les intervalles
(32) obtenus en faisant varier I’ et k|, pris tous ensemble, renferment,
pour « assez grand, tous les nombres compris entre

s 8= A0 +B,k,+ A, (2l +1)+ B, (2k, + 1) + &B,
et

( A,=A,l+B,k,—2B, + A [&;ﬁ)j _ﬂ] + 1B, [(a —e 2]2,
d’aprés(29), en sorte que M peut prendre, & 28 — 1 unités prés, toutes
les valeurs entiéres comprises dans I'intervalle (34).

Additionnant membre & membre (24) et (24 bis), on voit que
2A[9(a) + ¢(')] + 12M est la somme de 4\ nombres positifs ¢ (),
et peut prendre,d 12(26—1)+ 11=248 — 1 unités prés au plus,
toute valeur entiére comprise entre

(35) 2A[p(@) +g(@)]+ 124, et 2A[g(a) + ¢(@)] +124,.

Alors, choisissons [Za*, ou { fini et >0, d'on k, < 2P <2at%,
d’aprés (27), et remplacons dans (34) et (35) &’ par sa valeur (31);A,
est au plus égal 4 un polynome de degré inférieur a 5 (a 4, si ¢ = o),
et A, est au moins égal & un polynome de degré 5 (4, si a =o0), en «.
On en conclut sans peine, par un raisonnement déja employé, que les
intervalles (35) obtenus en donnant i a toutes les valeurs, paires ou
impaires suivant les cas, sont contigus dés que a est supérieur a une
certaine limite et le théoréme I se trouve ainsi établi (sauf en ce qui
concerne le nombre des nombres o (x) nécessaires quand a = o).

On voit encore que le nombre des décompositions augmente indéfi-
niment avec le nombre & décomposer, et 'on peut méme, dans des
limites trés étendues, choisir arbitrairement / et k,.

Dans le cas ol ¢(x) est du quatriéme degré, c’est-a-dire quand
a = o, on peut encore réduire de moiti¢ le nombre des fonctions ¢ ()
nécessaires.

On pourrait étre tenté d’appliquer la méme méthode au cas ou
% (x) est de degré £ 3 ; mais alors la considération des intervalles (32)
deviendrait illusoire.




