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SUR LA CONSTRUCTION DES CARTES GEOGRAPHIQUES. 3[7

Sur la construction des Cartes géographiques ;

Piar M. D.-A. GRAVE,

Professeur & Saint-Pétershourg.

géographiques, Lagrange a trouvé toutes les projections orthomor-
phes d’une surface de révolution dont les méridiens et les paralléles
sont rectilignes ou circulaires.

Il restait jusqu'a présent a résoudre le pareil probléme pour les
Cartes équivalentes, c’est-a-dire pour les Cartes qui conservent les
aires.

Jai réussi & résoudre complétement ce probléme, qui présentait
certaines difficultés, et j'espére que ma solution pourra intéresser les
géometres.

Nous appellerons dans tout ce qui suit les projections rectilignes,
quand les deux systémes, les méridiens ainsi que les paralléles, sont
représentés par des droites ; projections miztes, quand les méridiens
sont représentés par des droites et les paralléles par des cercles, ou
vice versa; enfin, nous les appellerons projections circulaires, quand
les deux systémes sont représentés par des cercles.

Soit donnée une surface S par les équations

z=®(u,v), y=W(yvr), s=Q(uv),

ol u, v sont les coordonnées curvilignes.
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318 D.~A. GRAVE.

On peat faire correspondre aux points (u, ¢) de la surface les points
(x, y) d’un plan, ou z, y sont les coordonnées rectangulaires.

Si nous prenons deux fonctions ¢(«,¢), $(u,¢), finies et conti-
nucs pour un certain domaine des variables u, ¢, les équations

c=g(t,0),  y=1P(u,v)

donneront une certaine représentation (projection, carte) d’une partie
de la surface S, ou cette surface tout entiére.

Pour que la projection soit ¢quivalente, il faut que les fonctions ¢
cl Y satisfassent & Péquation différentielle

dody 2N T
o 9 90 ou = KNG =,

ot1 K est une constante et les fonctions &, F, ¢ sont les coefficients de
I'élément linéaive de la surface

ds* = ¢du + 25dudo + G de*.

Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas de la surface de vévo-
lution

r=9(u)cose, )y =ro(u)siny, 3=u,
ot ¢ est la longitude, et u peut étre pris, ou pour la latitude méme, ou
pour sa fonction.
Alors on a
E=1+ ()] j=o, G=|3(Of
et nous obtiendrons I'équation

drdr  drdy Q(u)

Q(u) = Kg(u)yr + |9 ().
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“n prenant au lieu de u la nouvelle variable indépendante

o = [Q(u)da,

nous parvenons a I'équation

0y oo

Si nous prenions, au licu de la variable ¢, une nouvelle © qui soit
une fonction de ¢, nous aurions 1'équation

90 00 99 g0 — ¥

ol @ est une fonction de ©.

Ainsi, nous voyons que, indépendamment de la forme de la surface
de révolution donnée, la recherche des Cartes équivalentes dépend de
la considération de I’équation

. dx 0 ox @
(1) A

du dv dv du I

Prenons pour les nouvelles variables indépendantes x et ¢, leurs
fonctions seront y ct u, ainsi que

y =w(zx,c¢), u=0A\(x,v).

1'équation se transformera en la suivante:

Nous aurons la solution générale de I'équation (1) de la forme

y=J(£0),
ru =f:,(.'l,‘, "),

ou f est une fonction arbitraire.

(2)
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En prenant x et ¢ pour les variables indépendantes, nous avons
exclu le cas de ¢ = @(¢); dans ce cas, la solution obtient la forme

[ @=u(e)

(3)
2 y=v) — (v
ol p et v sont des fonctions arbitraires.

L'expression de la solution générale du probléme, a I'aide des for-
mules (2) et (3), va jouer un rdle trés important; nous allons en
montrer les conséquences.

Considérons d’abord le probléme général.

I1 faut trouver les fonctions

(4) r=9(49), y=9(u,0),

qui satisfont & I’équation (1) et qui donnent, pour les méridiens et les
paralléles, des courbes d'une espéce donnée.

En éliminant la latitude # entre les équations (4), nous oblenons
I'équation des méridiens qu’on peut écrire de la maniére suivante :

() y=r(x9)
De la méme maniére, Péquation des paralléles aura la forme
(6) y = F(z,u).

En différentiant I'équation (5), nous obtenons
U U 4 4 ! '
=fzs Ye=Lam S
En substituant dans I'équation (1), nous obtenons

f.x,=1.

En intégrant par rapport & , nous aurons

[z, 0yde=u+w,



SUR LA CONSTRUCTION DES CARTES GEIIOGRAPHIQUES. 321

ou w est une fonction arbitraire de ¢ et I'intégrale est prise en considé-
rant ¢ constante. Cette équation obtient la forme

(7) w(z, 0)= u+ w.

Si la forme des méridiens est donnée, la fonction w s’exprime expli-
citement par rapport & z, tandis que la variable ¢ y entre implicite-
ment comme 'argument des paramétres, inconnu, de I'équation des
méridiens.

Prenons compte de la forme donnée des paralléles.

Si nous disons que la forme des paralléles est donnée, ccla signifie
que, dans I'équation (6), la partie F est donnée comme une fonction
explicite de x, dont les paramétres sont les fonctions arbitraires
de u.

Nous pouvons éliminer de 'équation (6) la variable u, au moyen
de la différentiation, en d’autres termes, nous pouvons écrire I’équa-
tion différenticlle des paralléles, en considérant # comme constante.
Toutes les différentiations seront évidemment faites par rapport a ¢.

Comme nous aurons, dans tout ce qui suit, presque exclusivement
les dérivées prises par rapport & ¢, nous écrirons les dérivées de x et
¥, prises par rapport i o, tout simplemenl

x, ¥, a2 ¥y, ...
Alors soit I'équation différentielle des paralléles de la forme
(8) Qz, y, &,y 2", ¥y ...)=o.
En différentiant 'équation (5) par rapport a ¢, nous aurons

;yl =f;x’+-f0,
Y =[o% + [r®®+2f 00+ £,

D R N N N N N R ]

Ces formules permettent de faire disparaitre de I'équation (8) les
quantités y, ¥, 'y ...
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Nous obtenons I'équation
(9) O, z, 2, z" ...)=o.

On peut éliminer les dérivées de  dans 1'équation (g) au moyen de
Péquation (7). En effet, en différentiant I'équation (7), nous aurons

! I ’
0, + 0, =W,
d’ou I'on a
X «
=k (z, o).

En différentiant, nous aurons

P oy
” - ’ -l = =l
L= =—A -_— = 5 -_— =%, €Ly 8), “ves
¢ pIARr T 0;v2'+ o — =2 (6 )

En substituant dans I'équation (g) au licu des quantités «’, =7, ...
les fonctions &, (, ¢), E(x, ¢), ..., nous aurons définitivement I'é¢qua-
tion

(10) Y(x,v)=o0.

Il faut bien remarquer que x entre dans cette derniére équation
d’une facon explicite.

Cette équation doit étre une identité, car aulrement elle détermi-
nerait z comme fonclions de ¢ seule, ce qui est impossible, car, dans
ce cas, 'équation (7) donnerait la liaison entre u et ¢, introduiles
comme variables indépendantes. Il est ¢vident aussi que 2 ne peut pas
devenir constante.

Résoudre le probléme posé n’est autre chose que satisfaire & I'iden-
tité (10) de la maniére la plus générale.

Quand on trouvera les expressions des parametres de Péquation (5)
en fonction de ¢ et la fonction w, de la fagon la plus générale & satis-
faire & 1'identité (10), on aura les projections complétement déter-
minées par les équations (5), (7).

En revenant a notre probléme des réseaux rectilignes ou circulaires,
il est aisé de voir que, quand on a une projection quelconque de cette
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espéce, on obtiendra immédiatement une autre de la méme espéce en
changeant les réles des méridiens et des paralléles.

Ainsi nous voyons que notre probléme peut étre parlagé en deux
autres : 1° trouver toutes les projections rectilignes et mixtes qui aient
les méridiens rectilignes ; 2° trouver toutes les projections circulaires.

Considérons d’abord le probleme suivant :

Troucer toutes les représentations de la surface de révolution
sur un plan, qui consercent les aires, dont les méridiens soient re-
présentés par des droites et les paralléles soient rectilignes ow cir-
culaires.

Prenons l'équation différenticlle des projections sous la forme
(' I) 1}-)’" - ‘rnyo = V’

ot u, ¢ sont des fonctions de la latitude ct de la longitude, V étant
fonction de ¢.

Nous considércrons d’abord le cas général, ot les méridiens sont
représentés par des droiles enveloppées par une certaine courbe . De
cctte facon, nous laissons & part les deux cas suivants: 1°les méridiens
sc croisent dans un point ; 2° les méridiens sont paralléles entre cux.
Nous examinerons ces deux cas plus tard.

Prenons pour la variable indépendante ¢ ’arc de la courbe X dont
tous les méridiens sont tangents. Alors, en désignant par a, b les coor-
données du point de contact d'un certain méridien avec la courbe I,
nous pouvons considérer les coordonnées @, b comme fonctions de ¢,
satisfaisant & I'équation

a*+b*=1.

Les coordonnées x, y d'un point quelconque N de la courbe peuvent
étre exprimées par des formules

(12) r=a-+pa,
y=b+pl,

ol p cst une certaine fonction de « et ¢.
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Introduisons la courbure

k =a’ bl . bn a
de la courbe Z.
En substituant les formules (12) dans 1'équation (1 1), nous aurons

.O. :‘(a"b' _ a’b:/) — 'V.
En intégrant par rapport 4 z, on a
p*hk=2Vu~+o,

7 étant une fonction de ¢ introduite par I'intégration.
Cette équation peut étre mise sous la forme

(13) P =2u+w,

ou

Le probléme consiste & trouver la fonction p, c¢'est-a~dire les fonc-
tions et w, de sorte que les paralléles soient rectilignes ou circu-
laires.

Prenons I'équation différentielle des paralléles circulaires
(&' +yy Ny —x"y)—(x*+y*)(2'y"—2"y) =0,

oui les dérivées sont prises par rapporta ¢. Désignons, dans tout ce qui
suit, par

les dérivées prises par rapport a ¢.
Formons I'expression

x y:/_ ),I x".
r'=a'(1+¢)+pa,’ Y =b(+p)+el,
"= a'p”-i—-a"(l +2‘°;)+ ?am, y//___- blP”+ II”([ 4 2?')__*_ b"’p,
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on obtient

ry — 2"y =k[pp"— (14 ") (1 + 2¢")]
—Ke(1+¢)—p*(a"b"— a"b"),
et I'on sait que 'on a
a't! —b"a" =k (*).

Nous obtenons ainsi
'y =2y =k[pp"— (14 )1+ 20)] - Ke(r+ ') — kg

Dans cette expression, on peut supprimer les dérivées &', 3” en diffé-
rentiant 'équation (13) par rapport a ¢

(11) 2p8' e+ PP =w
I- ll)y._*_[‘ y~,+ ‘02{.&” — ‘v".

(13) 2(s

En substituant I'expression 255"w. de (15) dans 2w(x’y” — x"y'),
on obtient

(16) 20 (T Yy —Zy )= Ap2?+ AP+ A,
oll
A,=—6hy,
Ay =—06ky — 2p(K p+ 2kw),
Ay= ko' —2kp— 2k ps — 2 (hy'+ 2k7w).

En multipliant Péquation (16) par 432w, on aura

Bl (&Y — y'a)= Ao (250’ )° + 200 A, (2p0'0) + 457 ° A,
\J
Au moyen de 'équation (14), nous aurons

Sty — "y )= Ag(W — 2 ) 250 A (W — 2w )+ 422 A,
=au[M,s* + \[ P4+ M,p* + Myp + M, ]

(') Voir Cn. Hermite, Cours d’ Aralyse, p. 155 ; 1873.
Journ. de Math. (5* série), tome II. — Fasc. IV, 18g6. 43
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M,= kp?*+ak'pu — 2pn(kp”+ 2uh®),
M, = 6hpw —4Kp?,
M,=  6kp'w' — 2w/ (K p+ 2kw)+ 2u(kov’ — 2ku),
M, = —6kpw,
M, =—3ko

En divisant par 2, on aura
(17) 4w @y — 2y )=M,' + M, p* + M, 22 +\f13.+\l
De méme fagon, nous aurons

42+ y*)y =P + P g? + P2 + Py 4 P,

P, = fuw, P,=w"*,

Il ne reste qu’a trouver les expressions 'z + ¥'y", 2'y" — 1"y,
En différentiant, nous obtenons

2wl (' +y' y )=P ' + P g+ P,p*+ Pip + I,
+[42°P + 32°P,+ 2pP, 4D, ]2
—hu(@?+ y?)[280'w + 25%w].

En ¢liminant de cette expression la quantité &', nous aurons

6w (@2’ +y'y" )= R+ R, s* + R,p* + Rys* + R, 22

+R;z+ R,
ou
R,=2uP, — 6uD,. Ry=2uP,—3uwP,+a'P,,
R,= 2P| - 5uP, Ri=2uP| — 20D,
R,=2uP,— juP,+20w'P, Ry=—-wD,,

Rs-: - Z(V'l).,.
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En différentiant I'équation (17), on obtient

4t (Cy”— x"y') = M, + M, 2°+ M, p* + M p + M|
I‘ [’N[or +3N[“2+ 2\17?+h11]
— 4@y —y'y ) 280 1 + 2770 )5

d’ou il vient

8.3!‘!"3(1;,)'”'—“ xlnyr)____N096+N|‘°5+N294+N393+ Nis".
+N;p + Ny,
oli

N, =2pM, — 6p'M,, Ny =2uM, —3wM,+ M,
N =2uM, - 5wM,, N,=2uM, - 2u'M,,

No=2pM, — 4'M, + 20/'M,, Ny=—w'M,,
N;=— 20'M,.

L’équation différentielle d’un cercle se transforme en la suivante:

3[Rog®+ R, g5 +...+ ReJ[Mop* + M, p*+...+ M,]
—2[Pst+ Pzt +.. .4+ P} [Ne2® + N, P +...+ N} = o.

En ouvrant les parenthéses, nous obtenons I'équation
(18) Moop'® 4+ O, 8° 4. .. 4 DRy 2 -+ My = O.

La fonction ¢ contient nécessairement u qui doit étre indépendante
de ¢. L’équation (18) doit étre satisfaite identiquement, d’oti il vient

(19)  IMW,=o, wm, =o, My=o0, Mo = 0.
Pour résoudre la question, il ne reste qu’a satisfaire a ce systéme
de la maniére la plus générale.

L’équation o1, = o donne

3R, M,—2P,N;,=06Akow=:0.
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D’aprés la nature de la question, & ne peut étre égal a zéro, par con-
séquent il faut poser &' = o.
Tout le calcul se simplific considérablement, car on a

My=M,= P,=P,=o

et par conséquent

R.=R,=R;=R;=N,=N,=N,=N;=o.

Notre équation (18) devient

3[Rez*+ R, + Ry [Meg2+ M, 5 + M,]
—2[Pog?+ P, o +P,][Neg? + N7 + \y] =o.

En égalant & zévo les coefficients de celte ¢quation, nous ohtenons
le systéme suivant :
3R,M,—2N,P,=o,

3(RM,+M,R,) —2(P,N,+P,N;) = o,
J(M,R, + MR, + M, R,) — 2(P,N,+P,N, +P,N)) =0,
S(M\R,+ M,R,) —2(P,N,+ P,N,) =,
3M,R, — 2P,N,=o.

Considérons la dernicre équation. Sil'on a &’ = o, on obtiendra
M, = — {ku?, Py=4u, N,= — 842, R,=o,

d’ou

IM,R, — 2P, N, =64k’ =o0;

d’aprés les conditions du probléme, . n’est pas égal a zéro ct par con-
séquenl
k=

La courbure k dec la courbe I doit étre constante et par conséquent
la courbe elle-méme est un cercle.
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Pour la détermination de la fonction w1, nous obtenons le systéme
3RM,— N, P,=o,
3(R,My+M,R) — 2(PyN, +P,N,) =,
5(R.1\l, -+ A\L_.Ro) — 2(1),N, -+ P.., Vo) = 0.
En éliminant R, et Ny, nous obtenons I'équation

M, P 0
M, P, 3RM,-2P,N, |=o.
| M, P, 3R,M,-2P,N, |
Ein développant, on aura
(2pp” = 3p)[(3p — 2pu”)* + 70w ] = o,
Le facteur (3w — 2uu”)* + JA*w*w? égalé i zéro donne

’

w = o.

Sil'on a 2pu” — 3uw'*= o, on aura

R, =o, N,=o Ny=8A"u2u’,
1 : 1 ’ 0 ut
L’équation 3R M, — 2N, P, = 0 donne
Jakiuiu’ =o,
d’'ot I'on a
w =o.
Silona N,= R,= o, on aura
3R M, —2P,N,=0 ou — 2hkpPw (2up” — 3uw?) =o,

d'otil'on a
7’

W =o.

Alnsi nous voyons qu’on a w. = const.
)
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Nous obtenons ainsi les projections, dont les paralléles sont les
cercles concentriques et les méridiens sont les droites tangentes d’un
de ces cercles.

En examinant le cas des paralléles rectilignes, nous parvenons a une
contradiction.

Considérons le cas ou la courbe E se réduit en un point auquel sc
croisenl tous les méridiens.

Prenons le point de rencontre des méridiens pour origine des coor-
données, alors les méridiens seront exprimés par |’équation

(20) y =ax,

oul @ est une fonction de ¢ seule.
En différentiant I'équation (20), on obtient, aprés la substitution
dans I'équation (1), I'égalite

axrc,=1,

d’ott I'on obtient, en intégrant par rapport i «,

, .

(21) %.’c‘: u 4w,

ot «w esl une fonction de .
En désignant par &', y', 2", y”, ... les dérivées prises par rapport a
v, oUs aurons
I‘y” _— ;vllyl — a’ll'x’ + 2a1x12 — alxxll,
2%+ y?= (1 + a*)x? + 204’ xx' + a2

On peut éliminer les dérivées 2, " au moyen de I'équation (21). En
cffet, différentiant deux fois cette équation

”n
S y
dxxr' + S rt=w,

v

’ 4 a2 ” ’ a. 2
axxr’ +~arxr”+ 2a xw—i——;’c =W,
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nous ohtenons définitivement

(22) axrr(xy —yr)=Ma'+Mz*+ M,,

ol .
M,=i(2a'a"— 3a"*), M =—w"a, M, =3w?2,
(23) a*x* (@ +y?)=P,x'+ P, a* + Py,
ot .
(4]
P, = a"’(a” _ aa//)+ a_!'_ (I +a2>’

Py=[2ad”’—&'(1+a*)]w, P,=(1+a*)o"

En différentiant les équations (22) et (23), nous aurons

(i) @@y —ay) =Nt Nt 4 Noa? + N,
ott
Ny=a'M, — 2a"M, N,=aM,,
Ni=a'M,— a"M, + 200'M,, Ny= —20'M,.
Enfin
20”2 (' x"+ ¥y ) =R,2'+ R,z* + R,z + R,
o
R,=a'l, - 3a"P,, R,=dP,— a'P,,
Ri=aP,—2a'P, +20'P,, Ry, =—20'P,.

En désignant x® par 3, nous aurons I'équation sous la forme

J(Rez*+ R+ Rz +R)(Mys2+ M, 5+ M,)
—2(Ny3*+N, 32+ N, 5+ N))(P,s* + P55+ P,) =o0.

(25)
En substituant 5 = o, on aura

'BR,\’I_, — QN:,P._.: —_— G(D':’(I -+ (12) =0;



332 D.-A. GRAVE.

d’oti I'on a
w=o0
ot

M=M,=P,=P,=0,
N=N,=N,=R,=R,=R,=o.

L'¢cuation (25) se transforme en la suivante :
IR,M, — 2N, P, =o0.
En substituant les expressions de R, ¢t N, on a
(20) 3@l —3a’P)M — 2P (&M — 2a"M) = o,

ol
M=4M,=2a'a" - 3a™,

P=4P, =a"+ (aa"— 2a™).

L’équation (26), qui serl & déterminer la fonction a, est du qua-
tri¢me ordre. Malgré la complexité¢ apparente de cetie équation, son
intégration est facile. En effet, I'équation (26) peut étre mise sous la
forme

@ (3P'M — 2PM') = 5a"MP.

Il est évident, d’aprés les conditions du probléme, que les fonetions
@'. P ne peuvent s’annuler.

Lc cas M = o donne les projections avec les paralléles rectilignes.
En faisant tous les calculs, qui ne sont pas difficiles, il est aisé de se
convaincre que, dans cc cas, les paralléles sont représentés par des
droites paralleles entre elles.

En revenant au cas géncral, on a

3P AN da”

PN T A

En intégrant, on obticnt
P;
l\’[ =C—5
a'?
¢ étant une constante.
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En désignant a"=§, aa” — 24'* = v, on aura

P =81y M= ﬁ(%)l,

. v,
d’'ou, en posant 3 = p, nous aurons

3
g 3(!-{—9"’)’ i
=g ="“ 3 Gy
a a’

d’ot

~ EC (l”
=3 —=C—3°
(l +§g)'§ al}‘ a'?
In désignant
1
\/7 =Dy €= —2¢
on aura
-—-—rl-‘—-__Q_ =¢ pPp+C,y
Ve kil

¢, ¢tant une nouvelle constante arbitraire.

A !
Iinsuite, nous aurons, en posant ¢, = —ac,, ¢, = 30

Pz

T V=

(27) ¢

En posant

QIQ

= 9=—QF =4 n=gqa’,

nous aurons

mais

d’ot 'on a
2 b4 ' g
2pp =»—(—IE’ S=—2ppa-.

Journ. de Math. (5* série), tomeII. — Fasc. IV, 18¢b.

d~
ey
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En substituant dans 'équation (27 ), nous aurons

7¢> _ p—=z
—app’a® T i (p—a)
ou
(p—2)p' _ __149'@ v 9 vq
VA= (p—ap 2 & 13 ;—“iq—g‘

a’
(%)
En intégrant, on a

1

~7;;=3—\/;"—(P_—r“_)”'

Mais @'p*=1; par conséquent 1 = p*qa®, d’ol ;/'—_ = pa, nous ob-
P

tenons le systéme suivant :

(a8)

a

(ap—B)+(p—a) =",
‘pPP=1.
En éliminant p du systéme (28), nous aurons pour a I'expression
en quadratures.
In effet, la premicre des équations (28 ) donne

1y af+a\* BPat—? al + 2
=2 at+1 (a*+1)7?
ol

A= ya*(»* — a®) + 2a8a + v* — B*.

Dot il vient

!/ [2 2
\ Y= af[‘;‘::__?] da + (v* — a* — B*) arc langa
e Ly [labEns g
(a2+])2 ’

ol v est une derniére (quatriéme) constante arbitraire.
Les quadratures s’expriment, comme on voit, par des logarithmes.
Pour obtenir la relation définitive entre a et ¢ de la fagon la plus
simple, introduisons une nouvelle variable w.
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En cffet, en ajoutant au systéme (28) équation

(30) P =% -+ vCcosw,
on aura
(3r) ap =3+ vsinw.

Ainsi la fonction cherchée a s’exprimera d’une fagon trés simple au
moyen de w :

. + v sin
(32) a— B__'__U.).
2~ v COSW

Il ne reste qu'a déterminer » en fonction de ¢. Pour cela, diffé-
rentions les équations (30), (31) ¢

‘= —vsinw o',
(33) P

’ ‘. ’
a])+ap_ VCOSWw® .

En multipliant I'équation (33) par p et tenant compte de I'équation
a'p? =1, nous aurons

1= pvcosww — app,
ct au moyen des équations (30), (31), on aura
1=v[cos®(2 + vcos®) 4+ sinw(f + vsinw)]w’,
d’ou il vient
(34) v+ v =v(asinw — fcosw + vo).
Nous parvenons i 'équation (29) en éliminant w entre (32), (34).

Nous obtenons donc les projections dans lesquelles les centres des
paralléles se troucent sur une droite passant par Uorigine des coor-
donndes.

Ajoutons maintenant deux mots pour le cas des méridiens repré-
sentés par les droites paralléles entre elles.
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Soient les méridiens paralléles & 'axe des x, alors on a
y=a

ol a est une fonction de ¢, de sorte que y, = a’, y, =o.
En intégrant 1'équation fondamentale

r ' U !
LyYo—ZYu=1,
nous aurons

(33) a'c=u+w.
Si les paralléles sont des droites, on aura
(30) Xy —x'y=x'a"—x"a =o.
En différentiant I'équation (35) par rapport a ¢, on a

(37) ax+ar=w,
(38) Q"r+ 20" +a'x" =o', .

En éliminant z’, z” entre les. ¢quations (36), (37), (38), on aura
définitivement

-L'(a' am_ 3an2) + 3a”(vl — W”a' — O,
d’on il vient

(39) a'a"—3a*=o,

(fo) 3a’w’ — w'a =o.

11 faut considérer deux cas : @” = o, a” différent de zéro. Si ¢’ = o,
on aura &’ = o et les projections cherchées auront les paralléles, paral-
léles entre cux.

Dans le cas a” différent de zéro, on obtient la fonction @ de I'équa-
tion (39) par unc simple intégration. On aura la fonction & par
I'équation (40). De cette fagon, on obtient les projections dans les-
quelles les paralléles se croisent en un point. Ces projections sont déji
trouvées, car on peut changer de roles les méridiens et les paralléles.
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Pour achever la solution de notre probléme de trouver toutes les
projections rectilignes ou mixtes, il ne reste qu’a troucer les projec-
tions qui, ayant les méridiens paralléles entre euz, donnent pour
paralléles des cercles.

Traitons cette derniére question d’une autre fagon en appliquant la

méthode par laquelle nous trouveroas plus tard les projections circu-
laires.

Soit I'équation des paralléles
() y=b TGy

ol a, b, p sont les fonctions de « ct x la fonction de ¢ seule. Si nous
supposons (uc les méridiens sont représentés par des droites, paral-
leles & I'axe de y, alors en intégrant 'équation (1), on aura

fy’u der=U — ¢,

ol U est une fonction de z, introduite par I'intégration, ¥, est une
dérivée partielle dans la supposition de z constante, c’est-d-dire

X p+(r—a)a’
Vi ay

y’ =
u

- En substituant, on aura

I/w+fwd.v=U-—c.

?—(r—a)

En différentiant par rapport & z, on aura

- e
Vi @' o — (& — a)i—a 220
\/l ( ) \/9! (x_a)‘!
(.r~a‘)’
+ (gp') arcsin f_:_" + 5¢ p —U.

Il faut évidemment poser (p¢’)’ = o0, car autrement on aurait
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. T —a
arc sin

exprimée algébriquement en fonction de x. On a, par

conséquent,
n 'I2 —_—
pp g =o.
Nous aurons

1At _— 7] 12
bo—U — a' o= (« = a) = 2202l - (i 4e?),

Vi (z—ap

‘n supprimant les radicaux on a

(b'z — UP[p — (2 —a)]
= @[5 — (z — a)] + 2a's7 + (2 —a) (¢ + a*)-

En égalant & zéro le coefficient de 2*, nous aurons

a®* +0*=o,
d’oti il vient
a’=o, b =o.

L’équation sc simplifie
U= (o — a)] = [oa's + (2 — )(#* + @)
En égalant & zéro le coefficient de r*, nous aurons

U2+ (p?+a®)>=o,
d’oui I'on a
U =o, ¢ =0, a =o.

Ainsi nous obtenons les projections dont les paralléles sont des
cercles de rayon constant, les centres de ces cercles se trouvant sur
une droite paralléle a Uaxe de y.

En abordant le probléme des projections circulaires, qui avait pré-
senté de considérables difficultés, j'exposerai ma solution avec cer-
tains détails, qui, quoique n’étant pas nécessaires pour la démonstra-
tion, sont néanmoins utiles pour mieux comprendre la question.
J'ai surtout en vue le lecteur qui voudrait généraliser mes recherches
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.

pour les cas des méridiens ct des paralleles représentés par des
coniques.

Soient, en effet, les méridiens circulaires sur la carte ct soient leurs
¢quations,

(12) Z = a -+ pcosy,
y =0+ ssing,
ol a, b, ¢ sont certaines fonctions de ¢ et ¢ la fonction de w« ct de ¢.

Pour satisfaire & I'¢quation (1) il faut différentier les équations (42);
nous ohtiendrons

eld cosy + b'sing + ']y, =1.
En intégrant par rapport & », nous aurons
(43) ga'sing — gb'cosy + g5’ =u+ .
En désignant, dans ce qui suit, par &', ¥, &, ¥, -y %5 %7y ... los

dérivées prises par rapport & ¢, nous formerons I'équation différen-
tielle des parall¢les

@ a'+y )&y = &y) — (& +y )y =y ) =o.

Introduisant les notations suivantes :

. — An!
k=g,
A, =a cosy + b sing, B, =a'siny — b cosy,
0 ]
A, = a’cosy + b"sing, B, = a’siny — b"cosy,
A, =a"cosy + b"sing, B, = a"sing — b"cos g,

.....

Apres les simples calculs, nous aurons

-Ul‘y” —y,"lf,': a/bu___ l),a”—{— 9:/]3‘ — .QIB:.
+ 92 A=Ay + 25 — 5|+ 97— 2Bl
+ 300+ [p A+ K],
2 yt=at 4+ b gt o A — 259 B, 4225
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T+ yy =aa" + UVl +¢'" +¢ Ay +p" A,
+ @' [—2¢'B, — £Be] + 97 [— p A+ 4]
+ ¢ [—eBi+ g9
[ 'y —y'a"=ab"— Va"+ "B, — p'B,

(44) | + %[ 3B} + ¢ [—pA -+ 2h]

D’un autre coté, I'équation (43) peut étre écrite ainsi
(49) B+ hky=u+w.
“n différentiant trois fois cette équation, on aura

(46) B +eB - w+ Ko+ A +h]=0o,
‘ — o'+ B, +20'B, + B, + k"5
(47) ] +92[¢'A A+ K]
+ 52 [—pB,] + 7' [pA, + k] =o.

+ ¢ 3["A, + 25’ A, + 5 A + 17
+¢°3[— g'Bi—pBu]+ 37 [— A
+ 3" 3[¢' A+ A+ 1)

‘ “‘W”"*'F”IB|+39”B-_)+3P'B3+9B‘5+If”‘?
% + 793 —pBi ]+ 9" [pA + k] =0

En soustrayant I'¢quation (43) de (44), nous aurons

.’:"}/'”—ylxlll — a/bm_ I,/am + ‘vm . 3PIIB2_ 491B3 — FB‘ — ku:?
+ ¢/ [—65 A, —4sAs—05's" —4pa"] + 7 [3: B,

+ ?/32][__*_ ?r/[_ 3PA2 . ch//] +?I‘_)?II3.:"_.

LA Uy

Eliminons de I'expression 2'y” — "y’ la dérivée " au moyen de
Péquation (47).



SUR LA CONSTRUCTION DES CARTES GEOGRAPHIQUES. 34

En effet, en multipliant par (A, + p’), nous aurons

(A, +)Y(&Ey"—a"y')
=(A,+p)H +3[—9"(pA+ Fh)](As+ 7" — AR
ol
H=ab"—a"V' +w"—35"B,— 4p'B;— pB,— k"¢ -
+ @[ 6 (A +p")—hp(As+ ")+ 97[3pB.] + 3724,

L’équation (47) donne

(A +¢) (@Y —a"y)=(A+)H
) "+ "B, 4+ 2B, +pB, + k"5
3(A,+ o —ppr)d T HP .
FIAHE =) | | sy A+ pArt K) — 7B, |

Ona .
A +@) @y —a"y ) =Po+ Py +Pog + Py + P37,

ou

Po=(A+¢)[a'b"—a"b+ow"—32"B, — 45'B, — oB, — k5|
+3(Ay+p")[— "+ "B, + 2p'B, + 2B, + k"9,
P =05(A,+ ") — 4p (A, + o' )(A +2"),
P,=3p[0w" 4+ AB,—A,B,— k"9 — 20"B,— 'B, — 5B, ],
s~«l ' (Av+9)— 6p(As+ ")),
>o=3p%B,.

En outre, on a :
x'y’ —y'x"=Ny+ N3’ + N, 92+ N, 973,
ol
Noy=a't'—a"lV'+w"— 37'B, - pB, — k"5,
N =-3p(As+p"),
N,= o,
N,= p%.

Journ. de Math. (5 série), tome II. — Fasc. IV, 13g6. 4o
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On a aussi
2+ y?=L,+ L%+ L,9?,

Ly=a?+4-0*+g*+20'A,
L,=~-2pB,

112 = 2-

O

In différentiant et multipliant par (A,+ p’), on aura

(Ac+ p')(x’x”-f—y’y”) = 1\[0-—{— N['?'_.l,_ M'_g?'z_*_ i\la?"‘,

ol

My=(A,+)[ada"+ 00"+ "+ A+ "A\]

+B,[— o'+ "B+ 2B, + B, + k9],
M,=wp+20A,B,—-cA B, +(k—?)B,— 3kB,— B, — A",
My,=—[A]+ B} — g2+ 2k + 2'A, + 25 A, ],
M,= B,

fl

Jn substituant les expressions obtenues dans I'équation différentielle
des parall¢les, on aura

3[No+ N o'+ Noy2+ Nyz? [ My + M5 + M, 22 + M, 27|
—[Lo+ L+ L,7*][Po+ Py + P+ P57 + P, | =0,

\n ouvrant les parenthéses, on aura
(49) Mg+ M, o 4 M, "2 4 Oy 3 + I, §7F + 0N 37° + IR, 5" =0,
M

My =3N,M;— L, P,=33*¢*B,— 2?37*°B,=o,
o, = 3N, M, +3N,M,—L,P, - L P,
=3N,M,~L,P,—L/P;= 93r3(Bf - A':)— 2A,'$'+ ")
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Il ne reste qu’a éliminer de Iéquation (49) ¢’ au moyen de 1'é¢qua-
tion (46); de cette mani¢re on aura 1'équation de la forme

S (9,sing, cosp)=o,

ol f est une fonction entiére de 9, sing, cosp, avec les coefficients
dépendant seulement de ¢.

Voyons comment I'arc % entre dans cette équation.

Les coefficients M, M,, N,, P,, P, sont du premier degré par rap-
port au g, par conséquent $ peut paraitre au second degré seulement
dans les coefficients 9, 9,, tandis que les coefficients o1, 91U, sont
du preinier degré.

Quant au coefficient 91, il est indépendant de g, car on a

am,=3N,M,+3N,M,—-L,P,—L,P,—L,P,
= 3¢%B, [~ 3p(As+ )
+ 32 [0 + 2pA,B,— pA B,
+ (K —¢*)B,—3kB, — *B, — k"3p]
—=3B,[a*+ b2+ g2+ 25'A ]
+ 28 Bi[— 4 (A+ ") — 6p(A.+ 7))
=3[+ A B, — A,B,— k"3 —20"B,— p'B,— 5B, ]

Nous voyons que, aprés la multiplication de I’équation par (s A, +4)?,
nous obtiendrons

(30) MR+ QA+ 9" Qe+ 97 Q +3Qu+ Q; =0,

Les coeflicients

Qu, Qs Qs Q. Q

seront les fonctions enticres des sing et coss, avec les cocfficients dé-
pendant uniquement de ¢.
Il est ¢évident qu’on ne peut satisfaire a Péquation (30) qu’en posant

Wyk?*=0, Q,=0, Q,=o0, Q,=0, Q,=0, Q
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car autrement ¢, dépendant nécessairement de u, s’exprimerail algé-
briquement par sing, cos .
Considérons le cas 9n ; = o.
On obtient
3(Bi—A))—2A,p'+¢%=0
ou

3(a®—U*)sin*e —12a'b'sing cosp + 3(4'? — a'*) cos’s
—2p'a’ cosy — 2p'l'sing + ' =o.
Il ne faut pas oublier que 9 dépend de u et, par conséquent, il est
impossible de satisfaire & cette équation autrement qu'en posant

a?—b*=o, al=o, p'a = o, o'l'=o, o' =0,

)

d’oul’on a

8
H
©
<
I
o
I
e

ct il n’existe point de projections.
Il reste le cas uniquement possible

kK=o,
alors

ou & ct I sont des nombres constants.

Ainsi nous avons démontré que les projections possibles ont licu &
la condition A’=o; il ne reste qu'a les trouver.

Tl faut & présent aborder la recherche des coordonnées a, & des
centres des méridiens en fonction de ¢ et de la fonction w introduite par
intégration.

Introduisons dans nos calculs les quantités complexes, en posant

at+bi=c .
) 2[w = g,
a—bi=y
et =3, =y,

de sorte que s/ =1.
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Il est évident que nous nous rappellerons, dans tout ce qui suit, le
résultat obtenu &' = o.

On aura, aprés les calculs analogues aux précédents,

20(Ly" — "y )= g + oy @ L A Ay O Ay B
+ i [ + 11!,._,‘;’],
T4y =20+ 2,i¢9 + 2,57,
20(Zy" — ¥y &)= @+ B, LY + ©,1%7,
2(&'x" + )y )= &+ &7 L + 8"
+ ¢ {5 +57 ),

ot les notations expriment

!

‘&"’o — g‘"’+ C”"", - v’"__ :[3011.‘,”_,_ 4 pIYm_i__ “"YW]

+ {[3,‘” u+4010m+ ‘JC“],
A =00"p"— 209" — 5(6'y" + 47" ) — 1(Gg"¢" + 43¢,
oy = 39[:*{ — 1’ Qg =4k}

. ] ’ ’
W = 05— 3py"5— 3¢, So=4("+ Y+ 35V + e
W, =0, ci=s(sy — 1),
W, = 62, S,=¢g%

" "
e +gc”),

(Do - cll+ cl/\’l — .’I/cl — ‘(33, Il GYI’I) + t(3
=3[y + "+ 27"],

'1

Py = 29 ’
{‘oz cl/.‘{ 4 C’“"I‘i‘ 2919u+ ;(lolTl>/ + t(P’CI)"
=~<z oY) (e g,

En substituant dans I'équation différentielle des cercles et en ouvrant
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les parenthéses, nous aurons

50y | M;,+if'\1.+f'n\1 i M, + M, + ig M,
Tl g [N+ i/ N 4+ 92N, + 092N, + ¢ N, ] = o,

ou
M,=3®,¢ — 28,4,

M, =30, + 30,8, — 284-b, — 2, S,
N[2=3(00£2—3(9|C‘ ..4\-'|.<l")+ 2\4.&»."‘ 229l
M,=30,8 4+ 3@,8, — 28,0, — 28, oy — 2S,-4,

M,=—3@,8, 4+ 22,4, — 22, ,,
M= 3®,8 — 28,:4,;
No=  3®,5, — 22,v,,
N= 30,5, +30,3—=22,b,
N,=—3®,F — 280, — 2,5,
No= 35 — 22y,

N‘-———-_ 3(D3c7:| - 23-_\'“‘0»_).
D’abord nous voyons que N; = o, car
— 30,5, — 28,0, =— 0*(— 2p?) — 2p262* =

Nous avons aussi

io"A, =K, + i3'K,+ 2K,
ou

A=z +A+al,
a=py, A=2k, w=pc,
Ko — O'”'—(G'\")”:-*— (PC')”L,
Ki=—2[5(sy) +1(z¢) ]

K.,= p[sy -i].

En multipliant I'équation (51) par A,, nous aurons

A Mo+ ig' M+ ¢*M, + i M, + ¢ M, + ig* M, |
+ (K, + K,ig’ +K2?’2)[VO+N.1? + N,92+ Nyig” | =o.
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Nous obtenons définitivement

(52) Oy + 19 My + G2y + LG/ 20y + ¢7 O + (97 My = 0

ol

o, =AM, + K, N,

a, =AM, +K,N,+K,N,,

Mm,=A,M,+K,N,—K,N,+K,N,,
o, =AM, +K,N,+K,N,+K,N,,
—K,N,+K,N,,

+ K, N,.

m,=A M,
;= A, M;

347

Pour faire disparaitre dans équation (52) la dérivée 3, multi-

plions-la par A} et prenons en vue 'équation

on

Nous obtenons

i9'Ay=B,,

b= — (e,

Mo A+ 0 A (19 Ag) — I, AL (19 A,)?

— My AL (19 Ag)’ + o, A (£9'A0)' + O, (19 A, ) = o,

d’ou 1l vient

¢3)

( OoAj -+, By AL — o, ByA]
— o, BAT+ o, BiA, + o, B = o.

Les degrés des cocfficients par rapport aux 5 ct ¢ ne peuvent sur-

passer les nombres indiqués dans la Table suivante :

ORI | M;....
Npooot 1 M,....
N2 M....
Noooto 2 M,....

M,....
M. ...

W ON BN

...

L,

M. ..
N, . ..
AN, ...
M. ...

N ©

QY QO Qo

(I3
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[l n'est pas difficile de se convaincre que dans le coefficient or, dis-
paraissent les membres du troisi¢me de«rre 3,

Ainsi 'on voit que I'équation dont dépend la solution de notre
probléme recoit définitivement la forme suivante :

(3%) 0y3*+ 0,757 4+...+ 0,54+ 0+ Q¥+ Q' +...+ Q. L = 0.

Les cocfficients v, O;, Q; dépendent des fonctions vy, ¢, o et de leurs
dérivées jusqu’au quatritme ordre.

En nous souvenant que 5 ct ¢ doivent dépendre de « qui n'entre
dans les fonctions y, g, ¢, il résulte que, pour satisfaire & I'équation (55)

d’une facon la plus générale, il faut poser

(w) ‘ 0"::0, O,:O, 02=0, crey 0.,:0, O =o0
33)
|Q =0, Q =0, Q=0, ..., Q =o.

11 reste pour résoudre la question de trouver les expressions les plus
géncrales des fonctions a, b, w satisfaisant au systéme (53).
Formons I'équation O, = o; il pourra composer le cocflicient de z*.
En ayant compte de la Table précédente, nous voyons que le
degré = résultera des membres
Mo A+ o, Ay By — o, Al B;.

En désignant les coefficients de z° dans les expressions ow,, K, , I,

par
My, I, IR,

nous verrons quc notre e'quation scra

o*(«®IN ) + «BIAT — 6701)) = O,
ou
e=pY, b=—(pY)"
Calculons les coefficients oy, Iy, o, :

M, =308 — 28oo =3[— B’ Y +py") 5 +... J[(pY )5+ ...]
—2(p'Ys+...) [ Gy + 4’y +p7")5 +- -]
=32 Y B Y+ 49’y +5v")= 3B Y+ oY) 'Y+ Y]+
No =3®,5 — 28w, = 2*[2. 370 Y — 3oV (3 Y + p¥")] +- -
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Ainsi nous avons

My =AM, + K,N, = z* +

oy
ou

;)IL — F.\‘, (Zk"(’ AV 3 912.\(”2 -+ 3 ,a.rnz + GkTqun_‘_ 89’2'\" m)
Calcul de on] :

M, = 30,8+ 3D — 28, g — 22,4
= "[29*'<3°”"”+49’\'”+ pY") +2p"Y (627" +4pY")

— oY (PY) =3By + oY) (28 Y +pY' )]+
My =AM, + K Ny + KN, =)z +

oll

v ooy

o= oY (2p"Y'y" + 10kYY"—6ky" + 6o y"Y").
Enfin

My=—30,8, 4+ 30Cs — 2882+ 28, by — 28¢5k,
= 3"[9pv(2p'Y' + pY") + 37 3o’y + 21")
— 20y (60" + 4py") — 6’ Y'Y ]+,

d’ou il vient

My =AM, +K,No— K,N,+ K N, = on} 5" +.
ou

31-"3 — Pg YI( 3,YI/2 _ Yr”m)

On pourrait satisfaire & I'équation O, = o de deux maniéres diffé-
rentes :

(56) a =0, ou a* Oy + aBIN| — 62O = 0.

Le cas « = 0 donne
Y = const.

On obtient des projections avec les méridiens concentriques.
Dans le cas général, on aura I’équation (56), qui, apreés toutes les
Journ. de Math. (5* série), tome Il. — Fasc. IV, 18y6. /Iﬁ
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réductions, se transforme en
—2Y YY" = 3y 3+ 27y =0,
ou, en posant Y' =y, onaura
(37) — 2y y" =3y 3y + 2yy Yy =
1l faut considérer des cas a part
y=o0, y=o,

car autrement I’équation (57), par la substitution

'
U= -'Z- ’
Y
se transforme en la suivante :
(58) u? —ouu' =o.

On voit que, outre la solution générale donnée par I’équation (58),
il faut examiner a part les solutions singuliéres

’

y=o, y'=o, u'=o.

En prenant la solution générale de I'équation Og =0, on voit qu'en
méme temps sera satisfaite 'équation Qg = o; il restera & satisfaire par
le choix convenable des constantes arbitraires les quinze autres équa-
tions du systéme (55).

Si nous faisions cet examen, nous verrions que la solution générale
méne & la contradiction, et que les projections sont données par les
solutions singuliéres. Cet examen conduirait a des calculs trop pénibles
qui exagéreraient les difficultés du probléme.

Pour arriver a notre but d’une fagon la plus directe, examinons
d’abord le cas des projections concentriques, c’est-a-dire le cas

y=y=o.
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Alors on aura
&g =06", oy =129"p", oy = 0, doy = 4 k.
why = 6%, w, = 6p*.

e, =p? 2, =o, e, =¢p%

D= o, ®, = — 6pp’, ®y=2p*

& =2p'p", & =o, & = 2k.
=0, Fy=—2p%

Ay,=2k, B,=¢, K,=¢", K,=o, K.=o.
L’équation a la forme

2°k*(24pp%p"0" — 4kp?a") + 2 k' o' (— 24?9 p"* — 6p%6"?)
— 2 kPa'? (24 k0" — hkp2a") + 22k*0"Bop?p’ "k + ¢'*8p%k* = 0.

En introduisant au lieu de ¢ la quantité réelle w au moyen des
formules
o' = 21w, ¢" = 21", ¢" = 210",
on aura
k:(ﬁpplzP”w” — kplgwm) + ka‘vr(_ 392913 Pua -+ 392“)”2)
+ ko2 (62" — kp*w”) —10kp?p’p" w3 + p?w's = o.

En ouvrant les parenthéses

-6 03
(V”’ (%_’_ + k292“”2> . 392,{2“,'“,//2 + GW”(% _ kswlz)
& e k‘ /3 2 xy' S 1
+3?w — 10wt —plw =o(').
€
Prenons p pour la variable indépendante, en Ia désignant par x, et
pour sa fonction y prenons la quantité

1dw
k dp
3 2
(1) 11 faut se souvenir que p' = g, pr= /.;_3.
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On aura
Loi dw =kydp,
, _dw dp__ 2 Y
V=T =h=Fg
! A 2 " __ ] 5
W = kax—————-‘yxs ") W”: k’x'y ‘i‘fy +5}'.

Notre équation devient
zy"(1+2’y*) = 32y + 3y (1 = 2°y*) —xy* (4 + £7y*) = o.

Introduisons la nouvelle variable u

u
(59) Y = i
on aura, aprés toutes les réductions, .
2?*u’'+zxu —u=o.
En intégrant, on aura

(60) w+ s =1,

ot /, est une constante arbitraire.
En intégrant (6o), on aura

La formule (59) donne

au moyen de (60) on a

Introduisons encore une nouvelle variable

(61) v—lyx=gq,
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on aura
—_— c — 10.1,"
9=z

1—ul=1-—lic— ¢

Désignons 1 — l,c = LA,
L’équation (61) donne u’ — /, = ¢', de sorte que

r

dw q

=
mais ¢'dp = dg, d’oti

—_ 9 .
= karccos A + Wy

k— 99 __
w, est la troisiéme constante arbitraire.
En substituant la quantité ¢, on aura

w = w, + karc cos

La formule

2 2 2
—w g+A—R :
w =, + karccos k7
détermine complétement les projections. Nous obtenons .

__u+w, g+ A—R?
¢ = % -+ arc cos __—2AP

En substituant dans les équations fondamentales (42), nous aurons

_ u+wy P+ A'—R? . utw, A
x_a+p(cos 7 A7 sin —— ~——2A?\),
_ . u+w, g Ar—R? u+w, A
y= bﬂ-p(sm 7 A TS o)

ou
A=\/4A292——(p’+A3— Rz)n
=JVR+p+A)R+A—=p)(R+p—A)(p+A—R).
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Les équations définitives des projections seront

u+w, pt+ A'—R? sin L% A

(62) L=a+ cos — ) —sin —— —&»
_ . w4 wy pt+ A*—R? u-+w, A
(63) y=0b-+sin — A Hees—— ¢

Examinons la forme des méridiens et des paralléles.
Des formules (6a), (63), on aura

—apP+(y—D0y=p*=2kv+1;

les méridiens sont évidemment des cercles concentriques.
Pour avoir les paralléles, éliminons o

-+ w,
k

En multipliant par cos =52

I'équation (62), ct par sin

I'équation (63), on aura, apres une addition,

2aA(z —a)cos =2 1 aA(y ~ b)sn“+'v°=,,‘-'+A’-R’;

k
mais on a (x — @)+ (y — 0)* = p*, d'out il vient

(z — @+ (y — b — 2A cos“Z 2 (z — @)

—2Asin "= (y — b) + A?=Re.

Nous aurons définitivement

(r-——a——Acos“_:v") (y b — Asi ‘—';:ﬁ) =R

Ainsi nous voyons que les paralléles sont des cercles avec le rayon
constant R. En désignant par £ et 7 les coordonnées du centre d’unc
des paralléles, on aura

oW,
?
k

u+uo

n=>b+ Asin—,

t=a+ Acos

d’ou il vient

(E—ay+(n—by=A
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Ce cercle représente le lieu géométrique des centres des paral-
léles.

En revenant au cas général, tichons de simplifier autant que pos-
sible le probléme, en nous souvenant du résultat fondamental, que
le rayon des méridiens s’exprime par la formule

vk + L.

Nous voyons qu'a cause de la symétrie de I'équation (1) par rap-

port & u et & ¢ le rayon des paralléles doit s’exprimer par la formule
semblable

vaKu +L,
ou, en conservant nos notations, on aura

(xli + yli)(!

W =2KU+L,

K et L étant des constantes.
Quant & I'expression
(.’l‘" + yll)a

nous voyons qu'elle doit étre une fonction rationnelle des sin ¢ et
cos ¢, que nous désignons par

R (sing, cos ).
On aura
R(sing, cosp) =2Ku + L.

Au moyen de 'équation (43), nous aurons
2kK9 +2K(a’sing — V'cosg) p — 2Kw + L = R(sing, cosyp).

Si R ne devient pas indéterminée ou infinie, ce qui aurait lieu quand
x'y” — y'x"= o, ’équation donnera

kK =o,
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d’oli nous voyons qu'un des systémes des lignes composant le réseau,
les méridiens ou les paralléles doivent avoir le rayon constant. Cette
remarque permet de simplifier considérablement le probléme.

En effet, supposons que les méridiens sont des cercles avec le rayon
constant. En prenant la longueur de ce rayon pour unité, nous aurons
les équations des projections en forme

Z = a + €059,

34
(©4) y=>0+sing,

ol @ et b exprimées en ¢ donnent les coordonnées d'un point de la
courbe X, qui sera le licu des centres des méridiens ; soit ¢ 'angle que
fait la tangente de cetle courbe X avec 'axe des x. Introduisons en

outre le rayon de courbure p de la courbe X ; nous aurons alors ou
p ==, 0u

a= fp cosede, b= fp sinody.
Il faudra évidemment satisfaire & I’équation
(63) , z,y,—xzy,=V,

ol V est une certaine fonction de ¢.
En substituant dans I'équation (635) les expressions (G4) et en inté-
grant par rapport a u, on aura

esin(g — o) =Vu+g0,
ol
using = u + w,
avanl compte des notations suivantes
7 __ _ e
y-\ =5 g = WV, @ ¢ =

En employant les méthodes précédentes, on aura

w?cos*E(x? +y'*)=A,cos*E + A, cos?EsinE + A, cosEsin®E + A, sin’%
. + B,cos*% + B, cosEsink + B, sin?%
+ C,cost+ C,sinf + D,,
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ol
A, =0, A, = —2put Ay=25uW, A, =o,
Bo=u2(p* +1), B, = —2u(w +p0'), B, = w?,
Co=2pw’, C,i=— 20w, Dy= w2

Calculons 'expression &' y” — "y

weos?s ()" — y'x") = &y c08's + A, cos*Esing -+ dyc0s?Esin?é
+ Ay cosEsin’E + oL, sin'E 4w, cos?s
-+, cos*Esin% + whycos’ sin®5 -+ w,sin®3
+ 2,c08%% + ¢, cos¥sink + 2,sin*%
+ ®,co8% + ®,sink + ¢,

ot
o=, A= p(ept et — ) R,
A= 3utus, &y =0, A, =0,
b= s+ u(e?+ )] — ww'(ug + 2u1'3),
= — 3w + a’g), Wy =3 uw?, W, = — w?,

2, = 3w, Wy = Juew’*,
e = — Guw'o, ©, = — 3w,
S,=3wu? o= 't

Pour résoudre le probléme, il faut satisfaire & l'identitd
(e y* Y =[2Re+ L]y — "y)?,
laquelle, & cause de nos calculs, prendra la forme suivante :
Agcos’s +.. + Aysin®s
‘ B,cost% ...+ B,sin*% ‘
’ (,00055 + C,sink s
D,

>

AT H R4
Ay€COS L .o 4 Ly sint g

.sin?

J\“GJ

= [2K(wsin% — o) + L] ¢« g co8?s+.. .+ ¢

W, 08" % 4., 4 ,sind% t
r ink
(®,C085 + (D, 81N g \

o

Journ. de Math. {3 série), tome II. — Fase. IV, 18gh.

-—
J
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Cette équation doit évidemment &tre satisfaite identiquement.

T
En posant £ = -» On aura

[Do+ G +B,+ A, =[2K(u— w) + L][6;+ W+ 25+ @, + &, ]%

ol
(W' —2p' W'+ p2)?
=[2K(p — w) + L] (& — 3w’ + 3w’ — w?)2,

ce qui donne
U — w = const.

.y T ™
De la méme maniére, si I'on pose £ = — 2 Onaura

&+ w = const.,
d’ou 'on regoit
& == const., 1w = const.

cl par conséquent £ est unc fonction de u seule.
I’¢quation sc simplific considérablement

a‘go == — }L:'O ’ :.‘o, = — 2!1« P, cL».‘, = 0, t.l:)g =0, v‘u‘ e 0,

=0, why = 0,

90’:3‘:31:(00—@. ——\0—-—-().
A, =0, A =—2pu?, A,=o, A;=o.
B, = u*(g?+1), B, =o, B,=o, Ww=0=D,=o0.

On aura

(— zlosin';'—i—‘c*—l—l)“
=[2K(usin% — w)+ L](— ¢ cosk — 2gsin + z2+1)

“n substituant § = -, on aura p = const., d’oti il vient

— 2psinf + p* 41 = 2K(psinf —w)+ L,
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d’ou
p=—Kpy,
’+1=L—2Kw.
On obtient V= —K, et nous pouvons passer de la variable ¢,

exprimant 'angle de la tangente avec 'axe de a, & la véritable longi-
tude en changeant ¢ en Ko + w,
La courbe X est un cercle, ct les projections seront déterminées par
les équations
x =a— Kusine + cos9p,

y = b+ Ku cosv + sing,
wsin(e — ¢)=u+ w.

On voit aistment que les paralléles sont des cercles concentriques;
de sorte que nous parvenons au cas déja examiné.

Dans le cas ¢ = = on aura, par les raisonnements semblables, les
projections dont les parall¢les sont des droites paralléles entre elles et
paralleles & la droite, lieu géométrique des centres des méridiens. On
peut concevoir ce cas comme un cas limite du cas général.

Ainst nous voyons que notre probléme est complétement résolu.

En résumant tous nos résultats, nous obtenons onse sortes de pro-
Jections satisfaisant a toules les conditions du probléme.

En prenant pour ¢ la longitude, et pour « la fonction de la latitude
correspondant & la forme

’ ! ’ ’
wuyv—-yuxv::i '7

de I'équation du probléme nous aurons les projections suivanles :

L rE ol aB —ab=r.
y="bu+f¢. !
=(av + b)y2ku + (,
IL. r(aotbake b | et~ bay=.

y=(a¢+B)Veku + |,
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x = (au+ b)2ko +1
T R A ' 1o k(ba— aB)=1.
fy:(alc+[3)\/2/l‘v+l,
.’L"‘"a——“+"'
Iv s v
[y =0+ B+ V(@)
. ¢ 4w
) |e=a—tzm,
)y:l)u+,3+7')vb"p'—(v+w)".
‘w=3cosl—z-—'— sin 2 S\/QI.‘¢)+I,
V1. A
(y:‘r)sm"T'*f'
‘ lzacosz-;:E — sinvl‘i\/zlm—i—l,
VIL. « '
'_)/:'tSva_/ffs—f—cos"T"_E v2ke+ L.
s Xr=y )/w—i—l[ —+—cos.;]
VIIL )f__v')lm+l[ —+—sm<;]
ouAsing — pcosy +hy=u—+o.
'x——\/zluu+l[ +cos?]
IX. 1Y =2 Lu-l—l[ +smf]
oli Asing — pcosg +hg=v+a.
sx—cosl‘+EP,+A2—R’_ inl A
- k 2A k 2A’
X, 4. _ . u+:cpi+A—R: e+z A
(y_sm T = + cos ——
. ofnp:vm—l, A:V&A”p*—(p“-{-A’——RY)'—T.
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= cos S P4+ AT—RR? s o0+
L= €08 — Y — SiN—— —o»
\I. __si““+-s‘a’+.»\’——li=+ O_v+.=._v.\_

y=smz aA R Y

ong=vaku+1, A=ViAT2—(®+A*—R).

Pour fixerles idées, nous avons considéré la représentation des sur-
faces de révolution; mais il faut bien remarquer que tous nos résultats
s’appliquent aussi bicn & la représentation de chaque surface courbe;
car, quelle que soit la surface représentée, on peut, par un choix conve-
nable des coordonnées curvilignes, ramener & la forme (1) U'équation
des projections qui conscrvent les aires.



