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INTEGRALES D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES. 29"

Swr la détermination des intégrales d’une équation aux dérivées

partielles par ses valeurs sur un contour fermé;

Par M. Emie PICARD.

J'ai démontré autrefois (voir ce Journal, 4° série, t. VI, 18go) qu'une
intégrale continue d'une équation lin¢airc aux dérivées partielles du
second ordre est complétement déterminée, dans une région du plan
ou les caractéristiques sont imaginaires, par ses valeurs le long d’un
contour fermé, poureu que ce contour soit suffisamment petit, et j’ai
montré comment, dans ces conditions, on pouvait obtenir I'intégrale
par une méthode rigoureuse d’approximations successives. Dans
quelques parties de mes raisonnements, je m’appuie sur la possibilité
de faire une représentation conforme de 1’aire envisagée sur un cercle,
mais cet artifice a seulement pour but de simplifier ct n’est pas indis-
pensable; c’est ce qu’a, d’ailleurs, montré récemment M. Zaremba dans
le Bulletin de la Société mathématique (1896), au moins pour un des
points de la démonstration, ct il est ais¢ de voir qu'il en est de méme
pour les autres points. Cette remarque a son importance parce qu’elle
établit que les considérations dont j'ai fait usage ne sont pas bornées
au cas de deux variables indépendantes, mais s’étendent & un nombre
quelconque de variables.

Une autre remarque cst 4 faire relativement & I'expression de contour
suffisamment pelit. J'ai toujours entendu par la un contour dont tous
les points s'éloignent suffisamment peu d'un certain point. Tous les
résultats obtenus sont cependant encore applicables, si I'on ¢largit la
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définition précédente, en entendant par contour suffisamment petit,
un contour enveloppant une aire suffisamment petite, comme nous le
montrerons facilement dans un moment.

Considérons maintenant, comme je I'ai fait en 18qo dans le Journal
de UEcole Polytechnique, I'équation

d*u Ftu d Ju ad

4
F—i—;);;—\‘—'l -d::-")-'.’.(?;)—':-}-—_fll::(),

les coefficients d, e, f étant des fonctions analytiques de .« ety conti-
nues dans une aire A 3 nous supposons, de plus, que I'on ait, dans cette
région,

S<o.

Il n’y a qu'unc seule intégrale continue prenant sur tout contour
fermé (tracé, bien entendu, dans A) une succession donnée de valeurs.
Il s’agissait d’obtenir cette intégrale; la méthode indiquée dapproxi-
malions successives le pernet seulement si laire limitée par le contour
exl assez petite. Jai montré que U'on pouvait encore employer le pro-
c¢dé alterné, ce qui permet de traiter le prebléme pour un trés grand
nombre de contours , mais (sauf le cas ot el e sont nuls) il pent
subsister, an point de vue d'une rigueur compléte, quelques difficultés
it cause des disconlinuités que présentent nécessairement les dérivées
des valeurs données sur les contours. II me parait donc utile de re-
prendre le méme probléme par une autre voie heaucoup plus facile.
Nous y trouverons d’ailleurs un autre avantage : la méthode s’étendra
(l’elle-méme au cas de plus de dewr variables, circonstance qui ne se
présentait pas pour ma premi¢re méthode, car il faudrait, auparavant,
faire une étude compléte du procédé alterné pour P'espace a trois di-
mensions, ¢tude qui semble n’avoir jamais été faite.

L.

Jai dit plus haut que, au lieu de contour suffisamment petit, nous
pouvons parler d’aire suffisamment petite. 1l suffira de montrer
(c'est le seul point qui puisse embarrasser) qu'une intégrale continuc
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d’unc équation

d*u d*u ou ou
F+W+zd%+2eyr+fu—o

est déterminée par ses valeurs le long d'un contour fermé (simple ou
non), pourvu que ce contour enveloppe une aire suffisamment petite.
J'ai démontré seulement ce théoréme (Journal de Mathématiques,
1890, p. 151) en supposant que le contour restait dans le voisinage
d’un point. Pour bien préciser I'énoncé du théoréme généralisé¢, nous
pouvons dire que, étant donnée une courbe fermée (uclconque C, on
peut tracer une seconde courbe fermée C’limitant avec C unc aire assez
petite, de telle sorte qu’une intégrale continue s’annulant sur C et €
soil identiquement nulle dans l'aire.

Qu’on veuille bien se reporter au passage cité, et I'on verra de suite
qu'il suffit d’établir qu’on peut satisfaire i I'inégalité

:

(1) B'—’+B'2<gg+%%+0

par des fonctions B et B’ de & et y continues dans P'aire limitée par la
courbe C et par une courbe C’ voisine de C. En désignant, en effet, par
m* le maximum de | )|, I'in¢galité sera vérifiée si

2 . 0B JB’
B2+ B2+ m*= — + -
dr = dy

Or, on peut trouver des fonctions B et B’ de x ct y, bien détermi-
nées et continues dans une aire annulaire limitée par deux courbes
fermées T' et T", suffisamment voisines et comprenant entre elles la
courbe C. Ce probléme est indéterminé; en voici une solution qui
n'est sans doute pas la plus simple que I'on puisse citer; posons

A

—a‘;) B

_ v
prncd 5;-
On aura P'équation

2
oy _(9Y oy 2
ot dy* ~ \dz 0}’) .

Journ. de Math. (5 série), tome II. — Fasc. 1L, 1896, 39

"V v (dV)’ (av
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Or, d’aprés ce que j'ai précédemment établi (Mémoire cité du Jour-
nal de Mathématiques, p. 162), on pourra trouver, si 'aire annulaire
que limitent T et I" est suffisamment petite, une intégrale V de cette
équalion prenant des valeurs données sur T' et IV, conlinue et bien
déterminée entre ces deux courbes. Cette valeur de V nous donne les

raleurs de B et B’ dont nous avons besoin pour terminer le raisonne-
ment.

Nous avons supposé que nous avions seulement deux variables;
I'extension au cas de trois variables, par exemple, & une équation de
la forme

d*u u dtu du du Ju
m+5)7+-d—:;+zd(—)—;+2e§f+2f$ +gu=o0
se fait sans aucune difficulté.
1I.

Jarrive maintenant au principal objet de cet article. Considérons

d’abord une équation
2 2
3—;—:4— Z—y—;+2(l§§+2e%=o.

Dans toute région du plan, ou les coefficients d et ¢ sont bien déter-
minés el continus, une intégrale continue est bien déterminée par ses
valeurs sur un contour fermé, car on démontre facilement (voir Jour-
nal de I’Ecole Polytechnique, 1890) qu'une telle intégrale ne peut
avoir ni maximum ni minimum. Il s’agit d’obtenir I'intégrale, prenant
des valeurs données sur un contour. Nous allons montrer, a cct effet.
qque si I'on peut obtenir cette intégrale pour un contour C, on pourra
obtenir pour un contour €’ suffisamment rapproché de C, mais enve-
loppant une aire plus grande, de telle sorte que 'on pourra passer de
proche en proche & un contour quelconque, apres étre parti d’un con-
tour enveloppant une aire suffisamment petite, pour lequel nous savons
résoudre le probléme.

Je commencerai par un lemme préliminaive : Soit une aire limitée
par deux; contours C et C', el considérons une intégrale u de Uéqua-
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tion proposée, continue dans Uaire, s’annulant en tous les points de
C et prenant le long de C' des valeurs comprises entre —M et + M.
Je dis que, pour un point A pris & Uintéricur de Uaire, on peut dé-
terminer un nombre q inférieur a Uunité, tel que ’on ait

|| < Mg.

“n cffet, soit ¢ 'intégrale de I'équation prenant sur C la valeur zéro
et sur C' la valeur «n; on aura évidemment en tout, point de I'aire,

—Mo<u<Me.

Or, au point A, I'intégrale ¢ prend unc valeur ¢ plus pelite que
I'unité, et le lemme est par suite établi. On voit que ce lemme suppose
essenticllement que I'aire est limitée par plusieurs courbes; il subsiste
pour le cas ot il y a plus de deux courbes, les intégrales considérées
prenant toujours la valeur zéro sur une des courbes.

Ceci pos¢, soit un contour I’ (que je suppose simple pour fixer les
idées) pour lequel nous sachions résoudre le probléme; je veux mon-

trer qu'on pourra le résoudre pour un contour C enveloppant I, si C
est suffisamment rapproché de T'.

Donnons-nous donc des valeurs sur C. Nous tracerons d'abord, &
I'intérieur de T', une courbe fermée y qui en soit trés rapprochée; nous
pouvons alors supposer que l'on sait résoudre le probléme proposé
pour l'aive suffisamment petite comprise entre y et C. Fixons sur I' une
succession de valeurs arbitraires; nous formerons une intégrale «,
continue dans I' et prenant ces valeurs sur T'. Cette fonction prendra
certaines valeurs sur y. On formera une fonction ¢,, continue entre y
et C, prenant les mémes valeurs que u, sur y et prenant sur C les va-
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leurs données. Considérons ensuite la fonction u, prenant sur T les
mémes valeurs que ¢, et continue dans T, et continuons ainsi indéfini-
ment. Nous obtenons deux suites de fonctions

Uy Uy oovy Uy,

R T S
ctl'ona

(2)

U, =9,_, (surT),

u,=v, (sury).

Tous les u« sont continus dans T, les ¢ sont continus entre y et C et
prennent tous sur cette derniére courbe les valeurs données.

Le lemme démontré plus haut permet aisément d’établir que u, et
¢, ont des limites u et ¢ on a alors

u=v

dans I'intervalle compris entre I et ¥, et, & I'aide de ces deux fonclions,
le probléme est résolu.

Pour établir I'existence des limites, désignons par ¢ le plus grand
nombre (inférieur & 1) correspondant au lemme pour tous les points
de T considérée comme courbe intérieure & 'aire limitée par y et C.

On aura, d’aprés le lemme,

max. de| o, — ¢,|sur ' < ¢ X max.de|v; — ¢,|sury,
ct par conséquent

max. de|¢, — ¢, |sur I' < ¢ X max. de|u, — u,|sury.

Or

max. de|u, — ,|sur y < max. de|u, — u,|sur T

sans mettre de facteur g dans le second membre, car, pour l'aire simple
limitée par T', nous ne pouvons pas appliquer le lemme. Il résulte de la,

puisque
max. de | u, — u,|sur T = max. de|¢, — o,|sur T
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que I'on peut écrire
max. de | u,— u,|sur I' < ¢ X max. de|u, — u,|sur T,
ct I'on aura ainsi, d’'une maniére générale,
max. de|u, — u,_,|sur ' < ¢ X max. de|u,_, — ,_,|surT.
I1 est clair alors que, sur la courbe T, la fonction
U= u, + (uz" uc) +. °""; (un— un—a)

tend vers une limite représentée par une série qui converge comme
une progression géométrique décroissante, quand n augmente indé-
finiment. La fonction u, a donc une limite parfaitement déterminée u
dans 'aire limitée par T, et il en est évidemment de méme alors pour
¢, qui aura une limite ¢ définie dans I'aire que limitent y et C. Des éga-
lités (2), il résulte que # = ¢ dans I'intervalle compris entre T et v.

On voit donc qu'en partant d'unc aire (simple ou non) suffisamment
petite, on peut, de proche en proche, étendre le champ d'intégration,
et I’on arrive ainsi a une aire quelconque limitée par un nombre quel-
conque de contours.

On remarquera encore, et c’est la pour nous un point important,
que toule celle analyse s’ applique, sans aucune modification, & Ues-
pace a trots dimensions, I'équation différentielle étant de la forme

d0tu d’u 0*u
o T T a2 d +2e——+2f - =0

et les courbes fermées étant remplacées par des surfaces fermées.

I1I.

Considérons maintenant une équation de la forme
d*u otu du
e +dy*+ 2d 5~ +2(,— + fu=o,

en supposant que le point (z, y) reste dans une région du plan ou I'on
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a partout

f<o.

Une intégrale continue cst alors toujours déterminée par ses valeurs
le long d’un contour fermé. Les considérations (ue nous venons de
développer peuvent s'appliquer presque sans modifications.

Il arrive méme ici que le lemme prend une forme plus simple que
dans le cas précédent. Désignons par z I'intégrale prenant sur un con-
tour C (qui ici peut étre simple) des valeurs comprises entre — M et
-+ M. Je dis que, pour un point A a 'intérieur de l'aire, on peut trou-
ver un nombre ¢ inférieur a I'unité, tel que I'on ait

|| < Mg.

Pour I'établir, rappelons d’abord qu'une intégrale u de I'équation
précédente ne peut avoir de maximum positif ni de minimum négatif.
Soit I'intégrale ¢ prenant la valeur un sur C. Puisque ¢ ne peut avoir
dc maximum positif, elle ne surpassera pas un a l'intérieur de 'aire;
clle n’atteindra pas non plus cette valeur, car on aurait ('), au voisinage
d’un point (x,, y,) ol ¢ prendrait la valeur un :

v=1+a(e — )+ 28(x — L) (¥ — o) + V(¥ — Yo 2+ ...
On a nécessairement
xS0, yS0, B2—arSo,

ct la substitution donne
2(a+y)+fu=o,

cn désignant par f, la valeur de f en (&, y,); cette inégalité est im-

(') Nous supposons ici que les coefficients sont analyliques et que, par suite
(Mémoire cité du Journal de UEcole Polytechnique), Vintégrale est analytique.
On pourrait se passer de cette hypothése en faisant des raisonnements analogues
a ceux que développe M. Paraf danssa thése (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, 18g2). Je rappelle que j'ai indiqué récemment des classes trés
étendues d’équations aux dérivées partielles de tout ordre dont toutes les inté-
grales sont analytiques [ Comptes rendus (juillet 18g5)].
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possible puisque f, est différent de zéro et négatif. L'intégrale o est
donc moindre que un & I'intérieur de l'aire, et elle est d'ailleurs posi-
tive, ne pouvant avoir de minimum négatif. Soit ¢ sa valeur au point A ;
la fonction

Mo — u,
étant positive sur C, sera positive dans I'aire, et par suite
a < Mo.

Pareillement, la différence

My +u
est positive sur C, et 'on aura, par suite,
u>— Mo.
Il résulte des deux iné¢galités précédentes

—Mg<u,<Mg,

ce qui démontre le lemme énoncé.

Une fois le lemme établi, on peut répéter I'analyse développée plus
haut. On pourra seulement employer, en quelque sorte, deux fois le
lemme, ct alors, si I'on désigne par ¢ le plus grand nombre (inférieur
a 1) correspondant au lemme, d'une part, pour tous les points de y
considéréc comme courbe intérieurc i 'aire limitée par T’ et, d’autre
part, pour tous les points de T considérée comme courbe intéricure &
Iaire limitée par y et C, on aura

max. de|u, — u,_,|surI' < ¢* < max. de|u,_, — u,.a|surT,

les notations étant par ailleurs les mémes; on voit que nous avons ici
¢* au licu de ¢ dans le second membre.

Il est presque inutile de faire encore la remarque que tout ceci s’ap-
plique immédiatement dans le cas d’'un nombre quelconque de va-
riables.

Je remarque, en terminant, que le procédé dont je viens de me ser-
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vir, appliqué avee précautions, peut étre utile dans beaucoup de cas;
c’est ainsi que je I'ai employ¢ (Journal de Mathématiques, 1893)
pour I'étude des intégrales de I'équation non linéaire

dtu o0tu

Pl 1ol = ke" (k>o0);

mais des difficultés réelles se présentaient, pour cette équation, qui ne
se rencontrent pas dans les équations linéaires que nous venons d'étu-
dicr. Ici encore, on passe immédiatement de deux a trois variables,
ct nous pouvons par exemple obtenir de cette maniére I'intégrale de
I'équation

dPu  u  Ju . 3
JE+F+’0—:!—=]1(" (,\>O),

prenant des valeurs données sur une surface fermée.

—— ——T S



