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Sur une surface du sixieme ordre lice awx fonctions abéliennes
de genre trois;

Pir M. Georces HUMBERT.

1. Les surfaces hyperelliptiques, pour lesquelles les coordonnées
d'un point sont des fonctions quadruplement périodiques de deux
paramétres, et que j'ai, aprés M. Picard, étudiées dans ce Journal
(4¢ serie, t. IX), peuvent étre définies d’une maniére purement géomé-
trique. Soit, en effet, C une courbe de genre deux; imaginons qu’une
surface algébrique S soit liée a C de telle sorte qu'a un couple de
points de C corresponde un seul point de S, c'est-a-dire que les coor-
données cartésiennes d’un point de la surface puissent s'exprimer par
les relations

(v \;= Fi(ElaTu;gza"Zz) (t=1,2, 3)9

ou £,, 7,35, 12 désignent les coordonnées de deux points quelconques
de la courbe C, et les I; des fonctions rationnelles, qui restent inal-
térées quand on permute %,, v, et &, 1,3 il est clair que S sera une
surface hyperelliptique. En effet, représentons par g, (§) d% et g. (%) d%
deux différentielles abéliennes distinctes de premiére espéce apparte-
nant a la courbe C; sil'on pose

g (5) di + g1 (B) dEy = du,

&8 (5.) dg, +g2(22)d£’2=d"a
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on sait, par la théorie de I'inversion, que toute fonction rationnelle
symétrique en §,, 1), et &y, 1, est une fonction abélienne de u, ¢, & quatre
paires de périodes; cc qui démontre la proposition.

Sous ce point de vue, les surfaces hyperelliptiques apparaissent
comme un cas particulier de surfaces plus générales, qu’on obtient en
remplacant, dans la définition géométrique ci-dessus, la courbe C, de
genre deux, par une courbe de genre quelconque, et dont on peut dire,
plus briévement, qu’elles représentent les couples de points d'une
courbe quelconque. Le présent Mémoire a pour objet I'¢tude d’unc de
ces surfaces, qui correspond & une courbe de genre trois, et qui sc
trouve liée, d'une maniére remarquable, a la surface de Kummer; ses
propriétés conduisent aussi & quelques théorémes simples sur la courbe
planc du quatriéme ordre.

2. Ltablissons d’abord une proposition relative au genre de nos sur-
faces, dans le cas général.

Supposons que la correspondance entre la surface S et la courbe C,
dc genre p, soit une correspondance point par couple, c'est-a-dire
qu’a un couple de points de C corresponde un et un scul point de S,
ainsi qu’on I'a admis plus haut, et, de plus, qu’a un point de S corres-
ponde un seul couple sur C; il st ais¢ de déterminer le genre de la
surface.

Ce genre en effet, par définition, est égal au nombre des intégrales
doubles abéliennes, linéairement distinctes, de la forme

ff? (X,.X,,X,)dX, dX.,

(ui restent finies sur toute la surface; or, en vertu des relations (1),
une telle intégrale s'écrit

v
7ot ) i d,
J étant une fonction rationnelle de %,, 1,3 ., 7.,

=0 5 5 — ——
()El 52 E.ﬂ ()21

o i

i [()Fl JF; _ JF, E]
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qui change de signe quand on y permute &, n, et &, v, (').
Or, pour que lanouvelle intégrale double reste finie, il est nécessaire
que l'intégrale simple

ff(gn”h;sw’%)dsn

o £y, 1, sont supposés constants, demeure finie sur la courbe C; ce

sera donc une intégrale abélienne de premiére espéce appartenanta C,
c'est-i-dire qu'on aura

SCEums Enm)=A 2, E)+ ... + Apgp(8h),

en désignant par A, ... A, des fonctions (rationnelles) de £,, v, et par
£:(%,m)d%, ou plus simplement par g,(%)dE, les p différentielles
abéliennes de premiére espéce qui appartiennent 4 C. En raisonnant

de m¢éme sur l'intégrale f fdE,, on voit que les A doivent étre des

combinaisons linéaires et homogénes des g,(£,,.), en sorte qu'on a
f(En s 5 Ny) = Zaikgi(sc>gk(52)’

les @, désignant des constantes absolues. Pour que f change de signe
quand on permute £,, 1, et §,,7,, il faut et il suffit que a;=— ay,
c’est-a-dire que

= Daulgi€) guE) — e (E) g (B}

En donnant & i et k les valeurs 1, 2, ... p (i2k), on obtient ainsi
:p(p—1) fonctions £, linéairement distinctes.
Inversement, fétant une de ces fonctions, il est clair que P'intégrale

/ f FdE, dE,

JF . . e, . .
M pR désigne la dérivée de F par rapport & {,, en considérant 7, comme lié
sl
a §, par I’équation de la courbe C.

Journ. de Math. (5¢ série), tome II. — Fasc. 111, 1896. 35
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pourra se mettre sous la forme
[/?(x.,x._.,xz)dx,dx?,

ct  sera une fonction rationnelle, cara un couple de pointsE,, 7, 1 5,, 7.
ne correspond, par hypothese, qu'un seul point X, X,, X, de la sur-
face S; ainsi:

Une surface qui correspond poini par couple a une courbe de
zenre p est de genre 3 p(p —1).

Pour p =1, le genre est 1, résultat connu de la théorie des surfaces
hyperelliptiques.

Cas ou la courbe est de genre trois.

3. Nous n'aborderons dans ce Mémoire quele cas de p =3, el encore
nous bornerons-nous & un exemple particulicr; la courbe € est alors,
sil'on veut, et sans que la généralité soit diminuce, une courbe plane
du guatrieme ordre.

On peut, dans ce cas, indiguer une représentation simple des coor-
données des points des surfaces correspondantes, a I'aide des fonctions
abéliennes a six systémes de périodes. Gardons, en effet, les notations
des numéros précédents et posons

(g,(-,)d + 2 B dE 4+ g, (B dE = du.
(2) Cu {.,)(1 et e vee = ([\‘,
(g:,(;,)llf,,%— e ==,

Toute fonction rationnelle symétrique par vapporta (%, %,), (5., 7,,).
(%4, 1, est une fonction abélienne de w, v, il en est de méme siF'on
suppose que le point £, 1,5 est fixe, mais alors &, ¢, v sont liés par une
relation, qui est, comme on le sait,

(3) So(e—hoe —u, 0 —v)=o,
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7, (1, v, w) désignant la fonction théta abélienne d'ordre un, de carac-
téristique nulle, et A, g, v des constantes.

in d'autre termes, en augmentant «, ¢, «w de constantes convenables,

on voit que les surfaces qui correspondent au cas de p =3 peuvent
dtre représentées paramélriquement par les équations

(’l) Xiz(?i(u'v ".1“”) (i='7273)7

ott les 3, sont des fonctions abéliennes, a six sysiémes de périodes, des
Irois parameétres u, ¢, w, liés eux-mémes par la relation

S(uye,0)y=o,

ol 5 (u, v, w) est une des 64 fonctions théta normales du premier ordre,
(qu’on peut choisir d’ailleurs & volonté.

4. Avant de définir par cette voie la surface particuliére qui cst

I’objet de ce travail, rappelons ou indiquons (uelques propriétés des
fonctions théta de genre trois.

Supposons d’abord que les six systémes de périodes aient été ramenés
A étre
2w, 0, o, a, b, ¢
o, 2w, o, b, d, e
0, o, 2%L, ¢, e, h;
on appelle fonetion théta normale, d’ordre m, une fonction uniforme,
entiere, de w, ¢, w, vérifiant les relations
O(u + 2mi, 0, w) = &E™O(u, vy w),
O(u, ¢ + 27w, w) = &™O(u, v, w),
O(u, vy + 2%i) = &™0(u, ¢, w),

"
—mn—m -

< . s a2
Olu+a,c+byw+¢)=¢mTe *0(u, vy w),

—my—in

O(u+b,v+d, we)=chTe

d
*0O(u, ¢y w),

h

g
—=INW —m -

Ole+c,e+e,w+h)=c"™¢ *O(u,e,w),
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€5 €25 &5, My, N2y 7y désignant o ou 1. L'ensemble des six nombres

Ny N2 N

est dit la caractéristique de la fonction théta; la caractéristique est
dite nulle siles six nombres sont nuls.

D’apreés cela, pour tout ordre m, il y a 64 caractéristiques différentes,
c’est-d-dire 64 syst¢mes de fonctions théta normales; en particulier,
il y a 64 fonctions théta normales d’ordre un. Parmi ces fonctions
36 sont paires ct 28 sont impaires; chacune s'annule pour 28 demi-
périodes, c'est-d-dire pour 28 systémes de valeurs de «, ¢, & compris
dans les formules

. a b ¢
= Iz +pL s+

>

. o b d ¢ [ .
C=mMTIHp-+ o+ (lymyn,p,q,r=o0o0ut).

. ¢ ¢ h
(v:l}T’:l-ﬁ-]); —i—q;—i— I‘a

3. L’algorithme suivant, que j’ai déja fait connaitre dans ce Jour-
nal (4€ séric, t. X, p. 473), ¢tablit un lien entre les 64 fonctions théta
ct les demi-périodes annulant chacune d’elles.

Soient «,8,v,0; 2, 3,Y,3'; 2", 8",v", ¢" trois séries de quatre
caractéres; les 64 symboles xa'a” représenteront les 64 fonctions
théta normales d’ordre un etles 64 symboles (e o' o) représenteront
les 64 demi-périodes, de telle sorte :

1° Que les 28 demi-périodes annulant la fonction ao'a” soient
représentées par les symboles (pp'p”), o les caractéres a, ', o
Jigurent, au tolal, un nombre impatir de fois;

2° Que les 28 fonctions qui s'annulent pour la demi-période
(aa'a”) soient également représentécs par les symboles pp'p”, oit
les caractéres a, o', o figurent, au total, un nombre impair de fos.
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L'algorithme jouit de plus des propriétés suivantes :

I. 1l peut étre appliqué de telle sorte que deux fonctions théta
choisies & volonté aient deux symboles choisis & volonté.

II. Considérons le produit de fonctions théta normales, d’ordre un,
¢n nombre pair, telles que aa’a”; $8'87;...; écrivons & la suite les
uns des autres les caractéres qui entrent dans les symboles de ces fonc-
tions, et traitons cette expression comme un produit algébrique; elle

sera de la forme
ah Bt dma BB

Si les exposants A, k, I, m sont cntre eux de méme parité, ainsi que
les exposants &', k', #, m' et les exposants A", k", I, m", le produit des
fonctions théta considérées (produit qui est évidemment unc fonction
théta normale) aura sa caractéristique nulle.

De plus, si la somme &+ &'+ A" est paire, ce produit sera une
fonction paire de u, ¢, w, ¢’est-a-dire ne changera pas quand on chan-
gera simultanément les signes des trois variables.

Ces propriétés s'ctablissent par les raisonnements que nous avons
employés dans le cas des fonctions théta de deux variables (4¢ série de
ce Journal, 1. IX, p. 56-60).

Définition analytique d’une surface d’ordre six.

6. Soient 3, et 2, deux quelconques des 64 fonctions normales du
premier ordre; nous pouvons les supposer représentées par les symboles

az'a” pour 3, et 22’8 pour S,

Le produit $, 3, est unc fonction normale d’ordre deux, paire ou
impaire, de caractéristique non nulle. Il est clair que les 62 autres
fonctions normales d’ordre un se groupent deux 4 deux de maniére ue
le produit $;5; des deux fonctions d’un groupe ail méme caractéris-
tique que le produit $,3,; on forme ainsi, au total, 32 produits 7,5,
parmi lesquels 16 sont des fonctions paires et 16 des fonctions impaires.
Dans notre notation symbolique, le produit des deux fonclions

ppe et ppy
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améme caractéristique que £, 3, ¢t méme parité, c'est-a-dire est pair
ou impair selon que 3,5, est pair ou impair; le produit des fonctions

ppt Y" et ppr \o‘u

améme caractérislique que 3,5, mais a la parité contraire.

Or les fonctions théta normales, d’ordre m, de caractéristique don-
née, s’expriment en fonction linéaire et homogéne de m* d'entre clles,
linéairement distincles; si la caractéristique donnée n’est pas nulle,

- . 3 . m? .
el si m est pair, on peut prendre, pour ces m® fonctions, —— fonctions

. m? . . . .
paires et — fonctions impaires. Il en résulte, cnsupposant m = 2, que

les fonctions normales, d’ordre deux, de caractéristique non nulle et
paires sont fonctions linéaires et bomogeénes de 4 d’entre clles;
de méme pour les fonctions analogues impaires.

Ajoutons cnfin que les fonctions normales, d’ordre pair, de caracté-
ristique non nulle, et paires, s’annulent toutes pour 32 demi-périodes;
les fonctions analogues, impaires, s'annulent pour les 32 aulres demi-
périodes (voir ce Journal, 4¢série, t. IX, p. 39-10).

7. Cela posé, désignonspar 0,, 0,,0,, 0, quatre fonctions normales
d’ordre deux, linéairement distinctes, ayant la caractéristique du
produit 3,%,, ct la parité contraire; considérons la surface & définic
paramétriquement par les relations

;= 0,(u,e¢,w) I=1,2,3,4,
les arguments u, ¢, & étant liés par la relation
Zy(u,eyw)=o.

Nous obtenons ainsi unc surface représentant les couples de points
d’unc courbe de genre trois; cherchons son ordre.

Obhservons 4 cet eflet qu'a un point de & correspondent (abstraction
faite de périodes) les deux systémes d’arguments u, o, w et — u, — v,
— w; car I, est une fonclion paire ou impaire, ct les quatre ©; sont
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simultanément paires ou impaires. De plus, les ©; sannulent pour
32 demi-périodes (représentées par les symboles qui contiennent un
des caractéres ¥” ou 8”) et I, pour 28; ct 'on reconnait aisément cue
12 demi-périodes annulent a la fois 3, et les €,; ce sont les 12 demi-
périodes qui annulent simultanément , et 3,. De la résulte la déter-
mination de 'ordre de %.

Cet ordre cst le nombre des solutions non fixes communes aux trois
¢quations

a,0,+ ... +a,0,=0; h,0,+... +0,0,=0; S, =o,

yy -+, b, étant des constantes; or, d’apres M. Poincaré, trois fonctions
théta, de genreltrois, d’ordres m, n, p, ont 6 map solutions communes ;
nos trois équalions en auront done 6 X 2 X 2 = 24, parmi lesquelles
figurent 12 demi-périodes. Les autres solutions, au nombre de
24 — 12 =12, sont deux & deux égales et de signes contraives, de
sorte qu'il ne leur correspond que § 12=0 points de . La surface %
est donc du sixiéme ordre.

Etude de la surface du sixiéme ordre 5.

8. Quel est le genre de 5?2 Cette surface ne correspond pas point
par couple ivune courbe C de genre trois, car a un point de Srépondent
deux systémes de valeurs de «, ¢, w, c'est-a-dire dews couples de points
de C; le théoréme du n° 2 n'est donc pas immédiatement applicable.
Néanmoins le genre est 3, comme dans le cas général [1p(p — 1))
car les trois intégrales doubles

/. / du dv, /./“du dw, j'/‘du diwv

restent finies & lintérieur d'un parallélépipéde des périodes: et.
comme elles ne changent pas quand on change «, ¢,& en — u, — ¢, — v,
cc sont des intégrales de premiére espéce sur la surface S. Celle-ci est
dés lors de genre 3, car la premiére partic de la démonstration
du n° 2 établit que le genre ne peut dépasser ! p(p — 1), ici trois.
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9. Avant d’aller plus loin, il est utile de préciser la forme des fonc-
tions @;, qui définissent la surface %.

- . . ,
Observons que la fonction 22 se reproduisant, au signe prés, quand
g, | ) g 1

on augmente u, ¢, w d’unc période, les trois dérivées particlles loga-
rithmicues

1 05, 1 d3, 1 03, 1 035, 1 05, 1 J5,
~ .. — =& J =~ . T = =~ 5. T =" 3
F, Ou 3, 0u’ 3, Ov I, dv  Z Jdw 7, dw

S

sont des fonctions normales, d’ordre deux, de méme caractéristique
qque le produit S, S, ; de plus, elles sont évidemment la parité contraire
de celle de ce produit. Dés lors, ces trois fonctions peuvent étre prises
pour les fouctions 0,,0,, 0,.

Or puisque, sur la surface 5, S, est nul, on pourra représenter para-
métriquement $ par les équations

95

L=, =

s agu

— < J3,
Ly = g2 39 . -

, avec la relation : T, (u,¢,w) = o.
95
Ba= Ty o
(14

r,= 0,(u,v,w)

L résulte de 1a que les points de 5 donnés parI’équation 3, (¢, ¢,w)=0
se réduisent au point z,= x,= &, = o, que nous désignerons par O.
Ce point est un point triple de la surface, car la droite x, = 0, x,=o.

par exemple, coupe %, en dehors de O, aux points dont les arguments
vérifient les équations

.y

d5, 93, .
(b) W-——O, T)‘—’———O, G, =0
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o~

. 5 03, . .
or les fonctions %::—" et —*» si l'on suppose u, ¢, w liés par la rela-

tion %, = o, satisfont évidemment, quand on augmente u,¢,w de
périodes, aux mémes relations (5) que la fonction 3, elle-méme, c’est-
a-dire qu’'elles peuvent étre considérées comme des fonctions théta
normales du premier ordre. Le théoréme de M. Poincaré sur le nombre
des solutions communes & trois fonctions théta est dés lors applicable,
de sorte que les équations (G) ont G solutions communes, auxquelles
correspondent trois points distincts de $. Le point S, = o est donc
bien un point triple.

10. Aux 28 demi-périodes qui annulent 3, correspondent, sur &,
des lignes et des points remarquables.

D’abord, aux 12 demi-périodes annulant & la fois 3, et les quatre
O; [et dont les symboles sont (283'y"), (28's"); (2y'Y"), (2Y'¢"):
(28'y"), (a8'8"); (Ba'y"), (Ba'd"); (YY), (y&'d"); (B'y"), (82 8")];
correspondent évidemment 12 droites; ces droites passent par le
point triple O, car les 12 demi-périodes considérées annulent 3,.

Aux 16 autres demi-périodes annulant 3, et non les 6; répondent,
sur la surface S, seize points doubles; supposons en effet que I'une des
demi-périodes soit & = v =w = 0; les fonctions ©;, ne s'annulant pas
pour & = ¢ = (w=o, et étant paires ou impaires, seront toutes paires,
de sorte (ue, aux cnvirons dc # = 0, v =0, w = 0, on aura

0, = a;+ (A;u* + Biv* + Cow?+ Djue + Ejuw + Fow) + ..

d’oit 'on conclut aisément qu’une droite menée par le point u = o,
¢ =0, w =0 de la surface 5, a avec celle-ci deux intersections con-
fondues au point considéré.

11. Etudions maintenant les courbes ¢u'on d¢finit, sur 5, en annu-
lant les 62 fonctions théta normales du premier ordre, autres que £,
et <,.

Parmi ces fonctions, il cn est, comme on I'a dit, 32 qui, associées
deux & deux, donnent des produits 3;5; ayant la caractéristique, mais
non la parité, de %, S, (ce sont les couples de fonctions pp'y” et pp'e”);
chacun de ces produits est fonction linéaire et homogéne des quatre 0,

Towrn. de Math. (3¢ série), tome 1. — PFasc. [, 186y. 36
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de sorte que les deux courbes qui ont pour équations, sur lasurface 5,
;= o et I;= o sont planes ct situées dans un méme plan. Leur ordre
se détermine aisément; §; s’annule en effet pour 6 des demi-périodes
annulant 3, et les quatre ©;; $; s'annule pour les 6 autres; I'ordre
cherché de la courbe £;= o est donc égal & 3 [6 x 2 — 6]= 3. Obser-
vons de plus que $; et $; s'annulent simultanément pour 6 des 16 demi-
périodes qui annulent &, et non les quatre ©; (toutes ces propositions
se vérifient par l'usage de l'algorithme).

On voit par la qu'il existe, sur la surface 5, 32 cubiques planes,
situées par couples dans 16 plans; des deux cubiques d’'un méme plan,
la premiére rencontre 6 des 12 droites de la surface issues du point
triple O, la deuxi¢me rencontre les 6 autres; enfin elles passent toutes
deux par 6 des 16 points doubles de 5.

De la se déduit une conséquence importante : les 16 points doubles
de S forment une configuration de Kummer, c’est-d-dire sont situés 6
par 6 dans 16 plans, et de telle sorte qu’il passe 6 plans par chaque
point. Cette derni¢re partie de la proposition s’établit en observant
qu'une des 16 demi-périodes répondant aux points doubles annule
douze fonctions $;, qui, ¢galées & zéro, donnent 12 cubiques planes,
situées par couples dans six plans. Donc :

Les 16 points doubles de la surface S sont les points doubles
d’une surface de Kummer, K.

11 reste & étudier les 3o courbes qu'on obtient en annulant les
30 fonctions T, et Ty, telles que le produit £, &4 ait la caractéris-
tique et la parité du produit =, %, (ce sont les couples de fone-
tions pp'z" et pp'3").

On voit immédiatement, en se servant de Falgorithme :
r

1° Que la fonction %, s’annule pour 4 des 12 demi-périodes qui

annulent a lafois 5, =, et les quatre O;; 2° qu'elle s'annule pour 8

des 16 demi-périodes annulant Z, et non les @;; 3° par suite, les équa-

tions Z,=o0, S,=0, 5,=o0 onl, cn dehors des 4 demi-périodes

ci-dessus (1*), deux solutions communes, égales et de signes contraires.
Il en résulte :

1° Que la courbe 5, = o est d’ordre § [6 < 2 — 4]=4, etrencontre
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quatre des douze droites de %5; 2° qu'elle passe par huit des 16 points
doubles de 53 3° qu'elle passe par le point triple, O, et y a un point
simple.

D’aprés cela, la courbe 3, = o, qui n’est évidemment pas plane,
ne peut étre qu'une biquadratique ou une unicursale gauche d’ordre
quatre ; nous verrons plus bas qu’elle est de genre un, ce qui écarte
la scconde hypothése. Ily a donc, sur S, trente biquadratiques pas-
sant par le point triple et, respectivement, par 8 des 16 points
doubles : on reconnait, par I'étude des demi-périodes correspon-
dantes, que ces 8 points doubles forment, sur la surface de Kum-
mer K, un des 3o octatdres de Gopel, ¢'est-a~dire, en particulier, qu'ils
sont la base d’un réseau (systéme linéaire doublement infini) de qua-
driques. Par les 8 points de chaque octaédre et par le point triple O
passc donc une biquadratique, qui coincide nécessairement (comme

la coupant en g points) avec une des trente biquadratiques situées
sur 5.

12. Dela résulte une détermination géométrique de la surface 5.

Soient K une surface de Kummer, O le point triple de $; par chaque
systéme dc huit points doubles de K, formant un octaédre de Gopel,
ct par le point O, passe une biquadratique; les 3o biquadratiques
ainst d¢finies sont sur la surface d’ordre six, %, qu’elles déterminent
¢videmment d’une maniére complete.

La surface de Kummer K et le point O peuvent-ils étre choisis arbi-
trairement? La surface K dépend (3 unc transformation homogra-
phique prés) de trois invariants; quand clle cst donnée, la position
du point O comporte trois arbitraires, ce qui donne en tout 6 para-
métres; or, la surface $dépend de 6 paramétres, & savoir les 6 modules
de la courbe de genre trois i laquelle clle correspond; il n’y a donc
aucunc liaison entre les trois invariants de la surface de Kummer et
les coordonnées du point O par rapport i cette surface, c’est-a-dire
que K ¢t O sont complétement arbitraires.

13. Présentons une derniére remarque sur les 12 droites et les
30 biquadratiques de £; soient, comme plus haut, 54 et S deux fonc-
tions théta dont le produit a la caractéristique et la parité¢ de 7,$,;
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on vérifie, a I'aide de I'algorithme, qu’elles s’annulent simulianément
pour quatre des 12 demi-périodes qui correspondent aux 12 droites
de S; de plus, ces demi-périodes sont associées deux & deux de telle
sorte que toute fonction 3, s'annulant pour I'une d’elles, s’annule
aussi pour I'autre. Géométriquement, on peut donc dire que les 30 bi-
quadratiques sont assocides deux & deux, les biquadratiques d'un
couple rencontrant quatre mémes droites de $; les 12 droites de S sont
également associées deux & deux, de telle sorte que toute biquadra-
tiquerencontrant une droite d'un couple rencontre également I'autre.
Dans notre notation symbolique, les biquadratiques pp'a” et pp'B”
sont associées; de méme les droites («f’y”) et («8'¢") dont les sym-
boles ont les deux premiers caractéres communs.

Correspondance entre S et la courbe plane d’ordre quatre.

14. Nous savons qu’a un couple de points de la courbe plane d’ordre
quatre, C, correspond un et un seul point de &5, mais qu'a un point
de & correspondent deux couples sur C; étudions de plus prés cette
relation.

Soient §,, , et &, 4, deux points arbitraires de C; ona vu (n° 3)
qu’en posant

gc(Ei)dEI + (E.') dE_, = dll,
(7) ¢ £2(8) di, + g.(%.) dZ, = d,
g (B de, + g, (8.) dZy = dw,

ct en déterminant convenablement les constantes d'intégration, u, v etw
sont liés pai‘ la relation %, (u, ¢,w)=o0; au couple (£,,%,), (%,,%.)
sur C correspond le point , ¢, w sur §. Au méme point de & corres-
pondent les arguments — u, —¢, —w, clest-a-dire, sur C, le

couple (237 7]3)) (E.n n;), tel que

g.(zs)dér,%—g, (E‘)dgs: — du,

L T I R S R S Y 9
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d’ou ’on tire

é’c(gn) dt, + gu(En)dEs"“ gc(Ea)dEs‘*‘ g'(g‘)dé‘ =0,

GB)AE + = o,
GG+ =0;

équations qui établissent, comme il est bien connu, que les points&,, 7,
et £, 1, sont les deux points ou la droite joignant (%, 7,) et (%, %)
coupe de nouveau C. Donc:

i

A deux couples de points situés en ligne droite sur la courbe C
correspond un seul et méme point de la surface S, et réciproque-
ment.

Désignons maintenant par G;(§) l'intégrale f &i(5) d&; les rela-

tions () donnent, si 'on choisit convenablement les limites infé-
rieures des intégrales,

( GI(EI)'*_ Gi (Ez): u,

(8) Q G.(8)+Gu(5) =+,

Ga(f.)'*- G:(Ez)': v,
la relation $,(, v, w) = o étant toujours satisfaite. Cela pose, observons
qu'une quelconque des fonctions théta normales du premier ordre se
déduit de 3, (& un facteur exponentiel prés) en augmentant u, ¢, w
d'une demi-période; en d’autres termes, aux points de la courbe

9(u,0,w)= o0, sur S, correspondent, sur C, les couples de points
%, &y et &,k vérifiant les relations

Gy (5)+ G (B)= G\ () + G, (5) + 2
Ga(E) + Gu(E) = Gu(E)) + G, (E)) + 2,
Gy (8) + Gy (8) = Gy (8))+ G, (§ )+_

Désignons par &,, £, les deux points de C en ligne droite avec & et £.;
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les équations précédentes s'écrivent

0
sz‘(Ej) =31’
@, .
ZGJ(EJ) = ;” 1 J=1,2,3,4,
J
())1
3 G =2

€,y @,y ®, ¢tant une période. Ces relations montrent que les quatre
points §; sont les points de contact de la courbe C avec une conique
quadritangente; en d’autres termes, aux couples que forment les
quatre points oti C est touchée par une conique quadritangente variable,
appartenant a un des 63 systémes de coniques inscrites, correspond,
sur la surface £, une des 63 courbes 3,= 0 (% >1). Ces 63 courbes
sont, comme on I'a vu, les 32 cubiques planes, les 3o biquadratiques _
et le point triple, ou plutdt le cone des tangentes au point triple; d’aprés
ce qui précéde, chacune d’elles correspond, point par tangente, & l'en-
veloppe des droites joignant deux & deux, sur C, les quatre points de
contact des coniques inscrites d’un méme systéme. Or, ces droites en-
veloppent, comme on sait, une courbe générale de troisicme classe (de
genre un), la Cayleyenne du systéme; les courbes 3,= o de la sur-
face S sont donc de genre un, ce qui montre que les 32 cubiques planes
n’ont pas de point double, et que les 3o courbes gauches d’ordre quatre
sont bien des biquadratiques.

Nous n’insisterons pas davantage sur ces correspondances, dont
unc image géomeétrique plus nette sera indiquée dans la suite.

Génération géométrique de la surface 5.

13. Soient K (&, ., x,,x,)=0 l'équation d’unc surface quel-
conque d’ordre quatre; «,, 2,, 2, o, les coordonnées d'un point
extérieur, O. Une sécante quelconque issue de O coupe K en quatre
points, @,, a,, a;, @,, qui se répartissent, de trois maniéres, en deux
couples,

Soit @, a, et a,, a, un de ces groupements; les couples a,, a,
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et a,, a, déterminent sur la sécante une involution du second ordre,
dans laquelle le point O a un conjugué, m. Cette construction donne
trois points /2 sur toute sécante menée par O; le lieu des points m,
quand la sécante tourne autour de O, est une surface du sixiéme ordre,

dont la Géométrie analytique donne aisément I’équation. Cette équa-
tion est -

(9) K(a"n-"’xa)Hz(wn ...,"17,‘)— K(“|7'°-a“a)P2(wla °“7xs)=07
ou P et H désignent respectivement les premiers membres des équa-

tions de la premiére et de la troisiéme polaire du point O par rapport
a la surface K = o, c’est-a-dire

JK JK
P_a,d—xl+ .............. R =t
Hm o K 34, 0K LK.
bH_a.m+3ala2m+ M ().l‘?

SiK est une surface de Kummer, je dis que la surface du sixiéme
ordre (9) ainsi définie coincide avec la surface & dont les seize points
doubles seraient ceux de K, et dont le point triple serait Oj; il suffit,
pour cela, d’établir (n° 12) que la surface () contient les 30 biqua-
dratiques menées par O et par les sommets de chacun des octaédres
de Gopel que forment les 16 points doubles de K.

Considérons un de ces groupes de 8 points : ils sont, comme on sait,
la base d’un réscau ponctuel de quadriques, dont les génératrices rec-
tilignes forment un complexe du troisiéme ordre; sur chaque généra-
trice, les quadriques du réseau déterminent une involution. Cela poseé,
soit m un point quelconque de la biquadratique menée par O ct par
les points de base du réscau; la droite O m appartient au complexe, et
les points O et m sont conjugués dans I'involution déterminée sur cette
droite par les quadriques du réseau. D’un autre coté, désignons par a,,
@y, @, a, les points ou la droite O m coupe la surface de Kummer, K :
sur cette surface, on sait qu'il existe une infinité simple de biquadra-
tiques passant par les 8 points du groupe considéré; une de ces biqua-
dratiques passe donc par a,, je dis qu'elle passe aussi par un des
points a,, a;, a,. En effet, toute biquadratique passant par les 8 points
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de base et coupant en un point une droite du complexe, la coupe cn
un second point; done, puisque O m cst une droite du complexe, la
biquadratique qui passe par a, passe par @,; de méme, celle qui passe
par a, passe aussi par a,. Il en résulte que les couples , et a,, @, et a,,
O et m sont trois couples d’une méme involution sur la sé¢cante O,
c’est-i-dire que m est sur la surface (g). Cette surface contient donc
les 3o biquadratiques considérées, c’est-a-dire coincide avec la sur-
face & qui a pour points doubles les 16 points doubles de K, et pour
triple O. C. Q. F. D.

16. L’é¢quation (g)et le mode de génération correspondant mettent
en évidence plusieurs propriétés de la surface S. D'abord cette surface
admel pour ligne double une cubique plane, intersection de la pre-
miére polaire (P = o) et du plan polaire (H = o) du point O par rap-
port i la surface de Kummer K; de plus, les deux surfaces $ et K se
touchent le long de la courbe de contact de la surface K avec le cone
qui lui est circonscrit 4 partir de O : cela résulte immédiatement de
I’équation (g), qui montre aussi que les 16 points doubles de K sont
des points doubles de 5.

La génération géométrique fait voir ensuitc que S contient les
douze tangentes doubles menées de O & la surface de Kummer;
ces droites rencontrant nécessairement la cubique double, le cone des
tangentes de S au point triple Q coincide avec le cone de sommet O
qui a la cubique double pour directrice.

17. On peut aussi, en partant de la génération géométrique, re-
trouver le lien qui rattache la surface 5 & la courbe d’ordre quatre ou
aux fonctions abélicnnes de genre trois.

On sait, en effet, d’aprés un beau théoréme de M. Klein, qu’a toute
répartition en deux couples des quatre points oui une droite A coupe la
surface de Kummer K, correspond une répartition en deux couples des
quatre plans tangents menés & K par 4, et réciproquement. Supposons
que la droite A passc par O; les plans tangents menés & K par A
toucheront le cone de quatriéme classe € circonscrit 4 K & partir du
point O. Soient maintenant II, et II, deux plans tangents arbitraires
du céne ¢; A leur droite d'intersection; II, et II; les deux autres plans
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tangents menés au cone € par A : les quatre points oi1 A coupe la sur-
face de Kummer se répartissent en deux couples, correspondant aux
couples de plans tangents II,, I, et I, II, ; & cette répartition corres-
pond un et un seul point m, de la surface 5, point situé sur A. En
d’autres termes, & deux plans tangents du cone € correspond un
point ., de §; & un point m de S correspondent deux couples de plans
tangents de 2, ces quatre plans ayant une droite commune. Clest Ja
précisément, sous forme corrélatice, la relation signalée au n° 14
entre la surface S et la courbe plane du quatriéme ordre.

Ce mode de correspondance conduit & une conséquence simple :
laissons fixe le plan II, ; quand II, variera, le point correspondant s
de la surface $ reste dans le plan II,, ou il décrit ¢videmment une
courbe qui répond au cone @ point par géncératrice. Cette courbe est
donc de genre trois ct a les mémes modules que le cdne; en d’autres
termes : '

Les sections de la surface S par les plans menés du point triple,
tangenticllement a la surface de Kummer, sont des courbes du
sixiéme ordre, de genre trois, et de mémes modules. Leurs modules

sont ceux du cone de quatriéme classe enveloppé par les plans
consideérés.

Sections de la surface 5 par les surfaces adjointes.

18. L’emploi des fonctions abéliennes permet d'étudier assez sim-
plement les courbes tracées sur la surface 5, et, en particulicr, les sec-
tions par les surfaces adjointes. La surface ayant une cubique planc
double et un point triple, ses adjointes passeront simplement par la
cubique et par le point; en particulicr, les adjointes d’ordre deux se
décomposeront en deux plans, dont I'un est celui de la courbe double
et 'autre un plan quelconque men¢ par le point triple : elles sont donc
en nombre doublement infini, comme on le savait @ priori, puisque S
est de genre trois.

Proposons-nous d’abord de trouver I'équation des courbes découpées
sur S par les adjointes du troisi¢me ordre : sans indiquer ici la méthode

Journ. de Math. (3¢ série), tome II. — Fasc. I1I,18y6. 37
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générale applicable & toutes les surfaces de méme nature que 45, nous

profiterons de propriétés géométriques de cette surface pour parvenir
directement au résultat,

19. Nous nous appuierons pour cela sur la propriété suivante. Sur
unc surface al«rebmque S(X,Y, Z) = o d'ordre n, les intégrales dou-
bles abéliennes qui ne dev1ennent infinies que le long de la section

plane (choisie au hasard), Q(X,Y,Z) = o, sont comprises dans la
formule

» rdXdY F(X,Y, 1)
j Sz Qr

g ¢tant un entier et F(X,Y,Z) le premier membre de Féquation d'unc
surfaced’'ordre 2 +- ¢ — 4, adjointe @ S = o. En particulier, siI'élément
del'intégrale estinfini du premier ordre le long de la section, g=1.

Cela pos¢, observons que, d’aprésle n° 9, la surface § est représentée
paramétriquement par les équations

_
~ Ou 8,

Q

%
-~

i
(13

Ql‘\’
Poull ™

o L=

K

[

d’ailleurs f f du dp cst une intégrale de premiére espéce; elle s'éeril

/ du dv ., .
()tv

et I'on a, d’aprés la forme générale des intégrales de premiére espece
sur la surface S = o (ici 5),

f/dudv 6‘ fded\R X Y /J),
dtv

R = o étant une surface adjointe d’ordre n — 4 = 2, qui se décom-
pose (n° 18) en deux plans, dont I'un est celui H(X, Y, Z) = o, de la
courbe double, et I'autre un plan mené par O, lequel est évidemment
le plan Z = 0. On a donc

(10) dude  dXdY H’.‘:i

95\ T St e
(()w
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Admettons maintenant, pour abréger le langage, que la fonction
désignée jusqu'ici par J,(u, ¢, w) soit la fonction théta normale,
d’ordre un, de caractéristique nulle (cette fonction est paire); et
désignons par 9(z, ¢, w) une fonction théta normale, d’ordre trois, de
caracteristique nulle et paire [il y a 14 de ces fonctions linéairement
distinctes (')]. Considérons I'intégrale double

. *0(u, 0, w) dudv
(11) 8(u, v, w) d:t,
()w )
ot @(«, ¢, w) est une combinaison linéaire et homogéne quelconque
des quatre fonctions ©;; on peut I'écrire, d’aprés (10),

~‘[/‘dXdY

Or, la fonction =2 6_6 est une fonction abélienne patre : elle peut donc,
$

lorsque u, ¢, & sont liés par la relation &, = o, s’exprimer rationnelle-
ment en fonction des coordonnées X, Y, Z, d'un point de la surface $;

c’est-a-dire que
= dXdY M(X,Y,Z)
T f S N(X,Y,Z)

M et N étant des polynomes. Or I'intégrale J, d’apres la forme (11),
ne devient infinie que pour les valeurs de «, ¢, & annulant simultané-
ment &, et 0, c’est-a-dire pour les points de & situés dans le plan de
la section plane © = o. Si donc Q(X, Y, Z) est I'équation de ce plan,

] I . r .
on aura%— = %, F étant le premier membre de I'équation d'une sur-

face acjointe d’ordre trois. Finalement on a

b

dude 8(u,¢,w)  dXdY F X, , Z)
z2)

0%\ 8(u,0,w) 8z Q(X,Y,
(5)

(') Car, en général, il y a {[2®+ 1] fonctions théta d’ordre impair, n, de carac-
téristique nulle et paires.
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cc qui montre que la courbe 6(«, ¢, w) = o, sur 5, est située sur la
surface cubique adjointe F = o.

Ainsi, 9(u, v, w) ¢tant une fonction théta quelconque, d’ordre trois,
de caractéristique nulle, et paire, la courbe 8(«, ¢, w) = o est l'inter-
section de la surface Savec une surface adjointe du troisiéme ordre.
Or il y a 14 fonctions 0(«, v, w) linéairement distinctes, parmi les-
quelles guatre contiennent S, en facteur (ce sont celles qui proviennent
de la multiplication de 3, par les quatre fonctions théta distinctes du
second ordre, de méme caractéristique et de mémne parité que 3,%,); il
reste donc dix fonctions 0(«, ¢, w), auxquelles correspondent autant
de surfaces cubiques adjointes linéairement distinctes. Mais d'ailleurs
il n'y a que diz surfaces cubiqueslin¢airement distinctes adjointes 4 5,
puisque ces surfaces doivent passer par une cubique plane et un point
non situé¢ dans le plan de cette courbe; il en résulte que, réciproque-
ment, toute surfacc cubique adjointe coupe S suivant une ligne dont
I’équation est de la forme 0(z, ¢, w) = 0. Donc :

Les courbes communes a Set a ses adjointes d’ordre trois ont
pour équation géncrale 0(u,v,w)=o, en désignant par O unc
fonction normale d’ordre trois, paire, et de caractéristique nulle;
el réciproquement.

20. La fonction 0(u, ¢, w) peut contenir S, en facteur : la surface
cubique adjointe correspondante a alors un point double en O, et I'on
en conclut aisément que :

Les courbes communes @ $ et a ses adjointes d’ordre trois qui
ont un point double en O (point triple de 5) ont pour équation gé-
nérale (v, u,w)=o, en désignant par v une fonction normale
d’ordre deue (paire) et de caractéristique nulle; et réciproque-
ment.

Ces résultats se généraliseraient sans difficulté pour des surfaces
adjointes d’ordre quelconque.

21. De la se déduisent quelques conséquences géométriques :
1° Lelong de chacune des 3o biquadratiques situées sur 5, on peut
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circonscrire & cette surface une surface cubique adjointe, ayant un
point double en O, et coupant cn outre S suivant les quatre droites
(issues de O) qui rencontrent la biquadratique (n°* 14 et 13).

Car si 3= o est I’équation de la biquadratique, 3} est une fonction
normale paire, d’ordre deux ct de caractéristiqe nulle; elle s’annule
pour quatre des demi-périodes qui annulent & la fois 9, et les quatre ©;.
De méme :

2° Le long de chacune des 32 cubiques planes situées sur $, on peut
circonscrire a cette surface une surface cubique adjointe, ayant un
point double en O, et coupant en outre Ssuivant les six droites (issues
de O) qui rencontrent la cubique.

3° Les 3o biquadratiques sont situées, par groupes de trois, sur
6o surfaces cubiques adjointes & 5.

Car, d’aprés le n° 3, lc produit des quatre fonctions théta

wl, aff, BuF. BEE

est pair et a sa caractéristique nulle; la fonction 22’3, étant (n° 6) la
fonction £,, a la méme propriété; le produit des trois autres théta est
donc une fonction d'ordre trois, paire et de caractéristique nulle, ¢’est-
a-dire que les trois biquadratiques 23’3, B2'3", 333" sont sur une
surface cubique adjointe 4 $.

On reconnait ainsi que, & une de ces biquadratiques, par excmple
2’8", on peut associer six couples d'autres bicuadratiques, e¢ qui
donne les six groupes

§¥, ¥, Y
B, Brw, By
233", yaB’, v3B | de trois biquadratiques situées sur une
a3, yoda, v¥ao" surface cubique adjointe.

233, AP, oFY

1‘3' 3”, 314 a”, \0\31 1”

Six de ces surfaces cubiques passent donc par une biquadratique

Jox6 .
3 = 6o.

donnée, ct, par suile, leur nombre total est égal &
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[l résulte également de la que les tangentes menées en O aux 3o bi-
(juadratiques sont trois a trois dans Go plans.

1° 11 existe 240 groupes formés chacun de deux cubiques planes et
d’unc biquadratique de la surface 5, et tels que les trois courbes d’un
groupes soient sur une surface adjointe du troisitme ordre; cclle-ci
coupe en outre 5 suivant deux droites passant par O.

Par exemple, les cubiques a@3'y”, aa’y” et la biquadratique a3’'«”
sonl sur une surface cubique adjointe, qui contient les droites («y’¢")
et («8'¢”); on en conclut que ces deux droites et la tangentc en O &
la biquadratique sont dans un méme plan.

En étudiant ces relations de plus prés, a I'aide de I'algorithme, on
reconnait que le plan déterminé par deux des droites de la surface 5
(issues de O) et le plan des deux droites associées (n° 13) se coupent
suivant une droite qui touche, en O, une des 3o biquadratiques; les
a/ o surfaces adjointes du troisitme ordre définies plus haut ont quatre
a quatre méme plan tangent au point O, etc.

Application aux courbes de quatridme classe.

22. On sait que, sur une courbe plane de quatriéme classe, les
28 points doubles sont situés 12 par 12 sur 63 courbes du troisiéme
ordre, dont la théorie se rattache intimement & celle de la proposée :
Steiner, qui a établi I'existence des 63 cubiques, n’a pas abordé I'étude
des relations géométriques que ces courbes peuvent avoir entre elles;
il s’est borné asignaler l'intérét de cette question ('), & laquelle se
rapportent les remarques suivantes :

Soit toujours € le cone de quatritme classe de sommet O circon-
scrit a la surface de Kummer K : c’est, comme on sait, un cone géné-
ral de classe quatre, de méme que les sections plancs de K sont des
courbes générales d’ordre quatre. Le cdne  a 28 droites doubles, qui
sont les 12 bitangentes menées de O & la surface K, et les 16 droites
qui joignent O aux points doubles dc cette surface : d’aprés le théoréme
de Steiner, rappelé plus haut, les 28 droites doubles sont, 12 par 12,

(") Journal de Crelle, t. 49, p. 272.
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sur 63 cones cubiques, qui sont ici les cones de sommet O ayant res-
pectivement pour directrices : 1° les 3o biquadratiques; 2° les 32 cu-
biques planes; 3° la cubique double, situées sur $. Chacun de ces cones,
en effet, contient bien douze droites de 2, car : 1° une biquadratique
passe par huit points doubles de K et rencontre quatre des douze bitan-
gentes menées de O 4 K; 2° une cubique plane contient six points
doubles et rencontre six bitangentes de K; 3° le cone, G, de som-
met O, qui a pour base la cubique double, contient les douze bitan-
gentes (n° 16). -

On obtient de cette mani¢re une représentation géoméirique des
63 cones, dits cdnes cayleyens de 2 (n° 14), et 'on met en évidence
plusieurs de leurs propriétés.

23. La cubique double de $ est située sur la polaire du point O
par rapport a la surface K (n° 16); les douze points ot elle coupe
cette surface sont donc sur la courbe de contact de K et du cone 2, et
les sections, parle plan dela cubique double, du cone ¢ et de la surface
K, se touchent en ces douze points. Ainsi :

Une courbe de quatriéme classe, €*, est coupée par une quel-
conque de ses 63 cubiques cayleyennes (cn dehors de 12 points
doubles) en douse points simples : elle touche en ces douse points
une courbe de quatriéme ordre, C,.

Nous verrons plus bas que les deux courbes 2' et C, sont liées
d’'une maniére intéressante.

24. Steiner a montré, dans le Mémoire cité plus haut, que les
63 cubiques cayleyennes de €' forment, trois i trois, des groupes re-
marquables : les trois cubiques y, v, et y,, d’'un méme groupe de Stei-
ner, sont telles que, parmi les douze points doubles de €* que contient
chacune d’elles, six appartiennent & la deuxiéme ct les six autres & la
troisieme;; les cubiques v, v,, . ne conticnnent donc, en tout, que
18 points doubles de &', répartis en trois systémes de six, et, d’aprés
Aronhold, les six points doubles de chaque systéme sont sur une co-
nique. Il y a 336 groupes de Steiner, d’ott 3 < 336 = 1008 coniques
passant par six points doubles de g*.
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Cela posé, soient G, ct G, deux cones, de sommet O, ayant pour
hases respectives deux cubiques de la surface £, situées dans un méme
plan : ces cones, et le céne G qui a pour base la cubique double de S,
forment évidemment un groupe steinérien de trois cones cayleyens, par
rapport au cone &. Or les deux cubiques, bases de G, et G, ont neuf
points communs, dont six sont les points doubles de K (et de %)
contenus dans leur plan, et dont les trois autres sont nécessairement
sur la courbe double de %, c’est-a-dire sur le cone G; de plus ces trois
derniers points sont en ligne droite, puisque la courbe double est plane.
Donc :

Trois cubiques cayleyennesy, vy, et y,, d'une courbe de quatricme
classe, e, formant un groupe de Steiner, ont trois poinis comnuns;
ces points sont sur une méme droite, A.

On en déduit une autre propriété : les cubiques y et ¥, se coupent
en neuf points, dont trois sont sur A, et les six autres, qui sont des
points doubles de e+, sur une conique, w,= 0; on a donc identique-
ment

-

Y — 1, =Aw,,
ct de méme
Y — =40,
d’ol
Yi— Y= A("’l — ‘”2)7

c’est-a-dire que la conique w, — w,= 0, qui contient les six points
doubles de €* communs & ¥, et y,, passe par les quatre points d’inter-
section des coniques w, et w,. Ainsi :

Trois cubiques cayleyennes d’une courbe de quatrieme classe, c*,
Sformant un groupe de Sitciner, contiennent en tout 18 points doubles
de ', situés 6 a G sur trois coniques : ces trois coniques sc coupent
en quatre mémes points.

Ou encore :

Les 1008 coniques qui conticnnent chacune G points doubles de
e se répartissent en 336 groupes de trois, de telle sorte que les
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3 coniques d’un groupe n’aient en commun aucun point double dr
e', et se coupent en quatre mémes points.

Cette proposition peut s'¢noncer d’une autre maniére :

Les douse bitangentes menées d’un point O a une surface de
Kumuner, K, se répartissent de 16 maniéres en deux groupes de
six, les six bitangentes de chaque groupe étant sur un céne de se-
rond ordre (propriété connue) : les deux cones qui correspondent
ainst aux dewr groupes d’une méme répartition se coupent suivant

4 droites, qui Sappuient sur une méme conique de la surface de
Kummer (*).

ST . 336 < 3 v
O avlave -~ ad qient — . .
25. Unc cayleyenne y de &' appartient & —g=— =16 groupes d

Steiner; siy est la cubique double de S (2 ¢tant la section du cone €
par le plan de cette cubique), les seize droites A, qui correspondent,
respectivement aux 16 groupes, sont lesintersections du plan de y avec

(') Le méme théoréme conduit & une propriété des surfaces de troisiéme
classe. On sait, en effet (Geiser), que la section d’une telle surface par un plan
tangent est une courbe de quatriéme classe, qui admet pour points doubles les
intersections du plan avec les 27 droites de la surface. D’ailleurs les 27 droites
sont, 6 a 6, sur 360 quadriques (Cremona) qui, comme on le voit aisémeant, se
groupent 3 a 3, de maniére que les douze droites situées sur deux quadriques
quelconques d'un groupe appartiennent & un méme double-six (par exemple.
dans la notation de M. Cremona, les quadriques qui contiennent respectivement
les trois systémes de six droites : a,, ay, a;, by, b;, bs; by, b, by, a,, a;, ag; cya
€13y Ca3, Cisy Cysy €35 forment un des 120 groupes). En vertu du théoréme énonce
dans le texte, les sections de trois quadriques d’un méme groupe par un plan
tangent quelconque de la surface de troisiéme classe se coupent en quatre mémes
points, d’oit il résulte que les trois quadriques appartiennent a un méme faisceau
ponctuel. Donc :

Les 360 quadriques qué contiennent six droites d’une surface de troisicrne
classe se répartissent en 120 groupes de trois, de telle sorte que les trois qua-
driques d’un groupe se coupent suicant une méme courbe du quatriéme ordre.

On voit aisément que cette courbe du quatriéme ordre passe par 12 des
15 points triples de la surface de troisiéme classe, en sovte que : les 45 points

triples d’une surface de troisiéme classe sont situés, douse par douze, sur
130 biquadratiques.

Journ. de Math. (3 sévie), tome 1. — Fasc. 1L, 1896, 38
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les seize plans singuliers de la surface de Kummer K : elles sont donc
des tangentes doubles de la courbe du quatriéme ordre, C,, définie
au n° 23, et les propriétés connues de la surface de Kummer condui-
sent aux propositions suivantes sur les courbes ¢ et C, :

Une cubique cayleyenne, y, de * appartient & 16 groupes de
Steiner, a chacun desquels correspond (n° 24) une droite, A.

Les seize droites A ainsi définies se coupent 2 @ 2 en 120 points,
qui sont respectivement sur les 120 droites joignant deux ¢ deux
les 16 points doubles de 2* non situés sur y. '

Les seize drottes A sont doublement tangeates a une méme courbe
du quatriéme ordre, C,, qui touche e* en douse points, situés sur
la cubique ¥.

Les deux points de contact avec C, de chacune des droites A sont
sur une conique qui contient six points doubles de 2*, non situés
sur v; itnversement : les deux tangenles mendes ¢ 2 en un point
double non situé sur < sonl tangenltes a une conique qui touche siz
des droites A.

D’autres propositions se déduiraient des résultats du n° 24 nous
les avons énoncées dans unc Note insérée aux Comples rendus des
Séances de I’ Académie des Sciences (22 avril 1895 ); comme on peut
les établir directement, sans s’appuyersur les propriétés de lasurface S,
il nous parait inutile d’y revenir ici.

Cas des fonctions abéliennes hyperelliptiques de genre trois.

26. On a supposé, dans I'¢tude de la surface 5, définie analytique-
ment au n°® 7, que les fonctions théta considérées ne provenaient pas
d’une courbe de genre trois hyperelliptique : s'il en est autrement, |
la définition du n° 7 conduit toujours & une surface algébrique, que
nous désignerons par €, mais dont le degré est cing, au lieu de six.

En effet, ce qui caractérise le cas hyperelliptique, c’est qu’une des
64 fonctions théta normales, paires, d'ordre un s’annule pour
w=¢=w=o0; d'olil résulte que chacune de ces 64 fonctions s’annule
pour une demi-période qui n’est pas un de ses zéros dans le cas géné-
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ral. Il est facile de voir qu'on peut appliquer 'algorithme dun° 8 de
telle fagon que les fonctions pp’«” et pp’B” s’'annulent respectivement
pour les demi-périodes ( pp'y") et (pp’e”), et de méme que les fonc-
tions pp’y” et pp'¢” s’annulent respectivement pour les demi-périodes
(pp'e”) et (pp'f).

Cela pos¢, soient toujours e.a’a” la fonction S, et aa’p” la fonction 3, :
les quatre fonctions ©; du n° 7 s'annulent pour les 32 demi-périodes
(pp’y") et (pp'8”), dont I'une, (2a’y"), qui n’annulait pas S, dans le
cas général, l'annule dans le cas hyperelliptique. De plus, cette demi-
période compte pour deuzr dans le nombre des solutions communes
aux trois équations @;= o, @;= o0 et 3,=o; car si, par exemple, il
s'agit de la demi-période u =¢o=w =0, les 8, sont des fonctions im-
paires et &, une fonction paire. 1l en résulte que le degré de @ est

3(6x2x2—12—2)=5.

La surface @ est donc du cinquiéme ordre.

27. D’aprés le n® 10, la surface @ a scize points doubles, correspon-
dant aux.seize demi-périodes qui annulent 3,, sans annuler les ©;; aux
deux fonctions pp’'y” et pp'd” correspondent (n® 1) deux courbes
de T situées dans un méme plan; ce plan qui, dans le cas général, con-
tenait six point$ doubles de £, contient sept points doubles de €, car
il renferme, en plus, un point double qui correspond  I'une des demi-
périodes (pp’a”) ou (pp’B”). En étudiant ainsi la répartition des points
doubles entre les 16 plans, on voit qu’ils sont situés quatre & quatre
sur huit droites, ct, d’'une maniére plus précise, qu’ils sont & P'inter-
section de quatre droitus ne se coupant pas avec (uatre droites s'ap-
puyant sur les premitres : ces huit droites D sont d’aprés cela des
génératrices d'une méme quadrique, Q; quatre apparticnnent & un
systéme et quatre & 'autre systéme.

Comme dans le cas géncral, la surface a un point triple O; elle
conticnt nécessairement les huit droites D ci-dessus, et le plan mené
par O etpar I'une d’elles touche € le long de cette droite. Il en résuite
que € passe par la conique polaire de O par rapport & Q ('). La sur-

(*) Cette conique correspond a la demi-période (z2'y").
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face € contient également les 12 droites issues de O cl qui s’appuient
sur dcux droites D non concourantes.

[.'¢équation de T s'obtient asscz facilement, en partant de ces pro-
priétés. Voici le résultat :

Soient Q(x, y, 3, 1)= o I'équation de la quadrique Q; 1l = o celle
d’un des systémes de quatre plans tangents & Q qui découpent sur
cette quadrique les huit droites D si les coordonnées de O sont o, o,
o, 1, et si dans Q et II, les coeflicients de la plus haute puissance de ¢
sont égaux i I'unité, I'équation de € cst

(12) QUL — 4 QI + Q;(Q* — M) =o.

On vérific sans difficulté que cette surface possede toutcs les propric-
i¢s indiquées ci-dessus; inversement, on peut ¢tablir sa liaison avec les
fonctions hyperelliptiques, en suivant unc marche analogue a celle
indiquée par M. Darboux & propos de la surface de Kummer (Comptrs
rendus, t. XCII, p. 1493).

Une droite issue de O coupe la surface € en deux points mobiles; si
done on projette T, a partir du point O, sur un plan II, & chaque point
m de ce plan correspondront deux points M, et M, de @ : M, et M,
coincideront lorsque m sera sur la trace du cone de sommet O ciccon-
scrit & € (courbe de passage). Or ce cone, du huitiéme ordre, se dé-
compose en huit plans, qui sont les huit plans menés par O et par les
huit droites D, et qui d’ailleurs touchent le cone du second ordre, X,
de sommet O, circonscrit & la quadrique (). Si done on représente le
point m, du plan II, par les deux paramétres, A el &, des deux plans
tangents qu’on peut mener par ce point au cone X, les points M, et M,
coincideront lorsque A ou . prendra une des huit valeurs a,, a,, ..., «,
yui correspondent aux huit plans ci-dessus; en d'autres Lermes, les
coordonnées de M, scront fonctions rationnelles des paramétres A, w
et duradical y(A — @,) ... (A — @) (e — @) ... (% — @)

Observons, pour terminer, gue les plans tangents au cone T coupent
la surface @ suivant des courbes du cinqui¢me ordre, hyperelliptiques,
de genre trois, et de mémes modules : car les modules d'une de cex
courbes sont les rapports anharmoniques que forment, quatre a quatre,
les huit tangentes qu'on peut lui mener par son point triple O; ces
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huit tangentes sout les intersections du plan de la courbe avec les huit
plans mends par O et les huit droites D, ct leurs rapports anharmo-
niques (quatre & quatre) sont constants, puisque les huit plans ct le
plan mobile enveloppent un cone du second ovdre, E. Ce sont les fone-
tions ahéliennes appartenant & une des courbes hyperelliptiques con-
sidérées qui définissent analytiquement la surface €.



