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SUR L'EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 217

Sur Uéquilibre et les mouvements des mers
[ Deuxikme Parrie (')];

__Pax M. H. POINCARE.

8. — Mouvement relatif.

Jai jusqu'’ici négligé les effets de la rotation du Globe et de la force
centrifuge composée; pour en tenir compte, je rappelle d’abord les
principes fondamentaux de la dynamique des systémes en mouvement
relatif et plus généralement des systémes ou interviennent des forces
gyrostatiques.

Soient ¢, gy +++y Gn3 Gurrs Guras ++ -1 Goss les »+ k coordonnées
qui définissent la situation du systéme. En reprenant les notations
du n°® 3, les équations de Lagrange s’écriront

ddl dT dU
® @ dg,~ dg. = W

Parmi les paramétres ¢, nous distinguerons :

1° ¢4y ¢ay + -+ ¢ay que j'appellerai les ¢, ou les paramétres & varia-
tion faible.

2% Guits Gniay -y Gusky que j'appellerai les ¢, ou les paramétres a
variation rapide.

Je supposerai que T et U sont indépendants des ¢,, T dépendant

(*) Voir méme Volume, Fasc. 1, p. 57.

Journ. de Math. (5 série), tome II. — Fasc. III, 18¢6. 29



218 H. POINCARE.

seulement des ¢,; et que Q, =o. L'équation de Lagrange devient
alors

44t _ .
dedg, — 7
d’on
dT
(2) 77 = Psy

s étant unc constante.
Soit maintenant

H=T—U——2p6q;.

Des équations (2) on peut tirer les ¢, en fonctions des ¢,, des ¢/, ¢!
des constantes p,; et si I'on substitue dans H les valeurs ainsi trou-
vées, H n’est plus fonction que des ¢, et des ¢,.

Pour éviter toute confusion je désignerai par des d ordinaires les
dérivées prises par rapport aux g, ¢t aux ¢, en regardant les ¢, comme
des variables indépendantes et par des o ronds les dérivées prises par
rapport aux g, et aux ¢, en regardant les ¢, comme des fonctions des

. et des g,.
Il vient alors
0“ Jr ()qb ‘)(Ih
g dg, + X g, dg. ~ 2P 3.
JoH _ dT dT ()ql’ ()(I/,
6;,_'(: - d——q:¢ +2 dqh ()qa Zpb ()([,

ou, en vertu des équations (2),

JH 48 dU

dga ~ dqa  dqa’

oH _ dT

og, — dq.’
de sorte qu'avec les nouvelles variables les ¢quations de Lagrange
deviennent

d oH dtl
(3) ('ﬁ'&]_':_—ir]::Q“ (a=r1,2,...,n).
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Si les forces extérieures sont nulles, ces équations se réduisent a

o 1 d JH ol
(.31)1-9) . md—q;‘—rla——o,

dont la signification est bien connue. Elles veulent dire que P'action
hamiltonienne
!
f ‘Hdt
fo
doit étre minimum.
Les équations (3 bis) entrainent la suivante qui est I'équation de la
conservation de I’éncrgic

A ot _
—E=H —z o7, == const.

Dans le probléme qui nous occupe, nous aurons un seul paramétre
a variation rapide g,: c’estl'angle dont le globe solide terrestre a
lourné autour de son axe & partir d’'une certaine position prise pour
origine; sa dérivée ¢, est sa vitesse angulaire de rotation. Nous
aurons une infinité de paramétres i variation faible ¢, qui définiront
la position relative des particules liquides par rapport au globe
solide.

T est un polynome homogéne du deuxiéme degré par rapport anx

. / . < aT
q.. et aux ¢, ; U ne dépend pas de ces quantités; les 3, sont des poly-

nomes homogeénes du premier degré en ¢, et ¢;.

Les g, tirés des équations (2) sont des polynomes du premier degré
non homogénes par rapport aux ¢,; H est donc un polynome du
deuxiéme degré non homogeéne par rapport aux ¢,.

J'observe que H n’est déterminé qu’a une constante prés, puisque
cette fonction n’intervient que par ses dérivées; je puis donc, sans
restreindre la généralité, supposer que H s’annule avec les g et les ¢,
de sorte que son développement suivant les puissances de ces quan-
lités ne contiendra pas de termes de degré o.

Je pourrai méme, sans changer les équations (3), ajouter & H un
terme de la forme A g/, A étant un coefficient arbitraire; cela revient
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ffet & ajouter & X la constante A; ce qui ne ch
en effet a ajouter a7 a constante A ; ce qui ne change pas

d ol
dt 9y,
Je puis donc encore, sans restreindre la généralité, supposer que,
dans le développement de H, les termes du premier degré par rapport

aux ¢’ et de degré o par rapport aux ¢ disparaissent.
Enfin je supposerai que les valeurs

§a=0, go=0

correspondent a une position d’équilibre stable; les équations (3 bis)

se réduisent alors a
oH

i =

Ainsi les dérivées premiéres de H doivent s'annuler pour ¢, = ¢, = 0;
cc qui montre que le développement de H ne contient pas de termes
du premier degré et commence par des termes du deuxiéme degré.

Quant aux termes de degré supérieur au second, nous pouvons les
négliger parce que les ¢, et les ¢/, sont trés petits. En définitive nous
pouvons regarder H comme un polynome homogéne du deuxiéme
degré par rapport aux ¢, et aux ¢/, et nous écrirons

H=H,+ 2H, + H,.

H, sera du degré 2 par rapport aux ¢, et de degré o par rapport
aux ¢,.

H, sera du degré 1 par rapport aux ¢, et de degré 1 par rapport
aux ¢,.

H, sera du degré o par rapport aux ¢, et de degré 2 par rapport
aux ¢,.

L’énergie E sera alors évidemment égale &

E=H,— H,.

Les équations (3) deviennent alors des équations linéaires a second
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membre et & coefficients constants; et les équations (3 bis) sont les
mémes équations sans second membre.
Pour intégrer ces équations sans second membre, posons

9o = %, dh)

nous aurons n équations linéaires et homogénes par rapport aux n
quantités a, e™; en écrivant que leur déterminant est nul, on obtiendra.
une équation de degré 2z en A, qu’il s’agit d’étudier.

Cette équation a été étudiée d’une maniére approfondie par Tait
ct Thomson dans leur Traité de Philosophie naturelle. De tous les
résultats intéressants qu'ils ont obtenus au sujet de la réalité des ra-
cines, un seul nous est nécessaire.

Si les formes quadratiques H, et —H, sont définies positives (c’est
le cas auquel nous aurons affaire) toutes les racines sont réelles.

9. — Etude des équations sans second membre.

Ces résultats bien connus étant rappelés, cherchons a étendre a ce
probléme ainsi généralisé les résultats du n° 3.

Le principe de la moindre action de Hamilton nous apprend que
I'intégrale

4
J= Hd:

o

doit étre minimum; a la condition que les ¢, soient assujettis & avoir
des valeurs données pour ¢ = ¢, et pour ¢ = ¢{,.
Si cette condition n’était pas remplie, nous aurions

V=3(M ) -2 ( M)

Si le mouvement est assujetti a étre périodique de période ¢, — ¢,
les expressions

4o
Qa) 943 dq;’ 9«

reprendront les mémes valeurs pour ¢ = ¢, et pour ¢ = ¢,, et I'on aura



222 H. POINCARE.

encore

3J=0.

Ainsi l'intégrale J est encore minimum si le mouvement est assu-
jetti a étre périodique et si 'intégrale est étendue & une période
entiére.

Cela posé, soit

§o= a(:) et

une solution (imaginaire ) des équations (3 bis) et

Ga= a(ak‘ e gt

la solution imaginaire conjuguée.
Si nous faisons

0 o= Tat™ + By,

I'intégrale J prise entreleslimitest=oet £ = i—- devra étre minimum
n‘.

(ou tout au moins sa premiére variation devra s'annuler) quand on
y fera
| N
Voyons quelle est la valeur de cette intégrale. L'expression de H,
quand on y substitue a la place des g, leurs valeurs(4), se composera
de trois termes : 1° un terine en ¢*™, qui sera homogéne du deuxiéme
degré par rapport aux Y,; 2° un terme indépendant de ¢, qui sera
homogéne du premier degré tant par rapport aux y, que par rapport
aux 0,; 3° un terme en e~**¢ qui sera homogéne du second degré par
rapport aux ¢,. Soient H', H”, H" ces trois termes

H=H +H"+ H"
Les intégrales de H' et H” sont nulles; de sorte que

2T y 1.
J*—HH.
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La variation SH” de H” doit donc &tre nulle, quand y,= ay,

8 . (k)‘

Ma?s, & cause de la forme bilinéaire de H”, cela peut encore s'énoncer
autrement :

H" doit étre nul quels que soient les v, quand on y fait &, = B et
quels que soient les &, quand on y fait v, = a*.

Voyons quelle est la forme de H”.

Nous avons posé

H=H,+ 2H,+ H,.

Nous devons remplacer les ¢, par

Ya M 8a et
ct les ¢, par
IN(Yae™ — S,e~),

On voit que H, contiendra A; en facteur et que H, contiendra A,.
H est donc un polynome du deuxiéme degré en A,.
Nous devons ensuite conserver les termes indépendants de ¢; nous

aurons alors
H" =M, A} + 20MM, + M,

M,, M, et M, étant des formes bilinéaires en v, et 8.

H” ne doit pas changer quand on permute ¥, et §, ct qu'on change
A, en — A,

On a donc

Iu-.»(‘(m ga) = le(aa, Ya)a \l Vas ‘a) = Mo(am ']'a),
M, (Yas %) =— M, (o,,, Ya)-

D’aprés ce que nous venons de voir, on doit avoir, quels que soient
les &,

MM, (e, 8,) + 2iMM, (2, 3,) + My (a¥, ¢,) =o.
On aura donc en particulier

(3) M, (a®, ™)+ 200 M, (2, 2™) + M, (P, a) =
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et de méme
A M, (2™, a®) 4 200, M, (a™, a®) + M, (o™, aP) =
ou, ce qui revient au méme,
(6) A M, (), a™)— 20, M, (a®) a™ )+ M, (a4, a™) = o.
Les deux relations (5) et (6) montrent que I'équation

(7) M, -+ 2iAM, +M, = o

a pour racines
A=k,  A=—Ap

Reprenons I'équation des forces vives
H,—H, = const.
Cette équation doit étre satisfaite en particulier quand on fait
| g.=2a ;ln et a(am) citat,

Le premier membre de I’équation des forces vives contient alors
des termes en ¥, et e#%itha) Le coefficient de cette derniére
exponentielle doit s’annuler & moins que

)\Ic -+ )\m = 0.
Supposons donc

(8) A Z— A
le coefficient de cette exponentielle est nul, ce qui entraine I’égalité
(9) —A x;an(af’, alml) Mo(a:,h, a(m)) —o.

Nous pouvions le prévoir, car le produit — A,;A,, des racines de (7)

doit étre égal a M
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Considérons quelques cas particuliers; si I'on fait & = m, 'équa-
lion (3), 'équation (6) et I'équation (9) se réduisent &

MM, (2%, 28) + M,y (2%, 2 %) = 0.

Soit maintenant

— y e ___ M)k,
Alc —_ l‘m? {Z“ - |$a L}

I’équation (g) ne sera plus vraic, mais les équations (3) et (6) subsis-
teront ct s'éeriront

7\:, .\'[._.('7.'” :, K’j: )+ )I,\/. \I,(J ‘M, 3“1”)"*— .\lu(.lgn’ [S‘l' ): O,

L’¢quation (7) a alors une racine égale a X3 mais sur l'autre racine
10us ne savons rien.
Comme les &' ne sont déterminés qu'a un facteur constant pres,
et que les B% sont imaginaires conjugudes des «%, nous pourrons sup-
. . .
poser (qu'on les a choisis de telle facon que

(ro0) RML (2, B3 — Mo (2, ) = L ==

Un cas particulier qui a été trait¢ & fond par Lord Kelvin est celui
ot les coefficients de H, sont trés grands par rapport & ccux de 1, el
de H,. Il y arencontré des résultats analogues a ceux que nous venons
de trouver dans le cas général et il serait intéressant de les déduire
des résultats généraux.

Si H, est trés grand, A ne pourra étre que tres grand ou trés petil.
Supposons A trés grand ; nous pourrons donc dans nos ¢qualions né-
gliger M,. Les ¢quations (3) et (6) s'écrivent alors

MM, +2iM, =0, M, — 2/ M, =0,
el 'on en déduit, si A, n'est pas égal i — &,

M, (2, 6" ) =o.

(l

(est 'équation de Lord Kelvin (Cf. Tait et Thomson, Philosophie
naturelle, 3¢ édition, n° 345*"). On s’cn rendra compte aisément.
Journ. de Math. (5 série), tome Ik, — Fasc. III, 18g5. 3o
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Les deux auteurs anglais ont choisi des variables particuliéres de telle
sorte que
H, =Y 9,
2 2

L'équation précédente s'écrit alors
Z a.("’a;'m; =o.

10. — Ktude des équations & second membre.
Revenons maintenant aux équations & second membre

ddl  dl ’
a g, ~ dg, = Qo

Elles signifient que P'action doit étre minimum, ¢’est-d-dive que ®

(11) f" (3H +2Q,, 8q,,j dt = o.
~lo
Soit
Q=+ re” + 5,07,
On pourra satisfaire aux équations en posant
qa= a“ci)( + 3“(.—/‘}.1

et I'équation (11) devra éire satisfaite si, donuant aux ¢, et aux €),
ces valeurs, on fait

t,=o, ({, =

2T
o]
2

e

"'\ —~ [l ; ',—i).l
9e="a® T %4 -

el cela quels que soient y, et &,.
Nous ferons en particulier

-
Va= 0, g, =2
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el I'équation (11) deviendra

(12) AM, (@, &) + 20 WM (2, 27) + My (2, 28 ) = — Nzt

Des équations (12) on pourra tirer les #,, ct I'on tirerait de méme
les 3, des équations

(tabis) WM (B B ) — 270, (8,0 B2+ M (B0 85 )= — D

Etudions les équations (12); on voit qu'on peut en tirer les 2, ¢l
(ue ces quantités seront linéaires et homogénes par rapport aux r, ct
rationnelles par rapport & A. Considérons-les comme fonctions de .

1° Je vois d’abord que les «, s’annuleront pour A = =.

2° Les valeurs de A pour lesquelles les &, deviendront infinis seront
celles pour lesquelles on pourra satisfaire aux » équations

. i WM, (24 28+ 20AM, (2, 22 ) 4+ M (2,28 )= 0
(13) i

Q (h=1,2,...,n)
sans que les a, sannulent.

n annulant le déterminant des ¢quations (13) on arrivera i une
équation de degré 2n en A ; les valeurs cherchées sont done au nombre
de 2n.

Or on satisfait & ces équations en faisant

m

A= )\m) 2, =,

ou h=—h,. 2,= 3"

@ a’
l.es 2 Infinis des fonctions a, sont donc

A==, A=A, A=%2

ne

Ll reste & chercher les résidus correspondants.
Posons donc

il s’agit de déterminer p et les y,.
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Nous avons pour cela les équations suivantes

M (2, of Y 2 i A M, (2, 2hy + Mg (2, 25)]

«)

+|7\’M (Yay 25 4 20AM, (Yo 25+ My (Yoo ozf,')l_—_:—Zr,,z",

on en faisanl lendre A vers A, et tenant compte de la relation (6)

IR R RO R R
1} ‘ ~2 Y v ; ‘
( ) ( +|/\?";V12(“'(,,ﬁ:\-l—-gl)\mi\ll(*"“,V.(’;)—l—.\'l A"‘ )‘—_3’"‘”

Mais on a, quels que soient les v,

\12( ja) “ZI) - 2l.)\m \'ll (Yu) ’”)"— \lo( It m' =0,

ou bien encore, en changeant A™ en — W™ ela)) en 3. -

() KM (Y B+ 2% M, (Y 37) + My(Y0 57) = o0,

Parmi les équations (14) nous distinguerons celle (ui correspond a

k___ nom,

)‘h = Iy g = 7 Pa

clle se reduit a
N m n I . I fam,
(]0) "‘l/‘m\[ (1(;7 +'“1(1«9r‘« )} 2 Wty

c'est de celle-1a qu'on déduira 3.
Mais a cause de (10) cela peut s’écrire

2: m
c=- IIII Am r, .

Nous tirons de la

m=n

ms, v - i l.nlz u "
(‘I .-‘) v = 2 1 Lo b =al™v 2, B hm Sal'u B
ba = — n < T — ’
/ h— by PR

m=1
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ym Vo §
E VaPy =— Blm 2 Fg%, = — ‘\m-
2, = 2 I (Bm %y A _ A .6::1 R ).
“ M\ A —dp A4

Développons #, suivant les puissances croissanles de A sous L
forme

2

ou en posant

—z L 22.2
7.“——-.'. “+ he,+ A'e,

ey
il viendra
m

AL 1 (B, a™ A G o 1 Ay 8 — B, 2,
Sa - m( m%, + m[j )’ Sa T m S.m ’

Qm

Qm m
; _ I Bm u m. 2 e I '?I .‘\m Pu — Rm z,
Ca — m - 3z Ca— m ’

:n Al "m

(18)

- —

PPosons maintenant

Jpg=My(eh, e7); Y, =M, (2, Y, =M<l

oy

on trouve immeédiatement

(A) J

PSR ey [ R S Ap—

=" rq Pt P 7yt per

Nous pourrons écrive les formules (18) sous la forme

(18 bis) e —~—5‘ I Bm 1,,_

l

'
avee celle convention que le signez ne porle pas comchsm'
n termes, mais sur 22 termes partagés en deux sérics; pour la pre-
miére série m varie de v & n; et 'on passe d’un terme de la premiére
série au terme correspondant de laseconde en changeant A, cn — &,,.
ay et A, en B} ct B, réciproquement.

Il vient alors

" m
"1.-! g 2 Im ‘I' \l (“a ’ "(I )’
B,
E Im ’p NI (d" ’ °a,’

— B, n o
P g — 2 Il)l M Nlo(a'l,l ’ °u)‘
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On a d'autre part

h Ma(alye!y+ ik, M, (o), )+ M (2, ) = o:

(19) J 200, + =0,

Pt 'I 2 P

On trouverait de méme

(19 bis) J —2ib b =0

p-g-1

On trouvera une autre relation de la fagon suivante; il vient
Bube \y om
l' 1y —2 RV M, (ay'y o) b b

,
lLa somme 2 contient 4»* lermes, chacun des 24 lermes de =™

(expressions 18 bis) devanl étre combiné avee chacun des 22 termes
g=1
de g™,
De méme
"B, B ,
Tg= X Pl ca ady Loy

I',‘I

(lonsidérons la somme

Jovg g

I‘n vertu de I'équation (g) tous les termes de cette somme ((ui
sont au nombre de 4n?) disparaitront & I'exception de ccux (au
nombre de 2n) qui sont tels que

)\I. = }‘/m uh = ﬁm Bk = Am*

a a?

[T vient donc, en tenant comple de (10),

y "A,B,, (___ I)q(\l N, 1“ )

i p+q

— l‘)q+| j"’\mumlm
=( . Wt
m

'lp—l g +'|I'-'l =
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ou enfin (puiscque les termes sont é¢gaux deux & deux au signe prés)
. e 2, B,1
(20) RO TS B 1Y l)q»iz I;l'“-:;l m
m

sl p + g osl pair et

(20 bis) Vg =0,
si p + ¢ est impair.

L’expression J,_  +J,, ne dépend done que de p+getdela
parit¢ de q; clle change de signe sans changer de valeur absolue,
quand ¢ augmente d’une unité ct que p diminue d'une unité. On a
done la relation

'lp—l.t/+ '/H-l gt [,» gt Jp.:/-H =0
(ue 'on pourrait d’ailleurs obtenir en ajoutant (19) et (19 bis).
En faisant dans cette relation g = p, on trouve

9‘",;.,:-. -+ '—’Jp.pn =0,
de sorte qu'on retrouve I'équation (20 bis).
De (19) ct (19 bis) on déduit encore

J +9/l =Y —a1d)

P oy pPHig-2 R P I

Toutes ces relations montrent que les fonctions J,, ne sout pas
indépendantes les unes des autres; considérons I’ensemble des fonc-
tions J telles que p+¢gS2n, des fonctions J' telles que p+g<an—
ct des foncetions J” telles que p + ¢ <2n — 2; le nombre total de ces
fonctions qui sont distinctes en tenant compte des relations (A) est
de 2n* +(n -+ 1)*. Le nombre des relations distinctes de la forme (19)
est n(2n —1); il reste donc seulement 2*+ 3n + 1 fonctions dis-
tinctes.
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11. — Cas de léquilibre stable.

Je vais me restreindre maintenant au cas ott H, et — I, sont deux
formes quadratiques définics positives, de sorte que I'équilibre reste
stable, méme si U’on supprime les forees centrifuges composées.

Clest ¢évidemment le cas de la natuve, dans le probléme (ui nous
oceupe.

Alors, daprés ce que nous avons vu plus haut, tous les A, sont
veels.

Mais ce n'est pas lout; si v, cl ¢, sont imaginaires conjugucs, on a
L) fu a be) h :

NI%(Y«* ':a) >0, N[(:(Tm ’:u> <o.
Il vient done

52 3 A 3 d g
l‘l\"\'l'-'(y'a’ lrju) - '\'[0(7':,1’ 13:/1) >0,

ce qui montre que tous les nombres que nous avons appelés I el 1,
¢l qui dans le cas général peuvent élre égaux & +1 ona — 1, sonl
dans le cas qui nous occupe lous égaux a +1.

Toutes les formules qui précédent se trouvent ainsi notablement
simplifiées.

Il-en résulte une série d'inégalités sur lesquelles il me veste & ap-
peler P'attention.

Supposons en particulier que r, soit réel; ¢'est-d-dive que r, =s,
puisque r, et s, sont imaginaires conjugués.

L.cs quantités o), 87 sont imaginaires conjuguces, de méme que r,,
Sq et que A, B,,.

Il en résulte que €7 est réel si p est paiv et purement imaginaire si p
est umparr.

On a donc, si p est pair,

My(ehye) >0, My(eh ) <o

@? O\ % “a,

el au contraire, si p est impair,

M. (ehye) <o, My(ehiel) >0,
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c'est-a-dire que
(21) op>0,  J,,<o  (pour p pair),
L4 . -
JM, <o, Jpp>0 (pour ¢ impair).
Il est clair d’ailleurs qu'on aura dans tous les cas
Vo =0

Cela posé, reprenons I'équation (20) qui s’écrit maintenant (puisque
I n= l‘) '

e I , 2A,B .
(20) pl Lk V) ; 2] =(_l)[+|2 )é;}-vm (P+([Pﬂll‘)-
Si nous faisons ¢ = p, il vient

Am Bm
(Jp ~t.p-i + JP I')(_ [)IH-‘ = 4 E )\21'

Comme A,, et B, sont imaginaires conjugués le second membre est
m m o] J
positif, d’ou I'on tire
I +Jdpp<<o  (sipestpair),
Y ptdpp>0  (sipestimpair).
Ces inégalités sont d’ailleurs des conséquences immédiates des iné-

galités (2r).
Je poscrai pour abréger

AuB, -
A(le—l![) ,+ JI':P)(_‘ I)I,H =2 l):'tul' = l\P >o.

Cettc valeur de K, nous montre alors d’autres propriétés du
nombre K, qui font ressortir son analogie avec les intégraies J,, envi-
sagées dans la premiére Partie.

On trouve en effet
K[H—-l K[H—i,
Kp Kp+|

Journ. de Math. (5¢ série), tome 1J, — Fasc. {11, 18qb. 31
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Rpes ; < s Limi
K va constamment cen croissant; sa hmite
»

pour p infini est en général égale & la plus grande des valeurs de O

”

de sorte que le rapport

Si I'on a donc

RN N,

. . 1
la limite de ce rapport sera L
‘s

A moins que A, (et par conséquent B, ) ne soient nuls, auquel cas
. . . 1 M I
celle limite serait égal & <53
A moins que nonsculement A c1L B,, mais encore A, et B, ne soient

nuls, auquel cas la limite serait — 555

Et ainsi de suite.

Cela posé, reprenons 1'équation
(12) BMy(2,2b)+200M, (2, 2h) + M, (2, 25) =— z:,,y = A\
qui doit étre satisfaite par le développement

%, '—“—. +/\-. +/\“'
On en déduira

\ M, (5, ahy == Y\ 7,2l
P Mozl 2h) == 20 M, (55, 24),
M, (2, 2y =—2iM, (e}, 28) — M, (&, o

a?

~~~
to
1

N~

Les ¢quations (22) nous donneront les 31 quantités
( 23 ) Ea’ Sa al-l *
On pourra donc former

Ju

0n?

3y da U

[
9@
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et par conséquent le rapport

_ 8 MR P — &
Joo +du K,

«
K, et K, sont donc deux formes quadratiques définies positives par
rapport aux r,. .

Les A, sont des fonctions linéaires des 7,, mais & coefficients imagi-
naires; les B, sont les formes imaginaires conjuguées des A;.

Les r, sont au nombre de n comme les A, ct les B,; mais nous
avons supposé les r, réels tandis que les A, et les By sont imaginaires.

Si donc nous donnons aux 7, des valeurs réelles quelconques, nous
ne pouvons pas choisir ces valeurs de fagon & donner aux A, des
valeurs imaginaires arbitraires; il doit donc y avoir n relations
linéaires entre les n quantités A; ct les 2 quantités By; ou, si l'on
aime mieux, entre les parties réelles et imaginaires des A, (ces rela-
tions expriment d’ailleurs que la somme des résidus des fonctions a,
qui sont n fonctions rationnelles de A; que cette somme, dis-je, est
nulle).

En revanche, les produits A, By, quisont au nombre de », sont réels
et positifs; on peut donc choisir les r,, de fagon qu'ils aient des valeurs
réelles et positives, arbitraires en ce sens qu'elles ne sont assujetties
aaucunc égalité, mais devant satisfaire a certaines inégalilés.

Cela ne me suffit pas encore pour mon objet; mais nous pouvons
déja en tiver cerlaines conséquences.

On a en effet

Les quantités (23) sont des fonctions linéaires des » quantités 7,,;

N ¢ m“m N A 2 B
K.=X %" Ki=X5"

2
“m )‘m

. K . . 1
ce qui nous montre que le rapport R-’l- est toujours compris entre —

L
| be o o . . .
et 335 nous avons donc déji des inégalités auxquelles doivent satisfaire

n

A, et A,. Les mémes considérations nous donneraient ¢galement des
inégalités auxquelles devraient satisfaire les autres A,,.

Au n° 5 nous avons montré que, pour le mouvement absolu, la dé-
termination des A, se raméne a I'étude des variations du rapport de
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deux formes quadratiques; ici 'étude d’un rapport analogue ne nous
donne plus les A,,, mais des limites supérieures ou inférieures de ces
(uantités.
Mais on peut aller plus loin; n’assujettissons plus les 7, & ¢tre réels,
mais posons
r,=p.+ ihg,,

les g, etles o, élant réels. Soient alors £ et & ce que devient ¢} quand
on y remplace r, par p, et par g,; il viendra évidemment

"

2, = (& + he, +...)+ (A(e) +Ae) +...)

ct par conséquent

« a) “« «

o
(gl

ce qui montre que &} est encore réel si k est paiv ct purement imagi-
naire si k est impair.

Je remarque que 2, cst encore une fonction rationnelle de # et que
cette fonction conserve sa propri¢té essenticlle, & savoir qu'elle ne
change pas quand on change & la foisien — et Aen — A

Ses infinis sont toujours == \,,; si alors j’appelle A,,B,, 22 le résidu
relatif & A,,, et — A, A, BX le résidu relatif & — A, il sera facile de
voir :

1° Que A,, et By, sont les mémes pour tous les «, ct ne dépendent
pas de Pindice a;

2° Que A, et B,, sont imaginaires conjuguds.

On r’a plus :

NY . M
27(11“4( - Bm, 21411" - I\IIH

mais on
n . . .
- B, = 2 W (fat ThnTa)y — A= Z %, (80— L5, ).

En revanche, les formules (18) et toutes celles qui s’en déduisent
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restent vraies de sorte que 'on a encore

" Am m
%(JI’-l.ll—l +Jpp) (— 1) =2 P K,>o.

Les ¢quations (22) doivent étre remplacées par les suivantes :

M, (sh, ap) =— 2 Paas
22 bis) Mo (el ab) =— 20 My (3, ) — i 3 o,
\]0( “ua? a”)-—— "l\I (E", ) W[3(503

On tirera de 1a les 3n quantités (23) sous la forme de fonctions
linéaires des p, ct des 5,. Donc K, et K, seront des formes quadra-
tiques définies positives des g, ct des 3,.

Mais les g, ct les 3, sont au nombre de 2n; on pourra donc les
choisir de telle facon que les A,, puissent prendre des valeurs imagi-
naires arbitraires ct que les A,,,B,,I_IA,"] prennent des valeurs
véelles et positives complétement arbitraires.

K, .
Almsr sera le minimum du l'apporl K’ ct). cn sera le maximum.
Posons
Ol Ya

——0 3,4 a3+ 40,57

v Dagh 0,80,

Choisissons cnsuite les 0 pour que le rapport soit aussi petit que
possible, en supposant les of et les 55 donnés. Le rapport dépend

encore des ¢k et des g % el son maximum nouveau sera T*' En somme
nous retrouvons tous lcs résultats du n° o.
Avant d’aller plus loin, observons que les deux formes H, ct I,

jouent un role analogue; toute notre analyse subsisterait si nous chan-

gions H, en — Hy, M, en — My et Aen %
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12. — Probléme du vase tournant.

Considérons un vase qui contient un liquide pesant, mais qui est
assez petit pour que la pesanteur puisse étre regardée comme constante
en grandeur et en direction.

Ce vase est animé d'une vitesse de rotation uniforme Q autour d’un
axce paralléle & I'axe des 5. La surface libre du liquide en équilibre
n’'est plus alors un plan horizontal, mais un paraboloide de révolution.

Toutefois nous supposcrons que Q est assez pelit pour que l'on
puisse négliger Q2 qui entre en facteur dans la force centrifuge ordi-
naire, sans pouvoir négliger Q qui entre en facteur dans la force cen-
trifuge composée. A cette condition, nous pourrons regarder la surface
libre comme un plan horizontal.

Du reste siI'on avait i tenir compte de Q2, il n'y aurait a faire subir
iux résullats que quelques modifications trés simples.

1l s'agit d’étudier les petites oscillations du liquide dans ce vase.

Pour cela nous allons voir comment les principes du n° 8 peuvent
s'appliquer an mouvement relatif d’un systéme par rapport & des axes
mobiles.

Soit un systéme formé de # points matériels

My, My, oy g,

La masse du point m; sera m;; ses coordonnées par rapport aux axes
niobiles seront.
Ly Yoo S0

dans Pétat d'équilibre, et
i+ Yit Ny S+ #
dans P’état de mouvement.

Si les axes mobiles sont animés d’une vitesse de rotation Q autour
de I'axe des 3, les projections de la vitesse absolue du point m; sur les
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trois axes mobiles seront .
(1-.‘ d’f‘ . ;,'

(ll Q(J’l -+ 7]:)’ 7‘; + Q(.Z‘, + Ei)) dt

ctla force vive absolue du systéme sera

_ m(d | dyt &
‘T_+Z?<Jﬁ+d_+dt)+02m< JZ_)’E)

(1) « . ‘
( +sz(§% dt) Zm[(z+ Y+ (y + 1))

Le premicr terme représente la force vive relative, le sccond et le
Lroisiéme représentent, au facteur prés Q, le moment de rotation dans
le mouvement relatif; le dernier terme, qui contient en facteur Q2, est
négligeable.

La vitesse angulaire Q jouce le role de ¢, et lon a, en négligeant
dans T le terme en Q2

_dl . dr, d: N2 oy, _dz
I)b—l—l._-)——z’:l(.lz;[z —)’a)—f‘ZI)l(-,(—{z ‘—f‘(—[{/)’
d’ol
m d? 4 de? - d3? Ly, 'rli)
\ H= 2 W———(IZIH(.L (2; -}_,
<
| —am(tof)-u

¢ Lde

(=)

D’aprés une remarque faite au n® 8, nous pouvons supprimer dans H

b - r . ’ . ., . "
les termes du premier degré par rapport aux ¢/, qui sont représentés
ici par le second terme de I'expression (2), de sorte qu'il reste

» o m dE 4 did o dY :
(3 N=YyuErdr® oV <d'—n%)—L.
d'ol

)

1\ A3 dy - d3
112 —2 2 de?

H.:QZm(‘q:—;—i ’Z:)

H,=-U.
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Pour passer au probléme du liquide, oti le nombre des molécules
est infini, il suffit de remplacer les sommes par des intégrales et il

vient
dz di*+ dr?+ d?
e

= a8

Les intégrations sont étendues a tous les éléments de volume dz du
liquide.
Quant 4 la valeur de H, = — U, nous I'avons obtenue au n°® 6; nous

avons trouve
d
H,=— _.—_fgcz 3

I'intégration étant étendue a tous les éléments do de la surface libre.
Les fonctions §, v, { sont assujetties & deux conditions :
1° On doit avoir I'équation de continuité

d: d dz
<4) da: dy +(Z=0;

2° Sur la paroi du vase, on doit avoir
(5) Z+mn+al=o,

l, m, n étant les cosinus directeurs de la surface de la paroi.

On peut supposer, en outre, que les diverses molécules du fluide
sont soumises & des forces extérieures e,l que le travail virtucl de ces
forces pour des déplacements virtuels 2%, &n, 8¢ des molécules est re-
présenté par I'intégrale

fd:(XSE + Y+ 28
qui correspond ainsi a la somme que nous appelions dans les numéros

précédents
Y Q.8
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Il faut donc que I'on ait, en vertu du principe de Hamilton,

[ [+ fax(XE+ Yon 28| = o,

en supposant que &%, ¢n, &% sont nuls pour £ = ¢,, £=1{, et que £, x, {
sont assujettis aux équations (4) et (5).

On peut écrire ceci sous une autre forme, en introduisant deux fonc-
tions arbitraires ¢ et 0,

| [ [ fasZx fey B

' +/(lm'0(lo;+m?}q+n8§)]=0.

(0)

La troisiéme intégrale cst étendue & tous les éléments dw’ de la surface
de la paroi dont les cosinus directeurs sont I, m, n.

Cette ¢équation (6) est évidemment vraie, quclles que soient les
fonctions ¢ et 0 si g, v; et T sont assujetties aux conditions (4) et (5),
ct, en vertu des principes du calcul des variations, elle sera encore
vraic, pour un choix convenable de ¢ ct de 0, sans que &, v, { soient
assujetties & aucune condition.

On acrive ainsi aux équations du mouvement qu'on aurait-pu ob-
tenir dircctement ct qui s'écrivent

& dr, -
\ ; + _’Qm d.l X
. ds | dy -
27 dy
' 7 + == Z7
a I'intérieur du vase;
b= ¥
Y=75o%

a la surface libre.
Je prends le signe — devant g¥ dans la derniére de ces équations,
parce que je considére I'axe des = positifs, comme dirigé vers le bas.
Ces équations, jointes a (4) et a(5), définiront les quatre fonc-
tions %, 7, §, .
Journ. de Math. (5* série), tome L. — Fasc. III, 1896. 32
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Supposons, en particulier, que ces quatre fonctions soient propor-
tionnelles & ™, nos équations deviendront

'_p2+ﬁmw+§=x,
(7bis) — Ny — 2iQA% + =Y,

d
L
— g + &=z,

a l'intérieur du vase;

b =—gt,

a la surface libre.

18. — Développement en série.

L'é¢limination de ¢ entre les équations (7 bis) nous conduit aux
équations suivantes :

ofdn  dL d; __dY di
-—-)\ (-d—;—“?‘—)'_) ..EQ)\‘—:— z —t-{'—'yy
o | -(E- %)% 2
dt d'q) dz aX dy
— N\ 2 - — @ _ 42
A (dy dz, tO ds  dy da

a I'intérieur du vase;
( - gg— =X + A — 2000y,

(8) )
( —gd———Y—i-)\’ + 20QAE,

f I dw =o
a la surface libre.

La troisitme équation (8) est une conséquence immeédiate de (4)

et de (5).
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Supposons maintenant que I'on ait
X=X,+AX,, Y=Y, +1Y,, Z=7Z,+1AZ,

et que

X, dz + Y, dy + Z, dz

soit une différentielle exacte.
Développons &, , { suivant les puissances croissantes de A, de telle
sorte que I'on ait, par exemple,

£ =3I\,

Alors les équations (7 ter') ct (8) nous donnent, en égalant les coefti-
cients des puissances semblables de A :

Premier groupe.

~dk __dY, dz,

—ZZQd: ——?? _W’

| . d'rm__dZ1 dx

(7a) "-—mﬂz_d—x——:‘,
o dl _ dX, _dY,

= - @

a P'intéricur du vase;

dz, dry | d}

g/ =0 20

(4a) dm+dy+ ~ =0

a I'intérieur du vase;

(5a) L+ mun+nly=o0

pour la paroi;

. b __ v 5 __
(Sa) —-‘gz}"——xo, —g@—-Yo,

pour la surface libre.
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Deuziéme groupe.

. ds:__d"lo dt,
(70) -2"9713_'5_?;'

et deux équations qu’on en déduit par symétrie;

4 i
(40) ‘;——;4—%—?-}-({—‘::0.
(50) v+ mn,+nl,=o;
(80 ‘“gi*i: v 21k,
h ¢
) ( O'dcl_Y ".Q;
—o'@‘—' 20808,

fC,tlm:o.

Troisiéme groupe (n > o).

Bns _ dnn _
ds ~ ds dy

(7¢) — 210

ct deux équations qu’on en déduit par symétrie,

s d&,,_.., | dn,iy Aoy .
(4¢) dz T dy T %
(5e) i+ M+ nlp. =0,

d;, .
( - g—d';-;-' = En—i - ngnm
(8 C) i dC
( — & d’;‘ = Mo+ 2005,

ft,,dco =o0.

Voyons comment ces trois groupes d’équations vont nous permettre
de déterminer par récurrence toules nos inconnues :

1° Les équations (7 a) déterminent &, & une fonction inconnue prés
de z et de y; les équations (8 @) achévent ensuite la détermination



SUR L’EQUILIBRE ET LES MOUVEMENTS DES MERS. 245

de §,. Ces deux équations (8 a) sont compatibles, parce que
Xodr + Y, dy

est pour 5 = o une différentielle exacte;
2° Pour achever la détermination de &, et n,, nous devons nous
servir des équations (4 ) et (5 ). Ces équations nous font connaitre

% dry 34 .
=t o 1y ++ mn,,

puisque §, est entiérement déterminé. D'autre part, &, et 1, sont défi-
nis & deux fonctions arbitraires prés de z et de y; c'est-a-dire que I'on a

r ' ” w! "

S=5+5  me=mn+u,
v r . " ;:p . n . N
¢, et v, étant enticrement connus, pendant que £, ¢t n; ne dépendent
que de z et de y. Les équations (4 a) et (5 @) peuvent alors s’écrire

dE” d K " "
(9a) af—*—g;" =9, &+ mn,+nd=o,

¢ et 0 étant deux fonctions connues de z et de y.
Ces équations ne sont pas toujours compatibles. Soit, en effet,

s=h(x,y)

Iéquation de la paroi du vase. Les cosinus directeurs /, mz, n sont pro-
portionnels &
dh  dh .
(Tx_’ @) — 1,

de sorte que la seconde équation (g a) peut s’écrire

;;, [lh R @ .
cogz T o dy —

0.
Soit alors F () une fonction de A qui s’annule pour 4 = o3 on aura

fdx dy [dEZ;;(h) + d‘f.'(.dl;(h)] —o,
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I'intégration étant étendue & toute la surface du vase, puisque sur le
bord du vase F(A) s’annule.
Cela peut s’écrire, cn tenant compte des équations (g @),

(10a) f dz dy[F(h)o + F'(h)b] = o.

1l faut donc que X,, Y,, Z, satisfassent & certaines conditions que je
n’écrirai pas.

Supposons la condition (10 @) satisfaite; je dis qu'elle sera suffisante
pour que I'on puisse déterminer &; et v, de fagon a satisfaire aux
équations (9 @).

Nous pouvons, en effet, toujours trouver deux fonctions £, et v, qui
satisfassent a la premiére des équations (g a)

dfy | dn, _
d.l‘+;17~_?'

Cela peut se faire d’une infinité de maniéres; on peut, par exemple,
prendre

Ry
N =0, Eo:f 9 dir.
L]

On aura ensuite

» . dy " . dd
EOZEO_Z{}’ Ne="No+ dz’

© étant une fonction auxiliaire.
La seconde équation (g @) montre ensuite que ¥ doit satisfaire & une
¢quation de la forme

(9 abis) Tdy Az dy =

0" étant une fonction connue de x et de y. En vertu de (10a), on
aura

10abis dx dy F' (R0 =o.
( 14

Prenons alors un systéme particulier de coordonnées qui compren-
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dra la variable 4 et une variable s qui variera de o a4 2 quand on fera
le tour de I'une des courbes fermées ~ = const. Soit J le jacobien ou
déterminant fonctionnel de z et de y par rapport 4 s et & k. Les équa-
tions (g @ bis) et (10 @ bis) deviendront

Y cpe
(9ater) = =30,
(1oater) f f F'(h)3 dhds = o.

L’équation (10 ater) ayant lieu, quel que soit F'(%), nous pourrons
écrire

2T
(1o aquater) f J0"ds =o.
L’équation (9 @ ter) nous donne

= f ' J0* ds + fonction arbitraire de A.
[

Mais, pour que cette fonction soit uniforme, il faut et il suffit que
EA 0
[ 3rds=o.
0

Or cette condition est remplie en vertu de I'équation (10 a quater).

3° La fonction ¢ n’est encore déterminée qu'a une fonction arbi-
traire prés de A que j'appellerai f(h);si cette fonction f(h) était
connue, les équations (7 &) et (8 b) détermineraient {, complétement
et&, et v, & des fonctions arbitraires prés de x et de y. Il est aisé de
vérifier que les équations (8 b) sont toujours compatibles.

4° 11 faudrait ensuite achever la détermination de &, et 7, a l'aide
de (4 ) et (5b); pour cela posons

r .' .ll
=5+, n=n+7,

£, et ), étant entiérement connues, tandis que £; et  ne dépendent
quede z et de y.
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Nous arriverons & des équations de méme forme que (9 @) qui s'écri-
ront

(90) AT

1
y

”dh " d,l
1 Eudv 711'5 =0

-G

ou %, et 0, sont deux fonctions connues. Pour que ces équations soient
compatibles, on devra avoir

(10b) f dx dy[F(h)z,+ F(k)0,]= o.

a% d*u
Y ds’ ds
mais en supposant que la _fonction f(k) soit connue elle-méme.
Je vais maintenant me servir de I’équation (10 ) pour achever la
détermination de f(4).
diy dr,

. . \ . . ds
Nous connaissons complétement g, o2 7 len résulte que —* et

3° Jai dit que { » &, et 0, étaient des fonctions connues,

i, dg,
p { ! sont aussi enlicrement connus; au contraire, —a.— n’est pas comple-
dz  dr,
tement déterminé, parce que = — - ® ne l'est pas.
dy dx

df (4
%, est déterminé au terme prés — f'(k )::h “{,S,‘) ctr,au terme

pres f ’(h):f,h

pres

df (/') - 11 en résulte que d—_‘ sera déterminé au terme

l()Af(It)

La valeur de {, pour 5 = o nous est donnée par les équations (80);
mais comme %, et 7, ne sont pas entiérement déterminés, ces équa-

tions nous montrent quc et dil' sont déterminés a des termes pr 0s
en
2(Q df(h) 200 df(h)
g Z dr + g dy

et, par conséquent, &, & un terme prés en

21!./(, )’
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en supposant, ce qui est permis,

[r(hydo=o.

La valeur de §, pour 5 = A est alors déterminéc & un terme pres en

LoAf(h)+ %”f(h)

¢t I'équation (10 b) prend la forme

( [da dy[ F(h)Af(k)

(m[)bzs)( +F(I¢)(

sers .
s = ¢Xxpression connue,
g

ou bien

f Jdhds (h F'—F)(f Ah+ f'Dh)

JOF S .
J— ———] = ch)l‘CSSlOﬂ con ﬂl.lC,

(ml)tvr)g

o
=3

oli j'ai posé pour abréger

dh \* = [dh\?
Dii= () + ()"
En intégrant par partie et remarquant que I¥(4) s’annule pour /2 = o,
on trouve

— [ dudy F(h)Af(k) = [ dzdy F'(k)f (k) Dh;

de sorte que I'équation (10 b ter) devient

f I dh ds(lz f' LY/ f” D/ +. f— ‘/'Q:f ): expression connue.

La fonction F' ¢tant connue, on peut tirer de i 'équation différen-
tielle qui définira la fonction f.
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Soit, en effet,

A=["iDhds, B=[ Jahds, C=[ Jds:

‘e

A. B, C sont des fonclions connues de A.
Notre équation différentielle s'écrit alors

(r1) Alf + f(Bh + C)+KCf=E,

E étant une quatriéme fonction connue de 4.

(Test la une équation différenticlle du deuxiéme ordre qui ne déter-
mine la fonction f qu'a deux constantes avbitraires prés.

Voyons comment on peat déterminer ces constantes.

Je supposcrai que la fonction & n'a qu’un seul maximum que jap-
pellerai 2y, de telle facon que les courbes b = coust. soient des courbes
fermées s'enveloppant mutuellement. Clest dailleurs ce que j"ai déja
suppos¢ implicitement en prenant les variables 4 et s.

Cela posé, j'observe que Js’annale, ainsi que DA, pour & = h,. 1l
en résulte que A, B, (Cet < sannulent également et il en est de méme
de %’5. tandis qucgrcstc fini et quiil en est de méme, en général. de ;

St j'écris I'équation (11) sous la forme

A (1. B \ - E
ch/+rf (Iz(~‘+1)+l\f—_—(—:,

.

je vais que le cocfficient de /7 s"annule deux fois: pour A = o et pour
h =h,.

Il en résulte que pour b = o, par exemple, Pintégrale générale de
P’équation (11) devient infinie, ou du moins que ses dérivées d’ordre
suffisamment ¢levé deviennent infinies.

Si donc on veul que freste fim pour A = o, ainsi que toutes ses
dérivées, il faudra assujettir les deux constantes d'intégration a une
certaine relation.

De méme si 'on veul que f reste fini pour & = A,, ainsi que toutes
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ses dérivées, il faudra assujettic les deux constantes d'intégration &
unc seconde relation.

(ies constantes devant ainsi satisfaire a deux relations seront entié-
rement déterminées.

La fonction f est donc déterminée complétement, ainsi que 5,, ,,
v df dn,
ot a Bt 0,.

6* Les fonctions 9, et 9, ainsi délerminées satisfont & la condition
(10 b); on déterminera Z; et v par les équations (9 b); ce qui nous
fera connaitre Z, et 7, non pas complétement, mais & des termes prés
en

r I{l . d’
— [T et fuh)g

Ji(h) élant une nouvelle fonction arbitraire de /4.

7° Nous formerons une équation {10¢) avee (4¢) et (5¢) de la
méme maniére que nous avons formé (10a) avec (4a) ct (3a) et
(1ob)avec (4 h) et (3 b); traitant ensuite (10 ¢) commne nous venons
de traiter (1o b), nous déterminerons f,(A). La détermination de %,
7, et J, sera ainsi achevée.

8° Par les équations (7 ¢) et (8 ¢) nous déterminerons

v ds, dn,
g dz

9° La condition (10¢) étant remplie, les équations (4¢) ct (5¢)
sont compatibles. Elles nous donneront %, et v, & des termes prés en

. N
—fg(/');,; et fu(k)

J>(h) étant une nouvelle fonction arbitraire.

10° On déterminera f,(k) comme on a déterminé f(h) et f,(h).
La détermination de £,, v, {, sera alors terminée.

Et ainsi de suite.

Nous avons dii supposer plus haut que non seulement X,, Y,, Z,,
mais X,, Y,, Z, doivent satisfaire a certaines relations. La généralité
se trouverail ainsi restreinte, et pour éviter cela nous poserons non
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plus
\=N\,+2~\,,

mais
N =N, + AN, + r2\,, Y =Y,+7AY,+AY,,

Nos équations doivent alors étre modifides.

Dans I'équation (7 0) on doit ajouter un second membre %‘:’ — %L
3 J
ct il faut modifier de méme les autres équations déduites de (5 b) par
symétric,
Les équations (8 ¢) doivent également ¢tre modifices pour 12 =1 et
Fon doit les éerive
[US) r

=2, — 20Q7,4+ \,,

A% =, 27 Q% + Y.

S ody

Tout ce que nous avons dit subsiste d'ailleurs ct les fonctions \,, Y ,,
Z, peuvent étre quelconques.

Nous avons ainsi le moyen de développer %, 4, { suivant les puis-
sances de A; mais le domaine de convergence est évidemment limité.

Cleslici qu'on peut appliquer les principes du n® 11,

Nous avons vu que dans le cas ot il ¥ a un nombre fini de degrés
de liberté, les quantités g, (qui sont analogues i %, 1, ) sont des fone-
~ tions rationnelles de %, dont les infinis sont les quantités &= 2,

Iet, le nombre des degrés de liberté ¢tant illimité, Z, 1, ¢ seront des
fonctions uniformes (et trés probablement méromorphes) de «. En
multipliant le développement de Z snivant les puissances de % par un
polynome tel que le suivani

(R = R0 = W) (R B, (R = ),

on ¢endra done heaucoup I'étendue du domaine de convergence (il
est méme probable qu'on pourra U'étendre indéfiniment) et, d'ailleurs,
on augmentera la rapidité de la convergence.

De Ja Uintérét qui sattache a la détermination des 7,,. Nous avons
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vu que cetle déterminalion pouvait reposer sur la considération du

Kpor s e - " .
rapport —=£=2; ici ce rapport s’éerit, en faisant, par exemple, p =3,

| — [+t e [T
(12) = o .
[+ m—g [t

Jobserve que ce rapport est essenticllement positif. En effet, si nous
supposons, comme il convient, \,, Yo, Z,, X, Y., Z. réels, \,, Y,
Z, purement imaginaives; il arrivera que %, 4, G, Z5, 740 &5 seront
veels, tandis (|ue %4y Ty Ty SCPONL purement imaginaires

Les fonctions %, 1, , dépendent évidemment du choix de \, Y, Z;

. .. - v . ky
supposons done quon choisisse X, Y, Z, de facon que le rapport 2

‘S

soil maximum, Le nmximum ainsi obtenu, que jappellerai le premier

III(II.IIN(IIN, est pl'l‘ l\(,‘ll]t‘ll )

Soll maintenant

N =2, +2A,+.. +2,7,
Y =2,B,+%,B. +...+a,B,

7 =2,0C+2,C,+...+a,C,

les 2 ¢lant des coeflicients indétermings, les A, B, C étant des fone-
tions quelconques de ., ), 3.

Lesfonctions A, B, C ¢tant dabord supposées données, choisissons
les coefficients a, de telle facon que le rapport (12) soit minimum. Soil
R le minimum ainsi obtenu. Ce minimum R dépend du choix des
fonctions A, B, C; choisissons ces fonctions de telle facon que R soit
maximum. Le maximum ainsi obtenu sera ee que jappellerai le
P macimum du rapport (12); il sera égala, '

p
Tout est done ramené 4 I'étude des maxima successifs du vap-

port (12).



254 H. POINCARE.

14. — Cas d’une profondeur trés petite.

Tout ce qui précede est susceptible d'importantes simplifications,
quand la profondcur du vase est infiniment petite.

Nous pouvons alors développer loutes nos (uantités suivant les
puissances croissantes de s et négliger le carré de z. Nous aurons alors

. .
E=t 4355, =17 +37" I=C+357,
X = Y'-}-:\ Y=Y+3Y" 1 =17 +:s1",

7, %, .., X, X" ..., étant des fonctions de & ct de 5.
La troisiéme équation (7 ter) devient alors

dy’ gy dX Y
2 _ Y wr
M (d_y dx ) 2000 = dy — du’

Les équations (8) deviennent

—g'a‘l:—\' /\!r' - 1’.[:ri‘,
dy , 2l o
— 8= Y+ Ay 4 20QAY,

Udw = o.

D'autre part (4) nous donne (en négligeant les termes en s devant
ceux qui ne contiennent pas 3)

dgl d”ll Y
de T Ay T T

el (H) devient, en négligeant les termes en 32, A,

v, dh d/l
Syt dy T+ hE

"/r
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Yn

‘n ¢liminant §” entre ces équations, nous trouvons
-, [d¥ dr’ dn ax’' dY’
_ 2 k1 - 1 —
A (d) e )—+—2zm\( y) o @
d(hE) d(hv') o
A T —dyT T

Je lranscris ces équations en supprimant les accents devenus inutiles,
174 , -

) ‘ — g =X+ N £ — 20Qhy,

[ — g% =X noq + 2002

~‘7(l}:'_ - AT 4 208243,

(2) /‘de_—_o.
- <oyl dan\ | .oy 4 dny _dX dY
(j) — A (H;*L'E)Tllglf\(a—x— —'—@)——ay '—-d—-—wa
[ Il,E) I/l y
(1) i';,“;;*‘ - ("d?T") S

Développons maintenant toutes ces expressions suivant les puissances
de n et soit

N =N\, + 4\, + #*X,, Y=Y,+AY,+ 1Y,

o NE - REE L+ N

Nous arriverons & la série d'équations suivantes :

) N rspe 3
Premier groupe.

t (l\.o R % o :;0 . ’
(ra) T o dr T Nos e dy_\“’
(2a) / Sdo =0
dX dY,
(d\(‘(' la condltlon LA N
(I.L )
3a (s ey DYy
(5a) 219((“; + dy,)— dy dr’
, dht dhr,
(ha) b L

dy dy



Y
v
[op)

(10)

(2b)
(30)

(40)

(2¢)
(3¢)
(4e)

(1d)

(2d)
(3d)

(hd)

u.Q(di. dn.> _dXy _dY, | d

H. POINCARE.

Deuriéme groupe.

dz, . .
- Xi—2iQx,,

d;
——ggﬂ =Y, + 2:Q%,,

f{, dw =0,

Bk ikt
by, dhr,
ar dy — ="

Zx + @y

Troisieme groupe.

d% - .
‘ — g7 =Ny — 200+ &,
"dL_. —Y 'QF
ey 2+ 21885 + N,

f’;._. dw = o,

d7.9 . 1";} . d’”
) dy dz’

dhk, dhv,

dr T dr “dy =%

Quatriéme groupe (n>2).

—_— rr(f::i' — 2[‘971 +E .
5 dr n—t T Sn—29

d% .
_gd‘;‘ = '-”QEn—F"nn—zy

f?;,,dw =o,

270 (dEu f(l[’i,:;) dEn—l . dn,

dht, | dhn, _
dz dy = L.

|
|

dy dr’

d'm

'
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A ces équations il faut adjoindre les suivantes :
Soit F (%) une fonction quelconque de Z s’annulant pour /2 = o, on
aura, comme dans le numéro précédent,

fdm[r'(h)(‘i‘n d"y">+(F~hF’)(d -"*')] 0;

d’ou 'on tire les équations

(10a) f(l(o['nﬂt F’—i—(F——/LF)(dx' %)]:o,
(0b) [ dol2i0t, ?’+(F—-hF’)(—§—‘%"-;—%—%)]:o,
(toc) fdm[zzm,,lm-(l« _kr')( Tt - "j;';')]m.

L’équation (10 @) est une condition & laquclle doivent satisfaire les
fonctions X, et Y,.

Les équations (10) et (10c¢) doivent servir & déterminer &, 7,,
z
=n—t Y]n-—!'

Voici comment se dirigeront les calculs :

Les équations (1 @) et (2 @) détermineront §,;

Les équations (3 a) et (§ a), qui sont compatibles si la condition
(10 @) est satisfaite, détermineront %, et 1, & des termes prés

___dfo(h) et dfo(/')
dy Tdr

fy(&) étant une fonction arbitraire de £.
Les équations (1 b) et (2 ) détermineront {, au terme preés

200
+ —Jo(h).
(=]
E N t d’éo d"‘,o drt v e t . A l .
n méme temps % — 2 sera déterminé au terme prés — So(h);

de sorte que I'équation (10 &) prendra la forme

f dw [— [‘—:)— Ffo+(hF —-TF)A f.,] = expression connue.
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C’est I'équation (100 bis) du numéro précédent et nous avons vu
comment il faut la traiter pour déterminer f,(%).

La fonction £, (%) étant ainsi connue, la détermination de &, 1, &,
se trouve achevée.

Et ainsi de suite.

Pour pouvoir appliquer les principes du n° 14, il nous faut vorr ce
que deviennent nos fonctions H,, H,, H, au degré d’approximation
adopté. On trouve aisément

hdw dZ2+ d+?
“2 r:f—— —_L,
) diz

H,=0Q [lz(lw(,m ":Z)

==& [ do.

N, .
Le rapport K, prend alors la forme

— fhdeo (% +12)+ & f1 du
Shdo B+ 1) — gfCdo

En tenant compte des équations (1d)(n=14) et (4d ) (n = 3) cetlc

expression devient
—f/,dm(5§+vr.§)+~j 2 do

(5) ’
. d . 2 dh% dhey \?
jh dwl_(g‘zl—f —ui!na) —+ (o 2104, ]— fd"’< d;3 dyJ)

ct elle ne contient plus que trois fonctions arbitraires
r
&y My G

Ces trois fonctions ne sont pas cependant enticrement arbitraires
car elles sont assujetties a la condition (2d)(n = 4) et & la condition
(10¢)(n =4).

Ces conditions sont d’ailleurs les seules. Si elles sont remplics, on
pourra & l'aide de (3d) ct (4d)(n = 4) puis de (1d), (2d)(n=15)

ct (roe)(n=5), déterminer &,, v,, ¢;, ct ainsi de suite.
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11 reste & voir que ces fonctions &,, 1, {, sont compatibles avec les
équations (1a, b, ¢), (2 a, b, ¢), (3a,b,¢), (4a,0,c), (10a,b),
(1,d, n=3et4),(2d,n=3ct4), (3, 4dn=3) (10, ¢, n=3).

Or cette compatibilité est évidente, (1d, n =4) donnera &, ct 1, et
entrainera comme conséquence (3d,n=3); (4d,n=3) nous
donnera ¢, et entrainera (10¢, n=3) ct (2d, n=3).

Ensuite (1d, n=3) donnera %, et 7, ct entrainera (3¢); (4¢)
donnera {, et entrainera (ro¢, n =2) et (2¢).

On pourra choisir X, et Y, arbitrairement; (1¢) donnera &, et 1, et
entrainera (3 0); (4 0) donnera {, et entrainera (10 b) et (2 b).

Enfin (1) donnera X, et Y, et entrainera (3 b); (4 @) donnera ¢,
et entrainera (10a) et (2a); (1a) donnera X, et Y,.

Voyons maintenant si nous ne pouvons pas nous affranchir de ces
deux conditions (2 d, n = 4), (10¢, n =14).

Pour cela j'observe d’abord que si j'ajoute & &, une constante quel-
conque lc dénominateur de (5) ne change pas.

Il en est encore de méme si j'ajoute respectivement & §,, v, ¢, les

termes
_df(h)  df) 280 f(h)
dy ' “dr tT

[ (%) étant une fonction quelconque de 4.

On est donc amené a chercher a4 déterminer cette fonction f(/) de
telle facon que le numérateur soit minimum.

Je puis encore énoncer le probléme en d'autres termes : quelle est
la condition que doivent remplir les fonctions E,, v,,{, pour que le
numérateur augmente quand on change &,, 1,, %, en

dfh)

dy

9Ny

. df(h) A0
o et ek B 22 (),

et cela quelle que soit la fonction arbitraire f(4)?
Ecrivons donc que la variation de ce numérateur est nulle :

(6) - f/l<23 823 + 7, 8’];) do -+ g_rs; 3(4 dow = o.
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Cette condition doit étre remplie quelle que soit £(4) quand on fait

tl I/ afih 2(0
RS R R

N4
0;3 =

d’ot
(6%is) [ (s,d n;j—,;:)dm+2iﬂft_‘fdw=o.

Posons f=F', f'=F"; nous pourrons encore supposer que F
s'annule pour % = o, et nous aurons

f/z "(‘észh dh)dw—i—'nﬂft F'dow = o.

Or, LF” est la dérivée de A" — T, et comme AF' — F s’annule
pour /. = o, I'intégration par parties nous donnera

fh[‘"( h — ", dh) lw~_—f(le' F)( L d"’)dw

On tire de la

(6 ter) f[(F——lF')(—’-’ - -jj—) 42401, F’] do = o,

ce qui n’est autre chose que I'équation (10¢, n = 4).
Si, de méme, dans1'équation (6 bis) nous faisons

S=r

il vient

ce qui n'est autre chose que I'équation (2d, n =4).
Nous sommes ainsi conduits & I'énoncé suivant :
Considérons le rapport (5) ot §;, 1,, {, sont trois fonctions tout &
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fait arbitraires; ou mieux le rapport

f(lz w2+ ho*+ gwt)dw
dw dw : dhe  dhe\*|
fd [IL( ‘—i—+2£.c>+lt(”c—l}——-2uu)+o(d$ +W)]

ol j’ai posé

(5 bis)
8, =1iu, N =11, 1=,

de telle facon que les trois fonctions arbitraires , ¢, & soient réelles.
Posons maintenant

d f(h)

u=—=~u,u, +a2u._. ~+ e 1,,“,, — T)

d f(h)

C=0 0, + Aty +..0+ Zp&'p -+ dr E]
2Lf
W—aw.+aw,+..+zpw—— -
o

Dans ces expressions les a; sont des coefficients indéterminés, les «;,
les ¢;, les w; des fonctions complétement arbitraires; f(/) une fonction
arbitraire de /.

Regardant d’abord les u;, les ¢;, les w; comme déterminés, nous
choisissons les a; et f(/) dc telle fagon que le rapport (5 bis) soit aussi
petit que possible; soit R le minimum ainsi obtenu qui dépendra
des u;, des o; et des w;; choisissons les «;, v;, w; de facon que R soit
aussi grand que possible; le maximum ainsi obtenu, que j’appellerai

le p + ri®™e maximum sera <3 ),

La définition du p + gme maximum se trouve ainsi un peu modifiée
puisqu’au lieu de p +1 coefficients arbitraires, on a p coefficients arbi-
traires «; et une fonction arbitraire f(/). Mais cette modification n’a
rien d’essentiel.

Ainsi la détermination des périodes des oscillations propres du
vase lournant est ramende & la recherche des maxima successifs
du rapport (5 bis).

De cette détermination dépend, comme je I’ai expliqué & la fin du
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numéro précédent, la possibilité d’étendre le domaine de convergence
des séries procédant suivant les puissances de A et d’augmenter la
rapidité de leur convergence.

Ainsi I'étude du mouvement des mers, en tenant compte de la rota-
tion du Globe, se trouve rattachée aux principes exposés dans la pre-
miére Partie de ce Travail, ol je négligeais cette rotation.

Dans un cas comme dans ’autre on est amené & envisager les maxima
successifs du rapport de deux intégrales.

C’est ce qu’on comprendra mieux d’ailleurs si je montre ce que de-
vient le rapport (5 bis) quand on suppose la rotation nulle.

On a alors

Q=o, Uu=y¢=0

et le rapport se réduit a

adw
1

o [ di\2 duw\* ’
3 ‘
f"[(dr} <d.)') ldw

ce qui est précisément le rapport envisagé au n° 6.
Il resterait & tenir compte de la courbure; mais c’est ce qui pourrait
se faire d’aprés les mémes principes.




