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Sur Véquilibre et les mouvements des mers 
[DEUXIÈME PARTIE (')]; 

PAR M. H. POINCARÉ. 

8. — Mouvement relatif. 

J'ai jusqu'ici négligé les effets de la rotation du Globe et de la force 
centrifuge composée; pour en tenir compte, je rappelle d'abord les 
principes fondamentaux de la dynamique des systèmes en mouvement 
relatif et plus généralement des systèmes où interviennent des forces 
gyrostatiques. 

Soient q
{

, q
2

, ..., q
n

\ q
n
+

x
, q

n+i
, ..., q

n+k
 les η-h k coordonnées 

qui définissent la situation du système. En reprenant les notations 
du n° S, les équations de Lagrange s'écriront 

(·) £ ατ _ <<τ du _ n 

Parmi les paramètres y, nous distinguerons : 
i° q

it
 q^ ..., q

n
, que j'appellerai les q

a
 ou les paramètres à varia-

tion faible. 
2° qn+\i 2> · · ·> qn+ki que j'appellerai les q

b
 ou les paramètres à 

variation rapide. 
Je supposerai que Τ et U sont indépendants des qb, Τ dépendant 

(*) Voir même Volume, Fasc. 1, p. 57. 
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seulement des q'b; et que Q^ = o. L'équation de Lagrange devient 
alors 

dt dqh ~ °' 

d'où 

(») Γ = X. + Χ'Γ, + 

pb étant une constante. 
Soit maintenant 

h=T-U-2/>.?;· 

Des équations (2) on peut tirer les q'b en fonctions des q
a

, des q
a
 cl 

des constantespb\ et si l'on substitue dans H les valeurs ainsi trou-
vées, H n'est plus fonction que des q

a
 et des q

a
. 

Pour éviter toute confusion je désignerai par des d ordinaires les 
dérivées prises par rapport aux q

a
 et aux q'

a
 en regardant les qb comme 

des variables indépendantes et par des d ronds les dérivées prises par 
rapport aux q

a
 et aux q'

a
 en regardant les q'b comme des fonctions des 

q
a
 et des q

a
. 

Il vient alors 

àqa ~ dqa dqa + 2d dq'b dqiX 2dPb dq« 

àq'a ~ dq'a + 2d dq'h dq'it 2dPb d(/'„ 

ou, en vertu des équations (2), 

dH dT dU 
àqa ~~ d<Ia àq

a
 ' 

dH _ dT 
àq'a ~ <*q'a ' 

de sorte qu'avec les nouvelles variables les équations de Lagrange 
deviennent 

(3) d«4 ''dw* ^ du7' du2 "* d//2 
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Si les forces extérieures sont nulles, ces équations se réduisent à 

( 3 bis) d dit __ 
Ôt dq'

n
 Ô(]

a
 ' 

dont la signification est bien connue. Elles veulent dire que l'action 
hamiltonienne 

doit être minimum. 
Les équations (3 bis) entraînent la suivante qui est l'équation de la 

conservation de l'énergie 

Dans le problème qui nous occupe, nous aurons un seul paramètre 
à variation rapide qb : c'est l'angle dont le globe solide terrestre a 
tourné autour de son axe à partir d'une certaine position prise pour 
origine; sa dérivée q'

b est sa vitesse angulaire de rotation. Nous 
aurons une infinité de paramètres à variation faible q

a
 qui définiront 

la position relative des particules liquides par rapport au globe 
solide. 

Τ est un polynome homogène du deuxième degré par rapport aux 

q'
a
 et aux qb ; U ne dépend pas de ces quantités; les sont des poly-

nômes homogènes du premier degré en q'
a
 et qb. 

Les q'b tirés des équations (2) sont des polynômes du premier degré 
non homogènes par rapport aux q

a
\ H est donc un polynome du 

deuxième degré non homogène par rapport aux q'
a

. 
J'observe que H n'est déterminé qu'à une constante près, puisque 

cette fonction n'intervient que par ses dérivées; je puis donc, sans 
restreindre la généralité, supposerque H s'annule avec les q

a
e t les q

a
, 

de sorte que son développement suivant les puissances de ces quan-
tités ne contiendra pas de termes de degré o. 

Je pourrai même, sans changer les équations (3), ajouter à H un 
terme de la forme Aq'

a1
 A étant un coefficient arbitraire; cela revient 

f'Hdi 

- '·=H - Σ ̂ q'a = const 
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en effet à ajouter à la constante A; ce qui ne change pas 

d dH 
dt ô<j

a
' 

Je puis donc encore, sans restreindre la généralité, supposer que, 
dans le développement de H, les termes du premier degré par rapport 
aux q' et de degré ο par rapport aux q disparaissent. 

Enfin je supposerai que les valeurs 

9c = °, q'
a
 = ο 

correspondent à une position d'équilibre stable; les équations (3 bis) 
se réduisent alors à 

d\\ 
àq

a
 " °* 

Ainsi les dérivées premières de H doivent s'annuler pour q
a
 = q

a
= o; 

ce qui montre que le développement de H ne contient pas de termes 
du premier degré et commence par des termes du deuxième degré. 

Quant aux termes de degré supérieur au second, nous pouvons les 
négliger parce que les q

a
 et les q'

a
 sont très petits. En définitive nous 

pouvons regarder H comme un polynome homogène du deuxième 
degré par rapport aux q

a
 et aux q'

a
 et nous écrirons 

H = Ho-h 2H, -h H0. 

H, sera du degré 2 par rapport aux q'
a
 et de degré ο par rapport 

aux qa. 
H, sera du degré 1 par rapport aux q'

a
 et de degré 1 par rapport 

aux qa. 
H

0
 sera du degré ο par rapport aux q

a
 et de degré 2 par rapport 

aux qa. 
L'énergie Ε sera alors évidemment égale à 

E = H
2
-H

0
. 

Les équations (3) deviennent alors des équations linéaires à second 
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membre et à coefficients constants; et les équations (3 bis) sont les 
mêmes équations sans second membre. 

Pour intégrer ces équations sans second membre, posons 

Ça =&a eiyt 

nous aurons η équations linéaires et homogènes par rapport aux η 
quantités α

β
 e'7i ; en écrivant que leur déterminant est nul, on obtiendra 

une équation de degré 2Λ en λ, qu'il s'agit d'étudier. 
Celte équation a été étudiée d'une manière approfondie par Tait 

et Thomson dans leur Traité de Philosophie naturelle. De tous les 
résultats intéressants qu'ils ont obtenus au sujet de la réalité des ra-
cines, un seul nous est nécessaire. 

Si les formes quadratiques H., et — H
e
 sont définies positives (c'est 

le cas auquel nous aurons affaire) toutes les racines sont réelles. 

9. — Étude des équations sans second membre. 

Ces résultats bien connus étant rappelés, cherchons à étendre à ce 
problème ainsi généralisé les résultats du n° o. 

Le principe de la moindre action de Hamilton nous apprend que 
l'intégrale 

J = f Hdl 
'a 

doit être minimum ; à la condition que les q
a
 soient assu jettis à avoir 

des valeurs données pour l == t
0
 et pour / = t

{
. 

Si cette condition n'était pas remplie, nous aurions 

du '' du ' du ' du du du '37—";^ 

Si le mouvement est assujetti à être périodique de période /, — 
les expressions 

du 
7« ία' 5£· °7« 

reprendront les mêmes valeurs pour t = l. et pour l = t,, et l'on aura 
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encore 
SJ = o. 

Ainsi l'intégrale J est encore minimum si le mouvement est assu-
jetti à être périodique et si l'intégrale est étendue à une période 
entière. 

Cela posé, soit 
qn = a (k) etyq 

une solution (imaginaire) des équations (3 bis) et 

?» = W'e-V 

la solution imaginaire conjuguée. 
Si nous faisons 

(4) ?« = ï»eft''-f-S„<r'V, 

l'intégrale J prise entre les limites t= ο et * = y- devra être minimum 

(ou tout au moins sa première variation devra s'annuler) quand on 
v fera 

) a — » 0« — · 

Voyons quelle est la valeur de cette intégrale. L'expression de H, 
quand on y substitue à la place des q

a
 leurs valeurs (4), se composera 

de trois termes : i° un terme en eaiV, qui sera homogène du deuxième 
degré par rapport aux γ

α
; 2° un terme indépendant de /, qui sera 

homogène du premier degré tant par rapport aux que par rapport 
aux δ

Λ
; 3° un terme en e~2'V qui sera homogène du second degré par 

rapport aux S
a

. Soient H', H", Hw ces trois termes 

H = H' -h H"+ H". 

Les intégrales de H' et H'" sont nulles; de sorte que 

J = H". 
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La variation δΗ" de H" doit donc être nulle, quand γ
Λ
 = ajf', 

Sa = B(k). 
Mais, à cause de la forme bilinéaire de H", cela peut encore s'énoncer 

autrement : 
H" doit être nul quels que soient les y

a
 quand on y fait 8. = ft" ^ 

quels que soient les S
a
 quand on y fait y

a
 = α(k) 

Voyons quelle est la forme de H". 
Nous avons posé 

H = H
2
4-2H

I
4-H0. 

Nous devons remplacer les q
a
 par 

cl les q'
a
 par 

y
rt
e'V-t- è

a
e~tlic 

'Μγββ'ν — Sae - iykl) 

On voit que H
2 contiendra λΑ en facteur et que H, contiendra λΑ. 

H est donc un polynôme du deuxième degré en λΑ. 
Nous devons ensuite conserver les termes indépendants de l\ nous 

aurons alors 
H" = MaXJ + 2ίλΑΜ, M

0
, 

M
2

, M, et M
0
 étant des formes bilinéaires en γ

Λ
 et 8

n
. 

H" ne doit pas changer quand on permute y
a
 et 8

a
 et qu'on change 

λΑ en — λΑ. 
On a donc 

Μ;>(γ
Λ

, ^a) M.> (ό
β

, V«)' Mo^a) — M
0
(à

(t
, γ„), 

Μ,(γ
β
,δ

β
) = - Μ,(δ

β
,γ

β
). 

D'après ce que nous venons de voir, on doit avoir, quels que soient 
les 8

a
, 

KM,(a* 8
rt
)-t- 2AaM.«a', o\)+ M

0
(af, δ

β
) = ο. 

On aura donc en particulier 

(5) X;M
2
(af, 0+ 2ίλ

Α
Μ, («?>, αΓ) -h Ο = ο 
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et de même 

Y2 M2 (q (m), <') + «λΜ,ί.;1, o+M
0
(«r, Ο=ο 

ou, ce qui revient au même, 

(<i) «<»')- «r)+ M
0
«", «»') = o. 

Les deux relations (5) et (6) montrent que l'équation 

(7) λ^Μ, H— 2 ίλΜ ι -f- M0 = ο 

a pour racines 
λ — ^ — ^m· 

Reprenons l'équation des forces vives 

1I2
 — H

0
 = const. 

Cette équation doit être satisfaite en particulier quand on fait 

q
a
 = a^A)e'V c'*»'. 

Le premier membre de l'équation des forces vives contient alors 
des termes en <?2ίλ*', e2'*»»', Le coefficient de cette dernière 
exponentielle doit s'annuler à moins que 

Supposons donc 
^■Ar"+~ — °-

(8) ~^-k < ^/n î 

le coefficient de cette exponentielle est nul, ce qui entraine l'égalité 

(9) - λ λ
ιη

Μ
2
«*\ Ο - Μ.(αί», Ο = ο. 

Nous pouvions le prévoir, car le produit — λ
Α
λ„, des racines de (7) 

doit être égal àM0 
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Considérons quelques cas particuliers; si l'on fait A = m, l'équa-
tion (j), l'équation (6) et l'équation (9) se réduisent à 

*îm, ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF) = L» = ± .. 

Soit maintenant 
— 'ν/π art — ' 

l'équation (9) ne sera plus vraie, mais les équations (5) et (G) subsis-
teront et s'écriront 

*îm, ΛΪΜ*)- M,TF) = L».(»Ί', ?*)- M,TAZ) = L» = ± ... 

L'équation (7) a alors une racine égale à 7^.; mais sur l'autre racine 
nous ne savons rien. 

Comme les 11e sont déterminés qu'à 1111 facteur constant près, 
et que les β* sont imaginaires conjuguées des a*, nous pourrons sup-
poser qu'on les a choisis de telle façon que 

(10) ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF) = L» = ± .. 

Un cas particulier qui a été traité à fond par Lord Kelvin est celui 
où les coefficients de H, sont très grands par rapport à ceux, de II0

 cl 
de II,. Il y a rencontré des résultats analogues à ceux que nous venons 
de trouver dans le cas général cl il serait intéressant de les déduire 
des résultats généraux. 

Si H, est très grand, λ ne pourra ctre que très grand ou très petit. 
Supposons λ très grand; nous pourrons donc dans nos équations né-
gliger M„. Les équations (5) et (G) s'écrivent alors 

λΑΜ2 ■+■ 2ÂM, = ο, λΛΜ3 — 2/M, = o. 

et l'on en déduit, si λΑ n'est pas égal à —Ym 

M.«, C) = »· 

C'est l'équation de Lord Kelvin (Cf. Tait et Thomson, Philosophie 
naturelle, 3e édition, n° 345xv). On s'en rendra compte aisément. 

Journ. de Math. (5· série), tome II. — Fasc. Ill, 189O. 3θ 
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Les deux auteurs anglais ont choisi des variables particulières de telle 

sorte que 
H==2f-

L'équation précédente s'écrit alors 

Σ < <"'=··· 

10. — Étude des équations à second membre. 

Revenons maintenant aux équations à seeond membre 

di d>]\, dtja = Qa. 

lilies signifient que l'action doit être minimum, c'est-à-dire que * 

(11) 

Soit 

f (^H +2Q
e
dV)i// = o. 

Q« = -t- r
a

eùt + s 
t
,<'~r". 

On pourra satisfaire aux équations en posant 

q<i = %<ic'nr -+■B a e-is 

et l'équation (ι i) devra être satisfaite si, donnant aux </„ et aux (
ν
)

Λ 

ce? valeurs, on fait 

f. — — ) ' 

0/7 = *·' (*''r -f- 0 c~''1, 

el cela quels que soient γ
α
 et δ

β
. 

Nous ferons en particulier 

7« = ο, ό„ = α„Α 
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et l'équation (ι i) deviendra 

(12) λ2 M,(a
w

, af) 4- 2 /λM, (a,„ a^) + M
0
(a„, a;f ) = -2'«*« '· 

Des équations (12) on pourra tirer les a
rt

, et l'on tirerait de méine 
les β

Λ
 des équations 

< ,-ibU) λ«Μ,(?.,^)-2»·λΜ,(?., ?*) +0/7 = *·' (''1, 

éludions les équations (12); on voit qu'on peut en tirer les a
n
 cl 

que ces quantités seront linéaires et homogènes par rapport aux r
(l
 et 

rationnelles par rapport à λ. Considérons-les comme fonctions de λ. 
i° Je vois d'abord que les α

β
 s'annuleront pour λ = ac. 

2° Les valeurs de λ pour lesquelles les a
ft
 deviendront infinis seront 

celles pour lesquelles on pourra satisfaire aux η équations 

(13) 
j λ8M

2
(α„, a*) 4- 2ίΧΜ, (a„. aj) 4- Μ

β
(α„, a*'; = ο 

( (k = 1, 2, ...,/*) 

sans que les α
α
 s'annulent. 

En annulant le déterminant des équations (i3) on arrivera à une 
équation de degré in en λ; les valeurs cherchées sont donc au nombre 
de in. 

Or on satisfait à ces équations en faisant 

λ = λ„„ «" λ = -λ,„.. 0/7 = *·' (*''r -f- 0 c~''1, 

Les 211 infinis des fonctions α
β
 sont donc 

λ=±λ
1
, λ =± Α., ..., λ =± λΛ. 

Il reste à chercher les résidus correspondants. 
Posons donc 

*îm, ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M 

il s'agit de déterminer ρ et les γ
Λ

. 
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Nous avons pour cela les équations suivantes 

r=r «:> + αίλΜ,ί»:, *!,)+»1)1 

-+-|X*M
a
(y

r
„ a*)-f- 2ΓλΜ,(γ„, α* ')·+■ Μ

β
(γ„, ^

(
)| = -V/V(a„ 

ou en faisant tendre λ vers λ,„ cl tenant compte de la relation (f>) 

J 2?|λ.Μ,«, a*)+ «1)| 

■' ( +|λ?,
ι

Μ
2
(γ„,αΐ4-αίλ,„Μ,(γ„,»1)+Μ

β
(γ„,«1|=—( +|λ?,ιΜ2 

Mais on a, quels que soient les γ
Λ

, 

( +|λ?,ιΜ24Ο - (γ«, Ό -+- Μ
0
(γ„, <') = ο. 

ou bien encore, en changeant λ'" en — λ'" et a'" en , -

(.•~»> AiΜ,(γ„, Κ')+ »'λ,„Μ,(> ?1) + νι
0
(γ„, = ». 

Parmi les equations (i f) nous distinguerons celle qui correspond à 

elle se réduit à 
ΛΑ Λ/«» •'•il r,/ 1 

(.G) 7.p[X,„M2«, ?;) + '.Vl.W, =-2 '·-?:? 

c'est de celle-là qu'on déduira p. 

Mais à cause de (ίο) cela peut s'écrire 

Nous lirons de là 

ΛΑ di d>]\, dtja 

07) 
m = η 

α« —2ιΜ λ-λΜ >. + λ„ 
/// = 1 
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ou en posant 
2V„X'=-U,„, £,·„*; = -Λ,„. 

îm, ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF) = 

Développons a
rt
 suivant les puissances croissantes de A sous la 

forme 
*« = ε« ■+■ + · · ·» 

il viendra 

1 CIF — ^ '/«(,"»»C« £*ιη ' 

0^) ' 
I ftrt ΛΑ/W )S ' wrt ) 3 ' 

Posons maintenant 

P-<f — Λ,0\®·λ' &«/ϊ — -Y1l\wrtî w« '' *'/»·'/ - · Λ «■ ■ 

on trouve immédiatement 

(A) J /»,'/ Ί /).</? q '^/V/ ^ P'P
 = 0 

A" ou s pourrons écrire les formules (18) sous la forme 

(18 In s) ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF 

avec celle convention que le signe ̂  nc porte pas comme ̂  sur 

// termes, mais sur 111 termes partagés en deux séries; pour la pre-
mière série m varie de 1 à n \ et l'on passe d'un terme de la première 
série au terme correspondant de la seconde en changeant λ,„ en — λ,„, 
α™ cl A

m
 en β™ et B

m
 réciproquement. 

Il vient alors 

,)" -_V I —(V" <q) 

J' p.q.=—2'I«7? m'«'<!). 

VK =-2λ ̂ ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF 
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On a d'autre part 

d'où 
Ym M2 ( s q) + El)+ :WX

m
M,«\ ε*)4-Μ

0
«', ε* ) = ο: 

Οθ) Jn p.«,/-+- '^'Vv4",ιΖ"1-'* — °· 

On trouverait de même 

(19 ù/6·) J p.q-1 - •·
!
'·

Ι
Μ+··

Ι
Μ-Ι ="· 

On trouvera une autre relation de la façon suivante; il vient 

*îm, ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF) = L» = ± .. 

^ _ /» 

La somme V contient 4"2 termes, cliacun des iu termes de sj"1 

(expressions iS bis) devant être combiné avec chacun des ·ιη termes 
deC-

De même 

1 — V Η"'Η/· \ί ( ν y' \\ |. 

( lonsidérons la somme 

J n p-i.y-ι ''/'.«/* 

K11 vertu de l'équation (9) tous les termes de cette somme (qui 
sont au nombre de 4Ό disparaîtront à l'exception de ceux (au 
nombre de 2η) qui sont tels que 

\k = - λ„,. αί = Κ', = A m. 

Il vient donc, en tenant compte de (10), 

p-\ 1/ t /'.7 ίι'+ί \ / V 0 '"/«'''a/ 

7ίι'+ί \ / V 0 '"/«'''a/' 
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ou enfin (puisque les termes sont égaux deux à deux au signe près) 

O) Ί;» t.'/ ι Ίρ.ν / , ^-'Ί «» lb»i b« 

si ρ ■+■ q est pair et 

(20 bis) .Γ,
 Ky

 | -+-J^
y
 = o, 

si ρ + q est impair. 
L'expression -H JiM

 ne dépend donc que de ρ + q cl de la 
parité de <7; elle change de signe sans changer de valeur absolue, 
quand q augmente d'une unité et que ρ diminue d'une unité. On a 
donc la relation 

d'p-!.»/■+" 'f/H-l.tf ~+" ^p.f-t "+~ ^ ρ.η+\ ° 

que l'on pourrait d'ailleurs obtenir en ajoutant (19) et (igfrV). 
En faisant dans cette relation q — ρ, on trouve 

2 J' fl.p-i -'^p.p-ri — η, 

de sorte qu'on retrouve l'équation (20 bis). 
De (19) et (19 bis) on déduit encore 

*'/> t.y+2/J
p

 ,
f
 Ίy,4-2 l J

/>u|
q-1 

Toutes ces relations montrent que les fonctions Jp<q ne sont pas 
indépendantes les unes des autres; considérons l'ensemble des fonc-
tions J telles que p-hq<2ii, des fonctions J'telles que p-hq<2ii — 1 
et des fonctions J" telles que ρ -h qSzn — 2; le nombre total de ces 
fonctions qui sont distinctes en tenant compte des relations (A) est 
de in- -h (η -+- i)2. Le nombre des relations distinctes de la forme (19) 

est /1(2/1 — 1); il reste donc seulement /*2-f-3/*-t- 1 fonctions dis-
tinctes. 
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11. — Cas de l'équilibre stable. 

.Je vais me restreindre maintenant au cas où H
2 cl — H

e
 sont deux 

formes quadratiques définies positives, de sorte que l'équilibre reste 
stable, môme si Von supprime les forces centrifuges composées. 

C'est évidemment le cas de la nature, dans le problème qui nous 
occupe. 

Alors, d'après ce que nous avons vu plus haut, tous les \
m
 sont 

réels. 
Mais ce n'est pas tout; si γ„ el c

a
 sont imaginaires conjugués, 011 a 

Il vient donc 
Μ,(ν„, i„ ) > <ι, M „(γ„. £„) < <>. 

*îm, ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF) = 

ce qui montre que tous les nombres que nous avons appelés 1
A
 et 1

OT
, 

et qui dans le cas général peuvent être égaux à H- ι ou à — i, sont 
dans le cas qui nous occupe tous égaux à 4- ι. 

Toutes les formules qui précèdent se trouvent ainsi notablement 
simplifiées. 

Il· en résulte une série d'inégalités sur lesquelles il me reste à ap-
peler l'attention. 

Supposons en particulier que r
(l
 soit réel; c'est-à-dire (pie r

(l
 = s

a 

puisque r
a
 et s

a
 sont imaginaires conjugués. 

Les quantités α™, β™ sont imaginaires conjuguées, de mcnie que 
.v„ et que A

w
, B,„. 

Il en résulte que tp
a
 est réel si ρ est pair et purement imaginaire si ρ 

est impair. 
On a donc, si ρ est pair, 

Ms(«)>o, Μ,(ί;,εϊ)<ο 

et au contraire, si ρ est impair, 

Μ,(ε;,ε;χο, M„U:;,
£<
<;)>O, 
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c'est-à-dire que 

(21) 
J,.,>«» Jp,p<° (pour ρ pair), 
yiuP < «j > 0 (Pour 9 impair). 

Il est clair d'ailleurs qu'on aura dans tous les cas 

·>Λ/. = °· 

Cela posé, reprenons l'équation ( 20) qui s'écrit maintenant (puisque 
1/» — ' 

(2o) (p + qp air). 

Si nous faisons q = p, il vient 

(J'' p-1. p-1 + JJ
m

)(- «r'=42^#· 

Comme A,
n
 et B,„ sont imaginaires conjugués le second membre est 

positif, d'où l'on tire 

J p-1, p-1 -H Jp,p <0 (si/> est pair), 

J'' p-1, p-1-H ip,p > O (si ^ est impair). 

Ces inégalités sont d'ailleurs des conséquences immédiates des iné-
galités (21). 

Je poserai pour abréger 

j( W,+J«o<- ■)""=2 =
 K

" >"■ 

Cette valeur de nous montre alors d'autres propriétés du 
nombre K.^, qui font ressortir son analogie avec les intégrales J

2p
 envi-

sagées dans la première Partie. 
On trouve en effet 

*îm, ΛΪΜ.(»Ί', ?*)-

Journ. de Math. (5· série), lorae II. — Fasc. III, 1896. 31 
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de sorte que le rapportva constamment en croissant; sa limite 

pour ρ infini est en général égale à la plus grande des valeurs de r^-· 
Si l'on a donc 

"K < λ:, <· · ·<Y 2 

la limite de ce rapport seray 2 

Λ moins que A, (et par conséquent 13,) ne soient nuls, auquel cas 

celte limite serait égal à A; 

A moins que non seulement A, et 13,, niais encore A;, et IL ne soient 

nuls, auquel cas la limite serait A; 
Lt ainsi de suite. 

Cela posé, reprenons l'équation 

( ι a) λ" Μ,(α„, α*)-h ii\M,(a„, a* ) -+- M
0
(a„, a*) = - £a* = A

a 

(jui doit être satisfaite par le développement 

On en déduira 
xa = eo■+" "+~ Κ, + 

(22) 

ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF) = L» 

*îm, ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF) = L» = ± 

*îm, ΛΪΜ.(»Ί', ?*)- M,TF) = L» = ± 

Les équations (22) nous donneront les 'λν quantités 

(28) *îm, ΛΪΜ.(»Ί',) 

On pourra donc former 

.(»Ί', ?*)- M,TF) = L» = ± 
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et par conséquent le rapport 

— 3 ï Ve' — 

Les quantités (23) sont des fonctions linéaires des η quantités /·„; 
K

a
 et K, sont donc deux formes quadratiques définies positives par 

rapport aux r„. 
Les Ak sont des fonctions linéaires des /·„, mais à coefficients imagi-

naires; les BA sont les formes imaginaires conjuguées des Aa. 
Les r

a
 sont au nombre de η comme les A* et les BA; mais nous 

avons supposé les r
n
 réels tandis que les Ak cl les BA sont imaginaires. 

Si donc nous donnons aux /·„ des valeurs réelles quelconques, nous 
ne pouvons pas choisir ces valeurs de façon à donner aux Aa des 
valeurs imaginaires arbitraires; il doit donc y avoir η relations 
linéaires entre les η quantités Ak et les η quantités BA; ou, si l'on 
aime mieux, entre les parties réelles et imaginaires des Aa (ces rela-
tions expriment d'ailleurs que la somme des résidus des fonctions a

rt 

qui sont η fonctions rationnelles de λ; que cette somme, dis-je, est 
nulle). 

En revanche, les produits Aa BA, qui sont au nombre de />, sont réels 
et positifs; on peut donc choisir les r

a
 de façon qu'ils aient des valeurs 

réelles et positives, arbitraires en ce sens qu'elles ne sont assujetties 
à aucune égalité, mais devant satisfaire à certaines inégalités. 

Cela ne me suffit pas encore pour mon objet; mais nous pouvons 
déjà en tirer certaines conséquences. 

On a en effet 

K_ Am Β„, _ ·\^ A„, B„, 

ce qui nous montre que le rapport j^est toujours compris entre ̂  

et Λ; nous avons donc déjà des inégalités auxquelles doivent satisfaire 

λ, et λ„. Les mêmes considérations nous donneraient également des 
inégalités auxquelles devraient satisfaire les autres λ

ω
. 

Au n° 5 nous avons montré que, pour le mouvement absolu, la dé-
termination des λ,„ se ramène à fétude des variations du rapport de 
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deux formes quadratiques; ici l'étude d'un rapport analogue ne nous 
donne plus les λ,„, mais des limites supérieures ou inférieures de ces 
quantités. 

Mais on peut aller plus loin; n'assujettissons plus les r„ à être réels, 
mais posons 

/
 a

 — "4" ι λ <Γ
Λ

 j 

les et les σ
α
 étant réels. Soient alors ε

α
 et ε* ce que devient t

a
 quand 

on y remplace r
a
 par p„ et par σ

α
; il viendra évidemment 

α„ — (ε^ H- λε„' -κ.ίλ(ε," + λε„' -κ..) 

et par conséquent 

— c« — Si + t6rt » Si— 6rt + i6« +···' 

ce qui montre que ε* est encore réel si k est pair et purement imagi-
naire si k est impair. 

Je remarque que α„ est encore une fonction rationnelle de λ et que 
cette fonction conserve sa propriété essentielle, à savoir qu'elle ne 
change pas quand on change h la fois i en — i et λ en — λ. 

Ses infinis sont toujours ± λ
;η

; si alors j'appelle λ,,,Β,,,α"' le résidu 
relatif à λ,„, et —X

W
AWB,7 le résidu relatif à — λ,

Λ
, il sera facile de 

voir : 
i° Que A

;n
 et B,

rt
 sont les mêmes pour tous les α„ et ne dépendent 

pas de l'indice a; 
2° Que A

m
 et B

m
 sont imaginaires conjugués. 

On n'a plus : 

mais on a 
2 rX=-·*».. 2'»*» =-Λ»' 

B/n — 2 Ρ» — 2 (?« —iym ja) 

En revanche, les formules (18) et toutes celles qui s'en déduisent 
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restent vraies de sorte que l'on a encore 

{+'«.χ- = Σ τϊγ
=K

" >"· 

Les équations (22) doivent être remplacées par les suivantes : 

( 22 bis) 

1 =Epn zn-1 

j Μ,(ε^«ί) = - ί]£σ„a*, 

j Μ,(ε^«j Μ,(ε^«ί) = - ί]£σ„a*,ί]£σ„a*, 

On tirera de là les 3n quantités (23) sous la forme de fonctions 
linéaires des p

a
 et des σ

Λ
. Donc K.., et K, seront des formes quadra-

tiques définies positives des p
rt
 et des σ„. 

Mais les p
tt
 et les σ

Λ
 sont au nombre de 2/1; on pourra donc les 

choisir de telle façon que les A,„ puissent prendre des valeurs imagi-
naires arbitraires et que les Α

ίΜ
Β,„ = | A*

w
 | prennent des valeurs 

réelles et positives complètement arbitraires. 

Alors~ sera le minimum du rapport^» etrV en sera le maximum. 
λ,- κ, λ \ 

Posons 
Gn — & 1 ?« + ^2 ■+"··· + %p'fr 
G0= 0, σ^-l- 0

2
 <s~ 4-... +0n x 

Choisissons ensuite les 0 pour que le rapport soit aussi petit que 
possible, en supposant les ρ* et les σ* donnés. Le rapport dépend 

encore des p* et des σ* et son maximum nouveau sera En somme 
'/ 

nous retrouvons tous les résultats du n° o. 
Avant d'aller plus loin, observons que les deux formes H

2
 et H

(l 

jouent un role analogue; toute notre analyse subsisterait si nous chan-

gions H* en — H
0

, Mo en — M
0
 et λ en 



238 H. P0INCARÉ. 

12. — Problème du vase tournant. 

Considérons un vase qui contient un liquide pesant, mais qui est 
assez petit pour que la pesanteur puisse être regardée comme constante 
en grandeur et en direction. 

Ce vase est animé d'une vitesse de rotation uniforme Ω autour d'un 
ave parallèle à l'axe des z. La surface libre du liquide en équilibre 
n'est plus alors un plan horizontal, mais un paraboloïde de révolution. 

Toutefois nous supposerons que Ω est assez petit pour que l'on 
puisse négliger Ω2 qui entre en facteur dans la force centrifuge ordi-
naire, sans pouvoir négliger Ω qui entre en facteur dans la force cen-
trifuge composée. A cette condition, nous pourrons regarder la surface 
libre comme un plan horizontal. 

Du reste si Ton avait à tenir compte de Ω2, il n'y aurait à faire subir 
aux résultais que quelques modifications très simples. 

11 s'agit d'étudier les petites oscillations du liquide dans ce vase. 
Pour cela nous allons voir comment les principes du n° 8 peuvent 

s'appliquer au mouvement relatif d'un système par rapport à des axes 
mobiles. 

Soit un système formé de u points matériels 

/>?,, //i2, ..., ///„. 

La masse du point m, sera m, ; ses coordonnées par rapport aux axes 
mobiles seront 

x0y il "i 

dans l'état d'équilibre, et 

■vi -*· η.·» -/·+" ζ/ 

dans l'état de mouvement. 
Si les axes mobiles sont animés d'une vitesse de rotation Ω autour 

de l'axe des s, les projections de la vitesse absolue du point m, sur les 
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trois axes mobiles seront 

§-ΰ(7,.+ η,), *'+0 (,, + ξ,). § 

et la force vive absolue du système sera 

j τ = +Στ{ά> + ά + *ρ) + αΣ'"{χ3ί-?Τί) 
(1) 

j + a 2>(ξ% - η Jt) + V 2'»!(·'· + $)* H-(/ + η)\Ι· 

Le premier terme représente la force vive relative, le second et le 
troisième représentent, au facteur près Ω, le moment de rotation dans 
le mouvement relatif; le dernier terme, qui contient en facteur Ω2, est 
négligeable. 

La vitesse angulaire Ω joue le rôle de q'h, et l'on a, en négligeant 
dans Τ le terme en Ω2, 

/'»= 7û =l"'[xiï -■>'di)-hl'"(iÂ-r';7,)> 
d ou 

(·->) 
j τ = +Στ{ά> + ά + *ρ) + αΣ'"{χ3ί-?Τί) 

( -ΩΣ»Ότ;-4;)-υ· 

D'après une remarque faite au n° 8, nous pouvons supprimer dans II 
les termes du premier degré par rapport aux q'

a
 qui sont représentés 

ici par le second terme de l'expression (2), de sorte qu'il reste 

+Στ{άρ) + "{χ3ί-?Τί) 

d"où 
+Στ{άρ) + "{χ3ί-?Τί) 

« .=ΩΣ'»(νΜ£> 

H. = - U. 
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Pour passer au problème du liquide, où le nombre des molécules 
est infini, il suffit de remplacer les sommes par des intégrales et il 
vient 

„ rd-z (R*+dT* + dV 
2~~J a dt* ' 

H
 1 =

 0/
Λ

(η«_ξ«). 

Les intégrations sont étendues à tous les éléments de volume du 
liquide. 

Quant à la valeur de H
0
 = — U, nous l'avons obtenue au n° 6; nous 

avons trouvé 
H.=-U =-JgVi> 

l'intégration étant étendue à tous les éléments ί/ω de la surface libre. 
Les fonctions ξ, η, ζ sont assujetties à deux conditions : 

i° On doit avoir l'équation de continuité 

(4) É. h 11 —= 0 dœ dy dz 

2° Sur la paroi du vase, on doit avoir 

(5) i\ + m η h- nL = o, 

/, m, η étant les cosinus directeurs de la surface de la paroi. 
On peut supposer, en outre, que les diverses molécules du fluide 

sont soumises à des forces extérieures et que le travail virtuel de ces 
forces pour des déplacements virtuels δξ, δη, δζ des molécules est re-
présenté par l'intégrale 

f d-.(Xil + Υδη + Ζΐζ) 

qui correspond ainsi à la somme que nous appelions dans les numéros 
précédents 

2 Qa Sq 
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Il faut donc que l'on ait, en vertu du principe de Hamilton, 

j> -t- ffc(X 8ξ + Y δη h- Ζδζ)] = ο, 

en supposant que δξ, δη, δζ sont nuls pour 1 = /
0

, t= et que ξ, η, ζ 
sont assujettis aux équations (4) et (5). 

On peut écrire ceci sous une autre forme, en introduisant deux fonc-
tions arbitraires ψ et 0, 

«>) 
+Στ{άρ) + "{χ+Στ+ "{χ3ί-?Τί)3ί-?Τί) 

I -+-^ί/ω'0(/δξ-Η m δη Η- /ιδζ)^ = ο. 

La troisième intégrale est étendue à tous les éléments </ω' de la surface 
do la paroi dont les cosinus directeurs sont f, w, n. 

Cette équation (6) est évidemment vraie, quelles que soient les 
fonctions ψ et 0 si H, η et ζ sont assujetties aux conditions (4) et (5), 
et, en vertu des principes du calcul des variations, elle sera encore 
vraie, pour un choix convenable de ψ et de Θ, sans que ξ, η, ζ soient 
assujetties à aucune condition. 

On arrive ainsi aux équations du mouvement qu'on aurait pu ob-
tenir directement et qui s'écrivent 

(:) 

+Στ{άρ) + "{χ3ί-?Τί) 

+Σ{άρ) + "{χ3ί-?Τί) "{χ-?Τί) 

+Στ{άρ) + "+Στ{άρ) + "{χ3ί-?Τί)?Τί) 

à l'intérieur du vase ; 
•l=~ «■:, 

à la surface libre. 
Je prends le signe — devant dans la dernière de ces équations, 

parce que je considère l'axe des ζ positifs, comme dirigé vers le bas. 
Ces équations, jointes à (4) et à (5), définiront les quatre fonc-

tions ξ, η, ζ, ψ. 
Joum. de Math. (ό· série), Lome II. — Fasc. Ill, 1896.32 
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Supposons, en particulier, que ces quatre fonctions soient propor-
tionnelles à eat, nos équations deviendront 

(7 bis) 

ί -λ»ξ+
3
ίΰλη + ̂ =Χ, 

-λ'η-2ίΰλξ+| = Υ, 

(-^ +l=z-

à l'intérieur du vase ; 

à la surface libre. 
Q = - g l 

13. — Développement en série. 

L'élimination de ψ entre les équations (7 bis) nous conduit aux 
équations suivantes : 

(7ter) 

-X\Tz-di)-*iaKd; = T;-7y' 

-λ2(ΐ - ̂ -2(ΰλ^ = ~ - γ, 

. -λ%-Ε)-2!Ωλ^=3ν-3ΐ 

à l'intérieur du vase ; 

(8) 
| -«a| = x+x*5 — 2«'ΰλη, 

( = Y +λ'η+2ίΩλξ, 

Fζ dts) = ο 

à la surface libre. 
La troisième équation (8) est une conséquence immédiate de (4) 

et de (5). 
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Supposons maintenant que l'on ait 

Χ = Χβ + λΧ„ Υ = Υ
0
 + λΥ„ Ζ = Ζ

0
 + λΖ, 

243 

et que 
X0

 dx h- Y0
 dy -+- Z

0
 dz 

soit une différentielle exacte. 
Développons ξ, η, ζ suivant les puissances croissantes de λ, de telle 

sorte que l'on ait, par exemple, 

ξ = Σλ«ξ
η

. 

Alors les équations (71er) et (8) nous donnent, en égalant les coeffi-
cients des puissances semblables de λ : 

Premier groupe. 

1-^,/rfï) dt\ ·η-ν d\ d\ d'L 

1-^,/rfï)1-^,/rfï) d'L d\ d\ d'L 

1-^,1-^,/rfï) dt\ ·η-ν \ d\ d'L 

(7e) 

à l'intérieur du vase; 

(4 a) 1t\ ·η-ν d\ d\ d'Lη-ν d\ d\ d'L 

à l'intérieur du vase; 

(5a) ll
0
 -1- mf]

0
 4- nl

0
 = ο 

pour la paroi; 

(8a) % dy ' f Z0 = οdy 05 

f Z
0

dco = ο 

pour la surface libre. 
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(7'') 

Deuxième groupe. 

1 dz " d1 dyz dy 

et deux équations qu'on en déduit par symétrie ; 

(4 ft) 
(.7 A) 

(8 ft) 

rfï, A|, , «Κι _ 
<Y.r ί/y rfs ' 

/ξ,H- /ηη,+ ηζ,= ο; 

( -5,§=X'-2,'ftri.. 

j -^| = Υ,
 + 2ί

·Ωξ„. 

Γζ, ί/ω = ο. 

(7 e) 

Troisième groupe (u >o). 

» ri ^*1« 
~ ~dï~ ~ ~dî ~ dy 

et deux équations qu'on en déduit par symétrie, 

(4 c) 

(5r) 

^λ-Μ , ^η«+ι , ^"s/ί+ι
 Λ 

"^7" ~5Γ ' 

^"»Β-Η "Ί~ "®*)Β+Ι~^~ ^£B-H== ^7 

(8c) 
1 dz 1 dz " d1 dz " dz yz dy 

< 

( =1.-.+ 2«'ΰξ., 

Γ ζ„<ίω = ο. 

Voyons comment ces trois groupes d'équations vont nous permettre 
de déterminer par récurrence toutes nos inconnues : 

τ° Les équations (7 a) déterminent ξ
0
 à une fonction inconnue près 

de χ et dey; les équations (8 a) achèvent ensuite la détermination 
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de ζ
0

. Ces deux équations (8 a) sont compatibles, parce que 

X
0
 dx h- Y

0 dy 

est pour ζ — ο une différentielle exacte ; 
20 Pour achever la détermination de ξ0 et η0, nous devons nous 

servir des équations (l\a) et (5 à). Ces équations nous font connaître 

1 dz " d1 dz " dz dyz dy 

puisque ζ
0
 est entièrement déterminé. D'autre part, H

0
 et η

0
 sont défi-

nis à deux fonctions arbitraires près de χ et dey; c'est-à-dire que l'on a 

** T.' . Ε" ' , " ίο—"»o> η«—'Ίο "lu? 

ξό et étant entièrement connus, pendant que et η* ne dépendent 
que de χ et dey. Les équations (4 a) et (5 a) peuvent alors s'écrire 

(9°) 1 dz " dyz " dz dy 

ο et 0 étant deux fonctions connues de χ et dey. 
Ces équations ne sont pas toujours compatibles. Soit) en efï'et, 

5 = h(x,y) 

l'équation de la paroi du vase. Les cosinus directeurs /, m, ιι sont pro-
portionnels à 

dh dh 
dx' dy'(1) 

de sorte que la seconde équation (9 a) peut s'écrire 

y // dit ν dit λ 
dx dy 

Soit alors F (h) une fonction de h qui s'annule pour h = 0; on aura 

1 dz " d1 dz "1 dz " ydy dy 
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l'intégration étant étendue à toute la surface du vase, puisque sur le 
bord du vase F(Λ) s'annule. 

Cela peut s'écrire, en tenant compte des équations (9 a), 

(10a) f dxdy[F(h)o + F'(A)0] = o. 

11 faut donc que X,, Y,, Z, satisfassent à certaines conditions que je 
n'écrirai pas. 

Supposons la condition (10 a)satisfaite; je dis qu'elle sera suffisante 
pour que l'on puisse déterminer et η„, de façon à satisfaire aux 
équations (9a). 

Nous pouvons, en effet, toujours trouver deux fonctions et η
0
 qui 

satisfassent à la première des équations (9 a) 

fîlô , _ 
dx dy ' ' 

Cela peut se faire d'une infinité de manières; on peut, par exemple, 
prendre 

ηό = ο> ?» = fQ (d) J 0 
On aura ensuite 

S" — Ρ _ fÛ VI* — Yl* -U -L ^0—^0 dy> 

ψ étant une fonction auxiliaire. 
La seconde équation (9 a) montre ensuite que ψ doit satisfaire à une 

équation de la forme 

(c)abis) dû dh dh dû 
dx dy dx dy ' 

0* étant une fonction connue de χ et de y. En vertu de (10 a), on 
aura 

(10 a bis) ^ dxdy F'(A)0* =0. 

Prenons alors un système particulier de coordonnées qui compren-
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dra la variable h et une variable s qui variera de ο à 2tt quand on fera 
le tour de l'une des courbes fermées h = const. Soit J le jacobien ou 
déterminant fonctionnel de a; et dey par rapport à s et à h. Les équa-
tions (9 a bis) et (10 α bis) deviendront 

(9 a ter) 

(10 a ter) 

d'y = J0 

Jj' F'(A)J Θ* dh ds = o. 

L'équation (10ater) ayant lieu, quel que soit F'(/*), nous pourrons 
écrire 

(10 a qualer) Γ ίπ 
JO * ds = ο. 

L'équation (9 α ter) nous donne 

ψ = / J Θ* ds -+- fonction arbitraire de h. 

Mais, pour que cette fonction soit uniforme, il faut et il suffit que 

f J0*cfe = o. 
•Λ» 

Or cette condition est remplie en vertu de l'équation (10 aqualer). 
3° La fonction ψ n'est encore déterminée qu'à une fonction arbi-

traire près de h que j'appellerai /(A); si cette fonction f(h) était 
connue, les équations (7 b) et (8 b) détermineraient ζ, complètement 
et ξ, et η, à des fonctions arbitraires près de χ et de y. Il est aisé de 
vérifier que les équations (8 6) sont toujours compatibles. 

4° Il faudrait ensuite achever la détermination de ξ, et η, à L'aide 
de (46) et (56); pour cela posons 

il— î|+-i|> "11— 'l.+ V 

et η', étant entièrement connues, tandis que et ne dépendent 
que de χ et dey. 
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Nous arriverons à des équations de même forme que (j) a) qui s'écri-
ront 

(9b) ΊΓν + -ύ=1"il— î|+1— 'l.+ V + 1= 

ou φ, et 0, sont deux fonctions connues. Pour que ces équations soient 
compatibles, on devra avoir 

(10 b) f Κ'(Λ)0,]= o. 

4° J'ai dit que ζ,, ί;> s, et 0, étaient des fonctions connues, 

mais en supposant que la fonction f( à) soit connue elle-même. 
Je vais maintenant me servir de l'équation (iob) pour achever la 

détermination de/(A). 
Nous connaissons complètement ζ

0
, -τ?; il

 en résulte que ^7 et 

^7 sont aussi entièrement connus; au contraire, ^7 11 est pas complè-

tement déterminé, parce que ^ ne l'est pas. 

H
0
 est déterminé au terme près — f'(h)jj.

 =

 ~~ ~^TjT
 et

"1o
a

u terme 

près /'(Λ)^ = ^
 en r

®
slJ

i
le

 ^
110 sera déterminé au terme 

près 

ώΔ/(Λ). 

La valeur de ζ, pour ζ = ο nous est donnée par les équations (8£); 
mais comme ξ

0 et η0 ne sont pas entièrement déterminés, ces cqua-

tions nous montrent que ·— et — sont déterminés à des termes près 

en 

2iii df(h) 2*ii df(h) 

et, par conséquent, H, à un terme près en 

+ 2i a f (h), 
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on supposant, ce qui est permis, 

j*f(h)d<a = o. 

La valeur de ζ, pour z — h est alors déterminée à un terme près en 

cl l'équation (10 b) prend la forme 

2iii df(h) 2*ii df(h) 

ί (dxdy\-F(/i)Δ/(Λ) 
OobOis) < " 

J -h F'(h)\JiΔ/ y-jj = expression connue, 

ou bien 

( fSdhds\(hF'-F)(f \lt+f'Dh) 
(10b ter) 

4 q2 F' S] = expression connue 

où j'ai posé pour abréger 

Dh = (dh)2 + (dh)2 

En intégrant par partie et remarquant que F (/*) s'annule pour h = o, 
011 trouve 

— j* dxdyF{h)&f(h) = J dx dy F'(h) /'( h) Ό h; 

de sorte que l'équation (10 bter) devient 

j" J F' dhds^fif ΔΛ -+- h f" Dh f — 4L

tt

^^= expression connue. 

La fonction F' étant connue, on peut tirer de Là l'équation différen-
tielle qui définira la fonction/. 

Joum. de Math. (5· série), tome II. — Fasc. III, 1896. 33 
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Soit, en effet, 

Λ^ΙΪ ΛΪΤΙ 
A = j J DA d.s, Β = / J ΔΑds. C = f J ds : 

• υ · 0 » β 

A, Β, (I sont des fonctions connues de h. 
Notre équation différentielle s'écrit alors 

(11) ΛΛ/ + /'(13Λ + C)-h KC/= K, 

Κ étant une quatrième fonction connue de A. 
C'est là une équation différentielle du deuxième ordre qui rie déter-

mine la fonction / qu'à deux constantes arbitraires près. 
Voyons comment on peut déterminer ces constantes. 
.le supposerai que la fonction A n'a qu'un seul maximum que j'ap-

pellerai Λ
0

, de telle façon que les courbes Λ = const, soient des courbes 
fermées s'enveloppan! mutuellement, ("est d'ailleurs ce que j'ai déjà 
supposé implicitement en prenant les variables A el.v. 

Cela posé, j'observe que .1 s'annule, ainsi que DA, pour A — h
0

. Il 
en résulte que A, 11, C et Κ s'annulent, également et il en est de même 

de p.» tandis que-reste fini et qu'il en est de même, eu général, de -4· 

Si j'écris l'équation ( 11 ) sous la forme 

£ V ■+■/' (λ £ H- ') -H K/ =
 (
y 

je vois que le coefficient de f" s'annule deux fois : pour h = ο et pour 
Λ = Λβ. 

Il en résulte que pour A = o, par exemple, l'intégrale générale de 
l'équation (ι i) devient infinie, ou du moins que ses dérivées d'ordre 
suffisamment élevé deviennent, infinies. 

Si donc on veut que / reste fini pour A = o, ainsi que toutes ses 
dérivées, il faudra assujettir les deux constantes d'intégration à une 
certaine relation. 

De même si l'on veut que/ reste fini pour A — A
0

, ainsi que toutes 
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ses dérivées, il faudra assujettir les deux constantes d'intégration à 
une seconde relation. 

(les constantes devant ainsi satisfaire à deux relations seront entiè-
rement déterminées. 

La fonction f est donc déterminée complètement, ainsi que ξ
0

, η
0

, 

" 5TrfT ?· 019'· 
<i° Les fonctions ο, et 0, ainsi déterminées satisfont à la condition 

(10&); on déterminera ï"t etirjî par les équations (9h); ce qui nous 
fera connaître et η,, non pas complètement, mais à des termes près 
en 

-AC')% « /;<*)£. 

/,(Λ) étant une nouvelle fonction arbitraire de h. 
70 Nous formerons une équation (10c) avec {/1 c) et (5c) de la 

même manière que nous avons formé (10a) avec (4#) et ( 5 a) et 
( io£>) avec (/|/>) et (5 h); traitant ensuite (FOC) comme nous venons 
de traiter (10 nous déterminerons /,(/*). La détermination deE 1 
η, et ζ, sera ainsi achevée. 

8° Par les équations (7 c) eL (8 c) nous déterminerons 

y ί/τί (Jl) 2 
q =IV ds9 

90 La condition (10 c) étant remplie, les équations (/je) et (5c) 
sont compatibles. Elles nous donneront et η., à des termes près en 

-AWr, ei AWÈ· 

fi(h) étant une nouvelle fonction arbitraire. 
io° On déterminera f2(h) comme on a déterminé /(/*) et /,(Λ). 

La détermination de ξ
2

, η
2

, ζ2 sera alors terminée. 
Et ainsi de suite. 
Nous avons dû supposer plus haut que non seulement X„, Y„, Z„, 

mais X,, Y
n

 Z, doivent satisfaire à certaines relations. La généralité 
se trouverait ainsi restreinte, et pour éviter cela nous poserons non 
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plus 

mais 
X — \0H- λΧ„ 

X — Χ ο -t- XX, 4- X" X
2

, ^ — \
 (l
 + λ \+ λ* \ j, .... 

Nos équations doivent alors être modiiiées. 
Dans l'équation (7 b) on doit ajouter un second membredY2 - dw2 

et il faut modifier de même les autres équations déduites de (7 b) par 
symétrie. 

Les équations (8 c) doivent également être modifiées pour η = ι et 
l'on doit les écrire 

~ ·"' È —
 21 Ω/ι ι + ̂  

_ ,r (Jh — rn> ~+" - ' ̂  I "+" X a · 
~ dy 

Tout ce que nous avons dit subsiste d'ailleurs cl les fonctions X
2
, Y

2
, 

Z
2 peuvent être quelconques. 
Nous avons ainsi le moyen de développer ξ, vj, ζ suivant les puis-

sances de λ; mais le domaine de convergence est évidemment limité. 
C'est ici qu'on peut appliquer les principes du n° 11. 
Nous avons vu que dans le cas où il y a un nombre fini de degrés 

de liberté, les quantités q
<(
 (qui sont analogues à ç, η, ζ) sont des fonc-

tions rationnelles de X, dont les infinis sont les quantités ± X,„. 
lei, le nombre des degrés de liberté étant illimité, ;, r

(
, ζ seront des 

fonctions uniformes (et très probablement inéromorphes) de Χ. Kn 
multipliant le développement de ; suivant les puissances do A. par un 
polynôme tel que le suivant 

(λ5 - λ; )(λ· - κ). ■ · (λ* - λ;,. ,)(λ= - λ;), 

on étendra donc beaucoup l'étendue du domaine de convergence (il 
est même probable qu'on pourra l'étendre indéfiniment) et, d'ailleurs, 
on augmentera la rapidité de la convergence. 

De là l'intérêt qui s'attache à la détermination des X
w

. Nous avons 
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vu que celle détermina lion pouvait reposer sur la considération du 

rapport ici ce rapport s'écrit, en faisant, par exemple, ρ = 3, 
'·/< 

( ' —) 
- fd^'->+i,î + '4)+ fi [%\d«, 

fdnn + rt+w-gfi'd» 

J'observe que ce rapport est essentiellement positif, lin effet, si nous 
supposons, connue il convient, Y0, Y0, Z„, X2, Y2, Ζ2

 réels, \,, Y,, 
Z, pureinenl imaginaires; il arrivera que H

a
, η,, ζ

2
, r|4, ζ» seront 

réels, tandis (pie !j
;
,, η.,, ζ

3 seront purement imaginaires 
Les fonctions %

n
 η„, ζ„ dépendent évidemment du choix de \, Y, Z; 

supposons donc qu'on choisisse Y, Y, Z, de façon que le rapporter 
soit maximum. Le maximum ainsi obtenu, que j'appellerai le premier 

maximum, est précisément A· 
î 

Soil maintenant 

\ = α, A, -h A2
 4-.. -+- α,Λ,,, 

^ = a
(
 l>,-ι-a

2
IL + ...+ &p Bp, 

Z — 7., L, H- Λο (—I— . . . —V- ÛCpC·^, 

lésa étant des coefficients indéterminés, les A, 13, ('.étant des fonc-
tions quelconques de ,i\ j', z. 

Les fonctions Λ, II, (1 étant d'abord supposées données, choisissons 
les eoeflirienls a, de telle façon que le rapport (i^) soil uiinimum. Soit 
Il le minimum ainsi obtenu, (le minimum II dépend du choix des 
fondions Λ, II, C; choisissons ces fonctions de telle façon que II soit 
maximum. Le maximum ainsi obtenu sera ce que j'appellerai le 
pivmv du rapport (12); il sera égal à A · 

Tout est donc ramené à l'élude des maxima successifs du rap-
port (12). 
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14. — Cas d'une profondeur très petite. 

Tout ce qui précède est susceptible d'importantes simplifications, 
quand la profondeur du vase est infiniment pelile. 

Nous pouvons alors développer toutes nos quantités suivant les 
puissances croissantes de z et négliger le carré de z. Nous aurons alors 

2iii df(h2 2*ii df( df(h) 

Χ = X' -+- zX"y Y = V-f- 3 V ", Ζ = Ι; η- Ζ!\ 

w;ξ*, ..Χ", ..étant des fonctions de χ et de y. 
La troisième équation (7 let-) devient alors 

2iii df(h) 2ii d(2-dw) h)i df(h) 

Les équations (8) deviennent 

— = -V + "A3 — '-ίίίΐλϊ]', 

-^-Υ'+λ'η'+^Ωλ*', 

J ζ' </ω = ο. 

D'autre part (4) nous donne (en négligeant les termes en J devant 
ceux qui ne contiennent pas 3) 

2iii df(h) *ii df(h) 

et ( 5) devient, en négligeant les termes en z2, zh, .. 

r, dh y, , /, r<' 
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lin éliminant ζ" entre ces équations, nous trouvons 

~ λ'Ur ~ â) + aiûX(s + ̂ )= liy ~dY' 
d(h%)

 (
 d(hr,')_r, 

d.e dy ~s * 

Je transcris ces équations en supprimant les accents devenus inutiles, 

(|)
 | - S fi = X + λ'ϊ - «'ύλη, 

( _ S iv = X "h λ>1 +2 i &y w 

(a) Ιζάω = ο. 

(3) - λ1λ· - as)+ '2ίβΛ(as + ̂ ) = 27 ~ s 

<0 "IT ^ ~dT ~ &* 

Développons maintenant toutes ces expressions suivant les puissances 
de λ et soit 

\ = V.+ àX.H-A'X,, Y = Y„+ΛΥ,-ΗΛ* Y2, 

ξ = ξ
β
4-λξ

1
4-λίξ

ί
 + ...+ λ*ξ

Λ
 + .... 

Nous arriverons à la série lions suivantes : 

Pre tu ier groupe. 

c- -*ê=x°· -?§=*.. 

(ael | Co = ο 

( avec la condition c~ = )< 

( ) a'ûU + ^.)=xçr--^' 

·(■'·«> Χ7Γ
 +

 ΤΓ"
ζ

»· 
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(lb) 

Deuxième groupe. 

- g dx1 = X1 - 2i& n o, 

- g d&1 = Y1 + 2i & En, 

(26) 

(3Λ) 

(40 

j ζ, ί/ω =o, 

*r\ /1 \ dX* d\ j ^Tif> 
~lU\dx dy)~~ dy dx * dy dx 

dh\x dli\i _ y 
d.v + dy ~~ *'* 

(I c) 

Troisième groupe. 

- g 35 = Xa_ 2'Q1i-t- 5·· 

— r = ·+· 2ίΩξ, +ηβϊ 

(ac) 

(3E) 

(40 

J "C . titil = (1, 

\i/.r ί/y / dy dx7 

dhï,* dlir
ti
 y 

d.r dy 

(1 d) 

Quatrième groupe (/t > 2). 

- g dcn = - 2i & n n-1 + En - 2, 

- g dcn = 2i & En-1 + Nn-2, 

(id) 

yd) 

(kd) 

J ζ
Λ

άω = ο
} 

2lU\dï+d7)=-dï ST' 

dh en + dhnn = Cn. 
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A ces équations il faut adjoindre les suivantes : 
Soit F(/i) une fonction quelconque de h s'annulant pour h — o, on 

aura, comme dans le numéro précédent, 

/ A>[F(A)(g + f? ) -KF ■- AF')(| + $)] = o; 

d'où l'on tire les équations 

(ιοβ) f cfefiiflLP + iF-AP)(f? - ©] = °. 

(.06) y du>[2jΟζ,F' + (F - /<F')(f - % + | - £)] = „, 

(toc) f A,[2«OLP-H(F-AP)(^S - %*)] = »· 

L'équation (10 a) est une condition à laquelle doivent satisfaire les 
fonctions X, et Y,. 

Les équations (10 b) et (10 c) doivent servir à déterminer ξ„, η„, 
~ιι—I > 'Jn- ( · 

Voici comment se dirigeront les calculs : 
Les équations (1 a) et (2 a) détermineront ζ

0
; 

Les équations (3 a) et (4 a), qui sont compatibles si la condition 
(10 a) est satisfaite, détermineront ξ

0
 et η

0
 à des termes près 

dfo(h)
 pt

 dfo(h) 
dy dx ' 

f
0
(h) étant une fonction arbitraire de h. 
Les équations (1 b) et (2 h) détermineront ζ, au terme près 

/» / # \ 
+ —/.co· 

0 

En même temps ^ sera déterminé au terme près — Δ/„(//); 

de sorte que l'équation (10 b) prendra la forme 

S dw [- 4& 2F'/
0
 -t- (AF' — F) A/

0
J = expression connue. 

Joum. de Math. (5· série), tome II. — Fasc. III, 1890. 34 
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C'est l'équation (10 bbis) du numéro précédent et nous avons vu 
comment il faut la traiter pour déterminer /0(Λ)· 

La fonction /β(Λ) étant ainsi connue, la détermination de ξ
0
, η

0
, ζ, 

se trouve achevée. 
Et ainsi de suite. 
Pour pouvoir appliquer les principes du n° 11, il nous faut voir ce 

que deviennent nos fonctions Η
2
, II,, H

n
 au degré d'approximation 

adopté. On trouve aisément 

j | Ç h cibi </î24· d't-

/ A>[F(A)(g + f? ) -KF ■- A 

H,, = -f/ζ2Λο· 

Le rapport ~ prend alors la forme 

f h ί/ω [ *1 + r, l ) — «-/ζ* do> 

En tenant compte des équaLions (r */)(/« = 4) ot (4d)(n = 3) cette 
expression devient 

— j* h db>{\l + ) 4- g j ζ* dw 

(5) y/,A"L(é'è~2,ur")+(5^,+9''u{») ]~gfdv(^?+w) 

et elle ne contient plus que trois fonctions arbitraires 

ξ», η
3

> ζ»· 

Ces trois fonctions ne sont pas cependant entièrement arbitraires; 
car elles sont assujetties à la condition (2 d)(n = 4) el a 'a condition 
(ioc)(/«=4). 

Ces conditions sont d'ailleurs les seules. Si elles sont remplies, on 
pourra à l'aide de (3 d) et (4 d)(n — 4) puis de (1 d), (?,d)(n = 5) 
et (ΙΟ6')(« = 5), déterminer ξ.,, η

4
, et ainsi de suite. 
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11 reste à voir que ces fonctions ξ,, η
3

, ζ
4
 sont compatibles avec les 

équations (i a
y
 b, c), (2 a, 6, c), (3 a, b, c), (4 6, c), (10 a, 6), 

(1, d, /ι = 3 et 4), (acf, η = 3 et 4), (3, !\dn = 3) (10, c, η = 3). 
Or cette compatibilité est évidente, (1 df, η = 4) donnera ξ

2
 et η2

 et 
entraînera comme conséquence (3rf, Λ = 3); (4«£, Λ = 3) nous 
donnera ζ

3
 et entraînera (10c, λ == 3) et (2d, λ = 3). 

Ensuite (1 d, n — 3) donnera ξ, et η, et entraînera (3c); (4c) 
donnera ζ

2
 et entraînera (10 c, Λ = 2) et (2 c). 

On pourra choisir X
2
 et Y

2
 arbitrairement; (ic) donnera ξ

0
 et η

β
 et 

entraînera (3 6); (4 b) donnera ζ, et entraînera (10 b) et (2 b). 
Enfin (1 b) donnera X, et Y, et entraînera (36); (4 à) donnera ζ

0 

et entraînera (10 a) et (2a); (1 a) donnera X„ et Y
0

. 
Voyons maintenant si nous ne pouvons pas nous affranchir de ces 

deux conditions (2 d
f
 η = 4), (ioc, η = 4). 

Pour cela j'observe d'abord que si j'ajoute à ξ
4
 une constante quel-

conque le dénominateur de (5) ne change pas. 
Il en est encore de mcme si j'ajoute respectivement à ξ

3
, η,, ζ

4
 les 

termes 
d/(/>) df(h) , liaf(li) 

- sy-' sr-' 

/(/«) étant une fonction quelconque de h. 
On est donc amené à chercher à déterminer cette fonction /(b) de 

telle façon que le numérateur soit minimum. 
Je puis encore énoncer le problème en d'autres termes : quelle est 

la condition que doivent remplir les fonctions ξ,, η#,ζ4
 pour que le 

numérateur augmente quand on change ξ3, η3, ξ, en 

" or' ~mr' •"+-ff\hh 

et cela quelle que soit la fonction arbitraire f(à) ? 
Ecrivons donc que la variation de ce numérateur est nulle ; 

(13) — /Λ(ξ3
 οξ, -f- η3 $η

9
) da -4- g/ξ, οζ4 du — ο. 
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Cette condition doit être remplie quelle que soit f(h) quand on fail 

°" djT' ">Ι = _ΛΓ' br»-+-ff> 

d'où 

(6bis) j/έ

/(^ /^/^
ω
 = °· 

Posons / = F, /' = F"; nous pourrons encore supposer que F 
s'annule pour h = o, et nous aurons 

/2iû/F'rfw = o. 

Or, AF" est la dérivée de hF' — F, et comme Λ F' — F s'annule 
pour h — o, l'intégration par parties nous donnera 

fh F
"(^ - η,£) ̂  = - /(AF - F) (§ + £)<*». 

On tire de là 

(6 1er) /[(F - Λ F') (| _ g +
 2

ίΰζ,ρ] <&» = o, 

ce qui n'est autre chose que l'équation (ioc, η = 4)· 
Si, de même, dans l'équation (6 bis) nous faisons 

il vient 
/=I> 

/'ζ4 (ίω = ο 

ce qui n'est autre chose que l'équation (2d, η = 4). 
Nous sommes ainsi conduits à l'énoncé suivant : 
Considérons le rapport (5) où ξ

3
, η

;
„ ζ

Λ
 sont trois fonctions tout à 
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fait arbitraires; ou mieux le rapport 

h u% 4- h \yi 4- gw* ) dw 

(5) jd K'as + H+ * {'* -2U")+ '"W + <f) J 

où j'ai posé 
ξ,= ίκ, η,= ίν, ^ = «4 

de telle façon que les trois fonctions arbitraires M, V, W soient réelles. 
Posons maintenant 

«/(/0 M=a,«,+ 0C,U.J -H...-l· OLPUP > 

rf/(A) Ç = a.e, +a,r2 +...H-a/fr/, H- ^ ? 

21» /(/<) iv = α,ςν, 4- a2(v2 + .. .4- XpiVp ^— 
S 

Dans ces expressions les a
4
 sont des coefficients indéterminés, les uh 

les v
t
-, iesw, des fonctions complètement arbitraires;. /(A) une fonction 

arbitraire de h. 
Regardant d'abord les uh les viy les w

4
· comme déterminés, nous 

choisissons les a, et f(h) de telle façon que le rapport (5 bis) soit aussi 
petit que possible; soit R le minimum ainsi obtenu qui dépendra 
des des P

4
 et des choisissons les U

/}
 P,·, W( de façon que R soit 

aussi grand que possible; le maximum ainsi obtenu, que j'appellerai 

le ρ 4- i'eme maximum sera -^j· 
/» 

La définition du ρ 4- ii< me maximum se trouve ainsi un peu modifiée 
puisqu'au lieu de ρ 4-1 coefficients arbitraires, on a ρ coefficients arbi-
traires αέ et une fonction arbitraire /(h). Mais cette modification n'a 
rien d'essentiel. 

Ainsi la détermination des périodes des oscillations propres du 
vase tournant est ramenée à la recherche des maxima successifs 
du rapport (5 bis). 

De cette détermination dépend, comme je l'ai expliqué à la fin du 
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Ω = O, U = V = 0 

et le rapport se réduit à 

^ j «râ dot 

''TWFfflF 
ce qui est précisément le rapport envisagé au n° 6. 

Il resterait à tenir compte de la courbure; mais c'est ce qui pourrait 
se faire d'après les mêmes principes. 

numéro précédent, la possibilité d'étendre le domaine de convergence 
des séries procédant suivant les puissances de λ et d'augmenter la 
rapidité de leur convergence. 

Ainsi l'étude du mouvement des mers, en tenant compte de la rota-
tion du Globe, se trouve rattachée aux principes exposés dans la pre-
mière Partie de ce Travail, où je négligeais cette rotation. 

Dans un cas comme dans l'autre on est amené à envisager les maxima 
successifs du rapport de deux intégrales. 

C'est ce qu'on comprendra mieux d'ailleurs si je montre ce que de-
vient le rapport (5 bis) quand on suppose la rolation nulle. 

On a alors 


