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SUR LA DEFORMATION DES SURFACES. 123

Sur la déformation des surfaces (');

Par-M. GUICHARD,

Professeur 4 la Faculté de Clermont.

v
.

Introduction.

Nous avons cherché surtout & mettre en évidence les propriétés des
lignes conjuguées qui se conservent dans la déformation. Nous avons
suivi deux méthodes : dans la premiére Partie, nous faisons corres-
pondre une congruence type (congruence dont les foyers sont conju-
gués par rapport & une quadrique) & tout couple de surfaces appli-
cables. Tous les couples qui correspondent & une méme congruence
ont les mémes propriétés comme direction d'¢léments. Dans la
deuxiéme Partie, c’est une surface qui correspond & un couple de sur-
faces applicables, les lignes asymptotiques de la surface correspondant
aux lignes conjuguées. Tous les couples qui correspondent & une
méme surface ont encore mémes directions. Nous avons donné d’abord
la propriété caractéristique de ces systémes conjugués, puis étudié
les cas ouils se projettent sur un plan suivant un systéme orthogonal,
suivant un systéme de courbes également inclinées sur deux directions
fixes; le cas ou la projection de 'un des systémes est formé de droites;
puis le cas ol ces courbes sont courbes de contact de cylindres cir-
conscrits & la surface; enfin le cas ol ces lignes se coupent sous un
"angle constant, etc.

(') Ce Mémoire a obtenu la mention trés honorable au concours du grand
prix des Sciences mathématiques en 18g4.

Journ. de Math. (5 série), tome Il. — Fasc. 11, 18g6. 17



124 GUICHARD.

Nous avons fait usage de considérations sur l'espace i quatre di-
mensions. Nous appclons surfaces les variétés de points doublement
indéterminés, plan les systémes linéaires doublement infinis de points.
La recherche des couples de surfaces applicables revient & celle des
surfaces de Pespace & quatre dimensions qui sont applicables sur un
plan. Ces surfaces jouissent de cette propriété caractéristique : c’est
quc leurs plans tangents sont normaux & une séric de surfaces.

Nous avons dit quelques mots des théories qui sc rattachent i la
déformation. Nous avons montré que les systémes conjugués qui se
conservent dans la correspondance par orthogonalité¢ des éléments sont
a invariants égaux en coordonnées tangenticlles.

Parmi les résultats obtenus, signalons les deux suivants :

1° Trouver tous les couples de surfaces applicables telles que la dis-
tance d d'un point de la premiére 4 un point fixe et la distance 5 du
point correspondant de la scconde a un plan fixe soient liées parlarela-
tion

of* — 3% = const.;

nous montrons qu'on peut obtenir ces surfaces sous forme finie;
2° Trouver deux surfaces applicables, telles que les normales aux
points correspondants forment un angle constant.

PREMIERE PARTIE.

METHODE DE LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE.

I. — Indication des notations employées.

Je me place ici au point de vue de M. Cayley. Je prendrai pour
quadrique fondamentale la sphére dont I'équation en coordonnées
ordinaires est A

2yt 1=0.
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Soit M un point, pris en dehors de cette sphére; on choisit le fac-
teur de proportionnalité qui entre dans les quatre coordonnées, de
telle sorte que la somme des carrés des quatre coordonnées soit égale
a 'unité. Si z, y, z sont les coordonnées ordinaires du point M, x,,
€4y Ly, x4 les coordonnées non cuclidiennes, on aura

2 . Y

J£y= —
VvVt y e st

S {
Ly == e, £y = e .

1= 2 N V= -
Va4 i+ 3 Vat yie st

Si le point M décrit une courbe, la différenticlle de 'arc de courbe
sera donnée par
ds* = do} + dw} + dol + die}.

Supposons en particulier que le point M décrive une droite D, pre-
nons sur cette droite deux points conjugués

A(r,cpuyny), B(,}’l}';-)':c,,"s)
par rapport i la quadrique fondamentale. On aura d’abord
Ly Yy Loyt LY+ 05 ) =0,
et les coordonnées du point M(X, X, X, X, ) seront, en supprimant les
indices,
X=uxrcosy + ysing.
On trouve alors, en faisant varier g,

ds = 5.

La distance de deux points de la droite est égale & la différence des
valeurs de ¢ qui y correspondent. La distance de deux points conju-

oné . I3 l . T
gues est toujours egate a -
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Angle de deux droites qui se coupent. — Soient A, B les points
qui, sur les droites, sont les conjugués de leur point de rencontre O:
Pangle des deux droites est par définition égal & la distance AB.

Fig. 1.

/

/B

() A

Dans un triangle ABC, il y a six ¢léments, rois angles el trois cotés:
entre ces ¢léments exislent les relations de la Trigonométrie sphérique:
ou en déduit :

Dans un triangle, un cété est plus petit que la somme des deus
auwlres;

Le plus court chemin d’un point & un autre est la droite qui joint
ces dewr points.

On appelle normale en un point d'un plan la droite qui joint ce
point au pole du plan. Cette droite est perpendiculaire & toutes celles
(qui passent par son pied dans le plan.

Langle d’une droite et d’un plan est le complément de 'angle que
fait cette droite avee la normale menée au point de rencontre de la
droite ct du plan. , :

Enfin, I'angle de deux plans est égal i la distance de leurs poles.

La distance d'un point & un plan ou & une droite est la longueur de
la perpendiculaire menée du point & la droite ou au plan.

La distance rectiligne de deux points

(f.l,', s Lay Lay 2y )5 ()’. ,)‘g,)’:n)'n,)

est donnée par la formule
COS? = -‘l;,y’ - il:gya “+ x;yg -+ -L‘.‘)/Q'.

Il en résulte que le licu des points (i) situés a une distance 9 d'un
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point () a pour éguation

cos* 5 (&} + &) + X+ Ty ) = (2,1 + LaYa -+ L, Y5+ 2, ),

C’est une quadrique circonscrite 4 la quadrique fondamentale. Nous
donnerons le nom de sphére a ces quadriques.

Remarque. — Aux quatre nombres z,, z,, x,, z,, on peut faire
correspondre soit un point M de I'espace non euclidien, soit un point
N’ situ¢ dans I'espace & quatre dimensions sur la sphére

L+ X+ T+ T =1,
Comme I'a remarqué M. Klein, on peut projeter stéréographique-

ment ce point N’ dans I'espace & trois dimensions. On obtient ainsi un
point N ayant pour coordonnées

- 2 2z 2x
\=—L, Y =", =",
1+ 2y 1+, 142,
- - . 11—
XY+ 22= b,
+ 4l+$5

Appelons ds la différentielle de I'arc décrit par M, dS de celui dé-
crit par N; on trouve
qa dst* |
d>'=4 (14 23)?

On voit facilement que I’angle de deux courbes qui se coupent en
N est égal a I'angle non euclidien des courbes correspondantes qui se
coupent en M.

II. — Notions sur les courbes.

Je laisse de coté les cas particuliers ou la courbe est une droite, ou
clle est située sur la quadrique fondamentale et enfin le cas ou les tan-
gentes & la courbe sont aussi tangentes a la quadrique fondamen-
tale.

Soit A(#,z,x,2,) un point de la courbe; sur la tangente en A, je
prends le point B(y,y,y,y,) conjugué de A; dans le plan osculateur,
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jemene la normale AC & la tangente. Cette droite AC cst la normale
principale en A; le point C(n,7,7,7,) est le conjugué de A. Enfin,
je désigne par D (§,£,8,%,) le pole du plan osculateur. La droite AD

Fig. 2.

0+
v

of
L] 3
0
A B
I y

sera la binormale a la courbe. Choisissons comme variable indépen-

dante I'arc de courbe décrit par le point A ct remarquons que les élé-
ments du déterminant

Ly Loy Xy Ty

Yo Y2 ) Vs
N Ta Ty Ny
z z v z
=1 -2 =3 =4

sont les coefficients d'une substitution orthogonale dans I'espace a
quatre dimensions; on en déduit les formules

oy Ve _an, T—ae—by, By
ds — ds = —L—an (I—s—'a)*)"’ ds "

ou nous avons supprimé les indices; il y entre deux fonctions @ et b
de s; a est ce qu'on appelle la courbure, b la torsion. St b est nul, le
point D est fixe, la courbe est plane.
Le centre de courbure O est un point de la droite OC, dontles coor-
données sont
x cosy + v sing.

La distance AO = ¢ est donnée par I'équation.
cOSy + asing = o.

On vérifie facilement que la caractéristique du plan normal ACD
est la droite OD.
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Soit maintenant M(X, X,X,X,) un point de la tangente. On pourra
poser '
X =wzcosy + ysing.

On trouve en différentiant
dX =ds(y cosy — rsing — asingn) + dp(— xsing + y cosg).

On voit que, si
dy + ds = o,

le point M décrit une courbe normale & AB; on tombe ainsi sur la
théorie des développantes. On constituerait de méme la théorie des
déceloppées. Comme dans la Géométrie ordinaire, les tangentes a deux
développées forment un angle constant.

Enfin on trouve pour le dS? de la développable décrite par M

dS? = ds* (1 + a*sin®g) + ads do + do?;

b n'entre pas dans cette expression. On cn conclut que les dévelop-

pables sont aussi applicables sur le plan quand on se place au point de
vue non euclidien.

IIl. — Notions sur les surfaces.

Nous appellerons encore geéodésiques les lignes les plus courtes
qu’on peut tracer sur la surface. Ces géodésiques jouissent des mémes
propriétés que dans la Géométrie ordinaire : leur plan osculateur est
normal & la surface; les tangentes & un systéme de géodésiques sont
normales a une série de surfaces.

Les asymptotiques sont identiques dans les deux Géomeétries.

En un point d’une surface, on peut mener dans le plan tangent
deux couples de droites : 1° les tangentes aux asymptotiques; 2° les
tangentes 4 la quadrique fondamentale. Le faisceau qui divise harmo-
niquement ces deux couples est formé de tangentes conjuguées (sens
de Dupin) rectangulaires (sens non euclidien). Ces droites sont tan-

gentes & un systéme de courbes que nous appellerons lignes de cour-
bure.
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Nous développerons la théorie des lignes de courbure qui joue un
role important dans la théorie de la déformation des surfaces.

IV. — Surfaces rapportées & leurs lignes de courbure.

Soit A(z,x,z,x,) un point d'une surface; sur les tangentes aux
lignes de courbure prenons les points C(,E,E,&,) et D(n,n,%3M1)
qui sont conjugués de A. Soit en outre B(y,¥.y,y.) le pole du plan
ACDj; B décrit la surface polaire réciproque de la surface décrite par
A. Soient u et ¢ les paramétres de la surface (A ) rapportée a ses lignes

Fig. 3.

de courbure; quand « varie seul, le point A décrit une courbe quia
pour tangente AC; la tangente & la courbe décrile par le point B sera
BC, puisque cette droite est la polaire réciproque de AD qui est la
conjuguée de AC (sens de Dupin). De méme, quand ¢ varie seul, les
points A et B décrivent des courbes gui ont respectivement pour
tangentes AD et BD; si I'on remarque de plus queles coordonnées des
points A, B, C, D sont les coefficients d'une substitution orthogonale
dans P'espace & quatre dimensions, on aura les formules suivantes, ot
nous supprimons les indices :

[ dx ox

— F Ml N
‘_"l:"a” d‘,'—'["}y
oy % dy .
P T 9o =/
DA | e
5e = — @¥ — ey —mn, 5 =00,
an dr, _ v .
,;)'l—l-—-m»‘., 'J;———'bx-—/)""ll,'.
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En égalant les dérivées secondes par rapport & « et ¢ des coordon-
nées, on trouve que les quantités @, b, e, f, m, n doivent satisfaire aux
relations

%g = bm, 3% =/m e
(11) < P+ ab+ef=o.
db d dv = oy ‘

La droite AB décrit une congruence rapportée a ses développables ;
les plans focaux de cette congruence sont les plans ABC, ABD; ils
sonl conjugués, par rapport a la quadrique fondamentale. De méme,
la droite CD décrit une congruence rapportée a ses développables ;
les foyers sont les points C et D ; ils sont conjugués par rapport a la
quadrique fondamentale. 11 est facile de voir qu'on obtient ainsi toutes
les congruences jouissant de ces propriétés.

Prenons maintenant sur AB deux points M(X,, X,, X;, X,) et

N(Y, Y., Y,, Y,) conjugués. On pourra poser

X =z cosz + ysin Y = — esins + ycoso.
7 + ysmy, 7 + Y033

On aura alors, si 'on tient compte des relations (1),

’ ?)% = Yg%—i- {(acosy + esing),
) d | z, s
o 5. = — X5 + {(—asiny + ecosyp),
<
%’é = Y%’:{ +n(bcosy + fsing),
| “)’_}( = — X:‘;% + 7(—bsing + fcosy).
\ ¢

On voit d’abord que, si g est constant, les points M et N décrivent
des surfaces normales & AB. Ces surfaces sont rapportées a leurs lignes
de courbures ; les tangentes de courbure en M sont MC et MD. Ces
surfaces seront dites paralléles i la surface décrite par A.

Si-I'on remplace les points A et B par les points M et N (¢ con-

Journ, de Math. {5* série), tome Il. — Fasc. 1T, 18g6. 18
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stant), les quantités m et n ne changent pas, mais a, b, ¢, f prennent
les valeurs

@, = acosy + esing, e, = — asinp + e cosy,
b, =bcosy + fsing,  f,=—bsing + fcosp.

On voit que I'on a

Grd=ard, B4 fi=be g,
af,—be,=af — be, a, b, + e f, =ab+ ef.

Ces quantités, qui ne changent pas quand on remplace la surfacc
par une surface paralléle, ou, ce qui revient au méme, ne dépendent
que de la congruence décrite par AB, seront les invariants de cette
congruence. Nous donnerons la signification géométrique de I’annula-
tion des deux derniers.

Les formules (3) permettent de déterminer facilement les foyers de
la congruence décrite par AB. Ces foyers C,, C, sont appelés les
centres de courbure de la surface (A). Les valeurs de 5 quiy corres-
pondent sont données par les formules : pour C,,

@cosy + esing = o;
]
pour C,,

bcosg + fsing = o.
Les rayons de courbure ¢, et ¢, sont donnés par les formules

a b
tangy, = — 5’ tango, = — —-

S

Siaf — be = o, les deux rayons de courbure sont égaux ; les for-
mules (11) montrent alors que

de  da __ df
am;——-c-()?_-o, et [)-———f——-:().

S

Les deux rapports égaux %, g sont constants. Les formules (3)

montrent alors que C, est fixe; la surface (A) est une spheére.
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Si ab+ ef =o,0na

?2—%:;

Les surfaces (A), qui correspondent & ce cas, surfaces que nous
appellerons surfaces Z, jouissent de propriétés spéciales au point de
vue de la déformation. Elles sont étudiées en détail plus loin. Dans ce
cas, la droite AB décrit une congruence dont les plans focaux et les
foyers sont conjugués par rapport a la quadrique fondamentale. Il
cn est de méme de la congruence décrite par CD.

Cherchons maintenant les lignes asymptotiques de la surface (A).
En différentiant les formules (1), on trouve

[ g
Sa=—a(b?)— ybf-—"bn-i—q
Px _;()(l )
(4) o0 =59 TN gu
Prx y Oa
Sude = —z(a*)— yae + % Sgu T N(—am),

On obtiendra I'équation différentielle des lignes asymptotiques en
écrivant que, dans I'expression

ix
2 2 2
dx__o du +2() d('dud + d

le coefficient de y est nul, ce qui donne

acdu® + bf do* = o,
ou
de dv

VOf ~ *iyae

Les points ou les tangentes asymptotiques rencontrent CD ont leurs
coordonnées proportionnelles aux quantités

Eavbf £ inbyae,
EVaf = inyle.

ou
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Si les tangentes asymptotiques sont tangentes 4 la quadrique fon-
damentale, on a

af = be;

la surface est une sphére. Tous les systémes conjugués sont orthogo-
naux.

Si ces tangentes sont conjuguées par rapport 4 la quadrique fon-
damentale, ou orthogonales, on aura

. af + be =o,
d’olt
tang9, + tangy, = o.

Ces rayons de courbure sont égaux et de signes contraires. Ce sont
les sur faces minima non euclidiennes.

Cherchons dans quels cas les lignes asymptotiques se correspondent
sur toutes les surfaces paralléles. On devra avoir, quel que soit ¢,

2

<]

f
ce qui donne, en effectuant,

(af — be)(ab +ef)=o.

Le fait peut donc se produire, soit dans le cas des sphéres, soit dans
le cas des surfaces .

L’équation différentielle des asymptotiques de la surface des centres
décrite par C, est

( ()u— du)dt _'_(f 3{;>d‘2=0’

et, pour la surface C,,
(ag% da)du- (fdb - bdf) =o.

Si lesasymptotiques sc correspondent sur les deux nappes de la sur-
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s,
S
la surface (A) sont liés par une relation. Ces surfaces seront appelées
les surfaces non euclidiennes de M. Weingarten.

a .
face des centres, 2 cst fonction de —- Les deux rayons de courbure de

V. — Projection stéréographique des lignes de courbure.
Des équations (1) du paragraphe précédent on déduit

dy 1 . 1 db dr
(1) duds —adrdu b du o

et, de méme,

’ dy 1 dy 1
(l) dude e ov u+7 du

L’équation (1) admet pour solutions
"r| b xz, wS? x(‘

Cela posé, faisons la projection stéréographique indiquée dans la
remarque du § L.
L.’équation (1) admet évidemment les solutions

22Xy, 2Ly, 2, 1 — 0, 14
On en conclut que les quantités (§ 1)
X, Y, Z, X?+Y>+7Z2

satisfont & une équation de Laplace. La projection stéréographique
de la surface (A) est donc rapportée a ses lignes de courbure (sens
ordinaire). Réciproquement, & toute surface rapportée a ses lignes de
courbure on peut faire correspondre le systeme étudié dans le para-
graphe précédent.

La transformation ponctuelle indiquée (§ 1) transforme donc les
lignes de courbure (sens ordinaire ), en lignes de courbure non cucli-
diennes.
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Le dS? de la projection stéréographique sera

dS? = 5 (a*dut -+ b7 do?),

(l+w

Si @ = = b, on obtient une surface isotherme.

VI. — Sur un cas particulier de couples de surfaces applicables.

On voit que la recherche des couples de surfaces applicables re-
vient & celle des surfaces de I'espace 4 quatre dimensions, qui sont
applicables sur le plan. Cherchons parmi ces surfaces celles qui sont
situées sur ’hypersphére

T, + X+ Ty + i =1,

On peut remplacer la surface cherchée par la surface correspon-
dante de I'espace non euclidien et supposer cette derniére rapportée
a ses lignes de courbure. 1l faut exprimer alors que

a*du® + b*dv?

est le ds* d’un plan; ce qui donne

_ 9 (10b\ 9 [1da
°-Jz<aaz +37(bdv ’

ou, en tenant compte des formules (2) (§1V),

(1) %%+—g%=o, ab+ef =o,

on tombe sur les surfaces I, que nous allons déterminer. La seconde
des relations (1) permet de poser

a = pcosy, e=psing,

b=rsing, f=—rcosp.
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Les relations (2) (§ 1V) donnent ensuite
. . . " d
cos % —p smq;%% = mr sinp, sing 3—:‘ + r'cos?a% = ngcosg,
sing ‘% + pcosq;g—i = —mrcosy, —cosmg +r smq() = ngsing.
On en déduit

On peut, en choisissant convenablement les variables « et v, sup-
?
poser

p =1I, r=I
On trouve ensuite
m=— ﬁ, n= 93,
av Ju
d’oul la condition
Py _do_
de? dut — !

ce qui donne
e=F(u+9)+F,(e—-v¢),

I et F, étant deux fonctions arbitraires.
Les formules (1) (§ IV) deviennent

d_E = C0s 9%, %g = sinoy,
) g—u = sing¥, g%' = — cosy,
3: —cosgx —singy 4% ()v 7, gi = %n,
\%: ()«:E’ %:-—wsin?—{—ycos?— g%‘f,.

Pour achever la détermination de ces surfaces, il faudrait intégrer
b
le systéme (2); mais nous les obtiendrons plus loin, sous forme finie.
par une autre méthode (§ X).
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Les lignes asymptotiques de la surface (A ) sont
du® — dv* = o.

On trouve aussi la méme équation pour celles des surfaces des
centres. Toutes les surfaces paralléles 4 (A) jouissent de la méme pro-
priété. Nous verrons plus loin qu'il cn est de méme des surfaces des
centres. Nous étudierons, dans le paragraphe suivant, les principales
propriétés des surfaces X; nous allons indiquer ici les formules qui don-
nent les deux surfaces applicables.

La premiére surface a pour coordonnées

Lyy Lyy Lyj
la deuxiéme,

+ir. X, Y:

X et Y sont données 4 I'aide de quadratures

X _ cosH coso N _ sinf coso

du ) du — ° e
X _ 0 sin N _ . cosf sin
5; =sinlsing, 5 = 2,

ol
¢=F(u+¢)+F,(u—-v), d=—=F(u+¢)+F, (e—v)
Ces deux couples de surfaces jouissent des propriétés suivantes :

1° Le carré de la distance d’un point fixe O a un point quel-
conque M de la premiére surface est égal au carré de la distance
du point correspondant M’ de la seconde a un plan fixe =, augmenté
de unité (ou d’une constante, ce qui revient au méme en prenant
des surfaces homothétiques).

Nous obtenons ainsi tous les couples de surfaces applicables jouis-
sant de cette propriété.

2° Ces surfaces sont rapportées a leur systéme conjugué com-
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mun; le systéme conjugué de la deuxiéme surface se projeite sur
le plan = suivant un systéme orthogonal.

Cetie deuxiéme propriété appartient aussi & d’autres couples de

surfaces applicables, ainsi que nous le verrons plus loin.

VII. — Sur quelques propriétés des surfaces I,

Conservons le tétraédre ABCD, mais prenons pour variables indé-

pendanles u, ¢les paramétres des lignes asymptotiques de la surface A.
Les formules du paragraphe précédent deviennent
paragrap

r oy dy ¢ ) .
J;——-..(‘OS.‘J‘*‘QS]“?, 'J;;—;Sln?—qcos“a,
().I' —z NS5 - qi“ﬂ _();" ‘;Q. ”~ T COS%S:
t—):’—‘-('(“,‘_,]‘ %, 0‘.—,L|nf+f‘ 02'.41
3 . dz o, . 05
— = — XCOST — yYSInsg — 1, - = — rSIN% ST — — 2.,
du 7 7+ du " du ¥ +ycosy du "
03 . Jz o, . dg
o =—rcosy — vsing — =i, 5. = sing— ycosy 4 =%

o¢ !

avec la seule condition

()07-3: =0 ou o=F(u)+F (.

Les centres de courbure E(X, X,X,X;), F(Y,, Y., Y,, Y,) de la
surface A ont pour coordonnées

.

X=uwsing +ycosg, Y =— rsing+)coss.

Journ, de Math. (3* séric), tome §. — Fasc. [1, 18g6.
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On obtient des formules plus symétriques en introduisant le té-
traédre EFCD, c'est-i-dire les foyers des congruences (AB) et
(CD). On obtient

X _vde v 0Y _ e 0 on _ g 0%
(1) du—  du ™ }E——xﬁ_q’ 62:“‘\"'"”0(4 ou T ou
1

9X 70? N _ s % v dp dn rdy

5o =Y L Se=—X§ 40 FT=-X-qF F=—Y+Iy

Sous cette forme, on vérific facilement que les quatre surfaces (E),
(I), (C), (D) sont rapportées & leurs asymptotiques. En effet, pour
la surface E, on trouve

e =YSE-N[1+ (2]

oG Ju

v

ce qui montre quc d—): est un point du plan tangent, et par suite que
2 ’,
les courbes u variables sont des asymptotiques. Si de plus ?)_; est

15 i
est proportionnel & X, ces courbes sont des droites. Les

’ d 2
quatre surfaces E, I, C, D sont des surfaces réglées.

Nous allons montrer, en outre, que ces surfaces sont des surfaces X.
Cherchons les centres de courbure de la surface E, c'est-a-dire les
foyers de la congruence ED. Un point M (x,z,x,2,) de la droite ED
a pour coordonnées

nul

x = X cos0 + ysin.

«)_x
Ju

dz __ 0 : ‘ 4 hy 1 : sin( %
5 = 5, (—Xsin0 +qcos0) + ¥ (COSO Jo _5‘“0> +3 (cosO+mnO «7(->'

( Xsinf) 4 ncos0) + Y (cosO ==+ smO) +5 (cosO —sinf —)

Les valeurs de 6 correspondant aux foyers sont donnés

cosed—? +sinf,  cosl — sin %2
du du

' =0,

cos0 g% —sinfl,  cosf + sinl) 3—9
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ou

d»  dy dJv % dc)
2 _— gV U8 b it —
(2) cos 0(()“ 9 )+2cos0sm0<d 5+ x) sin 0(01: 3 ) =0
ce qui montre que ces foyers sont conjugués par rapport a la qua-
drique fondamentale et que (E) est une surface Z.
On obtiendra donc un tétraédre analoguc au tétraédre EFCD, en
prenant les foyers des deux droites ED, CF. La fonction ¢ est rem-

placée par la fonction ) donnée par 1'équation (2). Pour trouver la
valeur de 0, posons

-G

l) d [/
o, = langa, 3 = = langy,

2 est fonction de u seul, # de ¢ seul; ’équation (2) donne ensuite

tang (z — 3) + tang 20 = o,
d’on

Yk

2

On voit que d’une surface X on peut en déduire une infinité d’autres.

On vérifierait aussi facilement que la droite EC est normale & une
série de surfaces, comme les foyers de cette droite, qui sont E et C,
sont conjugués ; cette série est formée de surfaces Z.

Tous ces résultats pouvaient étre prévus de la facon suivante. Con-
sidérons une surface dans l'espace non euclidien, rapportée & un
systétme de géodésiques et 4 ses trajectoires orthogonales. Le ds* est
de la forme

ds* = du®* + a* de®.

Les tangentes aux courbes ¢ = const. sont normales & une série de

surfaces; la distance ¢ des deux centres de courbure est donnée par
Ja formule
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Si la série est formée de surfaces X, on aura

La surface des centres est elle-méme applicable sur un plan. Les
géodésiques ¢ = const. correspondent i une série de droites paralléles
du plan. Les courbes u = const. correspondent & la série de droites
rectangulaires, c’est ce qui explique que les droites EC sont nor-
males & un systéme de surfaces .

VIII. — Surfaces minima non euclidiennes.
On doit avoir dans ce cas (§1V)

af +be=o.
On peut donc poser

e=ap, f=-—0bs.

Les formules du § IV donnent ensuite

. da d . . Ua

‘v(')? +a5—"’—_i¢bln———‘4$7
9; b __ . db
'—'bd-—u"—'p(—)-l-‘—an'« —iasl—t’

ou
da J d, .
2p—+a—9=o, 6-‘-( *2)=o,
ab d D .
2p—+b—P=o, (m(b-‘s = o.
On peut poser
alp=1, be=1.

Prenons comme inconnue ¢, en faisant

p=e,
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on trouve alors

a=«?, e=¢e7v,

b= (,’?, f.—_.- — 6-9,
puis ensuite

n = 2 =%

=9’ T du

On arrive enfin a la condition

Po  Oo -
o Tt e®— e =o.

Cette équation intervient dans la recherche des surfaces i courbure
totale constante. M. Darboux a déja indiqué que la recherche de ces
deux groupes de surfaces est identique.

On a donc pour ces surfaces les formules

.-'. 3;: = %, 3_‘: = %,
Z =, L=,
g%=%5, 3—:=—4"?1+¢"*‘y 3—:{5.
%—2— %;‘— +e¥— e ¥=o.

On peut remarquer que les projections stéréographiques des sur-
faces (A) et (B) sont des surfaces isothermiques.

Il nous sera utile, dans la suite, d’avoir ces mémes surfaces rappor-
tées & leurs asymptotiques; soient toujours A(x) et B(y)les points
correspondants des deux surfaces, par C(%) et D(%) les points on les
tangentes asymptotiques coupent la polaire réciproque de AB.

Quand « varie seul, le point A décrit une ligne asymptotique dont
la tangente est AC, le point B décrit une asymptotique, dont la tan-
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gente est la polaire réciproque BD; de méme, quand ¢ varic scul, les
tangentes aux courbes décrites par A et B sont AD et AC. On doit

Fig. 5.

donc avoir des formules de la forme

L AN %y —me Moy mE
de 7 du— "W du ' " du J =
o Jdy v 03 a, ”
w=by, =05 go=—Sfr+ay, e =—bx—nk.

En écrivant que ces formules sont compatibles, on trouve
Ja Jde

&= b, g =—fm

Jdh Ja9f

=, Go=—en

dm + dn +ab—e /._~ o

R du LA
af = be.

On peut poser
e=as, [f=0;.

Les premiéres relations donnent ensuite

0, 0 1.
5;(«-.,,):0, 5};(['2r')="'
On peut prendre
a’s =, bic=r.

Faisons ¢ = ¢~%, on trouve
a=e?, b = e°,

e=e9, f=e7,
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avec la condition

n —= %:
pL
dvt dut

On a alors le Tableau de formules

dr
ARt 4
Ju 7%
oz
% =0

DES SURFACES.

Jdo

n= -
: ou’

oy + _. + oW — W=,

4)_)’ " 05 . ? ()'-; dy,
da =M du =TT W du
l)}’ 14 ()E ()u ()7
- —p—9P 2 — —
R av Yt Gu Jdu n o
()! l ‘)! l 2 "2? —_—
9 + 0w Jdu? +ef—ef=o.

IX. — Les coordonnées de la ligne droite.

. (;"f‘y.}_

= —0x —

S

4

d

&

o4
.

u

Soit une droite D; prenons sur cette droite deux points A (ay &, u5%, )

et B(y,y.y,y,) conjugués par rapport

a la quadrique fondamen-

tale. Nous prendrons comme coordonnées plukériennes de D six quan-
tités, dont les trois premiéres sont proportionnelles aux projections
(sens ordinaire) de AB sur les trois axes de coordonnées; les trois
secondes proportionnclles aux projections du moment de AB par
rapport & l'origine. (Dans la suite, nous écrirons toujours en pre-
miére ligne les premiéres coordonnées d’une droite, cnsuite les se-
condes coordonnées. ) Nous fixons le facteur de proportionnalité, au
stgne prés, en écrivant les coordonnées de D ainsi

X=";|)’s_)’|$n L:‘-L'a)’:s_‘ya"f'a’
Y:"«'z)"i“‘)’:'”n M =LYy — YVady,
Z = L3y — YVl N=uwzy,— ).

Quand on déplace les points A et B sur D, les quantités X, Y, Z,
L, M, N restent fixes au signe prés. Ces quantités vérilient, outre la

relation

LX + MY +

NZ = 0,
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qui existe entre les coordonnées d’une droite, la relation

Xe - Y+ 2 - 12 M2 N2 =1,
ou

(NZE=L?+(YE=M)? +(ZxN)*=1,

qui tient au choix du facteur de proportionnalité. Dans la derniére
relation, il faut faire correspondre les signes.

Cela posé, soit A(z), B(y), C(E), D(x) un tétra¢dre conjugué
par rapport a la quadrique fondamentale, choisissons les signes des
coordonnées de telle sorte que le déterminant

Ty Xy Ty Wy

Yo Ya Ya Vs
z z |4 z

- -2 =3 -\
Nis YMa T Y,

soit égal & + 1. On sait que, dans ce cas, chaque élément est égal i
son coefficient dans le déterminant; de méme, chaque mineur & deux
éléments est égal au mineur qui le multiplic dans I’expression du dé-
terminant. Il en résulte que, pour passer des coordonnées d'une aréte
a celle de ses polaires réciproques, il suffit d’échanger les premiéres
et les secondes coordonnées.

L.es coordonnées des six arétes du tétraédre ABCD sont alors

‘ L = Iy Ys— VT X = LaYa— )YaLss
AB M =u,y,—y,r,. Y =u,y, —y,=,

N = T3)'s— Yalss Z = )2 = )1 %ey

L= —Eux, X, =z5% — & ay,
AC{M,=ur,5—E 2, Y,=x,% —% 2,
Ny =y §— L, 2, =w % =¥ ry,

‘ L, =x%— %1, X.= La)'y — L3Nay

AD 1\12:1’2"‘“' TNaTy, Y2=.1,‘,,‘f;. — XNy
? N'.’:'r:;.rn—.’izlxn 22 =Ty N2 — L2y
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r ¥ ¥
‘X =30 T Sy L =E-.'°']:;—‘§:|7]2,
~ r ¥ ‘ r .
CD¢Y =% n,—7. 8, M= E:t'ﬂl — S M
y L. 4 h . r .
Z =z, Ny — Na Sy N —51712—'5.'.' Ty

s Ny =) — )0 L, =% — Y27
DB« Y, =0,y — yu4s M=) — Yyt
Ly =%y~ yst Ne=0y:— )it
Xe=y -t Ly=wv 5 — %)
BC<Y,=),%— %), M, =y, % — &),
Z, =y, 5 -5y, Ny=yL—-5t).

En éerivant que AB rencontre AC ct DB, on a

LN, +MY,+NZ, +\XL,+~YM, +ZN,=o,
LL, + MM, +~ NN, + XX, YY,+ ZZ, =o,
don
(LEX) L, E=X)+ME=Y)OM=Y)+(NEZ)(N,x=Z,)=0.
On en conclut ue les quantités
X =1L, Y =M, Z =N\,
X, =L, Y, £ M,, Z,=N,,
\,*+ L., Y.+ M, Z,£N,,

ot les signes se correspondent, sont les coefficients d’une substitution
orthogonale dans I'espace & trois dimensions.

Il y a beaucoup de relations entre ces quantités; nous signalcrons
sculement celles qui nous seront utiles. On a d’abord

YZn - ZY,=‘I“[)"(§3T‘3— EJG.‘) - 7‘5(52)'3—2:;)’2)‘*‘ Es("]g)’a“ 7}1}’_') = Ay

cn remarquant que x, cst égal au déterminant

Yo Vi Vs

r v

Ly = Ez S3 Sy
Nia Y3 Vs

Journ. de Math. (5¢ série), tome II. — Fasc. I, 18q6. 20
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On a donc les formules

\ YZ, - 1Y, =Ly
ZX, —XZ, =7, x,.

(1) ‘ . -
( XY, -Y X\ =mn,x,
LX, + MY, + NZ, =, z,.

Les premicers membres sont les coordonnées homogénes de A on
aurait encore ces coordonnées en remplacant Tindice 1 par I'indice 2:
le facteur de proportionnalité serait %, au licu de 7;,.

Nous donnerons, c¢n outre, la valeur des déterminants & trois ¢leé-
ments (ue P'on peut former avee les coordonnées des droites. (Nous
n’¢écrivons que la premicre colonne de chaque déterminant, les deux
autres s'en déduisent en remplacant X et L soit par Y et M, =oit par
Z ct N ct en mettant les mémes indices.) Nous obtenons les résultats

sulvants :

\
N\, |=o,
AW
L L,
\, | =271, \, |=y,5,
X, AW

=
&

v
=) N | =

T
.
-

... . e e
A A
MY

.

e
IV
- 12
ol

' \ =)t

A
Il
‘231

4

P )

<

-'./:
“

7

e

]

13

A

2

-

=Y,

Ve
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AN \,

L, |=o, L,

C L, L.

(2) ! |

X X,

Ly = .7y, | L,

L. L

- X iX,

C L ::.'l',z,. i L

! | L.,

L

=0

= .‘l,"

==Yy,

Ty

=SS

=)

L |

X. — Détermination des surfaces =.

Appliquonsles formules du paragraphe précédent en prenant comme
tétracdre conjugué le tétratédee I, F, G, D (§ VII). En tenant compte

des formules (I, § VIL), on trouve

% =— Ny— Ly,

N~ Xo—L,
%\%-_—:;z(l,g-f-xg),

9,“ — 3{(— X.+ L),

%: X-}-L—!—%(\-‘*‘]")’
'7;§:_X+l.,+3—3(xt—[")’

JL

ou
JL

do T

o,
du

JL,
Jde
dlj
ou
JL,
Je

=—TL,—\,.

= L,—X\,

=% (X, + L,),
= -:-;%(—L._.—l— AVOR

. J .
L+X—-d—fl(l,,+.\.),

9 ;
~ L+ X+ $(L,-X,)



~
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avec les formules analogues obtenues en remplacant X et L soit par
Y et M, soit par Z ct N. On cn déduit

0"(\ +L) =—2a(X,-+ L), 2(X—L) =o,

d I3

{,’;(.\’ +L) =o, (X —L) =2(X,— L),

()(
(X L) =20 (N, L), 2 (X, = L)=o,
L (N, +L)=o, J (X, =Ly =— 25 (\, — L),
(Xt L) =2(X+ L) —2%%(L,+X,), 2(X,—L.)=o,
9 (X4 Lu)=o, | 9 (Xy— La)
= —a(N—L)+2 % (X, ~ Ly).

On en conclut que les quantités

XN+L, Y+M, Z+N\,

Xo+Ly, Y, +M, Z+N\,,

Xo-+ Ly YoMy, Z,4+N,
ne dépendent que de «, ct comme ces (uanlités sont les cocflicients
d'une substitution orthogonale, on obtient leurs valeurs ainsi : Soicnt
«, 3, v les coordonnées d’un point m, d'une courhe ¢ tracée sur la
sphére de rayon 3 ,, B,, ¥, les cosinus directeurs de la tangente en

m 4 la courbe c; a,, B,, ¥, ccux de la normale au eone qui a pour
sommet 'origine ct pour base la courbe ¢. On aura

X—f—L:a, Y+“=Ir$, Z—I—- .\I:*",

X, + L, =2, Y|+-\[|=3~.‘, L, +N, =

Xo+ Ly=2,, \72’*“-\[2:317 Z2+N._.="',,
ct pour I'arc de courhe décrit par m, on trouve

ds = 2du,
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ce qui fixe le sens de la variable %; enfin on voit que la courbure géo-

‘s a2

dés i

ésique de ¢ est 5=

De méme, en tragant sur la sphére de rayon 1 une courbe ¢’, tel
(ue

ds' = 2dp,

ct dont la courbure géodésique est %, on aura
av

X -L=u«, Y -M =§, Z —N =Y,
XI - L,= “;a Yi"‘ 1\[1=p;, Zl_Ni::“f:_-’
Xz—L,=a',, Y.;—NI._,:B',, Za—sz*{".
On a donc déja les coordonnées des six arétes du tétraédre KFCD.
En appliquant les formules (1) (§ IX), on obtiendra des quantités

proportionnelles aux coordonnées x,, x,, x;, x, du point E. On
trouve '

Ay =B +3)(n+7) —(+7)E +B)

Moy = (3 + )+ %) — (2 2)(1 1)),

hey=(2+ )3, +8,) —(B+3)(a +2),

Ary=(2—2) (2, +2)+@F—=F)B +3) + (=) +Y))
On en déduit facilement A, et ensuite z,, z,, xj, x,. 11 est facile de

former les deux surfaces applicables. Les formules (1) (§ VIIT) don-
nent, pour le ds® du point E,

dst = di* + de® + dx’ + da?

[1 + (()u\) J(lu- (l + 3" 3) dude + [I + (0‘,)2]({09

= [d(u~+ 0)]* + d3p*.

Les coordonnées des deux surfaces applicables sont :
Pour la premicére,
Lyy Tay Ty



152 GUICHARD.

Pour la seconde,
[Ty, U+C, .

Remarque. — Sila courbe ¢, par exemple, est un petit cercle, X est

, I3 ()'3
unc surface réglée, car alors 7, cst constant.

La premiére surface (z,, x,, x,) sera, en général, un licu de coni-
«ues ayant leur centre a Porigine.

XI. — Sur certains couples de surfaces applicables.

Nous avons déterminé (§ VIIT et X)) les courbes de surfaces appli-
cables S, (&, y,3), Sa(x', y', 3') tels que

£y - =,

On peut, par une homographice, remplacer I'unité par une constante
qquelconque différente.de zéro.

Nous allons étudier divectement le cas ou le second membre est
nul; la solution, que nous rattachons a la théorie des surfaces minima,
scra présentée sous forme synthétique. On verrait facilement que la
relation donnée est la plus générale.

La recherche d’une surface minima, rapportée a ses asymptoliques,
revient & trouver quatre solutions d'une équation de M. Moutard,

a2%0
(1 duwar =M,

lices par la relation

(2) Pt P—t=0
On en déduit
0z Jdv, v 0% Jds
9= n oL N

3) ‘ oe Thon T Cdu Poa = O
( ‘ R
s r A dr, v 0% . di .

'5;)—‘+7](“)F+Ca;—y‘-)“-‘-—()

En différentiant la premicre de ces équations par rapport & ¢ ct en
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tenant compte de 1 et 2, on trouve

KUy K dpds_
(4) dudetonos Toud "=

Posons maintenant
N A AU A
= (o) + (5e) + (5) — (55)
. A% “dn\? do\? 2o \?
G=(5) + (%) + (%) - ()
Iin tenant compte de 1 et 3, on trouve

oE 9G _

oo =% ="
in choisissant convenablement les variables « ct ¢ on peut poser
E=1, G=1.
Il en résulte que l'on a
dz? + dr? + dt = do* + du?* + do*.

Les coorvdonnées des points correspondants des surfaces appli-
cables :
Pour la premiére,

Pour la seconde,
o, U, .

Ce couple jouit de la propriété suivante :
La distance d’un point de la premiére surface a un point fixe
est égale a la distance du point correspondant de la seconde ¢ un

plan fice.

On peut, d’ailleurs, rattacher ce cas particulier & la recherche des
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surfaces X. Prenons une surface X rapportée & ses lignes de courbure;

I'un des points M, ot CD rencontre la quadrique fonddmentale, a pour
coordonnécs,

N, =§ + iy, Xe=b+in, Xij=bL+in, X,=i+i,

on a bien

NI+X;+X]+Xi=o.

Les formules (1) (§ VI) donnent ensuite

JxX : o ;
Ju =-—(.z'cos? +y sm?) + ()_f’ (‘I] - lE),
JX 14

3= [(—xsing + ¥ cosp) 49 3 2 (g —i%).
Ln faisant la somme des carrés et ajoutant, on trouve
dXC + dX3 + dX; + dXG = du?® — dv.

Les deux surfaces cherchées ont pour coordonnées :
l.a premiére,

l.a seconde,

X1I. — Les surfaces qui ont des lignes de courbure dans V’espace
4 quatre dimensions.

Soit M(X,, X,, X;, X;;) un poinl d’unc surface dans l'espace a
quatre dimensions. En laissant de edté le cas ot il existe une relation
linéaire entre X,, X,, X;, X,, on sait que ces quantités vérifient une
seule équation de la forme

026 0-0 00 Jh
A%—!-i—zl}d“o, C D +L()p o.

Les caractéristiques de cette équation définissent ce qu'on appelle
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le systéme conjugué tracé sur la surface. Si la surface est rapportée i
son systéme conjugué les quatre coordonnées vérifient une équation
de la forme

. e _p oo
(1) Juov Q dp

Si, de plus, ce systeme conjugu¢ cst formé de courbes qui se coupent
a angles droits, nous dirons que la surface admet des lignes de cour-
bure. Dans ce cas, I'équation (1) admet, en outre, la solution

X1+ X+ XS+ X,
el réciproquement.
Voici comment on peut obtenir de telles surfaces. Reprenons les
¢quations du § 1V et posons

e

[/3

(2) ox_l.
ot

Licrivons que ces équations sont compalibles, on trouve

g—lf =1m,
() o _,
g = hn.

Les quatre coordonnées X vérifient en outre I'équation

X 1 0h O\ 1 dl 0X
du()v_ZDT'(ﬁl—-'- Jou dv

La surface M est donc rapportée & un systeme conjugué, et les for-
mules (2) montrent que ce systéme cst orthogonal. Nous dirons que
la surface A ou B (§1V) est la représentation sphérique de la sur-
face M. Pour obtenir toutes les surfaces qui ont une représentation
sphérique donnée, il suffit d’intégrer les équations (3).

Réciproquement, sauf un cas d’exception que nous signalons plus
loin, on obtient ainsi toutes les surfaces qui ont des lignes de cour-

Journ. de Math. (5° série), tome Il. — Fasc. 11, 18¢6. 21
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bure. Soit (M) une surface rapportée a ses lignes de courbure, dési-
gnons par (§,,%,, %, 8,) les cosinus directeurs de la tangente & la
courbe de paramétre 03 par v, %,, %, 1, ceux de la tangente a la
courbe de paramétre u; prenons en outre deux directions perpendicu-
lau‘esentreellcs etperpendlculmres aux tangentes. Soient (x|, X}, &}, L))
et (Vs Yas ¥ss v les cosinus de ces deux directions.

Iin vertu des hypothéses faites, on peut déji écrire les équations ().

. . ) . . , 0*X . .y
Cela pos¢, le systéme étant conjugué, —-—- doit étre linéaire ct homo-

1 1 b d . d f
gene en £ et 7, c'est-a-dire que 52 o ne peut contenir que 7, d—' que Z.
. daz' dy dw’ dy
H en résulte que Sa’ ga e conticnnent pas ¥, que - 5 ne conlicn-
nent pas 5. On doit donc avoir un Tablcau de la formc
P
a.’ ¥ , Jdy' ¥
5;—==a;-+]yy, j%:= ;—-Plo
9! ' VA ;
W_—_-b-r‘—i—qy, s=Jn—qr,
E ’ 7 ).l
;%7 =—ar + ey —mi, :;l'—lzm’:',.
2 ().a o 14
%& = nv, ;)—: =—bu'— [y —n.

En écrivant que ces formules sont compatibles, on trouve entre
autres formules la suivante :

. dp _ 9q
( ,') dv — du
Si I'on pose alors
r= x'cosg+ y'sing,

y=—x'sinyg + y cosy,

les dérivées de x ne contiendront pas y (et, par suite, celles de y ne
contiennent pas z) si 'on a

: d
W="P %=
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qui sont compatibles en vertu de (4). On retombe alors sur les for-
mules (1) (§ IV).

Cas d’exception. — La démonstration qui précéde suppose que
les lignes de courbure ne sont pas des lignes de longueur nulle. Il
existe des surfaces qui admettent des lignes de courbure dont I'un des
systémes est formé de lignes de longueur nulle. Nous laissons de coté
pour le moment ce cas particulier.

On peut, au lieu d’intégrer le systéme (3), suivre la marche sui-
vante pour trouver les surfaces qui ont une représentation sphérique
donnée. Posons

X=p&+qy+aok+ B4

On trouve

2 .L(ﬁfi ax) vy (G = o) H(ap g+ Gz ) 7 = a5,
(o 0=l B
En identifiant avec les formules (2), on aura
._. “—)L)— ax=o, %—cm_—_o %—lliﬁ:i),
(3) a:)) —b=o, o_z_/‘gzo, g_;—n?;:(),

Sh—ap+¢q+m‘$+0l

(6) .
) L =bp + f¢g+ na + bt
De () on tire

p _ da Jdx _ da P da
ouov‘“&?"*‘“ﬁ"“d“‘ ané_a +30u
ou
( ) ()2[) _ _l_ ?_ [) 1 b (,p.
7 dudv ~ a odv d_ 5'07%

Si p est une relation de cette équation, « et 3 seront connus par les
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deux premiéres formules (3), ¢ sera ensuite donné par une quadra-
ture. On obtient ainsi une surface (M).

Remarque. — L'équation (7) cst celle 4 laquelle satisfont .y, «,,
£y, &,. Cette équation s’intégre en méme temps que celle que véri-
fient les coordonnées X, Y, Z de la projection stéréographique de la
surface (A) (§ V). On en conclut que la recherche d’une surface (M)
cst équivalente & la recherche de deux surfaces qui ont méme repré-
sentation sphérique pour leurs lignes de courbure. Ce fait sera expli-
(qu¢ plus loin.

Remarque. — Si la représentation sphérique est une sphére, la
surface M est située sur un hyperplan.

En cflet, nous savons que, dans ce cas, la droite AB (§IV) passe
par un point fixe. Soient (3,, 34, 35, 3,) les coordonnées de ce point,
on aura

_0X,  _oNy 9Ny | _ 0Ny
19w T gy TRy TG T
AW Xy | _ oX, _oX,

3,“0’:‘ + S, +»3W +‘o"07 = 0,
d’ot
5, X, + 353X, + 5, X, + 35,X, = const.

XIII. — Ktude du cas d’exception.
Dans ce cas, on doit avoir
dX; + dX; + dN\; + dX; = H?* do?.
Si 'on considére dans I'espace ovdinaire la surface (S) qui a pour
coordonnées X,, X,, X;, les courbes ¢ = const. seront des géodé-

siques. Réciproquement, supposons la surface S rapportée a un sys-
teme de géodésiques et a ses trajectoires orthogonales; on aura

dX} + dX; + dX; =du® + G* dv*;

posons X, = — iu.
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Si nous formons I'équation de la forme

a%0 a0 d% a0 )
+2B-—- +Cb—v_’ +2D3T¢ + 2E5; = o,

Aga Judv

a laquelle satisfont X, X,, X, X;, on trouve quec D et C sont nuls.
On vérifie facilement que

X2+ X2+ X2+ X3

cst solution de I'équation qui reste. On obtient ainsi toutes les sur-
faces cherchées. Les lignes de courbure de ces surfaces (M) corres-
pondent : les lignes de longueur nulle aux géodésiques de S; les autres
aux trajectoires conjuguées de ces géodésiques. A cette surface (M) on
peut faire correspondre une seconde surface (M,) qui correspond a la
seconde nappe S, de la congruence formée par les tangentes aux
asymptotiques de S.

Le plan tangent a M, est normal au plan tangent & M et récipro-
quement. La surface M jouit donc des deux propriétés suivantes :

1° Son plan normal enveloppe unc surface;

2° Son plan tangent cst normal a une surface.

XIV. — Propriété caractéristique des surfaces qui ont des lignes
de courbure.

Reprenons la surface (M) rapportée & ses lignes de courbure; le

AN

Y|

plan M&y est le plan tangent, le plan Mzy le plan normal. Menons
une normale Mz faisant un angle constant ¢ avec Mx; un point
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C(Y,Y.Y,Y,) pris sur cette normale a pour coordonnées
. . Y = X+ g(xcosg + ysing),

d ol I'on déduit

Y . .
Ja = Elh + s(acosy + esing )]+ g—f‘(w oSy + ysing),
N o[l + 2(bcoss sing) ]+ 2 (coss ins)
g =4l +p(bcosy + fsing)]+ 3¢ (wcosy + ysing).

On cn déduit que la droite M5 est tangente & deux surfaces, aux
points C, et C, définis,

C,  h+3 (acosy+ esing),
C, [+ p.(bcoss + fsing).

C, et C, sont les cenlres de courbure; quand ¢ varie, C, et C, décri-
vent des droites D,, D,, qui ont pour équation

D, h+ar+ecy=o,
D, l+bx+fy=o.

Dans le cas ou la représentation sphérique de (M) est une sphére,
ces droites sont paralléles. Dans tous les autres cas, elles se coupent
en un point N. Nous allons montrer que le point N décrit une surface
tangente au plan zy.

Un point quelconque N(Z,Z,Z;Z,) du plan de zy a des coordon-
nées de la forme

Z=X+gr+ry,

d’oul
0L _ 7
du ,(/l+a~+01)+l:()” +-y0u
YA dp
o r(l+bp+/r)+¢0,+yd‘

On voit que, si I'on détermine r et g par les conditions

s h+ap—+er=o,

(1)

{ L+bo+fr=o0,
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la surface décrite par N est tangente au plan des xy. 1l reste ensuite

(.‘!.) ¢

Ainst le plan normal @ M a une enceloppe. Cette propriété carac-
térise les surfaces M. En effet, supposons qu’elle existe pour une sur-
face (M)(X,X,X;X,); supposons cette surface rapportéc a un sys-
téme conjugué, X,, X,, Xj, X, vérifieront une équation de la forme

. 00 ()0
(3) Jude — du Q ()v

Posons
26 =X+ X+ X] +X3.

Les équations du plan normal a M sont

7 OX, ()\. 0\, g ON, 0
L, 52 +1,52 + 1, Z, Je = s’
A A AT A &
L'_T L"”()T‘Jr_L"W-*-L" o e

—+

Si ce plan admet une enveloppe, le point de contact vérifiera aussi
I'équation
/ 9*\, 09X, 9*X, X, J%p

' du v +Z, Jdu 4);’ +Z, du v +Z 55 dude — ou ;)v.

De ces trois équations et de I'équation (3) on déduit

s dz 2
Ju dv =P3 0u Q av

ce qui montre que le systtme conjugué est formé de lignes de cour-
bure.
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XV. — Les surfaces de ’espace 4 quatre dimensions applicables
sur un plan.

Les formules (2) du paragraphe précédent montrent que
dZ; + dZ; + dZ; + dZ} = dp* + dr?.

La surface (N) est -applicable sur un plan; cette surface est telle que
son plan tangent est normal & une série de surfaces. 1l résulte d'ail-
lcurs du paragraphe précédent que si cette propriété existe, la surface
est applicable sur un plan (sauf le cas d’exception du § XUT). Réci-
proquement si une surface est applicable sur un plan, son plan tangent
est normal & une série de surfaces.

Prenons une telle surface (N)(Z,Z,Z,Z,) et choisissons les va-
riables u, ¢, de telle sorte que

dL; + dZ; + dL; + dL} = du® + d*.
Prenons dans le plan tangent un point M(X, X, X, \,), tel que
. oL Ja1
X=Z-pg 45
p=u-+ua, q:r—!—ﬁ;

« ct 3 étant des constantes. On aura

oX ¢z 9L
ou P ow 9 duoe’
X Mz (_)’_Z_
o Powoe — 797

Or, on a évidemment

oL *L o PL _ 0L PL _
du o =0, du dudv — ! du ot — ™
o FL _ oL 'L 0L 7

ge o O Wdudvzo’l oo o O
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On en déduit

dX()Z_O 0X dZ _
dudu du ov
X oL _ X 0L _
WJE—'O’ de o

ce qui montre que la surface (M) est normale au plan tangent & la sur-
face (N). Toutes les surfaces applicables sur un plan sont les sur-
faces (N) du paragraphe précédcnt (Nous laissons de cété le cas o
la surface est réglée, ce qui correspond & l'application de deux sur-
faces réglées 1'une sur Pautre.) Etudions ces surfaces (N). Des for-
mules (l) (§ XIV) on deéduit

oh da de a> or
'~+l‘—);+l +a-()—;+6‘5;-—0,

d» ab 9

or
+'¢)a+’3&+b()u+f37_—o'

En tenant compte des formules (2) (§1V), (3) (§XII), (1) (§ X1IV),

on trouve

J
a_ _i_c_ -—-—0’

da fdu =o.

In différentiant les équations (2) (§ XIV), on trouve, en tenant
* compte de la relation précédente,

7 _ . O o r
duge Y ouoe TV duoe

Ce qui montre que les six quantités Z,, Z,, Z,, Z,, o, r satisfont 4
une équation de la forme

dudv ~  Jdu Sov?

c'est I"équation a laquelle satisfont 7 et p. La surface (N) est rapportée
a son systéme conjugué.

Journ. de Math. (5* série), tome lI. — Fasc. I, 18¢6. 22
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Les tangentes aux courbes conjuguées de (N) ont leurs cosinus di-
recteurs proportionnels aux quantités
., 0p ar . .
-LEZ +)"‘-)7" .’L-&; +}’§;:
ou
SJe—=by, ex—ay.

Ces courbes sont rectangulaires si
ab+ef =o;

c'est le cas ou la représentation sphérique de (M) est une surface .
Dans ce cas, la surface (N) a des lignes de courbure ct est applicable
sur un plan. Nous étudions plus loin (§ XIX) ce cas particulicr.

On obtient ainsi deux surfaces S, et S, applicables I'une sur autre.

Les coordonnées de S,,
Zi ’ Z2? Z:I :
les coordonnées de S,,
iL,, & .

Ces deux surfaces sont rapportées au systéme conjugué qui se con-
serve dans la déformation.

XVI. — Projection sur un plan fixe du systéme conjugué
qui se conserve dans la déformation.

Il résulte de ce qui précede que la projection d’un tel systéme sur
un plan fixe a pour coordonnées les quantités et 7~ définies dans le
paragraphe précédent. On aura alors

dar
av a
9% T T
av
ar
du . h
e~ F

du
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L’angle 4, que fait la courbe # = const. avec I'axe des x est donné
par la formule

tangy, = — -;

ol

il est égal au premier rayon de courbure de la surface (A) (§ IV); de
méme I'angle de la courbe ¢ = const. est égal au second rayon de cour-
bure de la surface (A). Donc :

Pour que le systéme conjugué se projette sur un plan fixe sui-
vant un systéme orthogonal, il faut et il suffit que la surface (A)
sort une surface X.

D’une maniére plus générale, si ces projections se coupent sous un
angle constant, la différence des rayons de courbure de A est con-
slante.

Si enfin ces deux projections sont également inclinées sur deux

directions fixes, la surface (A) est une surface minima (sens non
cuclidien).

Nous allons chercher les cas dans lesquels I'un de ces systémes de
courbes est formé de lignes droites. Si les courbes de paramétre u
sont des droiles, on doit avoir

a2%p otr
% o
da  or’
o dv
ou
aZ? 4 %" =
dv? Jv? :

En différentiant par rapport a ¢ la relation

dp ar
aa—‘—,+eb—v——o.

On en déduira

m(bgg +fg—:)> =o.



166 GUICHARD.

A cause de la relation

on ne peut avoir

d; ar
bb—‘;+f5;—o.

On aura donc
m=o.

Il en résulte que a ct e sont des fonctions de u scul, et, parun choix
convenable de la variable «, on peut poser

a = sinu, ¢ = cosu.

Pour déterminer b et f, prenons deux inconnues auxiliaires p ct ¢
cl posons

b=psinu-+ gcosu,  [f=pcosu— gsinu.

Les relations

Jb af
5 = na, 5o = e
donnenl.
dq ‘op B e
(}7 + 53) cosu -+ ((ﬁ — g )sin u = nsinu,
- (p+ %Z) sin &+ (g% - q) COS It = N COS I,
d’ou
dg _9p __ %9
P=-—51—l, "—-—(E—-q———lﬁ (/.
La relation
dm +‘)—" +ab+ef =0
Je Jdu
devient
Fq g _
T 9w " da TPTO
ou
. ,
97 .99 0,

gt du
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d’ol
g = A cosy2u + Bsiny2u + (,

A, B, C étant fonction de ¢ seul.
Pom déterminer les coordonnées 3, 7+ de la projection, nous pose-
rons
g - asinu -+ Bcosu,

r==acosu — 3sinu.
La relation
de or

a(-;;—-}—(."d—&:
donne
dz |
de =9

o est une fonction de « seul.
l.a relation

()
P +f¢)u =

donne

0x 0g 93 _
30“ 0114_);;+q1+q0—u—

ce qui donne 3 par une quadrature.
XVII. — Propriétés des systémes conjugués
en coordonnées tangentielles,
Cherchons les cosinus directeurs des normales aux deux surfaces

applicables S, ¢t S,. Les tangentes conjugudes de S, ont leurs cosinus
directeurs proportionnels aux quantités

’ dP ()' or ()J ar
T +)’| L’du Vg ‘ou +y’du

d aor H) r d ar
Toge T Vg Fapet)a o Y R Y

Les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels aux mi-
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neurs de la matrice
x, T, X,

Yi Y2 Vs .

Ce sont les quantités X, Y, Z (§ IX); la normale a S, cst paralléle
a la droite CD.

Les tangentes conjuguées de S, ont leurs cosinus directeurs propor-
tionnels aux quantités

.()_:7’ g%, i( *3:: '*')*3:1) .

.,— AR CY RS )
La normale & S, a donc ses cosinus direcleurs proportionnels
Ly, 1), —1.

Formons I'équation de Laplace a laquelle satisfant ces cosinus di-
recteurs.

Orona
dx, ¢ dxr, d*x, 0% __ 0 drs
e =0 Gr=ng G =tbmra@ =ag 050
De méme
dy, — .t d)'s . 'y, . 9%, dr,
W_e“’ oo -—fY}*,. ()ll()(’_n—— +fdu
On en conclut que I'équation cherchée est
" 0 1 05 0b | 1 g, OO
(1) udv %, dv —u+',_,7); o

(est I'équation a laquelle satisfont les coordonnées tangentielles de
3,. Nous allons en déduire la propriété caractéristique des systémes
conjugués qui se conservent dans la déformation. Soient &, 3, — 1 les
cosinus directeurs de la normale & la surface rapportée i son systéme
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conjugué; formons I'équation de Laplace a laquelle satisfont ces coor-
données; ¢crivons-la sous la forme

’ ‘)’0 __ldp
() Jadv = P av

s
Q1%

20 1
ot Qa

Si ce systéme se conserve dans la déformation, on pourra poser

(2) zy=—1ig, )’a:—iS, 56=Q?(V)7 =P f(u).

1l faudra donc que I'on puisse déterminer les fonctions f et 5 de telle
sorte que I’on ait

(3) l+a2+ 73 P!f(u)+02 2(0)

Réciproquement, cette condition est suffisante. Si elle est remplie,
les formules (2) donneront x, ¥y, 44, a-

Remarque. — La condition (3) peut évidemment étre remplacée
par la suivante :

Soient z, y, 5 des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs
de la normale & la surface rapportée i un systéme conjugué¢. Formons
I"¢quation

M 1P 0 1 dQ @

Jaor =P oo an + Q ou ov T RO,

qui adinet comme solutions x, y, 5. Pour quc le systéme conjugué se
conserve dans la déformation, il faut et il suffit que I'on puisse déter-
miner fet 9 de telle sorte que

-L°2 +y.‘_'_ ;2: szz(u) + Qz?z(v)‘
On déterminera ensuite a, b, ¢, f, m, n par les équations

or, _ .t 9 _ ot A
dl‘ “§? l)u " =4 dl‘ - A X 3}

(4) l dry

. d JE,
W=b’]t ‘("))ézfnn Je s
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Acause de la velation z2 + y§ + 5} 4+ 2 =1, on aura aussi

[ 05,
) b du = T ari— ey, — my,,
(3) ¢ .
( Je == be,—fy,—n%,.

Il est facile de voir que toutes les relations qui doivent exister en
a, b, e, fy m, n sont vérifices. En effet, ., élant solution de I'é¢qua-
tion (1), on aura

P,

du dv

.
Jz,
3

',l)t

1 dv, duay ()2, v
— ST a2 bmi,.
7, du Jv de + =i

] -

+ oy
Jdu

avy)

Dautre part, en différentiant la premiére des équations (4),

ddr, 0 |y da,
duoe Tt g
donc, on a bien
da
(—)—"— = b’".

On vérifie de méme les relations

o de o
Ju =an 7o = fim, Ga =cn
A — *L x
En égalant les deux valeurs de Juge \rices de () et (5), et en

tenant compte des formules qui viennent d’étre établics, on trouvera

o dn .
m‘——i—%-i‘ab-l‘(f =0.

Cela posé, la résolution du systéme (1) (§ IV) se raménera a une
équation de Riccati, puisqu’on en connait déja la solution particu-
Keve g, ¥4 By 30
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La surface S, étant connue, on connaitra do Or O O . sur-
9u’ ou’ 9¢° ov
face S, se déterminera par les quadratures
du, — (’P
ou = Tige TYi du ) .
1=1,2,3.
95 0p + ar s
o — Tige T g

Toutes les surfaces S, qu’on peut obtenir ainsi sont égales.

Nous allons former I'équation de Laplace a laquelle satisfont les
quantités X, Y, Z, c'est-a-dire les cosinus directeurs de la normale
48,. En différentiant les formules qui donnent les coordonnées des
aréles du tétraédre ABCD (§1X) et en tenant compte des équa-
tions (1) (§ IV), on trouve

o\ , JL -
‘-)7‘- -———aL.l—l—eX‘, -(}_it =-—a.\...+ eLI?
/A oL
W = bl.;, +fX2, '(); - l’xl '+'fL27
dx| . td - dLI -
S = eX —mX\,, b =" eL — mL,,
( .
. Ql_\lz_b]_‘ +nX,, 9Ly _ X + nL,,
dv dv
X, _ . oL, -
S al. +~mX,, T = aX + ml,,
0X ' l)L
._(T":_f_,\___nx‘, T::—fL—-—IlL‘.

Avec les formules analogues obtenues en remplacant X et L, soit
par Y et N, soit par Z et N. On en déduit

() ZX _ fmX, +enX,+(af —be)L + anL, - bnL,.

Journ. de Math. (5¢ série), tome 1l. — Fasc. 11, 18g6. 23
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Cela posé, désignons par A, B, C, D les déterminants

(8 A=

7).4

Jdu
axX
dv

X
0t X
dude !

X
90

X
X
5;7

X
dudv

9*X
dJude
JX
Ju
X
PR

ol nous n’écrivons qu’unc seule colonne, les deux autres s'en d¢-
duisent en remplacant X soit par Y, soit par Z. En tenant compte des
relations (6) et (7), on décomposera ces déterminants cn d’autres
qui ont été calculés (formules 2, § IX). On trouve

X X X X
A=—ab|L,|—af|L, |+eb| X, |+ ef| X,
L, X, L, X,
A=—(af — be)‘;’m,,
X X X X
B= b&fm|X, |+ ben|X, |+ b(af—be)| L |+ban|L,
L, L, L, L,
X X X X
+frm| X, |+ fen| X, | + f(af — be)| L |+ fan| L,
X, X, X, X,
B = —(af — be)k,(nki+ ba, + fy) = — (af — be)E, 2,
X X X X
C=—afm|L,|—aen|L,|—a(af —be)|L, | —ea*n| L,
X X, L L,
X X X X
+efm| X, |+ e*n| X, |+ e(af —be)| X, |+ ean| X,
X, X, L L,!

— 0*m

— fbm

+ abm

— ebm
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C == (af — be)n(aw,+ ey, + mn,) = —(af — be)n, %,

X, X, L L, L,
 —abfm| L, | —aben| L, | —ab(af —be)| L, |—aban| L, |+abbm| L,
| L, L, L, L, L,
X, X, L L, L,
—affm|L, —afen| L, |~ af(af —be)| L, | - afan| L, | +afbm| I,
X, X, X, X, X,
D= X, X, L L, L,
+ebfm| X, | +eben| X, |+ eb(af — be)| X, |+ eban| X, | — ebbm X,
L, L, L, L, L,
X, X, L L, L,

+effm| X, | +efen) X, | +ef(af — be)| X, |+ efan| X, | — efbm| X, |.
X, X X, X X

D =(af — be)[bmx,n,+ anz,b,+ abx® + (af +be)x,y + eny b+ fry my+efy?),
D =(af — be)[(axy+ ey, + my, Yoz + fy,+ n¥,)— mnk,q,),
=(af — be) (‘le ?ﬁ-‘ — mn,,q‘)

I.’équation de Laplace, i laquelle satisfont X, Y, Z, étant

J°

= j
dudv h

>0
3
> o

d0
'd—l;-t‘"

>l w

+
devient

0%0 1 Or, 3% 1 0%, 00 1 9% 1 v,
— = I o 2 27 .l AR Y
(9) dude 1, dv du +E du ov +<m” §, du =, dc*)’

XVIII. — Systémes conjugués qui se conservent sur une infinité
de surfaces applicables.

Si un systeme est conjugué sur plusieurs déformées d’une surface,
il faut qu'on puisse déterminer de plusieurs maniéres différentes le
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tétraédre ABCD (§1V) correspondant a ce systéme. Supposons ¢u’on
puisse le faire de deux maniéres. Pour la deuxi¢me on aura

w=—is, yi=—if, E=Qu(), 7 =Ph(w).
La condition (3) du paragraphe précédent donne

P2 () + Qo' (0) =P (1) + Q*3i(¢),

P el
QT fi—-r

Le rapport % étant le produit d’une fonction de « par unc fonction

O (190 _ 0 (1 o0\
du -lsd«')—dv Q ou

L’équation (') est & invariants égaux.
Réciproquement, s’il en est ainsi, on aura

de ¢, on aura

P 0(v)
Q7 ¥(uy

<

On pourra alors poser
?f — ?2 -+ h? 02.

fi=r =,

h étant une constante arbitraire. Le systéme conjugué se conserve sur
une infinité de surfaces applicables (M. Cosserat, Annales de Tou-
louse).

Supposons I'équation (1) du paragraphe précédent ramenée & la
forme canonique de M. Moutard

” _ Mo.

dude

Soient %, ¥, { les solutions qui correspondent & a, 3, 1:

13 — iy,
m:%, B:g. ou w.:-—'—:, _y4=——z“—-
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L’équation & laquelle satisfont « et { sera

En comparant avec I'équation (1), on aura
)

En = f(:u), N = .@
La condition (3) devient
Q) 202+ 0= f2(u) + 9*(v).

Cette relation caractérise les systémes conjugués qui se conservent
sur une infinité de surfaces applicables.

Les diverses surfaces applicables s'obtiennent alors en remplacant f
et  par f, et 9,

(2) fi=fieh g=g—h
Ramenons de méme I'équation (9) 4 sa forme canonigue

J*0

m‘ = l\l. 0.

Soient

les solutions; X, Y, Z satisferont & I'équation

a0 1dp 0 19p 08 M
dudv —  p dv du 9 du ov o
En comparant avec I'¢quation (g ), on aura

() . _ F(u)
e MT

|
Sy =

La comparaison des deux systémes de valeurs de &, n, donne

SF = ¢® = const.
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On peut prendre la constante égale & Punité. On a

=-/-'-‘

O
-8

On aura alors

B U (0 Y 2 = (B ) =8 T

2 2 * ! !
E.+n,+C,=7;+;,-

l.a comparaison des coefficicnts de 6 donne ensuite

_[ ()zp 1 025 1 ()7,;
M, = ¢ duor +mn & ou 1, O¢

P (G ko)
p dn v E,n \ v Ou du ov )

En effectuant les calculs, on trouve
M, =M.

Les équations (1) et (9) proviennent d'unc méme équation de
M. Moutard.

On arrive donc a ce résultat :

Si une équation de M. Moutard admet trois solutions &, v, ¢ lides
par la relation

9 °
Saan (BN + ) =0,

elle admet une infinité de systémes analogucs.

Considérons le cas particulier ol les fonctions f et ¢ sc réduisent &
des constantes; dans ce cas, &, v, {sont les cosinus directeurs d’une
surface a courbure totale constante rapporiée a ses asymptotiques; il
cn est de méme de £, n,, {,. Les couples de surfaces applicables sont
rapportés & un systéme de géodésiques conjuguées (M. Cosserar,
Annales de Toulouse).

On peut remarquer que, dans ce cas, le passage de &, v, {4 §,,,,,
donne une transformation des surfaces & courbure totale constante.
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Sil’on poursuit les calculs, on voit que cette transformation n’cst autre
que celle qui a été indiquée par M. Lie.

T £ T
Dans ce cas particulier, le rapport > est constant, ce qui revient a
%

dire quele rapport des puissances des foyers C et D (§ V) par rapport
a la sphére fondamentale est constant.

Si I'on suppose que ce rapport constant est égal a ['unité, on obticent
une congruence (CD) qui jouit des propriétés snivantes :

1° Ses foyers sont conjugués par rapport a la sphére fondamen-
tale.

2° Cette congruence est une congruence cyclique et de Ribaucour
(pourla définition de ces congruences cycliques et de Ribaucour, voir
Cosskrat, Annales de Toulouse).

3° Le plan central de celte congruence passe par le centre de la
sphére.

Nous reviendrons sur ces congrucnces spéciales (2¢ Partie, § I'V).

XIX. — Cas ou la représentation sphérique est une surface =.

Dans ce cas, la surface (M) st applicable sur un plan. En effet, on
a pour le ds* de cette surface

ds®* = h*du® + P do.

La condition d’applicabilité sur le plan est

o= (1) L o (3 M) 2o om
du\l du ov\! dv du av

Il résulte de 1a que, pour qu’une surface ait des lignes de courbure
et soit applicable sur un plan, il faut et il suffit que la représentation
sphérique de la surface soit unc surface Z.

Nous savons que, dans ce cas, la surface (N) enveloppe des plans
normaux & (M) a des lignes de courbure (§ XV). La représentation
spheérique de (N) est une autre surface X; la surface (N) est analogue
a(M).

On pourra continuer ainsi, I’enveloppe des plans normaux de (N)
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sera encore une surface applicable ayant des lignes de courbure; on
pourra continuer jusqu’a ce qu'on tombe sur une surface réduite 4 un
point.

On peut aussi opérer en sens inverse. Le plan tangent i (M) est
orthogonal & une série de surfaces. Soit (M, ) I'une d’elles. Le plan
normal & M,, enveloppant une surface qui a des lignes de courbure M,,
est applicable sur un plan.

La détermination de T'une de ces surfaces exige I'intégration de
I'équation (7) (§ XII). En général, on ne sait pas intégrer cette équa-
lion; mais on peut toujours, & I'aide de quadratures seulement, déter-
miner une infinité de ces surfaces. Il suffit de partir d’'une surface =
et de prendre la surface orthogonale 4 ses plans tangents.

Nous savons que la recherche des surfaces qui font I’objet de ce pa-
ragraphe permet de déterminer tous les couples de surfacesapplicables,
telles que le systéme conjugué de 'une d’elles se projette sur un plan
fixe suivant un systéme orthogonal (§ XVI).

XX. — Autre cas particulier.

Considérons d'une maniére générale une surface S dans l'espace &
quatre dimensions. Soient M un point de cette surface; MT I'une des
tangentes en M i la surface X,, X,, X;, X, les cosinus directeurs de
cette tangente, cosinus qui sont liés par la relation

X!+ X2+ X2+ X2 =1,

A cette tangente MT nous pouvons faire correspondre le point z de
I’espace non euclidien qui a pour coordonnées X,, X,, X;, X,. Il est
clair que quand la tangente MT tourne autour du point M, le point ¢
décrit une droite m. Cette droite m sera ce que nous appellerons la
représentation sphérique du point M de la surface S. A la surface S
correspond un ensemble de droites (72), qui forment une congruence;
cette congruence est la représentation sphérique de la surface S.

Soient Z,, Z,, Z,, Z, les coordonnées de M exprimées en fonction
de deux variables u et 0. Supposons que ces variables soient les para-
métres du systéme conjugué tracé sur (S). Soient de plus MS et MT
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les tangentes conjuguées; X,, X,, X,, X, les cosinus de MS;Y,, Y,,
Y., Y, ceux de MT. On aura des formules de la forme

a7 -
o = "X
a7

5 =1

'Y/

. . < 3. . . . . d
(ot nous supprimons les indices); le sysiéme élant conjugué, ——-
doit étre linéaire et homogéne en X, Y; il en sera de méme par consé-
uent de et de - Il en'résulte que les points s et ¢, qui correspon-

dent aux (hrecllons MS, MT, sont les foyers de la droite (12). Ainsi:

Au systéeme conjuguc de S correspondent les foyers de la repre-
sentation spherique.

On peut aller plus loin, la droite MS touche une seconde surface
en un point N. La surface N, qui se déduit de M par la transformation
de Laplace, est rapportée & son systéme conjugué. A la tangente NS
correspond le point s; il en résulte que la représentation sphérique
de N est la congruence déduite de (m) par la méthode de Laplace,
cette méthode étant appliquée a la surface (s). Done, si dewr sur-
Jaces ont méme représentation sphérique, il en est de méme de
celles gu’on en déduit par la méthode de Laplace.

L’angle formé par les tangenies conjuguces d’une surface est
égal & la distance (non euclidiennce) des foyers de la représentation
sphérigue.

Il résulte d'ailleurs de tout ce qui précede :

St la surface S a des lignes de courbure, sa rvprc’scntalion sphe-
nquv est une congiuence dont les foyers sont conjugués par rap-
portala quadrallque Sfondamentale. '

Si la surface S est applicable sur un plan, sa représentation
sphérique est une congruence dont les plans focaux sont conjuguds
par rapport & la quadratique fondamentale.

Journ. de Math. (4* série), tome II. — Fasc. I, 1896. 2/
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Si donc, on veut chercher les surfaces applicables sur un plan qui,
par la méthode de Laplace, se transforme en une surface analogue, il
suffit de chercher les congruences AB (§IV), qui se transforment,
par la méthode de Laplace, cn une congruence ayant ses plans focaux
conjugués par rapport a la quadrique fondamentale. S'il en est ainsi,
le systtme conjugué découpé sur l'une des focales de la con-
gruence (AB) est formé de géodésiques (non euclidiennes).

Si, de méme, on veut trouver les surfaces qui ont des lignes de cour-
bure, et qui se transforment en surfaces analogues par la méthode de
Laplace, il suffit de trouver les congruences (CD) (§1IV), qui se
transforment en congruences ayant leurs foyers conjugués par rap-
port & la quadrique fondamentale.

Ces deux problémes sont équivalents. En effet, soient I, IV, les
foyers de la congruence (AB). La surface focale (F,) est la polaire
réciproque de la surface engendrée par C. Les tangentes conjugucées
découpées par les développables de la congruence (AB) sur F, ont
pour polaires conjuguées (en intervertissant les variables) les tangentes
conjuguées découpées sur (C) par les développables de la con-
gruence (CD).

Si donc les deux congruences formées par les tangentes conjuguées
sur F, ont leurs plans focaux rectangulaires (sens non euclidien), de
méme, les congruences formées par les tangentes aux lignes conju-
guées de (C) auront leurs foyers conjugués par rapport a la sphére
fondamentale.

Nous allons traiter le second probléme. La tangente & la courbe de
paramétre ¢ tracée sur la surface (C) passe par le point dont les coor-
données sont proportionnelles &

axr +ey +mu;
posons alors

a=pz, e=pp m=gy,
a, B, y étant liés par la relation

a’+§’+~(’= LIt

Le point D’ (4, 7,, 75,1, ), qui est le conjugué de e sur cette tan-
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genle, a pour coordonnées
W= e+ By +yn

Iixprimons que D’ est le second foyer de la congruence (D), il
o ) .
faut que J¢ e contienne ni x, y, 7.

Or,on a

o (9% (98 O ,
—(—)T,' =.L(a‘-’-—l)“")+) (6(_' - "") +1}(¢b+p.f+ 0_‘{_)"‘2(_\]").

On doit donc avoir

. ] )3

(1) 4)_: —by=o, % —fy=o,
‘ dy

(2) ab+3f +5:=o.

Les relations (1), en tenant comple des relations

da de
— = bm, g = Sm,

donnent

e=1
On a alors
. a=a, b=, m=yx,
puis
10z 193
b = ? d—t” f = 1 W

La relation (2) peut alors s’écrire

om

ab + ef + 5= =o,
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ce qui montre que
an

— =—=o.
Jdu

On peut distinguer dcux cas :

1° n =0, c'est un cas qui a été étudié § XVI; le point C décrit une
courbe, il est impossible d’appliquer la méthode de Laplace ;

2° En choisissant convenablement la variable ¢, on peut faire

n=ru.
Posons alors
a = cosf cosy, e = coslsiny, m = sinf) ;
puis écrivons que
b 9

—— _ ==,

=a =
Jdu ? du

On aura les deux équations aux dérivécs partielles qui déterminent §
et 9. Une solution remarquable, c’est de supposer § constant, % est de
la forme pu + g¢, p et ¢ étant constants. Dans ce cas, et dans cc cas
seulement, les deux congruences qui se déduisent de la congruence
(CD) sont des congruences de normales.

Cela posé, considérons dans I'espace & (uatre dimensions une sur-
face (M) jouissant de la deuxiéme propriété¢ ; on en déduira une sur-
face analogue (M,), par la méthode de Laplace. A cette surface M,
correspond une enveloppée (N,) qui jouit de la premiére propriété.
On en déduit, par la méthode de Laplace, une surface analogue N, :
prenons la surface M, orthogonale aux plans tangents de N, elle jouira
de la secondc propriété. On pourra opérer sur M, comme sur M, et
ainsi de suite.

Considérons le couple N,, N,, soient S, ¢l 3, les projections de ces
surfaces dans I'espace & trois dimensions. S, et S, sont les focales
d’'une congruence ; les lignes conjuguées tracées par les développables
sur S, et S, sc conservent dans la déformation de ces surfaces. Nous
obtenons donc une solution du probléme suivant :

Trouver une congruence telle que les systémes conjugués, de-
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coupés par les développables sur les focales, sont encore conjugucs
sur une déformée de chacune de ces focales.

La solution obtenue est telle qu’on peut, par quadrature, en dé-
duire une infinité d’autres.

XXI. — Troisidme cas particulier.

Cherchons de¢ méme le cas ol une surface (N), applicable sur un
plan, sc transforme, par la méthode de Laplace, en une surface (M)
(ui a des lignes de courbure. 1l faut, d’aprés ce qui précéde, trouver
les congruences (CD), telles que celles qu'on en déduit par la mé-
thode de Laplace soient des congruences de normales (sens non eucli-
dien). Il faut et il suffit pour cela que les courbes de paramétre ¢ tra-
cées sur la surface (C) (§ IV) soient des géodésiques, c’est-a~dire que
les quatre points dont les coordonnées sont proportionnelles aux
(uantités

(le dernicr est un point de la normale & ¢) soient dans un méme plan.
Or, on a

0%
=—ax — ey — mr,

Ju
Nt 2, 0 g .da de Jm
(')';;2'——((5 -+ ¢4 m )._—.La; —)’;m b ‘ ()ll

La condition cherchée est donc

—¢ a 0
a (4 m
=o,
da  Jde dmn
dJu ou Jdu
ou
. am () de
—_ 2 p2\
(@ +¢ )du +m< +e¢)u)
d’onl

a4+ et =mrf*(v).
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On cn déduit, en prenant la dérivée par rapport i ¢,

1)2[%%]’(0)‘*' mf(e)f (")]'—adv_*_e ;=m(ab+ef),

ou
am ., _ an
f+”{/f ab-*‘(’f———ﬁ;:—(’m'
on
?)m 1+ f* +m/” du_.
Vie f Vi
N N WA
gelmVi+ f2l=— & (\“‘—/1——_’_!,)’
On peut alors poser
1 a9

m—'\._*_f:du n=—\a S ()i'.

On poscra alors

a=mf(v)sing, e =mf(¢)cosyp.

On en déduira b et f par les relations

da de
o= mb, 5 = mf.

Puis, en écrivant que les relations

9—2 = na, L4 = ne
du

sont salisfaites, on aura les deux équations aux den ivées particlles
qui donnent 0 et 3.

Comme dans le paragraphe précédent, on peut déduire d'un couple
(M), (N) unc infinité de couples analogues.
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XXII. — Sur quelques propriétés générales des congruences.

Nous allons indiquer ici quelques propriétés générales des con-
gruences, dont quelques-unes nous semblent nouvelles, et qui nous
scront utiles dans la suite.

Considérons d’abord deux”surfaces (A) et (B) qui se correspon-
dent par parallélisme des plans tangents. Les développables engen-
drées par la congruence AB découpent sur ces surfaces des réscaux
conjuguds, dont les tangentes sont paralléles. Toutes les surfaces (M),
décrites par un point M qui partage la droite AB dans un rapport con-
stant, ont leurs plans tangents paralléles 4 (A). Si donc deux points
d’une droite d'une congruence décrivent des surfaces dont les plans
tangents sont paralltles, les développables de la congruence décou-
pent sur ces surfaces des réseaux conjugués. Celte propriété est bien
connue.

Inversement, soit (D) une congruence, qui découpe sur une sur-
Sace (S) un réscau conjugué, il y aura une infinité de points de
la droite D qui décrivent des surfaces paralléles a (S).

En effet, soient z, y, 5 les coordonnées d’un point S de la sur-
face (S) rapportée 4 un systéme conjugué, a, 8, y des quantités pro-
portionnelles aux cosinus directeurs de la droite D. Un point M de la
droite D a pour coordonnées X, Y, Z :

X=x+ap,
d’on
X 07 02 dx

Ju —adu +‘°%+-d—z;’
JxX d: Oz ox
dv +"dv o

Puisque la congruence D est rapportée a ses développables, il faut

. .. JX . 9
qu’on puisse choisir p de telle sorte que 5 ne contienne que a; de

méme, on doit pouvoir choisir une autre valeur de p telle que %?7‘ ne
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contienne que «. On doit donc avoir des équations de la forme

Oda ox
o =p-07 + ma,
dz

En écrivant qu’clles sont compatibles, on trouve

: ap dx om
P()u a¢ + o¢ du

_ &z dq dx
=90t Juoe T I(P() +ma)+a

+m<qd +na)+a

En remarquant que 5 o' Jude e contient que 5= o« - ct %‘ia on conclut :

(1) =T

Remplacons 2, 8, v par les quantités proportionnelles £, 7, J

a =0k, 8 =0, v=0Z.

on aura
%k _ por M\,
=t —5 )%
%k __qox LAY
%~6W*{"“6%)

m Igl"'o !
9 du — n—3

On aura alors

or 0%
» o = P
2
L a.r %

o = Qg

On voit alors que si p est constant, et dans ce cas sculement, le point
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de la droite D qui a pour coordonnées

X=x+pz, Y=y+p’q, Y/

I

(3]
+
o]
P

décrit une surface paralléle & (S).
On voit facilement que :

St D est une congruence, S un réseau conjugué de cette con-
gruence, T un réseau conjugucé paralléle a S, les droites A, mences
par les points de & paralléles a D, forment une congruence rap-
poriée a ses développables.

!
‘n eflet, sia’, ¥, 5’ sont les coordonnées de X, ';—‘r est proportionnel
£, par suite & gi, de méme %— cst proportionnel & _g On a donc
da' _p o€ 0x
du 'du’ dv Shov’

Le point (X', Y', Z)
X =ua +pk
sera foyersip=—P, oup=—Q,.
Nous indiquerons encore la propriété suivante :

Si deux congruences ont méme représentation sphérique de lewrs
déceloppables, a toul réseau conjugué de la premiére correspond
un réseau paralléle dans la deuxiéme.

Soient (A) une congruence parali¢le a la congruence D; F\ (¢, y,, 5,)
I'un des foyers. On aura

d.r,

— Lt
ou hs,
oz, r i
v =[5 S+my

Ecrivons que ces formules sont compatibles et remarquons que

au dv dv o odu de

Journ. de Math. (> série), tome 1I. — Fasc. 1I, 18¢6. 2

(P—Q) L 9P 0Qe

[ 1
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On obtiendra, cntre autres relations, la suivante :

(3)

Cela posé, un point M(X, Y, Z) de la droite A

d’olt
_()_Xj
Ju

X
9

SV

SV

(4
(@

o _
T

al
Ja

.
X=u +¢g3,

+z)

d)’
+ o—
Ju’

07
Jdu

d>
dv

Si'on choisit ¢ de telle sorte que

-9

S

-
]
)

u

=1,

2
L=—h,

sw

+h>+(p+m)0 .

a pour coordonnées

ce qui est possible a cause de (3), le point M décrit un réscau con-

jugué parallele & S.

XXIII. — Propriétés des congruences AD,

La congrucnce AB (§1V)a ses plans focaux conjugués par rapport
a la quadrique fondamentale. M. Ribaucour a démontré que, dans
ce cas, lesdéveloppables de AB découpent, & I'entrée ctitla sortie, un
réseau conjugud sur la quadrique. 11 est facile de vévilier ce fait. Les
points M, (X, X, X;X,), M,(Y,Y,Y,Y,), ou la droite AB coupe la

sphére, ont pour coordonnéces

X:JJ—*—L:}/, Y:.l'——t:)’.,
ctl'ona
Jd . dJ .
ax _ 90(aT @) gy GabH i) oy
dudv — a+ie du b+if oo’
Y =@ b= hy
dude— a—ie ou t b—if v
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Ces deux réscaux conjugués (M, ) et (M,) sont rectangulaires (sens
ordinaire).

D’aprés le paragraphe précédent, il y aura unc série de réseaux
conjugués paralléles & M,, unc autre série paralléle 8 M, ; ces réseaux
conjugués sont formés de lignes de courbure, donc :

Il y a deux séries de surfaces qui sont découpées suivant leurs
lignes de courbure par les déceloppables de AB.

La méme propriété subsiste pour les congruences parall¢les 4 AB.

On peut construire les congruences AB de la fagon suivante. On
prendra un réseau rectangulaire M, sur la sphére; soit S une surface
dont les lignes de courbure ont pour représentation sphérique M, ; la
congrucnce formée par les droites qui joignent les points correspon-
dants de la sphére et de S est une congruence AB. Sil'on ne veut pas
mettre en évidence les développables de AB, on pourra dire simple-
ment : on établit une correspondance par parallélisme des plans tan-
gents entre une surface et la sphere. Les congruences cherchées sont
formées des droites qui joignent les points correspondants des deux
surfaces.

Il est clair que toutes les congruences dont les développables dé-
coupent sur la sphére un réscau orthogonal sont des congruences AB.

Cela posé, nous allons établir la propriété suivante :

Si une surface S est coupée suicant ses lignes de courbure par les
déceloppables d’une congruence, cette congruence (D) est paralléle
a une congruence AB; il y a, par conséquent, deux séries de sur-
faces qui jouissent de la méme propriété que S.

Iin effet, soit M le réscau orthogonal de la sphére fondamentale qui
est la représentation sphérique des lignes de courbure de S; A la con-
grucnce formée par les paralleles & D celte congruence est rapportée
a scs développables; ¢’ est une congruence AB, ce qui démontre le
théoréme. .

Considérons d’une manié¢re générale une congruence paralléle a AB,
soient P (x, y, z) et Q(z,, y,, 5,) deux points qui décrivent deslignes
de courbure paralléles; «, 8, v les cosinus directeurs de la normale
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aux surfaces (P) et (Q). On aura

Jz _ dx oz, oz
du — Rdc’ W"'"_R‘EZ’
ar , de, O
F=-R5 So=-R%

Ret R’ sont les rayons de courbure de (P), R,, R’ ceux de (Q). Un
point de la droite PQ a pour coordonnées

X=z+p(x,—x);
done
X 0
5 = 5o (@, — x>+ 2 [—R+p(R—R,)],

X 4
a.;;:j:-,(x, .1,)+ [ R+s(R'—=R)).

Les valeurs de p correspondant aux foyers F et F’ sont

_ R . N
SRR, ?PTw-—R’

Les coordonnées de ces foyers sont alors
X=z(1—p)+pz, X =z(-79)~+s=z-
Supposons que la surface P soit une sphére de rayon /, on aura

R=R'=~1, r*+y*+sz2=10,
xx, +yy,+33,=lp, Li+y+3=d,.
p est la distance du plan tangent de Q & lorigine, d la distance du

point Q a l'origine. Ecrivons que les deux foyers sont conjugués par
rapport & la sphére P,

PO—p)(1—p)+lple(1— )+ ( —¢)| + dipp — =0

ou

P(pg'~p—p) +Ip(p+¢ —2pp") + dpp' = 0
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en remplacant p et o’ par leurs valeurs
-+ R+R)(p—-1=o.

La recherche des surfaces Z(§ VI) revient a trouver des surfaces
telles que I'on ait

d+1+(R+R)(p—i)=o.

XXIV. — Congruences cycliques.

Prenons une congruence paralléle & ABj; soient P et Q deux points
qui décrivent des lignes de courbure de syst¢mes distincts. Les tan-
gentes de courbure correspondantes se rencontrent ¢n R et S. Le te-
tratdre PQRS est semblable au tétraédre ABCD (§ IV). Le plan
passant par RS et le milieu de PQ est perpendiculaire & PQ. Ce plan
touche une surface en un point O ou se rencontrent les normales en 1’
ct Q aux surfaces P, Q. La spheére de centre O ct de rayon OP, enve-
loppe les surfaces P et Q, sur lesquelles les lignes de courbure se cor-
respondent ; la surface des centres O cst rapportée & un cylindre con-
jugué dont les tangentes sont OR, OS. Enfin, le cercle qui passe par
P et Q et qui a pour axe RS est normal & une série de surfaces (Dar-
soux, Legons, 2° Partie, Liv. IV, Chap. IV).

La droite RS engendre une congruence dont les foyers sont R et S.
Cette congruence est appelée congruence cyclique. Cette congruence
est parallele & la congruence CD, et réciproquement, toute con-
gruence paralléle & une congruence CD est une congruence cyclique.

On sait que les coordonnées x, y, z du point O et le rayon R de la
sphére OP (Darsoux, loc. cit.) satisfont & une équation de la forme

a*0 d0 0
dag =P 3 + Qoo
ct que I'on a
R dr dr dydy | 05 ds IR IR

dudr T Towor " ouge = °

Il en résulte que le point de I'espace a quatre dimensions, qui a



19‘2 GUICHARD.

pour coordonnées x, y, 5, iR, décrit une surface rapportée a ses lignes
de courbure.

La surface des centres est la projection, dansI’espace & trois dimen-
sions, d'une surface de I'espace & quatre, qui admet des lignes de
courbure. Les lignes conjuguées sont les projections des lignes de
courbure.

Dans le cas d’exception (§ XIII), les deux nappes P ct Q sont
confondues, la sphére mobile est osculatrice & une surface. L'un des
systémes dc lignes conjuguées est formé de géodésiques.

Nous allons résoudre divers problémes :

1" Un systéme conjugué étant donné, reconnaitre si ce systéme
est le sysiéme conjugué découpé sur la surface des centres et, dans
ce cas, déterminer les sphéres.

L’équation & laquelle satisfont z, y, 5 ct R est (§ XIL)

020 v dh 00 1

LA 1ot
dude — h dv du + ) Je

!
du

Le systéme conjugué étant donné, A est déterminé i unce fonction
presde u, L de o; les formules

a—z—ll.“. (')—"—/l__g, -()—l;——ll-_s,
or ady s
v —lTua ’5“7‘. :lnz’ (-)—‘—_-——"l‘l;:,,

donneront £,, %,y £,5 7, Na, 13, les premiéres sont déterminées & un
facteur preés qui est fonction de u, les secondes & un facteur prés qui
est fonction de o. On aura ensuite

R4

s=\/l—5f—5’—55, Ny = V11—, — N — 155

[Pt

il faudra alors qu’on puisse délerminer les facteurs (ui entrent dn,ns
% et v, de telle sorte que

Elnl -+ 527'52 -+ Eanz + Ei’fu = 0.
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Réciproquement, cette condition est suffisante. Supposons-la rem-
plie, & vérifie I'équation

d*x oh ol dh
—_ E .

¥z .
dude — ov Toh= 5_"+llln"

d’autre part, on a, par différentiation directe,

it

v
= —.
dude ~ "' dv + dv
On en conelut
%
-— n'
I i
On aurait de méme
ot 3 5
S . S . U3z __
W = ni,, -5-“, = NTjq, P Nty
d1,y 14 dr, |4 dr, 4
- =mg: —~— = In:. —_— = mz,.
du S Jdu =20 du *3

On aura cnsuite,

g 0% oy 9%\ _ —n(him + Bt + ) )
o E\° =2 - = s
4

» r
di, _ —1 ,; ();,
»

1

On aurait de méme
()7|5
=mt,.
Jdu !

Il n’est pas nécessaire d'aller plus loin : la congruence engendrée par
N 14 i 14 o N 1 < o
CD, C(%, %20 51y E)y D(1yy 12y M3» 735) @ ses foyers conjugucs pa
rapport & la sphére fondamentale.
Lavaleur de R sera cnsuite déterminée par
JR

R . .
-=—ME, 0= hig,

<

I

Y

On peut alors se poser la question suivante :

Un systéme conjugué peut-il étre, de plusieurs maniéres, la pro-
jection des lignes de courbure de Uespace a quatre dimensions.
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Il faut qu’on puisse, de plusicurs maniéres, déterminer les facteurs
arbitraires qui entrent dans £,, %,, &5 9, %2y 7.

Donnons d’abord une solution; s'il y en a une seconde, on aura

2 _E'f, E"= f’ Ec“§3f7
=T N, =19, Ny =19
/ éant fonction de u, % fonction de ¢. On déduit
H=vi— TEE "1 = SR el
Yo=\1— [+ i no=V1- $ 4+ 9

Ecrivons que I'on a

v
% +"'n +=z’33 71.1=0’
on trouve

. t L, 2
(1) "ZI{_ﬁ S _G_,.z'ru

Si la relation (1) est satisfaite, le probléme posé admettra deux
solutions cn général. S'il en admet plus de deux, il en admettra une
infinité.

S'il y a deux solutions, cela revient & dire qu'il y a deux con-
gruences (AB), (A'B’) paralleles entre elles et ayant leurs plans fo-
caux conjugués par rapport a la sphére. La congruence AB découpe sur
la sphére deux systémes orthogonaux M et M,, la congruence A’ B’
deux autres M’ et M. Sur toute congruence parallele 4 AB il y a
quatre séries de réseaux conjugués qui sont des lignes de courbure :
les représentations sphériques de ces lignes de courbure sont les sys-
temes M, M,, M/, M;.

Un cas particulier ot I'équation (1) admet une infinité de solutions
est le cas ot %, est fonction de u, #, fonction de o. Le systéme (1)

(§IV) se réduit

9z ¢ % .
du — © ou
dy __ on ,



SUR LA DEFORMATION DES SURFACES. 195

Les points A ct C se déplacent sur une droite L, les points B et D
sur sa conjuguée A. On voit bien géométriquement qu'il y a une infi-
nité de congruences analogues a AB et paralleles & AB, il suffit de
remplacer L et A par deux droites conjuguées respectivement paral-
leles & L ct A. Les systmes orthogonaux découpés par ces con-
gruences sont formés de petits cercles.

2° Le systéme conjugué, trace sur la surface des centres, peut-il
étre conjugué sur une déformée de cetle surface?

En se servant des formules (G) (§ XVII) et des formules (2) (§ 1X)
on trouve facilement que L, M, N vérifient Péquation

J*0 - 1 _()_ av er ) d(’
dudv ~ ay,—er, ()c'( Yo T8 Ga

! J )
by = Jr g (Y= S) 5+ R

-+

(il est inutile de calculer R). Appliquons le criterinm du § XVIL.
On devra avoir

L2+ M+ N2 = (ay, — e, 2 (u) + (byy — fu,) 7 (¢).

Par un choix convenable des variables « et v, on peul réduire les
fonctions f et 5 & I'unité. On tombe alors sur la condition

Ly =(ay,—ex,) 4+ (by, — fu,).

Celte relation est verifice dans le cas des surfaces T. Celtte relation
¢tail d'ailleurs évidente a priori. En effet, dans ce cas, toutes les con-
gruences paralléles & (AB) sont aussi des congruences cycliques.

Remarque. — Le probléme traité § XX donne unc solution parti-
culi¢re des problémes suivants :

Trouver les congruences cycliques qui se transforment en con-
gruences cycliques par Uapplication de la méthode de Laplace ;

Trouver les congruences paralléles a (AB), qui se transforment
en congruences analogues.

Journ. de Math. (5* série), tome II. — Fasc. LT, 18yG. 26
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De méme, le probléme du § XXI donne une solution particuliére de
la question suivante :

Troucer les congruences cycliques qui se transforment en con-
gruences paralléles a (AB).

DEUXIEME PARTIE.

TRANSFORMATION PAR ORTHOGONALITE DES ELEMENTs (').

I. — Formules de la transformation.

Considérons une surface S rapportée a ses asymptotiques. Les
coordonnées z, y, = d’un point de cette surface scront données par les
formules

[ dr 07 4 0n

( ~37_ L PR P
1

) ?a_a_:_ T

o — " Tige TRO0°

avec les formules analogues pour y et 33 %, 1, { étant solutions de
I'équation
2*)
(=) daor =10,
que nous appellerons I’équation de M. Moutard, relative aux asym-

ptotiques de S.
Soit maintenant une surface quelconque Z, (X, Y, Z) les coordon-

(') Certains résultats indiqués dans cette Partie étaient déja connus au mo-
ment oit ce Mémoire a été rédigé. (Voir a ce sujet le IVe Volume du cours de
M. Darboux, en particulier le Chapitre relatif a la théorie des douze surfaces. )
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nées d’un de ces points. On pourra poser
aX
Ju

%:A. + B, dE +C.,

=A ds - +B dg +C_,

Ecrivons que S et £ se correspondent par orthogonalité des &lé-
ments,

ox dX 0z 9X _ droX  dz 0X _
dadn= dooe = O dudv T ov du
On aura

B =o, A, =o, A+B,=o.

Ecrivons que les formules simplifi¢es

X &y
du Adu + C3,
X 0% r
o= An +GE

‘On aura
X _ oA o4 . JC
()“d"—(_)zw_'— C-l—_(MA—;..W)

05 d, dA dC,
— du G, — doda T ° <(—)— - MA)

On devra donc avoir

et

Posons alors
A:—)\, C=£):s C'=—Q.
La derniére condition donne

(i )

dudv = Ma.
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Donc, toutes les surfaces cherchées E sont données par les formules

oX _ ;O‘A - 0%
) e —  ou” "od’
(3) i N
de = oy o’

ol A est unc solution quelconque de I'équation (2).
La surface X estrapportée & un systéme conjugué i invariants égaux
(Ribaucour), car on a

X _1 i)\ g)} lgl d.\'.
dude — ) dv du +i()u_dT'

Enfin les deux surfaces applicables A (¢, y, 3,), A'(w, )2 3,) ont pour
coordonnées (M. Moutard)

£y= L+ X, La=x — \.

Réciproquement, de deux surfaces applicables (A ), (A"), on déduira
un couple analogue & S et . (Nous laissons de coté le cas ot les deux
surfaces applicables sont réglées. )

Si % n’est pas linéairement indépendant de &, 4, I, la surface X sc
réduit & un plan; les denx couples de surfaces sont égales.

On a donc les conclusions suivantes :

1° La recherche des surfaces qui correspondent par orthogona-
lité des éléments & une surface donnée S revient a Uintégration de
Uéquation de M. Mowtard relative aux asymptotiques de S.

2° Aux asymptotiques de = correspond un réscau conjuguc & inva-
riants ¢gaux sur ¢ ct, inversement, & un tel réseau correspondent les
asvmptotiques d’une surface . Donc :

La résolution de Uéquation de M. Moutard permet de troucer
tous les réscaus conjugués a invariants égaux de S.

Pour les avoir effectivement, il faudra intégrer en outre 'équation
différentielle des asymptotiques de Z. :
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3° La recherche d’un couple de surfaces applicables est iden-
tigue a la recherche de quatre solutions d’une méme équation de

M. Moutard.

II. — Les congruences de M. Ribaucour.

Menons par chaque point de = une paralléle ala normale correspon-
dantede S, on obtientune congruence G dont X est la surface moyenne.
Les foyers I, I, de cette congruence ont pour coordonnées :

l“, X.=X+)\E, Y,:Y—%—)\‘q, Z,:Z—}—)\Z,
F, Na=X—%, Y,=Y-2uy Z,=Z-2L

On obtient ainsi toutes les congruences dont les développables d¢é-
coupent un réscau conjugué sur la surface moyennc.

On peut en déduire une congruence analoguc. Appliquons la trans-
formation de M. Moutard & I’équation (2) en prenant comme trans-
formante la fonction A; &, v;, { seront remplacés par ¥, ', T, et 'on
aura

() ”',__ yd)- ();
| 3a(¥) = i3 — A5
0 - .
3y = £¢ %
(%(\,)._ \,d(‘—i—)\d»
d’ou
’ x r \ '’ Z
V=3 w=p  U=j¥

Aux quatre solutions ¥, %', {', X’ correspond une surface ¥'; les coor-

données X', Y, Z' de ¥’ sont

X' =

NI 9w

s YI=TI Z1=_§.

La surface ¥’ cst rapportée i un systéme conjugué i invariants



200 GUICHARD.

égaux; scs tangentes conjuguées sont paralléles i celles de =. On ob-
tiendra une congruence G’ analogue a G, ayant pour surface
moyenne ¥', les cosinus directeurs des droites de la congruence étant
E', 7)’1 t.,'

G’ est la congruence conjuguée de G; 3’ la surface conjuguée de .

Ces deux congruences sont telles que la droite qui joint I'origine
au point central de I'une est paralltle a la génératrice correspondante
de Vautre.

Les foyers dec la congruence C’ ont pour coordonnées

+

vgm ) ove
w w4

X.

XI

H

>’

Les quatre quantités %, v, {, X sont les coordonnées homogénes de
la surface X', -
III. — Les congruences i lignes asymptotiques correspondantes.

Prenons la surface S du paragraphe (I), qui est définie par les for-
mules

dz _ g

( ) du ‘()u *ou’
I ¢

dx ()T

( o qt)v +t 2

Menons par chaque point M de cette surface la droite D, dont les
cosinus directeurs sont proportionnels aux quantités

=y, -8, ty—~x%,

£, ', ¢ étant les quantités introduites dans le paragraphe précédent.
Et considérons le point M'(z’, y', ') ayant les coordonnées

=+ -0
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Ce point décrit une surface S'; on aura alors

Jar' a5 dr. , 0%
e T 7]()“ Ct)u qdu :du -+ 'du—‘n&?
ax' a7 d"l ()'q ’ %
o0 _nd(’+c Er Cdo-}-cd—&_nb—("

En tenant’compte des relations (1) du paragraphe précédent, on a

()x' . C

du T du du’
(=) «

()-C d-_, t

=g TG

La surface S’ est rapportée a ses asymptotiques; les cosinus direc-
teurs de S sont proportionnels & & 0, {; ceux de 8" a ¥, v, U5 la
droite MM’ cngendre donc une congruence ayant pour focales S et §';
les lignes asymptotiques se correspondent sur les 'deux surfaces fo-
cales. On obtient ainsi toutes les congruences qui jouissent de cette
propricté (C. Guicuaro, Comptes rendus; 18go).

Les projections de MM’ sur les axes de coordonnées sont

-Gy, -, Iy-—q%.
On a donc

oul
et 9 étant I'angle des plans focaux. Si R, et R, sont les rayons de
courbure de S, R R, ceux de S, on a
e=v—R/R, *=y-RR,.
La relation peut donc s’écrire

3) MM' = R,R, R, R, sin*o.



202 GUICHARD.

La surface 3’ correspond par orthogonalité des éléments & la sur-
face X'; on a donc un second couple de surfaces applicables (B), (B’)
ayaul pour coordonnces

(B) r,=a+X,
(B") x,= .« — N
Ce double couple de surfaces applicables a été signalé par M. Ribau-

cour (Mémoire sur les Elassoides).
Des formules qui ont ¢été établies, on déduit

AN = (N 4+ Y2 1 22) = 0 (52 0 4 7)== 3257,

B -, 2 ey 4 ,pq , *
BB =!.(X’+Y’+L’)=);§(§‘+*q’+’;’)=4;-

On en déduit done

—— -—

AA" % BB = 16325 = 16y, R, R K.

Le manque d’homogénéité de cette formule n’élonnera pas si 'on
remarque qu’on peut remplacer le couple (A)(A') par un couple
(A)(A)) pourva que A, et A, soicnt symétriques par rapport au
milieu de AA’ et que A, divise AA’ dans un rapport constant. Il serait
plus logique de dire que le rapport

AL % BB
\/R_I_R—._;B', R,

reste fixe quand on se déplace sur les deux couples de surfaces appli-
cables.

IV. — Cas ou la congruence précédente est une congruence
de normales.

Dans ce cas particulier, les droites de la congruence sont normales
a des surfaces de M. Weingarten (Ribaucour); les deux surfaces fo-
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cales S et S’ sont applicables sur des surfaces de révolution. Pour qu'il
en soit ainsi, il faut
&+ + =0
ou
X +17Y +{Z=o,

le plan central de la congruence G passe par un point fixe. Donc :

La recherche des surfaces de M. Weingarten ou, ce qui revient
au méme, la déformation des surfaces de récolution, est identique
a la recherche des congrucnces de Ribaucour dont le plan central
passe par un point fixe.

Dans ce cas particulier, la relation (5) du paragraphe précédent
devient

MM = R, R,R,R,

relation établic dans ce cas par Ialphen.

Il est évident qque, I'enveloppée moyenne se réduisant a un point, les
développables correspondent & un systéme conjuguc¢ sur celte enve-
loppée, donc A doit étre une fonction de g (C. Guicuarn, Comptes
rendus, 1891), mais celte condition, qui est nécessaire, n’est pas suf-
fisante.

Nous allons donner quelques exemples :

1° Si les surfaces focales sont des courbes, la congrucnce cst une
congruence de Ribaucour. Pour que le plan central passe par l'origine,
il faut et il suffit que ces deux courbes soient placées sur une méme
sphére avant son centre a origine. En poursuivant les calculs on
trouve lanouvelle classe de surfaces découvertes par M. Weingarten;
S ¢t S’ sont alors applicables sur un paraboloide de révolution.

2° Cherchons les congruences satisfaisantes lorsque la surface S est
& courbure totale constante. &, 3, {scront ici a,, 8, v, (les formules et
les notations employées sont celles du Mémoire de M. Guicuar,
Recherches sur les surfaces a courbure totale constante, p. 237).

Puisque le plan central passe a Porigine, on a

Ne=pat+gz, Y=p3+qB, Z=pyv+qv;
27

Journ. de Math. (3 série), tome II. — Fasc. 11, 1896
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on cn déduit

TR,
(g% - q()‘,)-i—a,( 0+ ("'/ +p‘)">

D’autre part, on doit avoir

S:I?é %

oX __  du Jdzy _  JA .
l-’l—l_1,0—1‘-—-7\‘)—“—_a.%ﬁ—?\smfm—l—?\cos?ag,
JIX Jdh dx, — dJi.
m_-—a.w—k)\a‘—, % e + Ax,.

En identifiant, on aura ¢

Jap oo an . . Jdy .
(—)—uz)\sm,a, Ju = Psing + g cosg, d—((:)\cosf,
dp __ v o s 0
=15 =0 h=pet o

Cela posé, les foyers I¥,, F, ont pour coordonnées
F,, X, =X+ Aa,, Y, =Y +48, 7, =1+ ny,
I, X, =X — Aa,, Y,=Y — A8, 7o=1 — 1y,

Formons la quantité

A=X,X,+ Y, Y.+ Z.Z2=p2+ ¢ — A2

.. Jo 0 . -
Les formules écrites plus hant donnent — = N _ 0. Nous distin-

O
Jue *ov
guerons deux cas :

1° 0=0.

On a alors

X2+ Y2 47 plagt
T Tw o=

$YY

’2+7]'9+C2
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La seconde surface S’ est aussi & courbure totale constante. La con-
gruence (S, S’) est formée de normales & une surface dont la diffeé-
rence des rayons de courbure est constante.

2° () = const.
Les foyers IF,, F, sont conjugués par rapport & une spheére fixe. On
obtient ainsi la congruence particuliére signalée & la fin du § XVIII,

I Partie. La surface S’ est celle qui est indiquée dans ’Ouvrage de
M. Darboux (1I°¢ Partie, n° 782). '

V. — L’équation aux dérivées partielles 4 laquelle satisfont
les coordonnées des surfaces applicables.

Les quatre quantités &, v, £, X satisfont & unc équation de la forme
90 0 gl
(l) ‘\m3+CF+DE&+Lm+l_O’

on peut prendre pour A, G, D, E, IV les valeurs suivantes :

0% 94 04
Jget Ju? D
g % 0
A=|0u| C=~—| du |, D=0}
J5 0% | o
dJe Jv | (7‘-:
4 I3 4
- - -
R | 9%
O Cou? |
9 o
K= POvE ¥ = " I
T % » ? | ._; '
! _d_; | b du
- du | Lo
r ! -
! S Lo

Dans les déterminants A, G, D, E, F, nous n’écrivons que la premiére
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colonne; les autres s'en déduisent en remplagant § par v ou par g, ou

par A. En tenant compte de P’équation (2) (§I) et de celles qui s'en
déduisent par dérivation, on voit que

A C 5
az——D, W:—l‘-

S

Cela posé¢, des formules

Jdr L4 d, OX o £

o= Tou— z()u du E-‘,—[‘—XE}’

dr % gy ON ok | 40k

=g iy =T ig A

on déduil

S Y OO S S US L
o = gm T Sow®’ ot — ot T "ouwt’
Fr__ FC_ .0 OX_ g 0%
g =T higa Tty g T T ige T hge

On voit facilement alors que «x, y, 3, X, Y, Z sont solutions de I'équa-
tion

4 P9 _ (0 _dAdy  dCdv _

(2) A()—l_t’_ a0t " Jude T 0 o

Il en cst de méme ¢videmment des coordonnées &, y, 3., I, ¥, %, du
couple (A), (A’) de surfaces applicables.

L'équation différenticlle des caractéristiques de cette équation est
Cdur— Adv* = o.

C'est I'équation du systéme conjugué commun aux deux surfaces ap-
plicables; c’est aussi celle qui donne le systéme conjugué commun aux
deux surfaces qui se correspondent par orthogonalité des éléments.
Sur la surface I, les tangentes & ce sysléme conjugué forment une
division harmonique, avee les tangentes aux courbes de coordonnées,
qui forment un systéme i invariants ¢gaux.

D’une maniére générale, nous dirons que deux systémes conuugues
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qun sc trouvent dans la relation qui vient d’étre indiquée sont harmo-
niques. 11 est clair que tout systéme conjugué a un harmonique et un
scul. D'apres cela :

La propriété caractéristique des systémes conjugués qui se con-
servent dans la transformation par orthogonalilé des éléments est
d’avotr pour harmonique un systéme a incariants égaur.

On peut aller plus loin. L’équation
Cdu*— Ade*=o0

est celle qui donue les asymptotiques de la surface ¥'. Ainsi:

Le systéme conjugué commun au couple A, A’ ou au couple S, X
correspond aux asymptotiques de X'.

Cette surface X' sera appelée la représentante du couple de sur-
faces applicables AA'.

VI. — Propridtés de ces systémes conjugués.

Les deux surfaces X' et Z ont leurs plans tangents paralléles; aux
lignes asymptotiques de I'une correspond un systéme conjugué de
Iautre. Il en résulte qu’en chaque point la tangente a I'une des lignes
asymptotiques est paralléle a la tangente a la ligne conjuguée qui ap-
partient & P'autre systéme. Enfin ces systémes conjugués sont & inva-
riants égaux en coordonnées tangentielles.

Prenons une surface S rapportée 4 ses asymptotiques : soient x, y,
s les coordonnées d’un point M de cette surface, MT, MS les deux
tangentes asymptotiques. On aura

o or
0 — % ou " dv
(1) o'z ox

o0 — You + "' ()v

avec les formules analogues pour y et 5. Il existe des relations entre z,
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8, 2,, 3,, entre autres la suivante :

01 r)3
=

Mais nous n'aurons pas & nous en servir. Désignons par X,,Y,, Z,,
L,, M,, N, les coordonnées de la tangente MT; X,, Y,, Z,, L., M,, N,
celles de MS. Nous poserons

- Jdr as av
.\l—-av L‘_‘)/()_ll-—del,

dr _ 0y
\ —'—" ]JO——y()‘, Q(F’

avec les formules analogues pour les quantités Y, Z, M, N. On aura,
en tenant compte des équations (1),

oL,

AW oy
, ) ‘W—.y\ —l—px"" ‘_”:1[4 +3L”
(2
' N, - - I,
U ge = 2\, + {5,.\2, ¥l o, L, + ‘3.]‘2‘

Déterminons deux surfaces X, X, par les formules

dr,
4 \ a =P
L ) } or, X

_d".“ - 19

9o o
du — Pl

dn ([L,

En éerivant (ue ces équations sont compatibles, on trouve

( J
du

)
(% +pBi=4q8,

21 + g =pa,.

Les six quantilés ., y, 3,, .y ¥a 3, satisfont & I'équation

. 2y iq
(2) dudv — p

dJo
b";t—f—

2 p dJb
q oy
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Les surfaces X,, X, sont rapportées & un systéme conjugué commun;
elles se correspondent en outre par orthogonalité des ¢léments. 11 ré-
sulte, de ce qui a été dit plus haut, qu’on obtient ainsi toules les sur-
faces cherchées.
Au licu de résoudre le systéme (3), on peut opérer ainsi : soient £,
, § les solutions de I'équation de M. Moutard relative 4 la surface S;
la surface &, étant paralltle & la surface S, ses coordonnées tangen-
ticlles seront £, 4, {, A3 A étant une quatriéme solulion de I'équation

drv, dx,
Go? Ja’ e qui
donnera p ct ¢. La seconde surface I, se déterminera ensuite a l'aide
de quadratures. Il en résulte que tout systéme conjugué a invariants
égaux tangentiels se conserve sur une surface qui correspond par or-

thogonalité des éléments. Done :

de M. Moutard. A étant connu, on pourra calculer —-

La propriété caractéristique des systémes conjuguds, commauns a
deux surfaces qui se correspondent par orthogonalité des éléments,
c’est d’élre a invariants égaux tangentiels.

Tout systéme a invartants é¢gaux ponctuels admet pour harmo-
nique un systéme & incariants égauc tangentiels, el incersement.

Siun systéme conjugué est @ incariants égaux en tangenticlle
et en ponctuelle, il en est de méme de son harmonique.

Nous allons déterminer ces derniers systémes. PPrenons sur une sur-
face 2(X, Y, Z) un systéme & invarianls égaux (en ponctuclic), les
coordonnées vérifient 'équation (2). Si, d'aulre part, ce systéme cst
a invariants égaux (en tangenticlle), il sera possible de détermincer des
coordonnées x', 3, ', telles que I'on ait

QJ?’_ JX
ou — P
dr’' d_\
o0 = 1o

d’oti 'on déduit
X dp dX d*X + dg I\

PW{ + dv dv =9 Jwt ' du du
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En identifiant avec I'équation (2), on trouve

dq op
i__ du _p__ d
AT W ST T 9

ou v

On cn déduit d’abord

(3) Ag=23(), pL=Sf(u);

de plus, on doit avoir
Ap=Cg=y

el, par conséquent, en tenant compte des relations (3),

Y=1/3.

A o ae .
Le rapport ¢ ost alors le produit d'une fonction de « par une fone-

tion de ¢. On peut, en supposant choisics convenablement les variables
u et ¢, dire que la condition cherchée est

lixaminons maintenant les divers cas particuliers qui se présentent
naturellement :

1 Si la surface représentante est une sphére, le systéme conjugué
commun aux deux surfaces qui se correspondent par orthogonalité des
¢léments est formé de lignes de longucur nulle. Les deux surfaces sont
des surfaces minima.

2° Si la surface représentante cst une surface réglée, les quantités
X,,Y,,Z,, L, M, N, restent fixes quand on se déplace sur une génd-
atrice. 11 en résulte que les tangentes aux courbes de paramétre ¢
conservent une direction fixe quand on se déplace sur les courbes de
paramétre «. L'un des systémes conjugués est formé des courbes de
contact de la surface avec des cylindres. Si la surface représentante
est une quadrique, les deux systémes de lignes conjuguées jouissent
de la propriété indiquée plus haut. .
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Ces deux propriétés existent aussi pour les couples de surfaces appli-
cables qui y correspondent. Ce sont d’ailleurs les seuls cas ou elles
existent.

3° Si la surface représentante est une surface minima, le systéme
conjugué qui se conserve dans la transformation par orthogonalité des
éléments est formé de lignes de courbure sur I'une des deux surfaces.

VII. — Les systémes conjugués communs & deux surfaces
applicables.

Les deux surfaces applicables A, et A, ont pour coordonnées

U p(Xa+La), 2= p(X,—L,),
9z, 0z
%=9(X,+L.), %ZQ(XF‘L«)-

Ces coordonnées satisfont a I'équation (5) du paragraphe précédent;
donc

Le systéme conjugué qui se conserve dans la déformation est a
invariants égaux dans le cas ot A = C.

Si I'on veut que I'un des systémes conjugués soit formé des courbes
de contact de cylindres circonscrits a la surface, il faut que 'un des

- a8 a . .
coeflicients de . ou de = soit nul; dans ce cas, la surface représen-

lante est une surface réglée.

Supposons qu’on ait multiplié les quantités X, Y, Z, L, M, N par
un méme facteur, de facon que I'on ait, comme dans la Géométrie non
cuclidienne,

X+ Y2+ 22+ L2+ M2 N2 =1.

Les cosinus directeurs des tangentes conjuguées sur la premiére sur-
face sont
X;+L,, Y.+M, Z,+N,,
X,+L, Y +M, Z +N,
Journ. de Math. (5 série), tome II. — Fasc. II, 18g6. 28
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L’angle des deux tangentes conjuguces es!

cosy =(X,+ L)Xy + L)+ (Y, +M)(Y.,+M,)
+(Z,+N\)Z,+ N,);

cette formule est aussi celle qui donne I'angle non cuclidien de deux
droites qui se coupent; donc

Langle des lignes conjugudes qui sc conservent dans la défor-
mation estégala langle non cuclidien formé par les asymptotiques
de la représentante.

Pour que ce systéme soit formé de lignes de courbure, il faut que
la surfacc représentante soit une surface minima non cuclidienne
(§ VLI, I Partie). En tenant compte des formules (2) (§ VII, I'* Par-
tic), on voit facilement que la représentation sphérique des lignes de
courbure qui se conservent dans la déformation est celle des lignes de
courbure d’une surface & courbure totale constante (Boxxer).

D’une facon plus géncérale, on peut chercher le cas ou les lignes du
systtme conjugué se coupent sous un angle constant. L'angle non
euclidien des asymptotiques de la représentante doit étre constant,

L I - n (lf 7 { N N ‘\ "y,
c’est-d-dire que le rapport = (§ IV, I' Partic) doit étre constant.

Désignons par X, Y, Z, L, M, N les coordonnées de la normale non
cuclidienne ala représentante. On aura alors

(X+LYN + L)+ (Y += MY, + M)+ (Z + N)(Z,+ N,) =0,
(N+LY(Xa+ L)+ (Y +M)(Y,+ M,)+(Z + N)(Z,+ N,) = o.
Il en résulte que X + L, Y + M, Z + N sont les cosinus directeurs de
la normale & A,; de méme la normale & A, a pour cosinus dirccteurs

X-L, Y—-MZ-N.
Pour que les deux surfaces fassent entre clles un angle 3, fixe, il faut

NP+ Y24+ 22 — 12— M? — N2=cosy,
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ou bien
N Y2 22— L2 —M?2 —Ni= cosy(X?+ Y2 + 22+ L2+ M2+ N?);

c’est 'équation d’un complexe formé des tangentes i une sphére. Voici
alors quelle sera la marche & suivre pour résoudre le probléme : on
cherchera les géodésiques non cuclidiennes de cette sphére (ce sont
encore des grands cercles); on prendra un systéme quelconque de ces
gtodésiques, ou méme leurs tangentes; on déterminera par quadra-
ture une surface normale (sens non euclidien) a ces droites. On aura
ainsi la représentante. Il suffira alors d'intégrer I'équation de Moutard
relative aux asymptotiques de cette représentante pour achever le
probléme.

Remarque. — Aux lignes asymptotiques de A, correspond sur la
représentante un systéme conjugué. Ce systéme conjugué n’est pas
(uelconque, il est caractérisé par cette propriété que X + L, Y + M,
Z + N sont solutions d’une ¢équation & invariants égaux. Dans le cas
particulier ou ce systéme conjugué est formé de lignes de courbure
(sens non cuclidien), on connait par cela seul toute une série de repré-
sentantes de A, : c’est une série de surfaces paralléles (sens non eucli-
dien). On aura donc unc infinité de déformées de A, qui dépendent
d’une constante arbitraire.

Pour étudicr ce cas, on déduit des formules (6) (§ XVII, I Partie)

IELIL) = o(X,+ L) — a(Xy+ Ly),
2EFL) = b(X,+ L)+ f(X,+Ly),
0(X,d—:L,) =—e¢(X+ L)—m(X,+L,),
d__(_X,_d::_’-_L_L) =—b0(X+ L)+ n(X,+L,),
| dXetla) = g(X +L)+m(X, +L,),

Ko+ L) _

m —f(X+L)— n(X,+L)).
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On en déduit que X + L, Y + M, Z + N sont solutions :

00 an a0
Jude =Pd_lt +Q;)-‘~, +R0,
pP= m(b’+/°)+n(af be)
ab+ef
Q= m(af — be)+ n(a®+ e?)
- ab-+ef '

La condition cherchée est

[;rz(b‘+f’)+lz (af — be)] d [mlaf~be)+n(a*+—e?) i
dv ab+ef Jdu ab + ef

VIII. — Sur une transformation des couples de surfaces
applicables.

Soient 5(X,, X,, X,) et §'(iX,,7X;, 7\,) deux surfaces applicables;
de telle sorte que l'on a

dX5 + dX; +dX] + d\}+d\;+d\X;=o0
ou
3dX*=o.
Posons
=X+ XJ+ X+ X0+ X3+ \J=2Z\%

Déterminons six quantités x,, &, ..., &, par les formules

on aura alors

Sdo'= FEdX*— LdpEX AN + 3 dg? 2N =o.

Les deux surfaces Z(x,, x,, z,), &'(ix,, iz;, Lx,) sont done applicables.
On a donc la construction suivante :

Soient M et M’ deux points correspondants de deux surfaces ap-
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plicables, O un point fice; prenons sur OM et OM' dew.r poinis N
et N', tels que
oN_ov__ .

oM~ ON ~ 53 _ow”

Les points N et N' décrivent deux surfaces applicables.

Dans lc cas particulicr ot OM — OM' est constant, la méthode
donnerait des surfaces homothéticues.

Nous allons chercher ces surfaces. On peut supposer la constante
s =1. Posons alors

I ¢ S
1) J1—|+x6’ T+ Ng ? 'C’_‘l—}-.\,;

On aura ensuile

I'=J,"':+.L'§,+...+.l‘_=_|———--

Différentions totalement les formules (1). On aura

(1 + No) dX; — X, dX,

de;= 2 X (i=1,2,....5),

edr} = ml(l +Xo)?TdN; +2dX (1 + X)X, dX; + dXGEX? |

= (——}\—) [— dX2(1+ X, )+ 2 Xo (1 + X, ) X2 + (1 + X3 X2 = 0.

Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin, z,, x,, x, sont les coordonnées
d’unc développable; ix,, ix; celles du point correspondant du plan.

On obticnt ainsi tous les couples de surfaces applicables ui jouis-
sent de la propriété suivante :

La différence des carrés des distances d’un point fixe auc deux
polinls correspondants est constante.



