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Sur la déformation des surfaces ( * ) ; 

PAR M. GUICHARD, 
Professeur à la Faculté de Clermont. 

Introduction. 

Nous avons cherché surtout à mettre en évidence les propriétés des 
lignes conjuguées qui se conservent dans la déformation. Nous avons 
suivi deux méthodes : dans la première Partie, nous faisons corres-
pondre une congruence type (congruence dont les foyers sont conju-
gués par rapport à une quadrique) à tout couple de surfaces appli-
cables. Tous les couples qui correspondent à une même congruence 
ont les mêmes propriétés comme direction d'éléments. Dans la 
deuxième Partie, c'est une surface qui correspond à un couple de sur-
faces applicables, les lignes asymptotiques de la surface correspondant 
aux lignes conjuguées. Tous les couples qui correspondent à une 
même surface ont encore mêmes directions. Nous avons donné d'abord 
la propriété caractéristique de ces systèmes conjugués, puis étudié 
les cas où ils se projettent sur un plan suivant un système orthogonal, 
suivant un système de courbes également inclinées sur deux directions 
fixes; le cas où la projection de l'un des systèmes est formé de droites; 
puis le cas où ces courbes sont courbes de contact de cylindres cir-
conscrits à la surface; enfin le cas où ces lignes se coupent sous un 
angle constant, etc. 

(') Ce Mémoire a obtenu (a mention très honorable au concours du grand 
prix des Sciences mathématiques en i8g4. 
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J 24 GUICHARD. 

Nous avons fait usage de considérations sur l'espace à quatre di-
mensions. Nous appelons surfaces les variétés de points doublement 
indéterminés, plan les systèmes linéaires doublement infinis de points. 
La recherche des couples de surfaces applicables revient à celle des 
surfaces de l'espace à quatre dimensions qui sont applicables sur un 
plan. Ces surfaces jouissent de cette propriété caractéristique : c'est 
que leurs plans tangents sont normaux à une série de surfaces. 

Nous «avons dit quelques mots des théories qui se rattachent à la 
déformation. Nous avons montré que les systèmes conjugués qui se 
conservent dans la correspondance parorthogonalilé des éléments sont 
à invariants égaux en coordonnées tangentielles. 

Parmi les résultats obtenus, signalons les deux suivants : 
i° Trouver tous les couples de surfaces «applicables telles que la dis-

tance d d'un point de la première à un point fixe et la distance ζ du 
point correspondant de la seconde à un plan fixe soient liées parla rela-
tion 

d· — ζ2 = const.; 

ÎIOUS montrons qu'on peut obtenir ces surfaces sous forme finie; 
20 Trouver deux surfaces applicables, telles que les normales aux 

points correspondants forment un angle constant. 

PREMIÈRE PARTIE. 

MÉTHODE DE LA GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE. 

I. — Indication des notations employées. 

.le me place ici au point de vue de M. Cayley. Je prendrai pour 
quadrique fondamentale la sphère dont l'équation en coordonnées 
ordinaires est 

.c- 4-J2 4- ;a H- I = ». 
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Soit M un point, pris en dehors de cette sphère; on choisit le fac-
teur de proportionnalité qui entre dans les quatre coordonnées, do 
telle sorte que la somme des carrés des quatre coordonnées soit égale 
à l'unité. Si x, y

y
 ζ sont les coordonnées ordinaires du point M, a?,, 

x.iy A.,, Xs, les coordonnées non euclidiennes, on aura 

\'·*Λ y 4~ z"- ·+■ 1 ' \/·'·* .,-S + 1 

\'·*Λ y 4~ z"- ·+■ 1 ' \/·'·* .,-S + 1 

Si le point M décrit une courbe, la différentielle de l'arc de courbe 
sera donnée par 

ds- = d.r] 4- (U'I -+- (f-' l 4- tlx]. 

Supposons en particulier que le point M décrive une droite D, pre-
nons sur cette droite deux points conjugués 

A .{'ο ·1'
3
 ·ϊ ( ), 11 ( } ,} a } \ ) 

par rapport à la quadrique fondamentale. On aura d'abord 

\'·*Λ y 4~ z"- ·+■ 1 ' \/·'·* .,-S + 1 

et les coordonnées du point M(X4X
S
X,X

4
) seront, en supprimant les 

indices, 
X = r cos ο -t- y sin o. 

On trouve alors, en faisant varier φ, 

ds = (h. 4 

La distance de deux points de la droite est égale à la différence des 
valeurs de φ qui y correspondent. La dislance de deux points conju-

gués est toujours égale à -
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Angle (le deux droites qui se coupent. — Soient A, Β les points 
qui, sur les droites, sont les conjugués de leur point de rencontre O: 
Tangle des deux droites est par definition égal à la dislance AB. 

'•■rv >· 

Dans un triangle ABC, il y a six éléments, trois angles el trois cotés: 
entre ces éléments existent les relations de la Trigonométrie sphérique: 
ou en déduit : 

Dans un triangle, un côté est plus petit que la somme des deux 
autres; 

Le plus court chemin d'un point à un autre est fa droite qui joint 
ces deux points. 

On appelle normale en un point d'un plan la droite qui joint ce 
point au pôle du plan. Celte droite est perpendiculaire à toutes celles 
qui passent par son pied dans le plan. 

L'angle d'une droite et d'un plan est le complément de l'angle que 
fait cette droite avec la normale menée au point de rencontre de la 
droite et du plan. 

Lnfin, l'angle de deux plans est égal à la dislance de leurs pôles. 
La distance d'un point à un plan ou à une droite est la longueur de 

la perpendiculaire menée du point à la droite ou au plan. 
La distance recliligne de deux points 

( X
{
, X.>, .1 3, Xf ), * ) 

est donnée par la formule 

cos q = x\y,-^r x.iy.1 + xzyz^ χ,γ^. 

Il en résulte que le lieu des points (x) situés à une distance ο d'un 
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point (y) a pour équation 

cos2 ο Ο; -h χ; 4- x\ 4- χ;) = (xxyx -h x*ya -h x9y9 4- xsyx Y. 

C'est une quadrique circonscrite à la quadrique fondamentale. Nous 
donnerons le nom de sphère à ces quadriques. 

Remarque. — Aux quatre nombres x,, x
Ui
 χ

Λ
, x

A1
 on peut faire 

correspondre soit un point M de l'espace non euclidien, soit un point 
N' situé dans l'espace à quatre dimensions sur la sphère 

X~ -f- X'y -f- X's 4- — I. 

Comme l'a remarqué M. Klein, on peut projeter stéréographique-
ment ce point N' dans l'espace à trois dimensions. On obtient ainsi un 
point Ν ayant pour coordonnées 

y 2 Χ, γ 2Xt ^ 2^3 

X24-Y2 Zs=4-i^i. 

Appelons ds la différentielle de l'arc décrit par M, e?S de celui dé-
crit par Ν ; on trouve 

d S2 = 4 (I + x4)2, 

On voit facilement que l'angle de deux courbes qui se coupent en 
Ν est égal à l'angle non euclidien des courbes correspondantes qui se 
coupent en M. 

II. — Notions sur les courbes. 

Je laisse de côté les cas particuliers où la courbe est une droite, où 
elle est située sur la quadrique fondamentale et enfin le cas où les tan-
gentes à la courbe sont aussi tangentes à la quadrique fondamen-
tale. 

Soit A(x
x
x

2
x

3
x

a
) un point de la courbe; sur la tangente en A, je 

prends le point Β(y\y*y%yO conjugué de A; dans le planosculateur, 
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je mène la normale AG à la tangente. Cette droite AC est la normale 
principale en A; le point 0(η,η2η,Υ)4) est le conjugué de A. Enfin, 
je désigne par ϋ(ξ,ξ

2
ξ
}
ξ

4
) le pôle du plan osculatcur. La droite AD 

I<lg. 2. 

sera la binormale à la courbe. Choisissons comme variable indépen-
dante l'arc de courbe décrit par le point A cl remarquons que les élé-
ments du déterminant 

%L· | %JL ο it *^4 

r. ya y* y* 

11 YU Tii '1* 

ç ç ç 5 
"51 «52 ·ϊ3 -■* 

sont les coefficients d'une substitution orthogonale dans l'espace à 
quatre dimensions; on en déduit les formules 

Έ=>> S = -x-"'1· Λ = '"!· 

ou nous avons supprimé les indices; il y entre deux fonctions a et h 
de Λ; a est ce qu'on appelle la courbure, b la torsion. Si b est nul, le 
point D est fixe, la courbe est plane. 

Le centre de courbure Ο est un point de la droite OC, dont les coor-
données sont 

xcos^ -h y) sin φ. 

La distance AO = <p est donnée par l'équation 

coso -h asms = o. 

On vérifie facilement que la caractéristique du plan normal ACD 
est la droite OD. 
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Soit maintenant M(X,X
2
X

3
X

4
) un point de la tangente. On pourra 

poser 
X = a; cos? 4-y sin^p. 

On trouve en différentiant 

dX = ds(y coss — .r sinç — a 5ΐηφη) 4- dq(— χ sino 4-jy cosç). 

On voit que, si 
dq 4- ds = 0, 

le point M décrit une courbe normale à AB ; on tombe ainsi sur la 
théorie des développantes. On constituerait de même la théorie des 
développées. Comme dans la Géométrie ordinaire, les tangentes à deux 
développées forment un angle constant. 

Enfin on trouve pour le dS2 de la développable décrite par M 

r/S2 = ds2( 1 4- a2 sin2 0)4-2 ds do 4- do2 ; 

b n'entre pas dans cette expression. On en conclut que les dévelop-
pables sont aussi applicables sur le plan quand on se place au point de 
vue non euclidien. 

III. — Notions sur les surfaces. 

Nous appellerons encore géodésiques les lignes les plus courtes 
qu'on peut tracer sur la surface. Ces géodésiques jouissent des mêmes 
propriétés que dans la Géométrie ordinaire : leur plan osculateur est 
normal à la surface ; les tangentes à un système de géodésiques sont 
normales à une série de surfaces. 

Les asymptotiques sont identiques dans les deux Géométries. 
En un point d'une surface, on peut mener dans le plan tangent 

deux couples de droites : i° les tangentes aux asymptotiques; 20 les 
tangentes à la quadrique fondamentale. Le faisceau qui divise harmo-
niquement ces deux couples est formé de tangentes conjuguées (sens 
de Dupin) rectangulaires (sens non euclidien). Ces droites sont tan-
gentes à un système de courbes que nous appellerons lignes de cour-
bure. 
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Nous développerons la théorie des lignes de courbure qui joue un 
role important dans la théorie de la déformation des surfaces. 

IV. — Surfaces rapportées à leurs lignes de courbure. 

Soit A(xtx,
i
xsxi) un point d'une surface; sur les tangentes aux 

lignes de courbure prenons les points C(Ç4ξ2ξ3ξ4) et ϋ(η,η,η
3
η

4
) 

qui sont conjugués de A. Soit en outre ΒIe pôle du P^an 

ACD ; Β décrit la surface polaire réciproque de la surface décrite par 
A. Soient u et ν les paramètres de la surface (A) rapportée à ses lignes 

Fiff. 3. 

de courbure; quand u varie seul, le point A dccril une courbe qui a 
pour tangente AC; la tangente à la courbe décrite par le point Β sera 
BC, puisque cette droite est la polaire réciproque de AD qui est la 
conjuguée de AC (sens de Dupin). De même, quand ο varie seul, les 
points A et Β décrivent des courbes qui ont respectivement pour 
tangentes AD et BD; si l'on remarque de plus que les coordonnées des 
points A, B, C, D sont les coefficients d'une substitution orthogonale 
dans l'espace à quatre dimensions, on aura les formules suivantes, où 
nous supprimons les indices : 

(I) 

Ox y 
OU ' 

dy _ r 
Ou 

dX ■^ = -ax-cy — mq, 

57 = mi' 

% = ̂  

&=/l. 

,i, — n1> 

dn = - bx -fy - ni 
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lin égalant les dérivées secondes par rapport à u et ν des coordon-
nées, on trouve que les quantités a, b, e, /, m, η doivent satisfaire aux 
relations 

(11) \ π =s;=/"»· Am d„ 

\*ί = αη> Ù = cn> 

La droite AB décrit une congruence rapportée à ses développables ; 
les plans focaux de cette congruence sont les plans ABC, ABD ; ils 
sont conjugués, par rapport à la quadrique fondamentale. De même, 
la droite CD décrit une congruence rapportée à ses développables ; 
les foyers sont les points C et D ; ils sont conjugués par rapport à la 
quadrique fondamentale. 11 est facile de voir qu'on obtient ainsi toutes 
les congruences jouissant de ces propriétés. 

Prenons maintenant sur AB deux points M(X,, X
2

, X
3

, X4) et 

N(Y
n

 Yo, Y„ Y
4
) conjugués. On pourra poser 

X = j?coss -h γ sin^, Y = — .rsin^ -t-/coso. 

On aura alors, si l'on tient compte des relations (i), 

(3) 

i^= Y^ + 5(ecos
?

 + esin
?

), 

|£ = -X^ + *(-«siii
?

4-«cos
?

), 

Ιτ£ = Y?3 -t-»](icos
?

+/sin
?

), 

; fr = -
 X

57
 +

 'i(~
i
'
si

"?
+
-/

eos
î')· 

On voit d'abord que, si φ est constant, les points M et X décrivent 
des surfaces normales à AB. Ces surfaces sont rapportées à leurs lignes 
de courbures; les tangentes de courbure en M sontMC et MD. Ces 
surfaces seront dites parallèles à la surface décrite par A. 

Si l'on remplace les points A et Β par les points M et Ν (© eon-
Journ. de Math. (5* scrie), lome II. — Faso. II, 1896. l8 
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slant), les quantités m et λ ne changent pas, mais a, b, e, / prennent 
les valeurs 

a
K
 — cos φ -+- esinç, e, = — asinç -+- e cosç, 

6, = 6cos<p-h/sin<p, /, = — ^sin^ -h/cosç. 

On voit que l'on a 

α; + e; = «! 4- eJ, b] + f* = Ρ + f>, 

i,f, — = a/— ftc, a,*. + e,/, = αδ 4- t/. 

Ces quantités, qui ne changent pas quand on remplace la surface 
par une surface parallèle, ou, ce qui revient au même, ne dépendent 
que de la congruence décrite par AB, seront les invariants de cette 
congruence. Nous donnerons la signification géométrique de l'annula-
tion des deux derniers. 

Les formules (3) permettent de déterminer facilement les foyers de 
la congruence décrite par AB. Ces foyers C,, C

2
 sont appelés les 

centres de courbure de la surface (A). Les valeurs de φ qui y corres-
pondent sont données par les formules : pour C,, 

pour Co, 
«cos^ -+- esino = o; 

bcos<p /sinφ = ο. 

Les rayons de courbure φ, et φ
2
 sont donnés par les formules 

tang?, = - tango ο = - - · 

Si af — be = ο, les deux rayons de courbure sont égaux ; les for-
mules (u) montrent alors que 

dv Or 7 et du f du dv = 0 

Les deux rapports égaux ^>^sont constants. Les formules (3) 

montrent alors que C, est fixe ; la surface (A) est une sphère. 
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Si ab-k- ef = o, on a 

?»-?. = ;· 

Les surfaces (A), qui correspondent à ce cas, surfaces que nous 
appellerons surfaces Σ, jouissent de propriétés spéciales au point de 
vue de la déformation. Elles sont étudiées en détail plus loin. Dans ce 
cas, la droite AB décrit une congruence dont les plans focaux et les 
foyers sont conjugués par rapport à la quadrique fondamentale. Il 
en est de même de la congruence décrite par CD. 

Cherchons maintenant les lignes asymptotiques de la surface (A). 
En différentiant les formules (i), on trouve 

(4) 

ί T>%i=-x(bi)-ybf-*b'i + i)gr 

J 0*x y da Ob 

\ àuâv ~ ~ yae + + 

On obtiendra l'équation différentielle des lignes asymptotiques en 
écrivant que, dans l'expression 

d2x = du2 -+- 2 4-%- du dv -h dv2, 

le coefficient de y est nul, ce qui donne 

ou 
ae du2 4- bf dv2 = o, 

du dv 

\rbf ±l isjcie 

Les points où les tangentes asymptotiques rencontrent CD ont leurs 
coordonnées proportionnelles aux quantités 

ou 
la\lbf =fc irib\J ae, 

ξ yjaf rfc «η fbë. 
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Si les tangentes asymptotiques sont tangentes à la quadrique fon-
damentale, on a 

af — be; 

la surface est une sphère. Tous les systèmes conjugués sont orthogo-
naux. 

Si ces tangentes sont conjuguées par rapport à la quadrique fon-
damentale, ou orthogonales, on aura 

d'où 
af + be — ο, 

tango, 4- tango., = o. 

Ces rayons de courbure sont égaux et de signes contraires. Ce sont 
les surfaces minima non euclidiennes. 

Cherchons dans quels cas les lignes asyniptotiques se correspondent 
sur toutes les surfaces parallèles. On devra avoir, quel que soit φ. 

a,e, = ae 

ce qui donne, en effectuant, 

(af — be)(ab -\-ef)= o. 

Le fait peut donc se produire, soit dans le cas des sphères, soit dans 
le cas des surfaces Σ. 

L'équation différentielle des asymptotiques delà surface des centres 
décrite par C, est 

iaTu - e%)du'+ (fis = °· 

et, pour la surface C2, 

(«S-S)'»· *(/*-»£)*■— 

Si les asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la sur-
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face des centres, ~ est fonction de y· Les deux rayons de courbure de 

la surface (A) sont liés par une relation. Ces surfaces seront appelées 
les surfaces non euclidiennes de M. Weingarlcn. 

V. — Projection stéréographique des lignes de courbure. 

Des équations (i) du paragraphe précédent on déduit 

^ ' OaOv a Ov Ou b Ou 01'' 

et, de même, 

^ ' Ou âv e di' Ou f Ou <Jr 

L'équation (i) admet pour solutions 

«Τ( , 3*21 *^3} Jfj. 

Cela posé, faisons la projection stéréographique indiquée dans la 
remarque du § I. 

L'équation (i) admet évidemment les solutions 

2Xn 2JC2, 2.V,, l—JTn, + x4 

On en conclut que les quantités (§ I) 

X, Y, Z, X24-Y2H-Z2, « 

satisfont à une équation de Laplace. La projection stéréographique 
de la surface (A) est donc rapportée à ses lignes de courbure (sens 
ordinaire). Réciproquement, à toute surface rapportée à ses lignes de 
courbure on peut faire correspondre le système étudié dans le para-
graphe précédent. 

La transformation ponctuelle indiquée (§1) transforme donc les 
lignes de courbure (sens ordinaire), en lignes de courbure non eucli-
diennes. 
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Le dS2 de la projection stéréographique sera 

rfS!=(«2 +b'dv* )■ 

Si a = ± b, on obtient une surface isotherme. 

VI. — Sur un cas particulier de couples de surfaces applicables. 

On voit que la recherche des couples de surfaces applicables re-
vient à celle des surfaces de l'espace à quatre dimensions, qui sont 
applicables sur le plan. Cherchons parmi ces surfaces celles qui sont 
situées sur l'hypersphère 

x] -+- x\ -h x\ + x\ = î . 

On peut remplacer la surface cherchée par la surface correspon-
dante de l'espace non euclidien et supposer cette dernière rapportée 
à ses lignes de courbure. 11 faut exprimer alors que 

a-du2 H- b-dv-

est le ds1 d'un plan ; ce qui donne 

° du \a du) dv\b dv J 

ou, en tenant compte des formules (2) (§ IV), 

(0 d? + 3ïï = °> ab + e/ = o, 

on tombe sur les surfaces Σ, que nous allons déterminer. La seconde 
des relations ( 1 ) permet de poser 

a = ρ cosç, 

b = r sin φ, 

e = ρ sin φ, 

f — — r cos<p. 
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Les relations(2) (§ IV) donnent ensuite 

cos? % ~ ? sin?^ = mr sin?> sin? + rcos?^ = n? cos<?' 

dp do dr · do 
sm? + ?cos?^, = -mrcosfp, -coscp^ 4- Γ δΐηφ^ = //? sms. 

On en déduit 
d? dr 
dv — °> du ~~ °* 

On peut, en choisissant convenablement les variables u et » , sup-
poser 

0 = 1, /· = r. 
On trouve ensuite 

m = τ-) η = -y-t 

d'où la condition 
d* φ dlo 
dv* du1 

ce qui donne 
9 = F(w 4- v) 4- F, (u — v), 

F et F, étant deux fonctions arbitraires. 
Les formules (1) (§ IV) deviennent 

(2) 

dx γ 
T,=cos^' 
dy · γ 
Tu = S,nî-

d\ . do ^=-cos?x-sin^4-^r], 

dr, _ do £ 
du dv 

âx 
= 81,1 ?ri> 

dy f
v
 =-cos

?
·/], 

d£ d<s 
dv dt< 

dt\ ' do γ 
Tv =-^sin?4-/cos9-

Pour achever la détermination de ces surfaces, il faudrait intégrer 
le système (2); mais nous les obtiendrons plus loin, sous forme finie, 
par une autre méthode (§ X). 
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Les lignes asymptotiques de la surface (A) sont 

du2 — dv- = o. 

• On trouve aussi la même équation pour celles des surfaces des 
centres. Toutes les surfaces parallèles à (A) jouissent de la même pro-
priété. Nous verrons plus loin qu'il en est de même des surfaces des 
centres. Nous étudierons, dans le paragraphe suivant, les principales 
propriétés des surfaces Σ; nous allons indiquer ici les formules qui don-
nent les deux surfaces applicables. 

La première surface a pour coordonnées 

la deuxième, 
r |) ^21 î 

-+- ixÂ, X, Y : 

X et Y sont données à l'aide de quadratures 

où 

— = cost) coso, 3- = sinf) coso, 

— =sinOsmo, -r- — — costisins, 

φ = F( 11 4- c) -i- F, (u — e), 0 = — F( u 4- c) ■+■ F, (u — v). 

Ces deux couples de surfaces jouissent des propriétés suivantes : 

i° Le carré de la distance d'un point fixe Ο à un point quel-
conque M de la première surface est égal au carré de la distance 
du point correspondant M'de la seconde à un plan fixe π, augmenté 
de l'unité (ou d'une constante, ce qui revient au même en prenant 
des surfaces homothétiques). 

Nous obtenons ainsi tous les couples de surfaces applicables jouis-
sant de cette propriété. 

ά° Ces surfaces sont rapportées à leur système conjugué com-
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mun; ie système conjugué de la deuxième surface se projette sur 
le plan τ: suivant un système orthogonal. 

Cette deuxième propriété appartient aussi à d'autres couples de 
surfaces applicables, ainsi que nous le verrons plus loin. 

VII. — Sur quelques propriétés des surfaces Σ, 

Conservons le tétraèdre ABCD, mais prenons pour variables indé-

Kig. 4. 

.1 

*4- -:4
X 

pendantes M, clés paramètres des lignes asymptotiques de la surface A. 
Les formules du paragraphe précédent deviennent 

— = s rosç. -4- rt smç., ~ = çsmo — η coss; 

^ = *ooso-^sinç., = ξ sin a -Η η cos 5; 

,h,=~ -.>'*>»? + 57, η, 57, =- ·* +/COSO - - : ; 

m- =- ■'•coso - vsm? - - η, ^ = .csin? ~y cos? + ς, 

avec la seule condition 

j£l- = o ou ? = 1'(«)+Ι\(υ). 

Les centres de courbure E(X, X3X3X.,), F (Y,, Y
1M

 Y,, Y,) de la 
surface A ont pour coordonnées 

X = a?sino -+-ycosf, Y = — x sino-h jcoso. 
Journ. de Math, (5· scric).tome I. — Fasc. II, 189ft. I Ç) 
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On obtient des formules plus symétriques en introduisant le té-
traèdre EFCD, c'est-à-dire les foyers des congruences (AB) et 
(CD). On obtient 

du du du ' ou " d« * ^ du du * du 

du du du ' ou " d« * ^ du du * du 
(0 

Sous cette forme, on \érific facilement que les quatre surfaces (E), 
(F), (C), (D) sont rapportées à leurs asymptotiques. En effet, pour 
la surface E, on trouve 

£-*8-4+®)']· 

ce qui montre que est un point du plan langent, et par suite que 

les courbes u variables sont des asymptotiques. Si de plus ^ est 

nul, est proportionnel à X, ces courbes sont des droites. Les 

quatre surfaces E, F, C, D sont des surfaces réglées. 
Nous allons montrer, en outre, que ces surfaces sont des surfaces Σ. 

Cherchons les centres de courbure de la surface E, c'est-à-dire les 
foyers de la congruence ED. Un point M (λ\χ\>χ

ά
χ.,) de la droite ED 

a pour coordonnées 
χ = XcosO -+- η sin 0. 

^ = ^(— XsinO -+- Y]cosO) -h Y ^cosO ̂  4- sinO^ 4- ξ ^cosQ — sin0 dq) 

~ — ^(—XsinO -F- YJCOSO) 4- Y ^cosQ ̂  —sinO^ 4- \ ^cosO + sinOdq) 

Les valeurs de θ correspondant aux foyers sont donnés 

cosO^-t-sinO, cosO — sinO^ 

cosO ^ — sinO, cosO 4- sinO ^ 
= o, 
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OU 

(,) cos'O - £) + 2cosflsinO £ + .) - sin'O - g) = ο, 

ce qui montre que ces foyers sont conjugués par rapport à la qua-
drique fondamentale et que (E) est une surface Σ. 

On obtiendra donc un tétraèdre analogue au tétraèdre EFCD, en 
prenant les foyers des deux droites ΕD, CF. La fonction φ est rem-
placée par la fonction 0 donnée par l'équation (2). Pour trouver la 
valeur de Θ, posons 

t, = un«a' ji = tang B 

α est fonction de u seul, β de ν seul; l'équation (2) donne ensuite 

d'où 
lang(a — β) -+- tang20 = ο, 

O = B-2; 

On voit que d'une surface Σ on peut en déduire une infinité d'autres. 
On vérifierait aussi facilement que la droite EC est normale à une 

série de surfaces, comme les foyers de cette droite, qui sont Ε et C, 
sont conjugués ; cette série est formée de surfaces Σ. 

Tous ces résultats pouvaient être prévus de la façon suivante. Con-
sidérons une surface dans l'espace non euclidien, rapportée à un 
système de géodésiques et à ses trajectoires orthogonales. Le ds- est 
de la forme 

ds3 = du* H- a* civ-. 

Les tangentes aux courbes Ρ = const, sont normales à une série de 
surfaces ; la distance φ des deux centres de courbure est donnée par 
la formule 

,ân*?=-S· 
du 
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Si la série est formée de surfaces Σ, on aura 

da 
57, = 0' « = "· 

La surface des centres est elle-même applicable sur un plan. Les 
géodésiques ν = const, correspondent à une série de droites parallèles 
du plan. Les courbes u = const, correspondent à la série de droites 
rectangulaires, c'est ce qui explique que les droites EC sont nor-
males à un système de surfaces Σ. 

VIII. — Surfaces minima non euclidiennes. 

On doit avoir dans ce cas (§ IV) 

On peut donc poser 
af -t- be = ο. 

v = a?j /= - bp. 

Les formules du § IV donnent ensuite 

ou 

?57+a57=-?im = -P37' 

-bTu~?Tu = aui =?3Ϊ· 

2?3Γ+α37 = °' 57 («'?> = ". 

-Ρ37, + δ57, = °> = O. 

On peut poser 
a} ρ = ι, b1 ρ = ι. 

Prenons comme inconnue φ, en faisant 

p=e~% 



on trouve alors 
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a — <*, e = e-q, 
b = c2, f= - e-q 

puis ensuite 

m — -r * η — -~ -

On arrive enfin à la condition 

-i- c2? — fr'~? = o. 

Cette équation intervient dans la recherche des surfaces à courbure 
totale constante. M. Darboux a déjà indiqué que la recherche de ces 
deux groupes de surfaces est identique. 

On a donc pour ces surfaces les formules 

(■) 

Tu = 5î> = *1· 

È-*-**· S = -e-q n; 

m — -r * η — -~ --i- c2? — fr'~? = o. 

-i- c2? — fr'~? = o. eaw + e2y - dq e 

V = — <*je - àv 

On peut remarquer que les projections stéréographiques des sur-
faces (A) et (B) sont des surfaces isothermiques. 

Il nous sera utile, dans la suite, d'avoir ces mômes surfaces rappor-
tées à leurs asymp to tiques; soient toujours A(x) et Β (y) les points 
correspondants des deux surfaces, par C(?) et D(yj) les points où les 
tangentes asymptotiques coupent la polaire réciproque de AB. 

Quand u varie seul, le point A décrit une ligne asymptotique dont 
la tangente est AC, le point Β décrit une asymptotique, dont la tan-
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gente est la polaire réciproque BD; de même, quand ν varie seul, les 
tangentes aux courbes décrites par A et Β sont AD et AC. On doit 

Fig. 5. 
Β 

donc avoir des formules de la forme 

*,=a<< S7,=er" Έ, = -αχ-"νί» aii = 

7Ϊ·= *>■>'< ^=/î. 5? =-./> + » η, re = -bx-m. 

En écrivant que ces formules sont compatibles, on trouve 

s =l""- â=-S'" 

τ- = α/1, ~ = — en 

τ- = α/1, ~ = — en = 0 

of — be. 
On peut poser 

e = ap, /=!>?. 

Les premieres relations donnent ensuite 

3Γ («'?> = «. 55 ('''?)='>· 

On peut prendre 
α2ρ = ι, l)'~ s = i. 

Faisons ρ = <'~a?, on trouve 

Α. = e?
t b = c q, 

e = <r*, / =e - q, 



puis 
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avec la condition 
m = dq, n = dq, 

■3-5 + -r-i + £ 9 — c a? = o. 

On a alors le Tableau de formules 

{άΤ,=β,*< i,=ex^ as = -«**-ai* ^ = 

L») 3F = «*'■·. 7Î7=e^' * = 7)F = -"X-3ÎÇ· 

1 3Î3 + ÂÎ + - e 

IX. — Les coordonnées de la ligne droite. 

Soit une droite D; prenons sur cette droitedeux poin ts A (u· ,o,uvri ) 
et Β(yxy«y*y*) conjugués par rapport à la quadrique fondamen-
tale. Nous prendrons comme coordonnées plukériennes de D six quan-
tités, dont les trois premières sont proportionnelles aux projections 
(sens ordinaire) de A Β sur les trois axes de coordonnées; les trois 
secondes proportionnelles aux projections du moment de A Β par 
rapport à l'origine. (Dans la suite, nous écrirons toujours en pre-
mière ligne les premières coordonnées d'une droite, ensuite les se-
condes coordonnées.) Nous fixons le facteur de proportionnalité, au 
signe près, en écrivant les coordonnées de D ainsi 

XrsX',^, Υ\·Χ\ι D — Jl«y% a? 

Y = ,v2y \ y* s ? M = jc^y « 
Ζ =,£'3^, Ν = X\y.> )'\·ν*· 

Quand on déplace les points A et Β sur D, les quantités X, Y, Z, 
L, M, Ν restent fixes au signe près. Ces quantités vérifient, outre la 
relation 

LXH-MY-4-NZ = O, 
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qui existe entre les coordonnées d'une droite, la relation 

X" Y2 + Z3 + L·2 -h M2 -+- \a = ι, 
ou 

( Y ± L)2 + (Y ± M)2 4- (Z ±: \)a= I, 

qui tient au choix du facteur de proportionnalité. Dans la dernière 
relation, il faut faire correspondre les signes. 

Cela posé, soit A(*), B(/), C(£), D(η) un tétraèdre conjugué 
par rapport à la quadrique fondamentale, choisissons les signes des 
coordonnées de telle sorte que le déterminant 

soit égal à 1. On sait que, dans ce cas, chaque élément est égal à 
son coefficient dans le déterminant; de même, chaque mineur à deux 
éléments est égal au mineur qui le multiplie dans l'expression du dé-
terminant. Il en résulte que, pour passer des coordonnées d'une arête 
à celle de ses polaires réciproques, il suffit d'échanger les premières 
et les secondes coordonnées. 

Les coordonnées des six arêtes du tétraèdre A BCD sont alors 

x, x2 .z\, .Z", 

7« 7= 7» y-, 
Σ Σ Σ Σ «s| "Ï2 "S3 tt 

η. η* η=. η* 

L = x1 y2 - Y1 x 4 X = xey-y ax3, 

AB < M = x*y.\ 7,*4· ^ ^ *s7i 7»^·' 
IN =.r3>*4— γ3χ„ Z = xKy.

i
-y

t
x2, 

/ Τ — >· Σ _ Σ r Y — r Σ _ Σ x 

AC J M, = χ, ξ,— l, α·„ Y, = .r
s

 ξ, — ξ, .r,, 

( .Y, = A'j «3*4· /, = *, «| 

| L.» ~ *, yj, ■ 7j, .r,, \.> = /]
a

, 

AD < M2 = — rJaχ,, Y2 = *3η, — *,η31 

\ ^ 2 — Z 3 | ' X 4, Zo —- «Γ, fjο X
 2

 /] | , 
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| X — ?l "*i t "^ιι ζυ — "»2 *]:i ?:» ^laj 

CD Y =ξ,η,-η,ξ„ M =ξ,η,-ξ,η„ 

(ζ = ξ
;ι

τ
η
-η

;ι
ξ„ Ν = H, r

ja
— r

in 

ί X, = ΊΟ I ΥΐΊπ D, = ΊΟ'* .Xatyl' 
DU | Y, = η, r, - y//;,, M, = η,/, -η,, 

( A = ΊΟ'» ^*»*1»' « =*]t^a «Xi^iai 
/ Χ, =/, ξ, - ξ,.)·.„ h., =Υ, ξ, - ξ,/

:ι
, 

I3C < Υ, =)'.>%,- ξ8ν„ Μ8=7»ξ. - 5θ*η 
Ι Ζ, =/

;
, ξ, - ξ

3
ν„ x

2
=/, ξ»- ξ,/,. 

lin écrivant que ΑΒ rencontre AC et DB, on a 

LK, 4- MY, -h NZ, -h XL, -4- YM, -h ZN, = o, 

LL, -i- MM, 4- XX, H- XX,4- YY, + ZZ, = o, 
(Γοίι 

(L ± X)(L, ± X,)+ (M ± Y)(M, ± Y,) 4-(X ± Z)(X, ± Z.) = o. 

On en conclut (jue les quantités 

X ± L, Y ± M, Ζ ± X, 

X, ±L·,, Y,±M
n Z,±X„ 

XjztL;., Y.+TM.j, Za±N3, 

où les signes se correspondent, sont les coefficients d'une substitution 
orthogonale dans l'espace à trois dimensions. 

Il y a beaucoup de relations entre ces quantités; nous signalerons 
seulement celles qui nous seront utiles. On a d'abord 

ÏZ, Z\ , — Ί»Ιθ'*(^2Ί* ^a'ia) Ί»(*0·* (ΊΟ'* ΊΟ'*) —Ί »·#·'η 

en remarquant que est égal au déterminant 

xx = 
Y2 Y3 Y4 

* 5 î: "•i "»ï "si 

η-a Ί» η3 

Journ. de Math. (5e série), tome II. — Fasc. II, 1896. 20 
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On a donc les formules 

(0 

YZ, — ZY, =n1 x1 

ZX, —XZ, =η,.ί;
2

, 

ΧΥ,-ΥΧ^η,*,, 

LX, -h MY, -+- i\Z, = η,./·,. 

Les premiers membres sont les coordonnées homogènes de A ; on 
aurait encore ces coordonnées en remplaçant Tindice ι par l'indice 2; 
le facteur de proportionnalité serait ξ, au lieu de η,. 

Nous donnerons, en outre, la valeur des déterminants à trois élé-
ments que l'on peut former avec les coordonnées des droites. ( Nous 
n'écrivons que la première colonne de chaque determinant, les deux 
autres s'en déduisent en remplaçant X et L soit par Y et M, soit par 
Ζ et X et en mettant les mêmes indices.) Nous obtenons les résultats 
suivants : 

(2) 

L 

X1 = Y 2i, 

X2 

\ L 
X2 = E4 et Y 10, 

χ 

' x = y \ *1 s f 
X, 

χ 

X, =0, 

X, 

u 

X, =7,5». 

χ, 

L. 
Y _ £2 -v2 -s ,7 

X 

L, 
X = E, n1, 

χ, 

L, ! 

x 1 |= y ι ι 15 
x

s
 ! 

L, 

x
2
 =5,r

n
, 

X 

L
2 

Χ =n 2,. 

χ. I 
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(*) 

L 

IJ , — 5 

L
2 

X X, xs 

IJ, = O, IJ, — J.\ /J,, IJ, = 

L. IJ. IJ, 

X | X, X
s 

IJ, — ·£ 17,,« I IJ, — ΟJ IJ, — ·'■■ , J I; 

IJ : L L 

• X ; j -V, X, 
. L· j — J

1
.·, ζ J, I IJ = ·*·'^η IJ = O. 

IJ, IJ, J-J, 

X. — Détermination des surfaces Σ. 

Appliquons les formules du paragraphe précédent en prenanlcomine 
tétraèdre conjugué le tétraèdre F, F, C, Ό (§ VIL). Fn tenant compte 
des formules (I, § VU), on trouve 

Ou ~ Λ* Ou ~ - V-' 

— — χ _ ι fît ~ j _ \ 

"Si7 = rf»( J *>' ^r = sf,(x» + L=)' 

F = ̂ (-X
2+

M, £ = |(-L
S+

X
2

). 

'§= X + L + ^(-V + L.), £ = L + X-giL. + A,), 

^
=

-X
 + L +

 ̂ (X,_,„)
!
 *2

=
_,

j + X+
£

(Ij|
_

Xi> 
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avec les formules analogues obtenues en remplaçant X el L soit par 
Y et ΛΓ, soit par Ζ et N. On en dccluit 

£(X +L) = —2(Χ,-ι· L,), 

dv (X 4-1,) =«, 

^(X, 4- L,) = 2^(Xj + L2), 

4 (X, 4-[„) = ,>, 

£ (X. 4- U) = a(X 4- L) - a^î (L, 4- X, ), 

4 (X. 4 Lj) = o, 

κ(χ-Ό ='·■ 

£(X-I0 = a(X,-l„), 

i (X,--L.) = o, 

^(X.-l4) = -a|(X
3
-U)· 

r.(x.-M = o, 

,4(x
s
- u) 

On en conclut que les quantités 

= -
:
<Χ-Ι,)4-·Λ£(Χ,-Ι,,). 

X4-I,, Y 4- M, Z-t-N, 

X,-+-Ln ^ , -h Mn Z,-4-\,, 

X2 H- L,, Y2 4- Ma, Za
 ~h \2 

ne dépendent que de u, et comme ces quantités sont les coefficients 
d'une substitution orthogonale, on obtient leurs valeurs ainsi : Soient 
α, β, y les coordonnées d'un point ut, d'une courbe c tracée sur la 
sphère de rayon ι ; α,, β

η
 γ, les cosinus directeurs de la tangente en 

m à la courbe c; α
2

, γ
2
 ceux de la normale au cone qui a pour 

sommet l'origine et pour base la courbe c. On aura 

X+L=a, Y-f-M=fl, Ζ-ι-Ν=γ, 

X, —t- L, = a.j, Y, 4- M, = β2, Ζ,Z1 + N1 = Y2 

X
a
+r.

a
 = a,, Ya-hMa = j3n

 Ζ,-f- N
2
 = γ,, 

cl pour l'are de courbe décrit par tu, on trouve 

ds — 2 du, 
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ce qui fixe le sens de la variable u\ enfin on voit que la courbure géo-

désique de c estdQ 

De même, en traçant sur la spbère de rayon ι une courbe c', tel 
que 

ds = ids?) 

et dont la courbure géodésique est on aura 

X — L = α', Y -M =3', Ζ — Ν = γ', 

X,-L,= «;
>
 Y,-M, = 31, Ζ, — Ν, — Yj, 

x
2
 - L2 = a;, Y

2
 - M

2
 = 3;, z

2
 - N\

2 γ
;. 

On a donc déjà les coordonnées des six arctes du tétraèdre EECD. 
En appliquant les formules 0) (§ on obtiendra des quantités 
proportionnelles aux coordonnées a?,, a?

3
, #

Λ
 du point E. On 

I rouve 

λ./.·, — ( 3 -h 3')(γι 4- γ',) — (γ4- γ')(3« 4- 3,), 

λχ·, = (γ + Υ)(α, + α',) — (α + α')(γ, + γ', ), 

λχ·,ι = (α -+- α')(β, -+· β',) — (β + ?')(αι Η- *,)> 

Κχ, = (a - a')(a, + *',) + (?- ?')(?. + ?'.) +(r~ Τ'Χ'Λ + γ',)· 

On en déduit facilement λ, et ensuite a;,, x
2

, x
3

, x
r

 11 est facile de 
former les deux surfaces applicables. Les formules (ι) (§ VIII) don-
nent, pour le ds2 du point E, 

(fs~ — dx~ 4- dx~ 4- dx~
A
 4- dx* 

=[
,+

(Λ;)ι du?+» (ι+% u)du dv+[ ■1+©y γ* 
= [d(u 4- p)]2 4- dφ2. 

Les coordonnées des deux surfaces applicables sont : 
Pour la première, 

x1, x2, x3; 
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Pour la seconde, 
/**♦, in-c, 9. 

Remarque. — Si la courbe c, par exemple, est un petit cercle, Scsi 

une surface réglée, car alors est constant. 

La première surface (x
n

 .r
a

, .x·.,) sera, en général, un lieu cle coni-
ques ayant leur centre à l'origine. 

XI. — Sur certains couples de surfaces applicables. 

Nous avons déterminé (§ VIII et X) les courbes de surfaces appli-
cables S,(J?, Y,-), Sz') tels que 

.C~ -T-
V
K

A H- -2 — X"~ = 1. 

On peut, par une homographie, remplacer l'unité par une constante 
quelconque différente.de zéro. 

Nous allons étudier directement le cas où le second membre est 
nul; la solution, que nous rattachons à la théorie des surfaces minima, 
sera présentée sous forme synthétique. On verrait facilement que la 
relation donnée est la plus générale. 

La recherche d'une surface minima, rapportée à ses asymptoliques, 
revient à trouver quatre solutions d'une équation de M. Moutard, 

(■) <**° «m 
diTSv = ' 

liées par la relation 

(a) H" -+- Yj2 -+- — ρ2 = O. 

On en déduit 

(3) 

I * Où dû — ? 5« = °' 

j r 0; dr.<K=àf I * Oùdû ? 5« = °' 

En difl'érentiant la première de ces équations par rapport à c et en 
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tenant compte de ι et 2, on trouve 

(4) du dv du dv du dv du dv 

Posons maintenant 

E. = \iM/ \^'*/ \d«/ \d"/ ' 

r - ίονΫ _ι_ i(h>\2 a. aiV _ ({hX 

En tenant compte de 1 et 3, on trouve 

d\i d G 
dv du ~ °' 

En choisissant convenablement les variables u et ν on peut poser 

Ε = ι, G = ι. 

Il en résulte que l'on a 

d\2 -+- dr~ -+· dÇ2 = dp2 -h du'2 4- dv 

Les coordonnées des points correspondants des surfaces appli-
cables : 

Pour la première, 
ξ, η. L 

Pour la seconde, 
p, «, P. 

Ce couple jouit de la propriété suivante : 

La distance d'un point de la première surface à un point fixe 
est égale à la distance du point correspondant de la seconde à un 
plan fixe. 

On peut, d'ailleurs, rattacher ce cas particulier à la recherche des 
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surfaces Σ. Prenons une surface Σ rapportée à ses lignes de courbure ; 
l'un des points M, où CD rencontre la quadrique fondamentale, a pour 
coordonnées, 

Xi =5t-H nji, X* = 52-Hnja> Χ
Λ
 = ξ,-h r/]

3
, Χ, = ξ

4
 + /η», 

οιι a bien 
Χ| -f- Xjj -+- XJ ■+· XJ = o. 

Les formules (ι) (§ VI) donnent ensuite 

^ = — (.*· cos? + y 5111?) + ^ (>)-(;), 

^ = i(—xsin? +7COS?) + gj (η - «î). 

lin faisant la somme des carrés cl ajoutant, on trouve 

dx; -h rfxj 4- Î/X; -+- rfx; = - </»·*. 

Les deux surfaces cherchées ont pour coordonnées : 
La première, 

La seconde, 
x„ x2, x

3
. 

ι'Χ4, tf, /V. 

XII. — Les surfaces qui ont des lignes de courbure dans l'espace 
à quatre dimensions. 

Soit M(X,, X
a

, X
3

, X
4
) un poinL d'une surface dans l'espace à 

quatre dimensions. En laissant de coté le cas où il existe une relation 
linéaire entre X,, X

a
, X

3
, X

4
, on sait que ces quantités vérifient une 

seule équation de la forme 

A-p+21] y-y + CT-+2ÛT-+2hr=(). 

Les caractéristiques de cette équation définissent ce qu'on appelle 
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le système conjugué tracé sur la surface. Si la surface est rapportée à 
son système conjugué les quatre coordonnées vérifient une équation 
de la forme 

du de du + Q de* 

Si, de plus, ce système conjugué est formé de courbes qui se coupent 
à angles droits, nous dirons que la surface admet des lignes de cour-
bure. Dans ce cas, l'équation (i) admet, en outre, la solution 

x» + x; + x; + x;, 
et réciproquement. 

Voici comment on peut obtenir de telles surfaces. Reprenons les 
équations du § IV et posons 

O) 
du ^ = hE; 

jÎ = hr 

écrivons que ces équations sont compatibles, on trouve 

(■'*) 

λ='"!' 

*=/„, 

Les quatre coordonnées X vérifient en outre L'équation 

d-\ _ i_ Oh OX OU dX 
Ou Ov h de Ou l Ou de 

La surface M est donc rapportée à un système conjugué, et les for-
mules (2) montrent que ce système est orthogonal. Nous dirons que 
la surface A ou B(§1V) est la représentation sphérique de la sur-
face M. Pour obtenir toutes les surfaces qui ont une représentation 
sphérique donnée, il suffît d'intégrer les équations (3). 

Réciproquement, sauf un cas d'exception que nous signalons plus 
loin, on obtient ainsi toutes les surfaces qui ont des lignes de cour-

Journ. de Maih. ( 5* série), tome II. — Fasc. II, 1896. 2 I 
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hure. Soit (M) une surface rapportée à ses lignes de courbure, dési-
gnons par (ξ,, !·,, £3,ξ4) les cosinus directeurs de la tangente à. la 
courbe de paramètre c; par η,, η

2
, η.,, ceux de la tangente à la 

courbe de paramètre m; prenons en outre deux directions perpendicu-
laires entre elles et perpendiculaires aux tangentes. Soient (pc\ ,χ'^χ^,x\) 
el C/i» y'i·) y'ii y'\) cosinus de ces deux directions. 

Kn vertu des hypothèses faites, on peut déjà écrire les équations (2). 

Cela posé, le système étant conjugué, ̂  ̂  doit être linéaire cl homo-

gène en ξ et η, c'est-à-dire que ̂  ne peut contenir que η, ̂  que ξ. 

Il en résulte que ·— ne contiennent pas η, que ne contien-

nent pas ξ. On doit donc avoir un Tableau de la forme 

,Φϊ = αί+Ργ 

— = brt -h qy, 

^ =-'j.x +ey -»ir„ 

d; 
S = "r>< 

df y , eE - px', 

— = m;· dv 

— = m;· 

57. = - -.// - »-■■ 

Lm écrivant que ces formules sont compatibles, on trouve entre 
autres formules la suivante : 

(4) 
dp dfj 
de du 

Si l'on pose alors 
.r = x' cos φ -h y' sin φ, 

y — — χ sin;p H-y' cosçp, 

les dérivées de χ ne contiendront pas y (et, par suite, celles de y ne 
contiennent pas x) si l'on a 

df y ,du P* dv 
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qui sont compatibles en vertu de (4). On retombe alors sur les for-
mules (ι) (§ IV). 

Cas d'exception. — La démonstration qui précède suppose que 
les lignes de courbure ne sont pas des lignes de longueur nulle. Il 
existe des surfaces qui admettent des lignes de courbure dont l'un des 
systèmes est formé de lignes de longueur nulle. Nous laissons de coté 
pour le moment ce cas particulier. 

On peut, au lieu d'intégrer le système (3), suivre la marche sui-
vante pour trouver les surfaces qui ont une représentation sphérique 
donnée. Posons 

X = pjc +- qy H- αξ -H βη. 
On trouve 

s;=■*$, κα)+ * (°p+cfj+à£+>»ή +- ·ι(- »'*+-£)> 

'£=*{& ~ ̂ )+y{dr. -/ή+ξ
(£· ~ "ή+τ'{ι'ΐ> +,ιΛ+1)· 

En identifiant avec les formules (2), on aura 

(5) 
l — — αα = ο, -r-— ra = o, -7 m a = o, 

dp - bB = 3?-/? = °> 5ï-"?=°> 

(6) 
l h = ap+ <■([ +»!$+■£, 

j l = bp +fq + lia+ db, 

De (5) on tire 

dîTàt· ~ a àt' d<· = X dï· an ^ ~ X àï> ^ âû' 

OU 

(7) 
d*p 1 da dp 1 db dp 

dudv a dv du b du dv 

Si ρ est une relation de cette équation, α et β seront connus par les 
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doux premières formules (5), q sera ensuite donné par une quadra-
ture. On obtient ainsi une surface (M). 

Remarque. — L'équation (7) est celle à laquelle satisfont x,,X2, 
X2,x\. Cette équation s'intègre en même temps que celle que véri-
fient les coordonnées Χ, Y, Ζ de la projection stéréographique de la 
surface (A) (§ V). On en conclut que la recherche d'une surface (M) 
est équivalente à la recherche de deux surfaces qui ont même repré-
sentation sphérique pour leurs lignes de courbure. Ce fait sera expli-
qué plus loin. 

Remarque. — Si la représentation sphérique est une sphère, la 
surface M est siluée sur un hyperplan. 

En effet, nous savons que, dans ce cas, la droite AB (§ IV) passe 
par un point fixe. Soient (j,, j

2
, s,) les coordonnées de ce point, 

on aura 

d'où 

du ^ i)u Ou du — °' 

"<»7 + "*77 + '' 77 + '3 77 = 

S 1X, 4— Cj X2 -f- rj X3 ζ, X t — const. 

XIII. — Étude du cas d'exception. 

Dans ce cas, on doit avoir 

dX; 4- d\: 4- dX; 4- dX; = H2 dv\ 

Si Ton considère dans l'espace ordinaire la surface (S) qui a pour 
coordonnées X,, X

a
, X

s
, les courbes ν = const, seront des géodé-

siques. Réciproquement, supposons la surface S rapportée à un sys-
tème de géodésiques et à ses trajectoires orthogonales; on aura 

dX; 4- dXz 4- dX= dur 4- G2 dv* ; 

posons X., = — iu. 
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Si nous formons l'équation de la forme 

AT-.+2B -r-3- +lT-,+2D-r + 2Lr=o, 

à laquelle satisfont X,, X
a

, X„ X
4
, on trouve que D et C sont nuls. 

Ο11 vérifie facilement que 

est solution de l'équation qui reste. On obtient ainsi toutes les sur-
faces cherchées. Les lignes de courbure de ces surfaces (M) corres-
pondent : les lignes de longueur nulle aux géodésiques de S ; les autres 
aux trajectoires conjuguées de ces géodésiques. A celte surface (M) on 
peut faire correspondre une seconde surface (M,) qui correspond à la 
seconde nappe S, de la congruence formée par les tangentes aux 
asvmptoliqucs de S. 

Le plan tangent à M, est normal au plan tangent à M et récipro-
quement. La surface M jouit donc des deux propriétés suivantes : 

i° Son plan normal enveloppe une surface ; 
20 Son plan tangent est normal à une surface. 

XIV. — Propriété caractéristique des surfaces qui ont des lignes 
de courbure. 

Reprenons la surface (M) rapportée à ses lignes de courbure; le 

plan M ξ η est le plan tangent, le plan Ma?/le plan normal. Menons 
une normale M ζ faisant un angle constant φ avec Ma?; un point 

Xj -h Xj -+- Xj -H Xj 

Fig. 6. 
ix. 
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C(Y, Y
a
 Y, Y

4
) pris sur cette normale a pour coordonnées 

d'où Ton déduit 
Y = XH- p(xcos% -f-y sine»), 

~ = l\h -H
f
(«cos

?
 + csinç.)]+^(xcoso+_)-sino), 

57 = <;[' +- ?(l>cos? +/siii9)j+ (.rcos? + ysiuo). 

On en déduit que la droite M^r est tangente à deux surfaces, aux 
points G, et C* définis, 

C, h 4- p, {a cos φ -+- esino), 

C
a
 / -+- p

2
(&coscp -4-/sincp). 

C, et C
2
 sont les centres de courbure; quand φ varie, C, et C

2
 décri-

vent des droites D,, D2
, qui ont pour équation 

D, h 4- a.c -+· cy = o, 
D, l -j— bχ H— fy — o. 

Dans le cas où la représentation sphérique de (M) est une sphère, 
ces droites sont parallèles. Dans tous les autres cas, elles se coupent 
en un point N. Nous allons montrer que le point Ν décrit une surface 
langente au plan xy. 

Un point quelconque N(Z,Z
2
Z

3
Z

4
) du plan de xy a des coordon-

nées de la forme 
Ζ = X h- px -h ry, 

d'où 
f

u
 = Ϊ(Λ+ «? + «·) + ■ 

55 = ïiC + h+fr)+x% +y%-

On voit que, si l'on détermine r et ρ par les conditions 

(■) 
j h ■+- a ρ -h er = o, 

( l -h bp fr = o, 
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la surface décrite par Ν est tangente au plan des xy. Il reste ensuite 

(,) 
du Λ du y du* 

de ^ de y de 

Ainsi le plan normal άΜα une enveloppe. Cette propriété carac-
térise les surfaces M. En effet, supposons qu'elle existe pour une sur-
face (M)(X,X2X3X

4
); supposons cette surface rapportée à un sys-

tème conjugué, Χ,, X,, X„ X4 vérifieront une équation de la forme 

(3) 

Posons 

du de du ^ de 

2ρ — Χ; h- Χ- H- Χ* X;. 

Les équations du plan normal à M sont 

1 ΛΓ + - ~dfi + L* + 1 ~dû~ lu 

Ζ.§+Μ£+Ζ.£+Ζ.§=&· 

Si ce plan admet une enveloppe, le point de contact vérifiera aussi 
l'équation 

y _4_ 7 _u 7 7 - JlL· 
1 du de 2 du de 3 du de 5 du de du de 

De ces trois équations et de l'équation (3) on déduit 

dudv du ^de' 

ce qui montre que le système conjugué est formé de lignes de cour-
bure. 
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XV. — Les surfaces de l'espace à quatre dimensions applicables 
sur un plan. 

Les formules (2) du paragraphe précédent montrent que 

dZ] -h dZ\ + dZl + dZ\ = df + dv\ 

La surface (i\) est-applicable sur un plan; cette surface est telle que 
son plan tangent est normal à une série de surfaces. Il résulte d'ail-
leurs du paragraphe précédent que si cette propriété existe, la surface 
est applicable sur un plan (sauf le cas d'exception du § XIII). Réci-
proquement si une surface est applicable sur un plan, son plan tangent 
est normal à une série de surfaces. 

Prenons une telle surface (N)(Z,Z
2
Z

3
Z

4
) et choisissons les va-

riables w, P, de telle sorte que 

dZ\ + dZ; -h dZ\ dV\ = du* -h d<*. 

Prenons dans le plan langent un point M(X, X
a
X

s
X

4
), tel que 

où 
X=L-Pd;,-Ctïû' 

pz=u + a, q == c H- β, 

a et β étant des constantes. On aura 

du Ρ du4 ^ du de ' 

de Ρ du de ^ de* 

Or, on a évidemment 

2Udu du* 2d du dudv 2t du de1 

de de2 de du de ^ de de* °* 
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On cil déduit 
du du 2à du de ° 

de du 2a de dr ° 

ce qui montre que la surface (M) est normale au plan langent à la sur-
face (NT). Toutes les surfaces applicables sur un plan sont les sur-
faces (N) du paragraphe précédent. (Nous laissons de côté le cas où 
la surface est réglée, ce qui correspond à l'application de deux sur-
faces réglées l'une sur l'autre.) Etudions ces surfaces (N). Des for-
mules (ι) (§ XIV) on déduit 

En tenant compte des formules (2) (§ IV), (3) (§XII), (1) (§ XIV), 

En différenliant les équations (2) (§ XIV), on trouve, en tenant 
* compte de la relation précédente, 

Ce qui montre que les six quantités Z,, Z.
2
, Z

3
, Z^, p, r satisfont à 

une équation de la forme 

dr ' de dr dr dr ' 

+ ïùï + r~âh + hàTi+f àï~°· 

on trouve 

(>) 

d*Z __ _d^p_ dir ^ 

dudi' du ̂ dr' 

(» du dr d« dr d« dr 

dudi' du ^dr' 

c'est l'équation à laquelle satisfont r et p. La surface ( N) est rapportée 
à son système conjugué. 
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Les tangentes aux courbes conjuguées de (N) ont leurs cosinus di-
recteurs proportionnels aux quantités 

ou 

χάϊ+?ά7,' χ·ώ·+?ώ'' 

fx — by, ex — ay. 

Ces courbes sont rectangulaires si 

ab cf — ο ; 

c'est le cas où la représentation sphérique de (M) est une surface Σ. 
Dans ce cas, la surface (N) a des lignes de courbure et est applicable 
sur un plan. Nous éludions plus loin (§ XIX) ce cas particulier. 

On obtient ainsi deux surfaces S, et S
2
 applicables l'une sur l'autre. 

Les coordonnées de S,, 
Z,, Z2, Z

:
, ; 

les coordonnées de S2, 
i Z

4
, p, /·. 

Ces deux surfaces sont rapportées au système conjugué qui se con-
serve dans la déformation. 

XVI. — Projection sur un plan fixe du système conjugué 
qui se conserve dans la déformation. 

11 résulte de ce qui précède que la projection d'un tel système sur 
un plan fixe a pour coordonnées les quantités ρ et r définies dans le 
paragraphe précédent. On aura alors 

àr 
àv a 
dp e ' 
àv 

dr 
du h 
à? ~ f 
du 
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L'angle φ, que fait la courbe u = const, avec l'axe des χ est donné 
par la formule 

il est égal au premier rayon de courbure de la surface (A) (§ IV) ; de 
même l'angle de la courbe ν — const, est égal au second rayon de cour-
bure de la surface (A). Donc : 

Pour que le système conjugué se projette sur un plan fixe sui-
vant un système orthogonal, il faut et il suffit que la surface (A) 
soit une surface Σ. 

D'une manière plus générale, si ces projections se coupent sous un 
angle constant, la différence des rayons de courbure de A est con-
stante. 

Si enfin ces deux projections sont également inclinées sur deux 
directions fixes, la surface (A) est une surface minima (sens non 
euclidien). 

Nous allons chercher les cas dans lesquels l'un de ces systèmes de 
courbes est formé de lignes droites. Si les courbes de paramètre u 
sont des droites, on doit avoir 

tang?, = - 7 

&P d*x 
dvx àvt 

dp dr 
dv dv 

ou 
χάϊ+?ά7,' χ·ώ·+?ώ'' 

Ln diflercntiant par rapport à ν la relation 

χάϊ+?ά7,' χ·ώ·+?ώ'' 

On en déduira 

'»(ύ3ί+/|) = °· 
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A cause de la relation 

on ne peut avoir 

On aura donc 

bàïï+/57 = °' 

ht'+fT, = °· 

m = o. 

Il en résulte que acte sont des fonctions de u seul, et, par un choix 
convenable de la variable u> on peut poser 

« = sinw, c = cosw. 

Pour déterminer b et/, prenons deux inconnues auxiliaires ρ el q 
et posons 

b = ps'mu -t- <7 cos m, /= pcosu — ^rsinw. 

Les relations 
db = na, df = ne 

donnent 

(ρ+Ë)cos"+( £ ~~?)sin "="sin
 uo 

- {ρ + 57«)sin "+ (37 ~ ?) cos" = "cos"· 
d'où 

P — ~Ô7t' n~d7i du* q' 

La relation 
—h -Γ- + ab -h ef = ο 

devient 
-·3?-ύ+Ρ = α 

d m3 do ' 

ou 
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q = A cosu -+- Β sin \ 211 + Cl, 

Λ, B, C étant fonction de e seul. 
Pour déterminer les coordonnées ρ, r de la projection, nous pose-

rons 
ρ - - α sin m -+- ρ cos//, 

r — α cos m — β sin//. 
La relation 

donne 

aT+CT=° 

dv = 0 

α est une fonction de u seul. 
La relation 

donne 

wdp + fdr = 0 

bàïï+/57 = °' 

ce qui donne β par une quadrature. 

XVII. — Propriétés des systèmes conjugués 
en coordonnées tangentielles. 

Cherchons les cosinus directeurs des normales aux deux surfaces 
applicables S, et S*. Les tangentes conjuguées de S, ont leurs cosinus 
directeurs proportionnels aux quantités 

x'oit+y'jv' x'-T„+y"Tu' x'jit+y»d7,' 

x>^+y>dj·' x' Uv y' ώ·' 

Les cosinus directeurs de la normale sont proportionnels aux mi-
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neurs de la matrice 
X{ Χ.Λ 07, 

y s y* y* ' 

Ce sont les quantités Χ, Y, Ζ (§ IX); la normale à S, est parallèle 
à la droite CD. 

Les tangentes conjuguées de S2 ont leurs cosinus directeurs propor-
tionnels aux quantités 

ïi' <κ·' 'r»s? ^y^Tv)' 

ïi' <κ·' 'r»s? ^y^Tv)' 

La normale à S
2
 a donc ses cosinus directeurs proportionnels 

ïi' <κ·' 'r»s? ^y^Tv)' 

Formons l'équation de Laplace à laquelle satisfont ces cosinus di-
recteurs. 

Or on a 

du ~~ dv — 0ΎΪ" du dv ~ ^%Unl + a dv ~ dv + du 

De même 

du dv ' ^ du dv dv J du 

On en conclut que l'équation cherchée est 

(■) du dv ' ^ du dv dv J du 

( Vest l'équation à laquelle satisfont les coordonnées tangentielles de 
S

2
. Nous allons en déduire la propriété caractéristique des systèmes 

conjugués qui se conservent dans la déformation. Soient α, β, — ι les 
cosinus directeurs de la normale à la surface rapportée à son système 
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conjugue; formons l'équation de Laplace à laquelle satisfont ces coor-
données; ccrivons-la sous la forme 

("') 
d*6 ι dP dO ι dQ dO 

du dv Ρ de du Q du du 

Si ce système se conserve dans la déformation, on pourra poser 

(2) x,= -i a, = £
4
 = Q<p(V), r4i=P f(u). 

11 faudra donc que l'on puisse déterminer les fonctions / et 0 de telle 
sorte que l'on ait 

(3) 1 ·+· «= + ψ = Vf(u) -+- QYO). 

Réciproquement, cette condition est suffisante. Si elle est remplie, 
les formules (2) donneront x

%
, y.„ ξ

4
, y;

4
. 

Remarque. — La condition (3) peut évidemment ctre remplacée 
par la suivante : 

Soient χ, y, ζ des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs 
de la normale à la surface rapportée à un système conjugué. Formons 
l'équation 

d'O y dP dO 1 dQ dO r» λ 
du de Ρ de du Q du de ' 

qui admet comme solutions x,yy
 z. Pour que le système conjugué se 

conserve dans la déformation, il faut et il suffit que l'on puisse déter-
miner /et φ de telle sorte que 

^ + r
2 + ̂ =Py'(«) + QY(p). 

On déterminera ensuite a, b, e,/, m, η par les équations 

(4) 
(£-·*« fc—ï.. 

dx1= ^Γ=/Ί« § = "V 
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Λ cause de la cela l ion r; -4- ζ* ■+■ η* = ι, on aura aussi 

(5) 
I ÂT = - (tx,- cy,- ιη-η,, 

| ^ = — bx
%
—fy,-n$,· 

Il est facile de voir que toutes les relations qui doivent exister en 
a) b, pifi mi n sont vérifiées. En effet, ,r

4
 étant solution de l'équa-

tion (1), on aura 

ouui' ςν û\' du 7,., du di' dv 

D'autre part, en difiercntianl la première des équations (4), 

dudv a de de' 

donc, on a bien 

= dm. 

On vérifie de même les relations 

— —an, — = fm, -f-=zen 

En égalant les deux valeurs de trices de (4) et ( >), et en 

tenant compte des formules qui viennent d'être établies, 011 trouvera 

_ + _ + ai + ,·_/=«. 

Cela posé, la résolution du système (1) (§ IV) se ramènera à une 
équation de Riccati, puisqu'on en connaît déjà la solution particu-
lière .r,,y„ £,, j·,. 
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La surface S, étant connue, on connaîtra $■» $■· La sur-

face S2 se déterminera par les quadratures 

qx = — eX — m\
t
,^ = 

dv ~Xi d~> ώ> ) 
i = 1, 2, 3. 

Toutes les surfaces S2 qu'on peut obtenir ainsi sont égales. 
Nous allons former l'équation de Laplace à laquelle satisfont les 

quantités X, Y, Z, c'est-à-dire les cosinus directeurs de la normale 
à S,. En différentiant les formules qui donnent les coordonnées des 
arêtes du tétraèdre ABCD (§ IX) et en tenant compte des équa-
tions (1) (§ IV), on trouve 

(6) 

§ = *L,+/X» £ = 4X.+/L» 

§ = *L,+/X» £ = 4X.+/L» 

qx = — eX — m\
t

, ^ = — eL — mL,, 

^=-iL+«X„ ^! = -4X+/iL„ 

dxx = «L+,«X„ &= aX+-,»L„ 

3Γ = -/χ-»χ» w = -/L~"L<· 

Avec les formules analogues obtenues en remplaçant X et L, soit 
par Y et N, soit par Ζ et N. On en déduit 

(7) = fmX
x
 -henX

2
-h(af—be) L + anL, — bmLt. 
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Cela posé, désignons par A, B, C, I) les déterminants 

(8) A = 

v V V d*X 

dX
 R

_ *X àX
 n

_ dX 
du 1 dudv ' Ou ' du 

dX àX. d'X dX 
dv dv dudv dv 

ou nous n'écrivons qu'une seule colonne, les deux autres s'en dé-
duisent en remplaçant X soit par Y, soit par Z. En tenant compte des 
relations (6) et (7), on décomposera ces déterminants en d'autres 
qui ont été calculés (formules 2, § IX). On trouve 

X X X X 

A = — ab U -«/s L, 4- cb Χ, I -+-

L, X2 L, X2 

A = -{af- be)w„ 
XX X X X 

B= bfm X, -l· ben X, 4- b(af — be) L -1-ban L, — b'2m La 

L | L ι Ε ι Ε ι Ε ι 

XX XXX 

4- ρ m Χ, -4-fen Χ
2
 +-f(af—bc) L λ-fan L, — fbm Ea 

x2 x2 x2 x2 x
a 

Β = —(af — be)l
A
{n\, 4- hx

k
+fy

A
)=-{af-be%dxy 

XX XXX 

C — — afin L2
 — aen L2 —a(af-be) La —or η E

a
 H- abm E

a 

X, X2
 L L, E

a 

XX XXX 

-f- cfm X, 4- e2n X, 4- e(af — be) X, 4- can Χ, — ebm Χ, 

Χ, Χ2
 L L, L

2 
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c = - 0/ - bc)r[
K
(ax

x
 4- ey

A
 + m f\,) - (af - be)t\

x
 ̂  

D = 

X, X
2
 L L, L

a 

— abfm La
 —ahen L

a
 — ab(af — be) L

2
 — aban L

a
 -habbm L

a 

L, L| L, L, L, 

X, X
2
 L L, L

2 

— affm L
2
 — afen L

a
 — af(af—be) L

2
 — afan L

2
 -fafbm L

2 

X
2
 X

2
 X

2
 x

2
 x

a 

X, X
2
 L L, L

2 

-t-ebfm X, -heben'X, eb(af — be) X, -+-ef>a/i X, —ebbm X, 

L, L| L, L, L| 

X, X
2
 L L, L

2 

4-<?///>< X, -h tf/e/ί X, U ef(af — fo?) X, -t- c/α/ι X, — X, 

X
2
 X

2
 X

2
 X

2
 X

2 

D —(af — be)[bmx
!i
'(\i+ anx

k
l

s
-\-abx\ -h(af-\-be)x

A
y

x
+eny

A
^-hf'my

4
η

4
Η-efVJ], 

D = ( af - be) [( ax
t
 4- ey

A
-h m η

4
 ) ( éar

4
 4- fy

K
 + η ξ

 4
 ) - m/ι ξ

4
 η * ], 

(9) dJTôï ~~ η. dv du + ξν du dv 

L'équalion de Laplace, à laquelle satisfont X, Y, Z, étant 

devient 
du dv A du A dv A ' 

(9) dJTôï ~~ η. dv du + ξν du dv +\mn ξ. dv ) 

XVIII. — Systèmes conjugués qui se conservent sur une infinité 
de surfaces applicables. 

Si un système est conjugué sur plusieurs déformées d'une surface, 
il faut qu'on puisse déterminer de plusieurs manières différentes le 



174 GUICHARD. 
tétraèdre ABCD (§ IV) correspondant à ce système. Supposons qu'on 
puisse le faire de deux manières. Pour la deuxième on aura 

x> — ~ '«> r. = -»p. η', = P/■(«)· 

La condition (3) du paragraphe précédent donne 

pys(«)+qy(<o=py;(«)+Q2 q1(e) 

P2 = Q1 - Q2. 

Le rapport ̂  étant le produit d'une fonction de u par une fonction 

de p, on aura 

du \P àv ) dv \Q du ) 

L'équation (f) est à invariants égaux. 
Réciproquement, s'il en est ainsi, on aura 

On pourra alors poser 

Ρ _ 6(e) 
Q *(«)" 

φ; = φ2 + Λ202, 

du \P àv ) dv \Q du ) 

h étant une constante arbitraire. Le système conjugué se conserve sur 
une infinité de surfaces applicables (M. COSSERAT, Annales de Tou-
louse). 

Supposons l'équation (i) du paragraphe précédent ramenée à la 
forme canonique de M. Moutard 

5^ = M0· 

Soient ξ, η, ζ les solutions qui correspondent à α, β, ι : 

a — ζ» β = ζ» OU = y4==_. 



SUR LA DEFORMATION DES SURFACES. r;:> 

L'cquation à laquelle satisfont « et β sera 

d20_ _ ι Κ do _ ι dÇ do 
dudv ζ dv du ζ du dv 

En comparant avec l'équation (i), on aura 

ç _ /(") „ __ <?(»') 

La condition (3) devient 

(ι) ξ»+ η* +ζ* =/'(«)+ ?'(*')· 

Cette relation caractérise les systèmes conjugués qui se conservent 
sur une infinité de surfaces applicables. 

Les diverses surfaces applicables s'obtiennent alors en remplaçant/ 
et? par/, et?,, 

(») /;=/*+*. ?:=?*-*· 
Ramenons de même l'équation (9) à sa forme canonique 

Soient 
£*=*■·· 

Ç _ 2v r __ - Y r _ z 

les solutions; Χ, Y, Ζ satisferont à l'équation 

Ç _ 2v r __ - Y r _ z 

Eu comparant avec l'équation (9), on aura 

ε _ *(«') ~ _ F(") 

La comparaison des deux systèmes de valeurs de ξ4, η4 donne 

/F = ?Φ = const. 
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On peut prendre la constante égale à l'unité. On a 

On aura alors 
P = fq 

V, + ηΐ += ?4(X4 + Y4 + Zs) = ?2(ξ; + η!) = Φ4 -I- F-, 

*ï ■+■ 1Î■+· £4 = js + J-.· 

La comparaison des coefficients de θ donne ensuite 

M - l _i_ mn _ ^ JL 

_ 1 d1? + J_/d$4 (h± djU dru\ 

En effectuant les calculs, on trouve 

M, = M. 

Les équations (1) et (9) proviennent d'une mcme équation de 
M. Moutard. 

Ο11 arrive donc à ce résultat : 
Si une équation de M. Moutard admet trois solutions ξ, η, ζ liées 

par la relation 

5^,(ξ4Η-η4 + ζ4) = ο, 

elle admet une infinité de systèmes analogues. 
Considérons le cas particulier 011 les fonctions / et φ se réduisent à 

des constantes; dans ce cas, ξ, η, ζ sont les cosinus directeurs d'une 
surface à courbure totale constante rapportée à ses asymptotiques; il 
en est de mcme de ξ,, η,, ζ,. Les couples de surfaces applicables sont 
rapportés à un système de géodésiques conjuguées (M. COSSERAT, 

Annales de Toulouse). 
On peut remarquer que, dans ce cas, le passage de ξ, η, ζ à ξ,, η,, ζ, 

donne une transformation des surfaces à courbure totale constante. 
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Si l'on poursuit les calculs, on voit que cette transformation n'est autre 
que celle qui a été indiquée par M. Lie. 

Dans ce cas particulier, le rapport ~ est constant, ce qui revient à 

dire que le rapport des puissances des foyers C et D (§ IV) par rapport 
à la sphère fondamentale est constant. 

Si l'on suppose que ce rapport constant est égal à l'unité, on obtient 
une congruence (CD) qui jouit des propriétés suivantes : 

i° Ses foyers sont conjugués par rapport à la sphère fondamen-
tal e. 

2° Cette congruence est une congruence cyclique et de Ribaucour 
(pour la définition de ces congruences cycliques et de Ribaucour, voir 
COSSERAT, Annales de Toulouse). 

3° Le plan central de celte congruence passe par le centre de la 
sphère. 

Nous reviendrons sur ces congruences spéciales (2* Partie, § IV). 

XIX. — Cas où la représentation sphérique est une surface ς. 

Dans ce cas, la surface (M) est applicable sur un plan. En effet, on 
a pour le ds2 de cette surface 

ds2 = Jr du~ -+-l2 de2. 

La condition d'applicabilité sur le plan est 

° du\h du) de\7 de ) du de 

Il résulte de là que, pour qu'une surface ait des lignes de courbure 
et soit applicable sur un plan, il faut et il suffit que la représentation 
sphérique de la surface soit une surface Σ. 

Nous savons que, dans ce cas, la surface (N) enveloppe dos plans 
normaux à (M) a des lignes de courbure (§ XV). La représentation 
sphérique de (N) est une autre surface Σ ; la surface (N) est analogue 
à (M). 

On pourra continuer ainsi, l'enveloppe des plans normaux de (N) 
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sera encore une surface applicable ayant des lignes de courbure ; on 
pourra continuer jusqu'à ce qu'on tombe sur une surface réduite à un 
point. 

On peut aussi opérer en sens inverse. Le plan tangent à (M) est 
orthogonal à une série de surfaces. Soit (M,) l'une d'elles. Le plan 
normal à M,, enveloppant une surface qui a des lignes de courbure M,, 
est applicable sur un plan. 

La détermination de l'une de ces surfaces exige l'intégration de 
l'équation (7) (§ XII). En général, on ne sait pas intégrer cette équa-
tion; mais on peut toujours, à l'aide de quadratures seulement, déter-
miner une infinité de ces surfaces. Il suffit de partir d'une surface Σ 
et de prendre la surface orthogonale à ses plans tangents. 

Nous savons que la recherche des surfaces qui font l'objet de ce pa-
ragraphe permet de déterminer tous les couples de surfaces applicables, 
telles que le système conjugué de l'une d'elles se projette sur un plan 
fixe suivant un système orthogonal (§ XVI). 

XX. — Autre cas particulier. 

Considérons d'une manière générale une surface S dans l'espace à 
quatre dimensions. Soient M un point de cette surface; MT l'une des 
tangentes en M à la surface X,, X

2
, X„ X

4 les cosinus directeurs de 
cette tangente, cosinus qui sont liés par la relation 

X; + XJ+X; + XJ = I. 

A celte tangente MT nous pouvons faire correspondre le point / de 
l'espace non euclidien qui a pour coordonnées X,, X2, X3, X4. Il est 
clair que quand la tangente MT tourne autour du point M, le point t 
décrit une droite m. Cette droite m sera ce que nous appellerons la 
représentation sphérique du point M de la surface S. A la surface S 
correspond un ensemble de droites (m), qui forment une congruence; 
cette congruence est la représentation sphérique de la surface S. 

Soient Z
n
 Z

2
, Z

3
, Z

4
 les coordonnées de M exprimées en fonction 

de deux variables u et p. Supposons que ces variables soient les para-
mètres du système conjugué tracé sur (S). Soient de plus MS et MT 
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les tangentes conjuguées; X,, X

2
, X,, X

4
 les cosinus de MS; Y,, Y

a
, 

Y
3

, Y, ceux de MT. On aura des formules de la forme 

dZ = hX, 

£;='Y 

(où nous supprimons les indices); le système étant conjugué,du do 

doit être linéaire et homogène en X, Y ; il en sera de même par consé-

quent de ̂  et de 11 en résulte que les points s et /, qui correspon-

dent aux directions MS, MT, sont les foyers de la droite (m). Ainsi : 

Au système conjugué de S correspondent les foyers de la repre-
sentation sphérique. 

On peut aller plus loin, la droite MS touche une seconde surface 
en un point N. La surface X, qui se déduit de M par la transformation 
de Laplace, est rapportée à son système conjugué. A la tangente NS 
correspond le point s ; il en résulte que la représentation sphérique 
de Ν est la congruence déduite de (m) par la méthode de Laplace, 
celte méthode étant appliquée à la surface (s). Donc, si deux sur-
faces ont môme représentation sphérique, il en est de même de 
celles qu'on en déduit par la méthode de Laplace. 

L'angle formé par les tangentes conjuguées d'une surface est 
égal à la distance (non euclidienne ) des foyers de la représentation 
sphérique. 

Il résulte d'ailleurs de tout ce qui précède : 

Si la surface S a des lignes de courbure, sa représentation sphé-
rique est une congruence dont les foyers sont conjugués par rap-
port à la quadratique fondamentale. 

Si la surface S est applicable, sur un plan, sa représentation 
sphérique est une congruence dont les plans focaux sont conjugués 
par rapport à la quadratique fondamentale. 

Journ. de Math. (4* série), tome II. — Fasc. II, 1896. ^4 
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Si donc, on veut chercher les surfaces applicables sur un plan qui, 
par la méthode de Laplace, se transforme en une surface analogue, il 
suffit de chercher les congruences AB (§ IV), qui se transforment, 
par la méthode de Laplace, en une congruence ayant ses plans focaux 
conjugués par rapport à la quadrique fondamentale. S'il en est ainsi, 
le système conjugué découpé sur l'une des focales de la con-
gruence (AB) est formé de géodésiques (non euclidiennes). 

Si, de même, on veut trouver les surfaces qui ont des lignes de cour-
bure, et qui se transforment en surfaces analogues par la méthode de 
Laplace, il suffit de trouver les congruences (CD) (§IV), qui se 
transforment en congruences ayant leurs foyers conjugués par rap-
port à la quadrique fondamentale. 

Ces deux problèmes sont équivalents. En effet, soient F,, F2 les 
foyers de la congruence (AB). La surface focale (F,) est la polaire 
réciproque de la surface engendrée par C. Les tangentes conjuguées 
découpées par les développables de la congruence (AB) sur F, ont 
pour polaires conjuguées (en intervertissant les variables) les tangentes 
conjuguées découpées sur (C) par les développables de la con-
gruence (CD). 

Si donc les deux congruences formées par les tangentes conjuguées 
sur F, ont leurs plans focaux rectangulaires (sens non euclidien), de 
même, les congruences formées par les tangentes aux lignes conju-
guées de (C) auront leurs foyers conjugués par rapport à la sphère 
fondamentale. 

Nous allons traiter le second problème. La tangente à la courbe de 
paramètre ν tracée sur la surface (C) passe par le point dont les coor-
données sont proportionnelles à 

posons alors 
ax-\-ey -h mr\ ; 

a = pa, e — ρβ, m — ργ, 

a, β, γ étant liés par la relation 

a2 -h β2 -h γ2 = ι. 

Le point D' (η,,η!
2

, qui est le conjugué de e sur cette tan-



SUR LA DÉFORMATION DES SURFACES. 181 
genle, a pour coordonnées 

η'= ou?-t-β/4-γη. 

Exprimons que D' est le second foyer de la congruence (CD'), il 

faut que ne contienne ni x,y, η. 

< )r, on a 

w =*(£·-4γ)+>'(» ~/ï)+ 1£)+*(—·")■ 

Ο11 doit donc avoir 

<0 

(a) 

de " » ' d»' J » ' 

«4 + ?/ + 5Î =«· 

Les relations (1), en tenant compte des relations 

donnent. 

um, -γ- = fm,— = 

5? = °· 

En choisissant convenablement la variable w, on peut supposer 

On a alors 

puis 

P = I. 

« = α, = β, m = γ, 

υ — - -r-> / — ρ" 

La relation (2) peut alors s'écrire 

«*+</+£=<>, 
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ce qui montre que 
On 
-γ- =0. 

On peut distinguer deux cas : 
ι° η = ο, c'est un cas qui a été étudié § XVI ; le point C décrit une 

courbe, il est impossible d'appliquer la méthode de Laplace ; 
2° En choisissant convenablement la variable c, on peut faire 

Posons alors 
n — ι. 

a = cosQcoso, <? = cosQ sino, //? == sinO ; 

puis écrivons que 
ob or 
Ou ~ a> Ou ~ ''· 

On aura les deux équations aux dérivées partielles qui déterminent H 
et φ. Une solution remarquable, c'est de supposer θ constant, φ est de 
la forme pu -+- qv, ρ et q étant constants. Dans ce cas, et dans ce cas 
seulement, les deux congruences qui se déduisent de la congruence 
(CD) sont des congruences de normales. 

Cela posé, considérons dans l'espace à quatre dimensions une sur-
face (M) jouissant de la deuxième propriété ; on en déduira une sur-
face analogue (M,), par la méthode de Laplace. A celte surface M, 
correspond une enveloppée (N,) qui jouit de la première propriété. 
On en déduit, par la méthode de Laplace, une surface analogue Λτ

2 ; 
prenons la surface M

a
 orthogonale aux plans tangents de N

a
, elle jouira 

de la seconde propriété. On pourra opérer sur M2
 comme sur M, et 

ainsi de suite. 
Considérons le couple N,, Na, soient S, cl Sa

 les projections de ces 
surfaces dans l'espace à trois dimensions. S, et S2

 sont les focales 
d'une congruence $ les lignes conjuguées tracées par les développables 
sur S, et S2 se conservent dans la déformation de ces surfaces. \ous 
obtenons donc une solution du problème suivant : 

Trouver une congruence telle que les systèmes conjugués, dé-
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coupés par les développablcs sur les focales, sont encore conjugués 
sur une déformée de chacune de ces focales. 

La solution obtenue est telle qu'on peut, par quadrature, en dé-
duire une infinité d'autres. 

Cherchons de môme le cas où une surface (N), applicable sur un 
plan, se transforme, par la méthode de Laplace, en une surface (M) 
qui a des lignes de courbure. Il faut, d'après ce qui précède, trouver 
les congruences (CD), telles que celles qu'on en déduit par la mé-
thode de Laplace soient des congruences de normales (sens non eucli-
dien). Il faut et il suffit pour cela que les courbes de paramètre ν tra-
cées sur la surface (C) (§ IV) soient des géodésiques, c'est-à-dire que 
les quatre points dont les coordonnées sont proportionnelles aux 
quantités 

r άξ ίτς 
du duay ex 

(le dernier est un point de la normale à c) soient dans 1111 même plan. 
Or, on a 

XXI. — Troisième cas particulier. 

d2 E= - <«- + '·- + m-y, 

d2 E= - <«- + '·- + m-y, - χg- - y g- - ï, 

La condition cherchée est donc 

— f a ο 

a e tu 
da Oe dm 
du du du 

= ο 

ou 

d'où 
d2 E= - <«- + '·- + m-y, - χg- - y g- - ï, 

a2-f- tr = m2f-(v). 
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On en déduit, en prenant la dérivée par rapport à e, 

m + ">/( ')/'(")]=a%+e%=miab+<·/>. 

ou 

^/>+ mff = al· + r/ = - ̂  ^ 

a? = mb< 3; = '"/· 

4 («;.T7s)=-^(
7
^=). 

On peut alors poser 

»» = , -τ-' η = — \ ι -+■ Λ -T-

On posera alors 

rt = w/(r)sinç, e = mf(v)cosy. 

On en déduira b et f par les relations 

a? = mb< 3; = '"/· 

Puis, en écrivant que les relations 

τ» = ηα· du = 

sont satisfaites, on aura les deux équations aux dérivées partielles 
qui donnent 0 et φ. 

Comme dans le paragraphe précédent, on peut déduire d'un couple 
(M), ( i\) une infinité de couples analogues. 
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XXII. — Sur quelques propriétés générales des congruences. 

Nous allons indiquer ici quelques propriétés générales des con-
gruences, dont quelques-unes nous semblent nouvelles, et qui nous 
seront utiles dans la suite. 

Considérons d'abord deux"surfaces (A) et (B) qui se correspon-
dent par parallélisme des plans tangents. Les développables engen-
drées par la congruence AB découpent sur ces surfaces des réseaux 
conjugués, dont les tangentes sont parallèles. Toutes les surfaces (M), 
décrites par un point M qui partage la droite AB dans un rapport con-
stant, ont leurs plans tangents parallèles à (A). Si donc deux points 
d'une droite d'une congruence décrivent des surfaces dont les plans 
tangents sont parallèles, les développables de la congruence décou-
pent sur ces surfaces des réseaux conjugués. Celte propriété est bien 
connue. 

Inversement, soit (D) une congruence, qui découpe sur une sur-
face (S) un réseau conjugué, il y aura une infinité de points de 
la droite D qui décrivent des surfaces parallèles à (S). 

En effet, soient χ, /, ζ les coordonnées d'un point S de la sur-
face (S) rapportée à un système conjugué, α, β, γ des quantités pro-
portionnelles aux cosinus directeurs de la droite D. Un point M de la 
droite D a pour coordonnées Χ, Y, Ζ : 

d'où 
X = χ -h ctp, 

du α du ,3 du du ' 

dv α dv f dv dv 

Puisque la congruence D est rapportée à ses développables, il faut 
qu'on puisse choisir ρ de telle sorte que ̂  ne contienne que α ; clo 

même, on doit pouvoir choisir une autre valeur de ρ telle que ~ 11e 
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contienne que α. On doit donc avoir des équations de la forme 

â7,=Pïï + m*> 
d« dx 
57·=?ΛΓ + ηα· 

En écrivant qu'elles sont compatibles, on trouve 

+ "*)+a â 

= + dS5ïï + "^ + "'a) + a 5Γ-

En remarquant que ^ ne contient que ~ et on conclul : 

(>) 
dm du 
dr du 

Remplaçons α, β, γ par les quantités proportionnelles ς, rp ζ 

on aura 
α = Οξ, β = 0rp γ = Οζ, 

du 0 du \fii 0 

dv~ 0 de \ 0 dv)^ 

D'après la condition (i), on peut choisir θ de telle sorte que 

On aura alors 

(>) 

ι dft ι 
"'-6^=°' "-βΛ=°· 

di- ~~"di-' 

di- ~~"di-' 

On voit alors que si ρ est constant, et dans ce cas seulement, le point 
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de la droite D qui a pour coordonnées 

X = a?4-p5, Υ=7 + ρη, Ζ = 5-+-ρζ 

décrit une surface parallèle à (S). 
On voit facilement que : 

Si D est une congruence, S un réseau conjugué de cette con-
gruence, Σ un réseau conjugue parallèle à S, les droites A, menées 
par les points de Σ parallèles à D, forment une congruence rap-
portée à ses développa bles. 

En effet, si oc', y', z' sont les coordonnées de Σ, est proportionnel 

à par suite à de môme ~ est proportionnel à g|· On a donc 

du 1 du' dv v 1 dv 

Le point (Χ', Y', Ζ') 
X' = χ' -+- ρξ 

sera foyer si ρ = — Ρ, ou ρ = — Q,. 
Nous indiquerons encore la propriété suivante : 

Si deux congruences ont même représentation sphérique de leurs 
développables, à tout réseau conjugué de la première correspond 
un réseau parallèle dans la deuxième. 

Soient (Δ) une congruence parallèle à la congruence D ; F,(.x·,, -,) 
Γιιη des foyers. On aura 

àxi _ y, ζ 
du -

—-i = /ξ 4- m—. 

Écrivons que ces formules sont compatibles et remarquons que 

^ ^'dudv dv du du dv 

Journ. de Malh. (5* série), tome 11. — Fasc. II, 1896. -·-> 
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On obtiendra, entre autres relations, la suivante : 

(3) 
Oh 01 
th· Ou 

Cela pose, un point M(X, Y, Z) de la droite A a pour coordonnées 

d'où 
X — X| -4- pT, 

ÔT.=^\àT' J +?àΤι' 

ÔT.=^\àT' J +?àΤι' 

Si l'on choisit ρ de telle sorte que 

au h t)v ~djo 

ce qui est possible à cause de (3), le point M décrit un réseau con-
jugué parallèle à S. 

XXIII. — Propriétés des congruences λ Β. 

La congruence Ali (§ IV) a ses plans focaux conjugués par rapport 
à la quadrique fondamentale. M. Ribaucour a démontré que, dans 
ce cas, les développables de AB découpent, à l'entrée ctà la sortie, un 
réseau conjugué sur la quadrique. 11 est facile de vérifier ce l'ail. Les 
points M, (X,X

2
X

3
X,), M,(Y, Y2Y,Y*), où la droite Ali coupe la 

sphère, ont pour coordonnées 

et Ton a 
X = * -h iy, Y = χ - iy, 

d'x _iu(a+ie) ax êi(b+i/)dx 

du Or a -4· ie Ou b -if de ' 

d'Y _ d^a~'e) dY + dY 

Ou Or a — ie Ou b — if Or 



SUIl L\ DÉFORMATION DES SURFACES. 189 

Ces deux réseaux conjugués (M,) et (M2) sont rectangulaires (sens 
ordinaire). 

D'après le paragraphe précédent, il y aura une série de réseaux 
conjugués parallèles à M,, une autre série parallèle à M2; ces réseaux 
conjugués sont formés de lignes de courbure, donc : 

Il y a deux séries de surfaces qui sont découpées suivant leurs 
lignes de courbure par les développables de AB. 

La même propriété subsiste pour les congruences parallèles à AB. 
On peut construire les congruences AB de la façon suivante. On 

prendra un réseau rectangulaire M, sur la sphère; soit S une surface 
dont les lignes de courbure ont pour représentation sphérique M,; la 
congruence formée par les droites qui joignent les points correspon-
dants de la sphère et de S est une congruence AB. Si l'on ne veut pas 
mettre en évidence les développables de AB, on pourra dire simple-
ment : on établit une correspondance par parallélisme des plans tan-
gents entre une surface et la sphère. Les congruences cherchées sont 
formées des droites qui joignent les points correspondants des deux 
surfaces. 

Il est clair que toutes les congruences dont les développables dé-
coupent sur la sphère un réseau orthogonal sont des congruences A Β. 

Cela posé, nous allons établir la propriété suivante : 

Si une surf ace S est coupée suivant ses lignes de courbure par les 
développables d'une congruence, celle congruence (D) est parallèle 
à une congruence AB; il y a, par conséquent, deux séries de sur-
faces qui jouissent de la même propriété que S. 

En effet, soit M le réseau orthogonal de la sphère fondamentale qui 
est la représentation sphérique des lignes de courbure de S; Δ la con-
gruence formée par les parallèles à D; celte congruence est rapportée 
à ses développables; c' est une congruence AB, ce qui démontre le 
théorème. 

Considérons d'une manière générale une congruence parallèle à AB, 
soient Ρ (χ, y, ζ) et Q(xn yn ζ,) deux points qui décrivent des lignes 
de courbure parallèles; α, β, γ les cosinus directeurs de la normale 
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aux surfaces (P) et (Q). On aura 

dx ρ àx dx{ ρ d* 

âx P'^x dx, ρ/ dα 
dv dv dv ' dv 

Ret R' sont les rayons de courbure de (P), R,, R', ceux de (Q). Un 
point de la droite PQ a pour coordonnées 

donc 
X = x 4- p(#, — jp); 

dx ρ àx dx{ ρ d* 

£ = $(*,-*) + 3f.[-R'+p(R'-R.)]· 

Les valeurs de p correspondant aux foyers F et\F' sont 

P R — R, ' ? — R'_R; * 

Les coordonnées de ces foyers sont alors 

X = #(j — p) -h pa?,/ X', = x(i — p') -h p'x{-

Supposons que la surface P soit une sphère de rayon /, on aura 

R = R' = - /, x·2 + /- 4- s2 = /*, 

xx
t
 4-jy, 4- zz\ — lp, X·; -h y\ 4- = d-. 

p est la distance du plan tangent de Q à l'origine, d la distance du 
point Q à l'origine. Écrivons que les deux foyers sont conjugués par 
rapport à la sphère P, 

'a(> -p)0- p') + '/>[?(' -?') + ?'(' -p)] + «P?p'-'3 = <> 

ou 
l2(pp' — ρ — p') 4- lp(p -hp' — ιρρ') 4- d'2pp' — o; 
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en remplaçant p et p' par leurs valeurs 

d1 - 1* -h (R, -+- R',)(/> - /) = o. 

La recherche des surfaces Σ(§ VI) revient à trouver des surfaces 
telles que Ton ait 

d'1 1 -t- ( R 4- R' ) ( ρ — /') = ο. 

XXIV. — Congruences cycliques. 

Prenons une congruence parallèle à AB; soient Ρ et Q deux points 
qui décrivent des lignes de courbure de systèmes distincts. Les tan-
gentes de courbure correspondantes se rencontrent on R et S. Le té-
traèdre PQRS est semblable au tétraèdre ABCD (§ IV). Le plan 
passant par RS et le milieu de PQ est perpendiculaire à PQ. Ce plan 
touche une surface en un point Ο où se rencontrent les normales en Ρ 
et Q aux surfaces P, Q. La sphère de centre Ο et de rayon OP, enve-
loppe les surfaces P et Q, sur lesquelles les lignes de courbure se cor-
respondent; la surface des centres Ο est rapportée à un cylindre con-
jugué dont les tangentes sont OR, OS. Enfin, le cercle qui passe par 
P et Q et qui a pour axe RS est normal à une série de surfaces (DAR-

BOUX, Leçons, 2e Partie, Liv. IV, Chap. IV). 
La droite RS engendre une congruence dont les foyers sont R et S. 

Cette congruence est appelée congruence cyclique. Cette congruence 
est parallèle à la congruence CD, et réciproquement, toute con-
gruence parallèle à une congruence CD est une congruence cyclique. 

On sait que les coordonnées #, y, ζ du point Ο et le rayon R de la 
sphère OP (DARBOUX, loc. cil.) satisfont à une équation de la forme 

et que Ton a 

dudv du * dvy 

dx dx dy ày dz dz 
du de du àv du de du dv= 0 

Il en résulte que le point de l'espace à quatre dimensions, qui a 
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pour coordonnées χ, y, ζ, / R, décrit une surface rapportée à ses lignes 
de courbure. 

La surface des centres est la projection, dans l'espace à trois dimen-
sions, d'une surface de l'espace à quatre, qui admet des lignes de 
courbure. Les lignes conjuguées sont les projections des lignes de 
courbure. 

Dans le cas d'exception (§ XIII), les deux nappes Ρ et Q sont 
confondues, la sphère mobile est osculatrice à une surface. L'un des 
systèmes de lignes conjuguées est formé de géodésiques. 

Nous allons résoudre divers problèmes : 

Γ* Un système conjugué étant donné, reconnaître si. ce système 
est le système conjugué découpé sur la surface des centres et, dans 
ce cas, déterminer les sphères. 

L'équation à laquelle satisfont x, y, ζ et R est(§ XII) 

<r- 0 _ dh dO <H dO 
Ou de h de du l du de 

Le système conjugué étant donné, h est déterminé à une fonction 
près de w, / de v, les formules 

du~"™ du — "™ àu-n™ 

di'—iri" de—1™ de — 1™ 

donneront ξ,, H
s
 ; η,, η

2
, vj

3
, les premières sont déterminées à un 

facteur près qui est fonction de M, les secondes à un facteur près qui 
est fonction de v. On aura ensuite 

5.» = Vi - Si-S — & ■ι» = ν/ι-η; -—y 2; 

il faudra alors qu'on puisse déterminer les facteurs qui entrent dans 
\ et η, de telle sorte que 

5. η. + + = 0 
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Réciproquement, cette condition est suffisante. Supposons-la rem-
plie, χ vérifie l'équation 

d1x dh r ài dh γ » . 
ΊΰΰΓν ~ ~ (he1 - lnn1 

d'autre part, oil a, par differentiation directe, 

On en conclut 

ϋ£.·_5 Ht. + h dc 
Oudv de d»' 

On aurait de même 
ξ«Υι> 53 

ΛΓ = «1.· d? = "i« 3?="γί>· 

dû ~~ "Ιίη ΊΓι~ηιζ·'- da~mC:i' 

On aura ensuite, 

dh — » /p d;, y dh ç dh\ — » ( hτιι -t- ξ«Υι> 53Y.3) 

On aurait de même 
Υι> 53Y.3) 

Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin : la congruence engendrée par 
CD, 0(ξ,,ξ2,ξ„ξ

4
), D(η,,η2, η:ι,η») a ses foyers conjugués par 

rapport à la splicre fondamentale. 
La valeur de R sera ensuite déterminée par 

ç dh— » ( hτιι -t- ξ«Υι> 53Y.3) 

On peut alors se poser la question suivante : 

Un système conjugué peut-il être, de plusieurs manières, la pro-
jection des lignes de courbure de l'espace à quatre dimensions. 
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Il faut qu'on puisse, de plusieurs manières, déterminer les facteurs 
arbitraires qui entrent dans ξ,, ξ

2
, ξ

3
; ν),, η

2
, τί3. 

Donnons d'abord une solution; s'il y en a une seconde, on aura 

"«I *51./ 5 ^2 **2,/ > *e,t *53/ ? 

η. =η.?» η'ί = η»?» *î'
a
 = ^?» 

/ étant fonction de */, 9 fonction de p. On déduit 

E'= ν " —Ρ +Pξ;, = s'i - ?* +-?*η;· 

Écrivons que l'on a 

on trouve 
-1 = —-1 = -*—■7t Ht H 

0) -1 = -*—■7t H 

Si la relation (1) est satisfaite, le problème posé admettra deux 
solutions en général. S'il en admet plus de deux, il en admettra une 
infinité. 

S'il y a deux solutions, cela revient à dire qu'il y a deux con-
gruences (AB), (A'B') parallèles entre elles et ayant leurs plans fo-
caux conjugués par rapport à la sphère. La congruence AB découpe sur 
la sphère deux systèmes orthogonaux M et M,, la congruence A' B' 
deux autres M' et M',. Sur toute congruence parallèle à AB il y a 
quatre séries de réseaux conjugués qui sont des lignes de courbure : 
les représentations sphériques de ces lignes de courbure sont les sys-
tèmes M,M,, M', M,. 

Un cas particulier où l'équation (i) admet une infinité de solutions 
est le cas où 5, est fonction de «, η, fonction de P. Le système (1) 
(8IV) se réduit 

dx ç d; _= -x, 
du Ou 
dy dn 
de de ^ ' 
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Les points A et C se déplacent sur une droite L, les points H et D 
sur sa conjuguée λ. On voit bien géométriquement qu'il y a une infi-
nité de congruences analogues à AB et parallèles à ΛΒ, il suffit de 
remplacer L et λ par deux droites conjuguées respectivement paral-
lèles à L cl λ. Les systèmes orthogonaux découpés par ces con-
gruences sont formés de petits cercles. 

2U Ac système conjugué, tracé sur la surface des centres, peut-il 
être conjugué sur une déformée de cette surface? 

En se servant des formules (6) (§ XVII) et des formules (2) (§ IX) 
on trouve facilement que L, M, Ν vérifient l'équation 

da 0\' ~~ ay\ — e.i\ de ^^ 4 ' 't%' du 

^^ 4 ' 't%' ay\ ^^ 4 ' 't%' du 

(il est inutile de calculer B). Appliquons le critérium du § XVII. 
On devra avoir 

L2 -h M- Ν2 = («y, - cj:
A
)-f-{u) + (byt - fx γ (c). 

Bar un choix convenable des variables u et c, on peut réduire les 
fonctions f et ο à l'unité. On tombe alors sur la condition 

x2 -·*-/; = Or* - ™*)2 -+- Or* -f**Y· 

Celle relation est vérifiée dans le cas des surfaces Σ. Celte relation 
était d'ailleurs évidente a priori. En effet, dans ce cas, toutes les con-
gruences parallèles à (AB) sont aussi des congruences cycliques. 

Remarque. — Le problème traité § XX donne une solution parti-
culière des problèmes suivants : 

Trouver les congruences cycliques qui se transforment en con-
gruences cycliques par l'application de la méthode de Laplace ; 

Trouver les congruences parallèles à (AB), qui se transforment 
en congruences analogues. 

Journ. de Math. (3* série), tome II. — Fasc. II, i8yG. 26 
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De même, le problème du § XXI donne une solution particulière de 
la question suivante : 

Trouver les congruences cycliques qui se transforment en con-
gruences parallèles à (AB). 

DEUXIÈME PARTIE. 

TRANSFORMATION PAR ORTHOGONAL1TÉ DES ÉLÉMENTS ('). 

I. — Formules de la transformation. 

Considérons une surface S rapportée à ses asymptotiques. Les 
coordonnées χ, y, ζ d'un point de cette surface seront données par les 
formules 

(>) 
| ^ Ou ** Ou 

< 

\ Of Ov ** Ov * 

avec les formules analogues pour y et ξ, η, ζ étant solutions de 
l'équation 

(a) dOv **= Ov * 

que nous appellerons Véquation de M. Moutard, relative aux asym-
ptotiques de S. 

Soit maintenant une surface quelconque Σ, (X, Y, Z) les coordon-

(') Certains résultats indiqués dans celte Partie étaient déjà connus au mo-
ment où ce Mémoire a été rédigé. ( Voir à ce sujet le lV^Yolume du cours de 
M. Darboux, en particulier le Chapitre relatif à la théorie des douze surfaces. ) 
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nées d'un de ces points. On pourra poser 

7Γ = A;r+B f-|-CE> 

£=A-a+B'*+c<«· 
Écrivons que S et Σ se correspondent par orthogonalité des élé-

ments, 

E dx dX = 0 E dx dX = 0, E dx dX + dx dX = 0 

On aura 
B=o, A, = ο, A -l· Β, = o. 

Écrivons que les formules simplifiées 

dX = A de + CE, 

dX = - A dE + C1 E, 
On aura 

= 550-3Ϊ3; + Η3Γ-ΜΑ; + Η3Γ-ΜΑ 

= 550·-3Ϊ3; + Η3Γ-ΜΑ)· 

On devra donc avoir 

et 

I/W V ACc Ar 

I/W V ACc Ar 
Posons alors 

A = - y, C = dy, C1 = - dy. 

La dernière condition donne 

L·=Μλ
· 
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Donc, toutes les surfaces cherchées Σ sont données par les formules 

(3) 

dX j()À -. d; 
du du du 

dX ç d). - d\ 
d»· ~ dr dr 

où λ est une solution quelconque de l'équation (2). 
La surface Σ est rapportée à un système conjugué à invariants égaux 

(Ribaucour), car 011 a 

daX _ I dX dX i<n. dX 
Ou de λ dv du λ du de 

Enfin les deux surfaces applicables A (xtyt
 z

x
 ), A'(x2y2-2^ °nl pour 

coordonnées (M. Moutard) 

it'l X* + Χ Ο X — X 

Réciproquement, de deux surfaces applicables (A), (A), 011 déduira 
1111 couple analogue à S et Σ. (.Nous laissons de côté le cas où les deux 
surfaces applicables sont réglées.) 

Si λ n'est pas linéairement indépendant de ξ, η, ζ, la surface Σ se 
réduit à 1111 plan; les deux couples de surfaces sont égales. 

On a donc les conclusions suivantes : 

i° La recherche des surfaces qui correspondent par orlhogona-
lilë des éléments à une surface donnée S revient à Vintégration de 
Véquation de M. Moutard relative aux cisymploliques de S. 

20 Aux asymptotiquesde Σ correspond 1111 réseau conjugué à inva-
riants égaux sur ε et, inversement, à un tel réseau correspondent les 
asvmptotiques d'une surface Σ. Donc : 

La résolution de l'équation de M. Moutard permet de trouver 
tous les réseaux conjugués à invariants égaux de S. 

Pour les avoir effectivement, il faudra intégrer en outre l'équation 
différentielle des asymptotiques de Σ. 
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3° La recherche cVun couple cle surfaces applicables est iden-

tique à la recherche de quatre solutions d'une même équation de 
M. Moutard. 

II. — Les congruences de M. Ribaucour. 

Menons par chaque point de Σ une parallèle à la normale correspon-
dante de S, on obtient une congruence G dont Σ est la surface moyenne. 
Les foyers F,, F., de cette congruence outpour coordonnées : 

F, Χ, = Χ+-λξ, Y, = Y -t- λη, Ζ, = Ζ H- λζ, 

F
a
 Χ

2
=\-λξ, Yo= Y — λη, Ζ

9
 = Ζ-λζ. 

On obtient ainsi toutes les congruences dont les développables dé-
coupent un réseau conjugué sur la surface moyenne. 

On peut en déduire une congruence analogue. Appliquons la trans-
formation de M. Moutard à l'équation (2) en prenant comme trans-
formante la fonction λ; Ε, η, ζ seront remplacés par ξ', η', ζ', et l'on 
aura 

(0 

d'où 

ιέ<«')= ^-λ£· 

I/W V ACc Ar '~r ''Τ ς-χ• 

I/W V ACc Ar '~r ''Τ ς-χ• 

L'équation transformée admet pour solution 

Y = i/y 

Aux quatre solutions ξ', r/, ζ', λ' correspond une surface Σ' ; les coor-
données X', Y', Z' de Σ' sont 

\'=|. Υ'=?, z-=l· 

La surface Σ' est rapportée à un système conjugué à invariants 
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égaux; ses tangentes conjuguées sont parallèles à celles de Σ. On ob-
tiendra une congruence G' analogue à G, ayant pour surface 
moyenne Σ', les cosinus directeurs des droites de la congruence étant 
ξ', η', ζ-

G' est la congruence conjuguée de G; Σ' la surface conjuguée de Σ. 
Ces deux congruences sont telles que la droite qui joint l'origine 

au point central de l'une est parallèle à la génératrice correspondante 
de l'autre. 

Les foyers de la congruence C' ont pour coordonnées 

X' - ξ + x 

λ* = λ~^· 

Les quatre quantités ξ, η, ζ, λ sont les coordonnées homogènes de 
la surface Σ'. 

III. — Les congruences à lignes asymptotiques correspondantes. 

Prenons la surface S du paragraphe (I), qui est définie par les for-
mules 

(0 
( ÔJC ôl >rdr, 
1 du du ' du 

Ι dx . γ 
\ dv dv ' dv 

Menons par chaque point M de cette surface la droite D, dont les 
cosinus directeurs sont proportionnels aux quantités 

ηζ'-ζη', ζξ'-ξζ', ξη'-ηξ', 

ξ', η', ζ' étant les quantités introduites dans le paragraphe précédent. 
Et considérons le point y', z') ayant les coordonnées 

• x'= χ -f- ηζ' — ζη'. 
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Ce point décrit une surface S'; on aura alors 

du ^ du du ^ du du ' du ^ du ' 

dx' _ dζ γ àri d? r dV, γ, dη , όζ 

En tenanCcompte des relations (i) du paragraphe précédent, on a 

O) 
/ dx[ _ , dV _ γ, dV 

/ ^X' — τ'Y' ^ 

La surface S' est rapportée à ses asymptotiques ; les cosinus direc-
teurs de S sont proportionnels à ξ, η, ζ; ceux de S' à ξ', η', ζ'; la 
droite MM'engendre donc une congruence ayant pour focales S et S'; 
les lignes asymptotiques se correspondent sur les [deux surfaces fo-
cales. On obtient ainsi toutes les congruences qui jouissent de cette 
propriété (C. GUICIIARD, Comptes rendus; 1890). 

Les projections de MM' sur les axes de coordonnées sont 

On a donc 
ηζ'-ζη', ζξ'-Κ', ξη'-η?. 

MM'" = (ξ2 -r η»-h- ζ2)(ξ'2 4- η'2 4- ζ'2) - (ξξ' 4- ηη'4- ζζ')2 

— p2 p'2 sin2 φ, 
où 

?2 = ξ» 4- η2 4- ζ2, ρ'2 = ξ'2 4- η'2 4- ζ'2, 

et 9 étant Tangle des plans focaux. Si R
4
 et R2 sont les rayons de 

courbure de S, R', R'2 ceux de S', on a 

P=
=V

/_R
(
R

2
, p'«=V-R;Ra. 

La relation peut donc s'écrire 

(3) M M' = R, R
2
 R'

t
 Ri, sin4 φ. 
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La surface S' correspond par orthogonalité des éléments à la sur-
face Σ'; on a donc un second couple de surfaces applicables (Β), (B') 
ayant pour coordonnées 

(B) 

(B') 

x\ = :v' -f- \\ 

x'2 = x' - X' 

Ce double couple de surfaces applicables a été signalé par M. Ribau-
cour (Mémoire sur les Elassoïcles). 

Des formules qui ont été établies, on déduit 

ΛΑ'* = 4(Χ*-ί- Y8 Z#) = ί λ2(ξ'3 -h r/e -h V*) = \λ2 , 

ÏÏB'2 = 4 (X'» + Y* -t- Ζ'») = £ («" + η» + ζ») = ψ. 

On en déduit donc 

A A' " χ BB'2 = ιΰρ'ρ"= IGn/~R, R,R', IÇ. 

Le manque d'homogénéité de cette formule n'étonnera pas si l'on 
remarque qu'on peut remplacer le couple (A)(A') par un couple 
(A,)(A'

t
) pourvu que A, et A', soient symétriques par rapport au 

milieu de A A' et que A, divise A A'dans un rapport constant. Userait 
plus logique de dire que le rapport 

A,V" χ BB'" 
\/Hj H., IV, IV, 

reste fixe quand on se déplace sur les deux couples de surfaces appli-
cables. 

IV. — Cas où la congruence précédente est une congruence 
de normales. 

Dans ce cas particulier, les droites de la congruence sont normales 
à des surfaces de M. Weingarten (Ribaucour); les deux surfaces fo-
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cales S et S' sont applicables sur des surfaces de révolution. Pour qu'il 
en soit ainsi, il faut 

«' + ηη'4-ζζ'=ο 
OU 

ξΧ + ηΥ-ΗζΖ = ο, 

le plan central de la congruence G passe par un point fixe. Donc : 

La recherche des surfaces de M. Weingarten ou, ce qui revient 
au môme, la déformation des surfaces de révolution, est identique 
à la recherche des congruences de Ribaucour dont le plan central 
passe par un point fixe. 

Dans ce cas particulier, la relation (a) du paragraphe précédent 
devient 

MM'^r.R.R.R;, 

relation établie dans ce cas par Halphen. 
Il est évident que, l'enveloppée moyenne se réduisant à un point, les 

développablcs correspondent à un système conjugué sur cette enve-
loppée, donc λ doit être une fonction de ρ (G. GUICIIARD, Comptes 
rendus, 1891), mais cette condition, qui est nécessaire, n'est pas suf-
fisante. 

Nous allons donner quelques exemples : 
i° Si les surfaces focales sont des courbes, la congruence est une 

congruence de Ribaucour. Pour que le plan central passe par l'origine, 
il faut et il suflitque ces deux courbes soient placées sur une même 
sphère ayant son centre à l'origine. En poursuivant les calculs on 
trouve la nouvelle classe de surfaces découvertes par M. Weingarten; 
S cl S' sont alors applicables sur un paraboloïde de révolution. 

20 Cherchons les congruences satisfaisantes lorsque la surface S est 
à courbure totale constante. H, η, ζ seront ici α,, β, γ, (les formules et 
les notations employées sont celles du Mémoire de M. GUICHARD, 

Recherches sur les surfaces à courbure totale constante, p. ι^η). 
Puisque le plan central passe à l'origine, on a 

\^/ia + ya
s

, Y -h ?β
2

, Ζ=ργ+-£γ
2

; 
Journ. de Maik. (5* série), tome II. — Kasc. II, 1896, ^7 
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on en déduit 

ΊΚ· =*{% -?£) + «'(-?)+«.($ +
+ p dq) 

D'autre part, on doit avoir 

Tu = dît ~ dû ~ âû -t- sinç œ -+- Xeos-p «2, 

âû -t- sinç œ -+- Xeos-p «2, 

En identifiant, on aura : 

^=Xsin?, '^=p sinç + </cos
?

, ^=>oos
?

, 

ώ· ~~ (l dr* Tr ~~ ~ Ρ fr + dr' 

Cela posé, les foyers F,, F
2
 ont pour coordonnées 

l'i? x, — X-t-λα,, Υ,-Υ + λ?,, Z, —Ζ-+-λγ,, 

F
2

, X
a
 = Χ — λα,, Y

a
=Y-\(L, Ζ

λ
= Ζ-λγ,. 

Formons la quantité 

λ = Χ,Χ
2
+ Υ,Υο-h Z,Zo=jo2+ </2- λ2. 

Les formules écrites plus haut donnent ̂  = o, = o. Nous dislin-
puerons deu\ cas : 

i° 0 = o. 

On a alors 

£'2 ι. γι'2 . 'Λ2 X2~t~ Y2+Z- _ ρ1 -h η- _ 
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La seconde surface S' est aussi à courbure totale constante. La con-
gruence (S, S') est formée de normales à une surface dont la diffé-
rence des rayons de courbure est constante. 

2° 0 = const. 

Les foyers F,, F2
 sont conjugués par rapport à une sphère fixe. On 

obtient ainsi la congruence particulière signalée à la fin du § Will, 
I,e Partie. La surface S' est celle qui est indiquée dans l'Ouvrage de 
M. Darboux(IIe Partie, n° 782). 

V. — L'équation aux dérivées partielles à laquelle satisfont 
les coordonnées des surfaces applicables. 

Les quatre quantités ξ, η, ζ, λ satisfont à une équation de la forme 

<■> Λ^ + ε<Μ + Ι)3Γ< + 1^ + 1' = ο; 

on peut prendre pour A, G, D, E, F les valeurs suivantes 

A = 

(H 
dv* 
d? 
du 

dl 
de 
r 

C = -

; 

I ou* 

1 
L=-i^ 

! d; 
! du 

Σ 
I "S 

<n 
du2 

dç 
du 

<K 
Ov 
£ 

; 0J\ 
| Ou* 
1 d25 ι _ 

D = ! dl·4 

! $ 

i di· 
: ? 

!iii 
: du* j 

!0 j s 
F=j *"1. ι x ; 

' du : 
! 0± 
! d»· ; 

Dans les déterminants A, C, D, E, F, nous n'écrivons que !a première 
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colonne; les autres s'en déduisent en remplaçant ξ par η ou par ζ, ou 
par λ. En tenant compte de l'équation (2) (§ I) et de celles qui s on 
déduisent par dérivation, on voit que 

3Ï=-D> 57=-K 

Cela posé, des formules 

du '' du ' du ' du du du ' 

du '' du ' du ' du du du '37—";^ + αΛ•' 

on déduit 

d«4 ''dw* ^ du7' du2 "* d//2 df/4' 

di'~ ~~ Γ| de4 + " de* ' de* ~~ ~ de4 de4 ' 

On voit facilement alors que Λ·, y, -, Χ, Y, Ζ sont solutions de l'équa-
tion 

(2) d//4 de4 d« d« de de °* 

Il en est de même évidemment des coordonnées χ,γ,ζ,, χ, j,:
2
 du 

couple (A), (A') de surfaces applicables. 
L'équation différentielle des caractéristiques de cette équation est 

C du2 — A dvJ = o. 

C'est l'équation du système conjugué commun aux deux surfaces ap-
plicables; c'est aussi celle qui donne le système conjugué commun aux 
deux surfaces qui se correspondent par orthogonalité des éléments. 
Sur la surface Σ, les tangentes à ce système conjugué forment une 
division harmonique, avec les tangentes aux courbes de coordonnées, 
qui forment un système à invariants égaux. 

D'une manière générale, nous dirons que deux systèmes conjugués 
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cjui se trouvent dans la relation qui vient d'être indiquée sont harmo-
niques. 11 est clair que tout système conjugué a un harmonique et un 
seul. D'après cela : 

La propriété caractéristique des systèmes conjugués qui se con-
servent dans la transformation par orlhogonaliié des éléments est 
d'avoir pour harmonique un système à invariants égaux. 

On peut aller plus loin. L'équation 

C du* — A dv~ = ο 

est celle qui donne les asymploliqucs de la surface Σ\ Ainsi : 
Le système conjugué commun au couple A, A' ou au couple S, Σ 

correspond aux asymptotiques de Σ'. 
Cette surface Σ' sera appelée la représentante du couple de sur-

faces applicables AA'. 

VI. — Propriétés de ces systèmes conjugués. 

Les deux surfaces Σ' et Σ ont leurs plans tangents parallèles; aux 
lignes asymptotiques de l'une correspond un système conjugué de 
l'autre. Il en résulte qu'en chaque point la tangente à l'une des lignes 
asymptotiques est parallèle à la tangente à la ligne conjuguée qui ap-
partient à l'autre système. Enfin ces systèmes conjugués sont à inva-
riants égaux en coordonnées tangentielles. 

Prenons une surface S rapportée à ses asymptotiques : soient x,y, 
ζ les coordonnées d'un point M de cette surface, MT, MS les deux 
tangentes asymptotiques. On aura 

(>) 
\ d^ = st Έ·' 

[ de4 du ^1 de' 

avec les formules analogues pour y et ζ. Il existe des relations entre *, 
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β, α,, β,, enlrc autres la suivante : 

'h
 =

 ^1. 
de du 

Mais nous n'aurons pas à nous en servir. Désignons par X,, Y,, Z
n 

L,, M,, X, les coordonnées de la tangente MT; X2, Y2, Z2, L2, M2, X2 

celles de MS. Xotis poserons 

* ^ du7' du2 "* d//2 df/4 

di'~ ~~ Γ| de4 + " de* ' de 

avec les formules analogues pour les quantités Y, Ζ, M, N. On aura, 
en tenant compte des équations (1), 

(§=«*. +px,, =
 +

BL1, 

(2)ί§=*,χ,+ ?,χ„ $=«,!„ +fcL,. 

Déterminons deux surfaces £
n Σ., par les formules 

(3) 
\7iï=P*» %=PL» 

''dw* ^ du7' du2 "* d// 

Lu écrivant que ces équations sont compatibles, 011 trouve 

(i) 
(!+/>?.=a 

''dw* ^ du7' du2 "* d// 

Les six quantités ·ι,χ, ζ,, r
2
 v

2
3

2
 satisfont à l'équation 

(>) 
di() ^ 7 dO χ, ρ dO 

dwde yt> du η de 
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Les surfaces Σ,, 2« sont rapportées à un système conjugué commun; 
elles se correspondent en outre par orthogonalité des éléments. 11 ré-
sulte, de ce qui a été dit plus haut, qu'on obtient ainsi toutes les sur-
faces cherchées. 

Au lieu de résoudre le système (3), on peut opérer ainsi : soient ξ, 
η, ζ les solutions de l'équation de M. Moutard relative à la surface S; 
la surface Σ, étant parallèle à la surface S, ses coordonnées tangen-
ticllcs seront ξ, η, ζ, λ; λ étant une quatrième solution de l'équation 

de M. Moutard, λ étant connu, on pourra calculer ~ > ̂  » ce qui 

donnera ρ et q. La seconde surface Σ2
 se déterminera ensuite à l'aide 

de quadratures. Il en résulte que tout système conjugué à invariants 
égaux tangcntiels se conserve sur une surface qui correspond par or-
thogonalité des éléments. Donc : 

La propriété caractéristique des systèmes conjugués, communs à 
deux surf aces qui se correspondent par orthogonalité des éléments, 
c'est d'être à invariants égaux tangcntiels. 

Tout système à invariants égaux ponctuels admet pour harmo-
nique un système à invariants égaux tangcntiels, cl inversement. 

Si un système conjugué est à invariants égaux en tangent telle 
et en ponctuelle, il en est de même de son harmonique. 

Nous allons déterminer ces derniers systèmes. Prenons sur une sur-
face Σ(Χ, Y, Z) un système à invariants égaux (en ponctuelle), les 
coordonnées vérifient l'équation (2). Si, d'autre part, ce système est 
à invariants égaux (en tangenlielle), il sera possible de déterminer des 
coordonnées χ, y', z', telles que l'on ait 

Ou Ρ dr' 

d'où l'on déduit 

Ρ Ov* Ov Ov *1 Oui Ou Ou 

du7' du2 "* 
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En identifiant avec l'équation (2), on trouve 

On en déduit d'abord 

dg dp 
7 du ρ d\· 
k~~ 1)\ ~ C ~ ~"dU' 

du d\> 

(3) A? = ?C")> /'<· =/(»); 

de plus, 011 doit avoir 
A p = Cq = ψ 

et, par conséquent, en tenant compte des relations (3), 

Ψ = \/?· 

Le rapport ^ est alors le produit d'une fonction de u par une fonc-

tion de c. On peut, en supposant choisies convenablement les variables 
u el c, dire que la condition cherchée est 

A = C. 

Examinons maintenant les divers cas particuliers qui se présentent 
naturellement : 

i° Si la surface représentante est une sphcre, le système conjugué 
commun aux deux surfaces qui se correspondent par orlhogonalité des 
cléments est formé de lignes de longueur nulle. Les deux surfaces sont 
des surfaces minima. 

2° Si la surface représentante est une surface réglée, les quantités 
Y|Ï E,, M

n
 restent fixes quand on se déplace sur une géné-

ratrice. 11 en résulte que les tangentes aux courbes de paramètre c 
conservent une direction fixe quand on se déplace sur les courbes de 
paramètre u. L'un des systèmes conjugués est formé des courbes de 
contact de la surface avec des cylindres. Si la surface représentante 
est une quadrique, les deux systèmes de lignes conjuguées jouissent 
de la propriété indiquée plus haut. 
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Ces deux propriétés existent aussi pour les couples de surfaces appli-
cables qui y correspondent. Ce sont d'ailleurs les seuls cas où elles 
existent. 

3° Si la surface représentante est une surface minima, le système 
conjugué qui se conserve dans la transformation par orthogonalité des 
éléments est formé de lignes de courbure sur l'une des deux surfaces. 

VII. — Les systèmes conjugués communs à deux surfaces 
applicables. 

Les deux surfaces applicables A, et A
a
 ont pour coordonnées 

^=/,(X
3
 + L

2
), fÉ=rfX,-L*), 

Î£ =
 9

ÇL, + L,), ^ = 7(X,-L,). 

Ces coordonnées satisfont à l'équation (5) du paragraphe précédent; 
donc 

Le système conjugué qui se conserve dans la déformation est à 
invariants égaux dans le cas où A = C. 

Si l'on veut que l'un des systèmes conjugués soit formé des courbes 
de contact de cylindres circonscrits à la surface, il faut que l'un des 

coefficients de ̂  ou de ~ soit nul; dans ce cas, la surface représen-

tante est une surface réglée. 
Supposons qu'on ait multiplié les quantités X, Y, Z, L, M, Ν par 

un même facteur, de façon que l'on ait, comme dans la Géométrie non 
euclidienne, 

Xa h- Y2 L2 -t- M2 4- Ν2 = ι. 

Les cosinus directeurs des tangentes conjuguées sur la première sur-
face sont 

X
2
h-LO, YO+MO, Z2-f-N2, 

X* ■+■ Y,M,, Z, N,. 
Journ. de Math. (5* série), tome II. — Fasc. II, 1896. 28 
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L'angle des deux tangentes conjuguées est 

cos9=(X, + L,)(X
!
|4-L

s
) + (Yi-»-M

l
)(Y

a
 + M

s
) 

4-(Z,4- N,)(Z
2

-t- N
a
); 

cette formule est aussi celle qui donne l'angle non euclidien de deux 
droites qui se coupent; donc 

L'angle des lignes conjuguées qui se conservent dans la defor-
mation est égal à l'angle non euclidien formé par les asymplotiques 
de la représentante. 

Pour que ce système soit forme de lignes de courbure, il faut que 
la surface représentante soit une surface minima non euclidienne 
(§ VIII, Irc Partie). En tenant compte des formules (2) (§ VII, Ire Par-
tic), on voit facilement que la représentation sphérique des lignes de 
courbure qui se conservent dans la déformation est celle des lignes de 
courbure d'une surface à courbure totale constante (BOXNET). 

D'une façon plus générale, on peut chercher le cas où les lignes du 
système conjugué se coupent sous un angle constant. L'angle non 
euclidien des asymptotiques de la représentante doit être constant, 

c'est-à-dire que le rapport t~ (§ IV, Ire Partie) doit être constant. 

Désignons par X, Y, Z, L, M, X les coordonnées de la normale non 
euclidienne à la représentante. On aura alors 

(\-f-L)(\, -h L,)-b(Y -l· M)(Y, 4- M, ) + (Z 4- X)(Z, 4- X,) = o, 

( X 4- L)(\
a
 4- L

2
) 4- ( Y 4- M)(Y

a
 + M,)4-(Z 4- N)(Z

2
H-N

2
)=O. 

Il en résulte que X 4- L, Y 4- M, Z 4- X sont les cosinus directeurs de 
la normale à A,; de même la normale à A

a
 a pour cosinus directeurs 

X - L, Y - M, Z - X. 
Pour que les deux surfaces fassent entre elles un angle φ, fixe, il faut 

X2 4- Y24- Z2 — L2 — M2 — X8 = coso, 
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ou bien 

\2-hY- -4- Z2- L2 - M2 - N2= cos?(X2+ Y2 + Z2
h-L2

 h- M2-f- IN2) ; 

c'est L'équation d'un complexe formé des tangentes à une sphère. Voici 
alors quelle sera la marche à suivre pour résoudre le problème : 011 
cherchera les géodésiques non euclidiennes de cette sphère (ce sont 
encore des grands cercles); on prendra un système quelconque de ces 
géodésiques, ou même leurs tangentes; on déterminera par quadra-
ture une surface normale (sens non euclidien) à ces droites. On aura 
ainsi la représentante. Il suffira alors d'intégrer l'équation de Moutard 
relative aux asyinptotiques de cette représentante pour achever le 
problème. 

Remarque. — Aux lignes asymptotiques de A, correspond sur la 
représentante un système conjugué. Ce système conjugué n'est pas 
quelconque, il est caractérisé par cette propriété que X + L, Y -+- M, 
Ζ 4- Ν sont solutions d'une équation à invariants égaux. Dans le cas 
particulier où ce système conjugué est formé de lignes de courbure 
(sens non euclidien), on connaltpar cela seul toute une série de repré-
sentantes de A, : c'est une série de surfaces parallèles (sens non eucli-
dien). On aura donc une infinité de déformées de A, qui dépendent 
d'une constante arbitraire. 

Pour étudier ce cas, on déduit des formules (G) (§ XVII, Ire Partie) 

Î!*^=e(X,+ L,)-«(X.+L,), 

d(X + L) = = b(X
t
+ L,)·+ /(X,+ L»), 

d(X'*L|) = - e(X + L) — m(X
s
 4- L

2
), 

d{X'^L,) =-6(X + L)+ n(X, + L
s
), 

——— = a(X h- L)+ m(X, -+- L,), 

rf(X'dt
Li) =-/<X + L)- n{X,+ L,). 
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On en déduit que X -+- L, Y -h M, Ζ -h Ν sont solutions : 

dûdl = dû ^dv~h ' 

p _ »*( &* + /*) ■+■ n{af—be) 
ab + cf 

p. m(af — be)-{- n(ai+ e2) 

ou 

La condition cherchée est 

Γ/«(Λ2-4-/*)-{- n(af—be)~ 0 Ym{a f~be)+n(ri1-±-e*)' 
de [ ab-hef Ou |_ ab + ef 

VIII. — Sur une transformation des couples de surfaces 
applicables. 

Soient S(X
n

 X
2

, X
3
) et S'(iX.,, z'\

5
, i\

0
) deux surfaces applicables; 

de telle sorte que Ton a 

r/X* 4- dXi h- dXl + dX'i -h d\: ■+■ dXl = ο 
ou 

IdX2— o. 
Posons 

Ρ
 = Χ;+Χ; + Χ;·4-Χ; + \:+\; = ΣΧ=. 

Déterminons six quantités a?,, jr
a

, ..x\ par les formules 

on aura alors 

X 
* = ?■> 

pm(af — be)-{- n(ai+ e2) 

Σώ*= iïrfX2- prfpSXrfX h- ί rfp2I\= = o. 

Les deux surfaces Σ(α·, , a?
2

, x
3
), Σ'(ι#

4
, i#

s
, ix

6
) sont donc applicables. 

On a donc la construction suivante : 

Soient M et M' deux points correspondants de deux surfaces ap-
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plicables, Ο un point fixe; prenons sur OM cl OM' deux points Ν 
et N', tels que 

ON _ ŒV _ ι 
OM OM' qû'-M* 

Les points M et N' décrivent deux surfaces applicables. 

Dans le cas particulier où Ο M — OM' est constant, la méthode 
donnerait des surfaces homothéliqucs. 

Mous allons chercher ces surfaces. On peut supposer la constante 
ρ = ι. Posons alors 

(» di'~ ~~ Γ| de4 + " de* ' de* ~~ ~ de4 

On aura ensuite 

Γ = X. + Χ'Γ, + i ·. + «Ζ1- = .1 rτ 

Difierentions totalement les formules (1). On aura 

di'~ ~~ Γ| de4 + " de* 'de^ (η^Λ-ΧΑ . 

tdj = (7-^ l(i +X,)«S<*.\? + 2rfX,(. + Χ,)ΣΧ, rf\,, + </Χ°.ΣΧ} | 

= (ι
 +

 χ,y> t- dXi(i+ \,)*h- 2X1,(1 -1- X,)</X; + (i + Xj V/X^| = 

Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin, x
n
 χ«, x

3 sont les coordonnées 
d'une développable ; û?

4
, ix. celles du point correspondant du plan. 

On obtient ainsi tous les couples de surfaces applicables qui jouis-
sent de la propriété suivante : 

La différence des carrés des distances d'un point fixe aux deux 
points correspondants est constante. 


