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JOUBNAL

MATHEMATIQUES

PU}{ES ET APPLIQUEES.

e

Mémoire sur la transformation des équations

de la Dynamigque;

Par M. Pav. PAINLEVE.

INTRODUCTION.
1. Etant donné un systéme d’équations de Lagrange
d/dT\ oT dg; .
(A) 22<%—;>—"—%=Q,., ?i'q—t"'q‘ (i=1,2,...,k),

ot les Q; ne dépendent ni des vitesses ni du temps et ou T, forme qua-
dratique par rapport aux g;, est aussi indépendante de ¢

ds?
2T EZAU% Q,— diﬁ (AUE A,

on peut se demander s'il existe d’autres systémes analogues (A,) qui
définissent le méme mouvement que (A). La question ainsi posée est
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assez restreinte, mais elle acquiert une tout autre portée si 'on assu- -
jettit seulement le systéme (A,) & la condition que les trajectoires de
(A) ct de (A,) coincident, le mouvement sur ces trajectoires diffé-
rant, en général, d'un systéme & l'autre. Autrement dit, le probléme
consiste & former les systémes

(5 dT dg; _
Za(a_q—':) =1 Q (QHQ,, ,q,\.)’ at_l —_— q‘.

(i=1,2,..,k),

2T _ZA'J q; '_—dt’,

qui définissent entre les ¢; les mémes relations que (A). Deux tels
systémes (A) et (A,) seront appelés CORRESPONDANTS.

(A4)

ol

2. A ce probléme se rattache un probléme d’apparence plus géné-

rale qui, pour étre posé avec netteté, demande quelques explications.
Le changement de variables

([) Q|=‘P1(r.|,"2a “-rrlr)a ) ?lr::?k("n";’y veey "k)’

d’oti 'on tire inversement

(2) "1="I’G(QU :z,'-',Qk): ceey "I‘='~I’I.-(Qc1Q2a-'-v Qk)r

transforme ds* en une expression de méme nature c/s* :

gl= ZAU(?,, ?_,, ey ?],) d?, d?lE EB,'j(I", Tay ooy 7'k> d/',' dl’j,

et le systéme (A) en un systéme

d dT . d,li___ Ki
(B) sf—l—‘(""?) dr,_R("’lﬂ""”k), o =1
( (i=1,2,..,k),

ou

ds*

27= 75 'Ri:—:Qc(?!’?‘l’ "\o")()%

+...+Qk(?n?27 7?/{) 001.

Nous dirons que les expressions ds* et da*, et de méme les systémes
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(A) et(B), sont HomoLoGuEs (') et admettent la transformation (1)
comme transformation de passage. En particulier, si ds* et do® [ou
(A) et (B)] coincident quand on fait ¢;= r;(i =1, 2, ..., k), la trans-
formation (1) sera une transformation du ds* [ou du systéme (A)] en
lui-méme. '

A un ds* [ou & un systéme (A)] donné, une transformation (1) fait
correspondre un homologue et un seul; inversement, entre deux
expressions homologues ds® et ds® [ou entre deux systémes homo-
logues (A) et (B)], il n'existe qu'une transformation de passage, a
moins que ds* [ou (A)] n'admette des transformations en lui-méme.
En combinant, en effet, avec une transformation de passage une trans-
formation quelconque du ds* [ou de (A)] en lui-méme, on obtient
une nouvelle transformation de passage et on les obtient toutes ainsi.
Ces transformations du ds* [ou de (A)] en lui-méme définissent tou-
jours un groupe, continu si elles dépendent de constantes arbitraires,
discontinu dans le cas contraire. (On démontre aisément qu’elles ne
peuvent dépendre de fonctions arbitraires.) Il n'y a donc jamais de
difficulté & reconnaitre si deux expressions données ds?® et da? [ou deux
systémes donnés (A) et (B)] sont homologues, non plus qu'a déter-
miner les transformations de passage, dans le cas ou le groupe des
transformations du ds? en lui~-méme est discontinu et notamment se
réduit 4 la transformation identique. Mais, dans le cas ol ce groupe
est continu, les transformations de passage dépendent d’équations
différentielles. D’aprés les théories de M. Lie, tout le probléme re-
vient & déterminer les transformations du ds* [ou de (A)] en lui-méme,
et cette recherche se raméne & I'intégration d'un systéme linéaire
complet. -

Observons enfin que, si'(A) et (B) sont homologues, il en est de
méme a fortiori de ds® et de do*, mais que la réciproque n’est évidem-
ment pas vraie. En particulier, une transformation ¢;= 9; du ds* en

(*) Quand les deux ds* que I'on compare portent sur les mémes lettres, soit
ds® et ds}, ds} sera dit homologue de ds* s'il coincide avec un des homologues
de ds*, soit de*, ot 'on a fait r;=¢q;({ =1, 2, ..., k). De méme (A) et (A,) se-
ront dits homologues si (A) coincide avec un des systémes (B) ou l'on fait
ri=qreti=t,
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lui-méme ne conserve (A) que sil'ona:
dJ .
EQj(cp,, "‘,”?k)%EQ"("" ooy Th)s pour L=1,2,..,k.
i

Plus généralement, soit (A) et (B) deux systémes homologues :
quand ds* et do® admettent plusieurs transformations de passage, ces
transformations ¢; = 9, sont de deux espéces, suivant qu’clles satisfont
ou non aux conditions '

. d ’
Ri=Q.(9, 92 ,(9,,)%% +.oo Qk(?:a?a,-..,?k)j%
(i-—"—“-l, 2, "',/‘.);

les premiéres seules transforment (A) en (B).

3. Ceci posé, cherchons tous les systémes (B,)

d (o< J< v ) dry K
() -3 =Rl o e

(By)
? (i=1,2,...,k),
ol

2

—_— ! . . A B c'
2/-;':2]3“(]”]2, ...,I/,.)Iiljz(—”—%:

tels que les trajectoires de (B,) se déduisent de celles de (A) par
un changement de variables (1), g;=9;. Le changement dc va-
riables inverse (2) transformant (B,) en un correspondant (A,) de
(A), les systémes (B,) en question se composeront des homologues
de (A) et des homologues de tous ses correspondants. La seule
difficulté consiste donc & déterminer les correspondants (A,) de (A).

Parmi ces systémes (B,), il en est de remarquables, ce sont ceux ou
ds; se confond avec ds?, quand on fait g;=r;(i=1,2,...,k). Siun
tel systéme (B,) existe, le mouvement défini par (A) jouit d’une pro-
~ priété importante : on peut dans (A) substituer aux forces Q, d’autres
Sforces, & savoir les forces R; (g,, ¢ - - -, qx), telles que les nouvelles
trajectoires se déduisent des premiéres en changeant les q; en
9:(qis .-+, qx). Dans le cas particulier ou les Q; et les R; sont iden-
tiques [ c’'est-a-dire ou (A) et (B,) coincident quand on fait ¢;=r,,
1 =1, la transformation q;=9; transforme en lui-méme [’en-
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semble des trajectoires de (A). D’autre part, il est clair gque la trans-
formation inverse (2) raméne (B,) & étre un correspondant (A,)de
(A) dont le ds} est homologue de ds*. D'aprés cela, posons-nous les
deux problémes suivants :

L. Déterminer les substitutions (1), q;= 9;, qui transforment en
lui-méme ’ensemble des trajectoires de A.

11. Déterminer les systémes de forces R} (qy, quy -y qs) telles
que, si on les substitue auzx Q; dans (A), les nouselles irajectoires
se déduisent des premiéres en changeant les g; en ©,(¢,,qs, ..., q1).

Pour résoudre le premier prohléme, il faut calculer tous les corres-
pondants (A,) de (A) qui sont en méme temps ses homologues. Les
transformations cherchées se composent de toutes les transformations
qui font passer de (A) & chaque systéme (A,); elles comprennent no-
tamment les transformations de (A ) en lui-méme.

Pour résoudre le second probléme, il faut calculer tous les corres-
pondants (A,) de (A) dont le ds} est homologue de ds*. Toutes les
transformations de passage qui ex1stent entre ds“‘ et chaque ds,, soit
q:= %, définissent les systémes cherchés de forces R}, 4 savoir

Jdo
R Q (‘?u Py - -'a?k)d -+.. +Qk(?n(?2a Ceey (Plr)a‘;i
‘ (i=1,2,...,k).

Elles comprennent notamment les transformations du ds2 en lui-
méme.

4. Ce qui précede suffit & montrer 'intérét qui s al;tache a I'étude
des systémes correspondants. Clest 4 la démonstration de quelques
propmétes géncrales de ces systémes qu’est consacré le présent Mé-.
moire. Dans un autre travail, je développerai les principales appli-
cations de ces propriétés et notamment la solution des problémesl
et 11 dans le cas de deux ou trois paramétres.

Si l'on convient de. représenter un systéme.(A) par le symbole

Journ. de Math. (§* série), tome X — Fasc. I, 18¢4. 2 .
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o /ds? . , .
(Z——Z,, Qi), ou encore (2%, U) quand les Q; dérivent d’un potentiel U,
les principaux résultats que j'ai obtenus se résument ainsi :

. ’ 2 .
En premier lieu, un systéme quelcongue (% , Qi) admet toujours
. ]
une infinité de correspondants, & savoir les systémes (C %5, cQ;),
P ) yste ar
ot C etcsont deux constantes. On peut passer du systéme (A) a unde

. . Lde C
ces correspondants (A, ) parla transformation : - = \/ = (") Quand

toutes les forces Q; sont nulles, on passe de (A) &4 (A,) en faisant

dt ‘e .. e
'd_; = ¢, ¢ désignant une constante arbitraire. Je dirai souvent dans

la suite que ds* et Cds? sont deux ds* semblables, et de méme
que les systémes de forces Q; et cQ; sont deux systémes de forces
semblables, on cncore que ds* et Cds* (et de méme les systémes Q;
ct CQ,) ne sont pas distincts.

Un sysiéme (A) quelconque w’admet pas en général d’autres

. .. [ds? .
correspondants. S'il en admet un, soit (Et—}, Q}), il en admet une
1
< pee .. (Cds} ' .
infinité, & savoir { —=*» ¢ Q; ); nous dirons que ces correspondants ne
1
sont pas distincts du premier.

En second lieu, admettons que les Q; dérivent d’un potentiel. Le
2 . ., . . . )
systéme (Z%, U) admet une infinité de correspondants, indiqués par

2 1 by ~
M. Darboux, & savoir les systémes [(otU +B) %—: Zlﬁ :__—OB],OI'J ,B,v,¢
. 1

sont des constantes assujetties & la seule condition ad — By 0. La
correspondance entre (A) et un tel systéme (A,) jouit d'une propriété
remarguable : associons les trajectoires de (A) en faisceaux na-
turels, j’entends en faisceaux qui satisfont a la condition T — U =#,
I étant une constante déterminée, et comparons les faisceaux natu-
rels de (A) et de (A,); on trouve que lout faisceau naturel de (A)

(') Ce sont la des propriétés bien connues, signalées depuis longtemps par
M. Bertrand dans ses travaux sur la similitude en Mécanique, et dont M. Ap-

pell, en faisant 5 =1, a liré une interprétation du temps imaginaire.
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colncide avec un faisceau naturel de (A,), les valeurs de Ak et de A,

.. - p,ﬁ +8 Sra
se correspondant par la relation A = y Cette propriété est ca-

ractéristique de la transformation de M. Darboux. On passede (A)
a(A,) par la transformation

(a8 — By)de? = (aU + B)*[ads® — d* («U + B)].

Ces systémes (A,) se confondent avec ceux que j'ai indiqués en
2
premier lieu pour a = o. Un systéme (%, U) quelconque w’admet

pas cn général d’autres correspondanis. Nous donnerons & tous ces
systémes (A,) le nom de correspondants ordinaires de (A).

8. Yarrive maintenant aux systémes (A) qui possédent des corres-
pondants distincts de ces correspondants ordinaires. 1l convient ici
d’étudier A part le cas ou il y a des forces et le cas ou tous les Q; sont
nuls.

Premier cas. — Tous les coefficients Q; sont nuls dans (A). 1l en
est de méme alors nécessairement dans tout systéme correspon-
dant (A,). On se trouve ainsi ramené & I'étude des couples de ds*
correspondants, en appelant ds* correspondants deux ds* dont les
géodésiques coincident. Clest, pour k = 2, le probléme de M. Dini, et
le théoréme démontré par ce géoméetre rentre comme cas particulier
dans le suivant :

Soit ds* et ds; deux ds* correspondants (non semblables), et A
et A, leurs discriminants (relatifs aux dq;). L'expression

2
A\redsy
A, ds?
est une intégrale premiére des géodésiques; les expressions

2 2

A\T+Edst /A \TFR s
&)@ () &
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sont donc respectivement des intégralesquadratiques des deux sys-
témes
ds* > : (ds’ ' )
- Q;=o0 et - =0).
, (dt” Q‘ ay’ Q

De plus on passe d’un systéme & Uautre par la transformation

(1) de dt,

A""/‘ A}-&-Im

C désignant un nombre choisi arbitrairement (ou méme, siI’on veut,
une intégrale premiére quelconque des géodésiques). Un ds? ne peut
donc admetire de correspondant ds; (non semblable) sans que le

3 ds? . . .
systéme (d_t” Q; = o) admelle aumoins une intégrale quadratique
distincte de celles des forces vives (').

L’étude de ce cas particulier ot les forces sont nulles entraine d'im-

portantes conséquences pour le cas général, notamment celle-ci : s1 ds?
ET dS) SONT CORRESPONDANTS, 1° pour lout sysiéme de forces Q,, on

peut trouver des forces Q; telles que les deux syste‘mes( t,,())

2 .
et (3, ;) solent correspondants, et I’on peut alors passer d’un
dﬂ P ) p P
systéme & Uautre par une transformation de la forme (1) ot C est

ds?
un nombre déterminé; 2° deux corrcspondants( T Qi)e ) ( t‘, »Q )
quelconques rentrent dans les précédents, c’est-a-dire quon peut

passer de Uun a Uautre par une transformation (1).

- (") Cette intégrale ne se confond avec celle des forces vives que si ds? = C ds®.
1l peut d'ailleurs arriver que ds® admette un correspondant et que le systéme

ds?
( Pk Q= o) ne posséde avec l'intégrale des forces vives qu'une seule intégrale

quadratigue, comme le montre I’exemple du couple de correspondants :

ds* = ¢(qy, ¢2) (dg? + dqg).+ dq?
et
ds} = ¢(qu, 4:) (dg} + dq}) + cdg},

ot ¢ est un nombre quelconque.
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Cette proposition est complétée par une double réciproque :

. ds* .
I. 8¢ Pon peut passer d’un systéme (?ﬁ?’ Q,-) a un systéme

dst \ . .
< Tk Ql) ot les Q;, Q; sont voxngs, par un changement de variable
1 . . !

tel que
dt N
'gf = A1y Gas -y i)y

ds® et ds® sont correspondants, et les résultats précédents s appli-
quent.

. . X :
1. Si deux systémes (%, Qi> et <§i—%, Qi) se correspondent pour
DEUX systémes distincts de forces assocides, soient Q; et Q; d’une
part, (Q;) et (Q;) d’autre part, ds* et ds; sont aussi correspon-

. . ds?
dants; et par suite, QUELS QUE so1ENT LEs Q,, le sysiéme (d—i,, Q;)

2
admet des correspondanis de la forme (%’ Q;)

Cette derniére proposition suppose toutefois k > 2. Pour k = 2,
on sait seulement que le nombre v des systémes associés (distincts) de
forces Q;, Q; ne peut dépasser 3 (ds* et ds; étant donnés) sans cjue
les géodésiques de ds*® et ds} coincident (et v est alors infini); si v =3,
ds? estlc ds* d’une surface 4 courbure constante (de méme que ds;).

DevuxiiMe cas. — Les forces Q; de (A) ne sont pas toutes nulles.
On démontre qu'on peut passer du systéme (A ) & un systéme corres-
pondant (A,) par un changement de variables bien déterminé de la
forme

de} ' das?
T =N(qy, Gas ooy 9;,)(37; — V>=7\2('c —V),

Pégalité © — V = const. élant vérifiée par tout mouvement de (A),
ce qui exige que T — V soil ou une intégrale quadratique de (A) ou
une constante absolue. On se trouve amené alors A distinguer plu-
sieurs hypothéses possibles :

L. (t— V) se réduit @ une constante absolue; %‘- = A Clest le cas
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traité précédemment ol ds® et ds} sont corrEsPONDANTS; le systéme
(;l::, Q= o) admet une intégrale quadratique.

1. Il existe une fonction de forces U, el = V colncide avec

T —(U + @). Les deux systémes [(U -+ a) T UL a] (Zj;, Q,),

dont le premier est un correspondant ordinaire de (A) sont cor-
respondants en méme temps que (U + a)ds® et ds}4 ils jouissent
donc des propriétés indiquées plus haut : le systéme

[(U -+ a) dt’*’ Q:= o]

admet une intégrale quadratique. Quant au systtme

()

il admet une intégrale quadratique non sculement quand on annule
les Q;, mais pour les Q; donnés.

III. (Hypothése générale). — L'égalité ©.— V = const. définit
une intégrale de (A) distincte de celle des forces vives. Les sys-
témes (A) et (A,) admettent alors une intégrale quadratique.
Il convient de signaler dans cette hypothése deux cas particuliers : le
cas ot U, existe et ot les géodésiques de ds* colncident avec un
Sfaisceau naturel T, — U, = a, de (A,) [c'est 'hypothese 11 ou I'on a
permuté (A) et (A ))]; et le cas o U et U, existent et ot deux fais-
ceaux naturelsT —-U=a et T, — U, = a, de (A)et de (A,) coinci-
dent. Dans I'un et'autre cas, la transformation de M. Darboux permet
de rentrer dans 'hypothése I oi; les géodésiques de ds* et de ds} coin-
cident et, par suite, d’appliquer les conclusions énoncées & propos du

premier cas.

6. Les propriéiésque je viens d’énumérer sont des conditions né-
cessaires.mais non suffisantes pour qu'un systéme (A )admette des
correspondants ordinaires : elles ne sont suffisantes que pour k= 2.
Mais ces propriétés permetient de former sans peine, et en les simpli=
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fiant singuliérement, les conditions suffisantes, et parmi ces conditions
elles représentent les plus importantes, celles qui mettent en évidence
les caractéres essentiels des systémes (A) étudiés. Parmi les consé-
" quences qu’elles entrainent, je citerai celles-ci :

Soient [%:—:a Q,-] et [Z‘i; ) Q,] deux syst¢mes correspondants non ov-
dinaires: 1° on n’a jamais ds; = (g, ..., qi) ds*; 2° 51 Q; et Q; dé-
vivent des potentiels U et U, il n’existe pas, en général, de faisceau
naturel T — U=a de (A) qui colncide avec un faisceau naturel
T,—U,=a de (A)), etil n’en existe samats plus d’un. [Parmi les
faisceaux naturcls nous comptons le faiscean des géodésiques qui cor-
respond 4 a (ou a,) = ».]

Mais voici une autre conséquence bien plus importante : La re-
cherche des correspondants (A,) d’un systéme (A) donné, et en
particulier la recherche des groupes de transformations des tra-
Jectoires de (A), rentrainent jamais que l'intégration de systémes
linéaires complets.

Enfin, a toute intégrale de (A) algebrigue et enticre (ou ration-
nelleyen g\, ..., g, correspond une intégrale analogue et de méme
degré de (A,) ('). Ceci s’applique notamment aux iniégrales li-
néaires : d'ot il résulte, d’aprés un théoréme de M. Lie, que deux ds?
correspondants possédent le méme nombre de transformations in-
Jinitésimales en eux-mémes. De cette remarque et des théorémes
¢tablis plus haut sur les correspondances qui conservent les géodési-
ques, découlent immédiatement toutes les propositions déja connues
sur la correspondance entre les mouvements plans et les mouvements
sur unc surface & courbure constante : et les propositions analogues se
trouvent ainsi établies pour un nombre guelconque de paramétres.

7. Revenons maintenant aux problémes que j'ai posés au début de
cette introduction :

Tout d’abord les conditions nécessaires et suffisantes pour que
le mouvement défini par (A) puisse éire défini par un autre sys-
téme (A,) sont évidemment les suivantes : 1° (A) et (A,) doivent

(') Ce théoréme n’est nullement évident, mais résulte dé la forme particuliére
de la relation qui existe entre dt et dt,.
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éire correspondanis en méme temps que ds® et ds*; 2° A et A, doi-
vent étre identiques (& un facleur constant preés).

Quant aux systémes B, (voir p. 8) dont les trajectoires se déduisent
de celles de (A) par une transformation g; = 9,(ry, 7y, ..., 1), leurs
propriétés découlent immédiatement des propriétés des systemes (A ).
Jeme borne & signaler explicitement ce théoréme maintenant évident :
On peut, dans tous les cas, passer de (A) a (B,) par un change-
ment de variables '

dt, | :
gi=9:(T1y - sTa)s ‘di—)\(qn?za o gt =Vl (=12, ..., k),

Uexpressiont — V définissant une intégrale quadratique de (A),
a moins qu’elle ne se réduise a une constante. Dans ce dernier cas,
la substitution ¢; = o, transforme 1'un dans l'autre les deux fais-
ceaur de géodésiques; réciproguement, si les géodésiques de (A)
et de (B,) se correspondent par la transformation ¢; = 5;, on a

d;
’ ‘—‘7\(Q|7 LS %),

el, QUeLs QUE soieNT LEs Q; dans (A), il existe des systémes (B,)

. ds?
dont la force vive est d—i[—
1

Si I'on connait notamment une transformation q; = ; des géode-
siques de ds* en elles-mémes, pour tout systéme de forces Q; de (A)
on pourra calculer des forces R; telles que les trajectoires du systéme

[ e R] se déduisent des trajectoires de (A) en changeant ¢; en

2:(qyy -++» gx)- Par exemple, la transformation homographique la
plus générale conservant les géodésiques de ds*=dg} + dg; + dg;,
a tout systéme de forces Q; on pourra associer des forces R; telles que

les trajectoires de [ T Q] et de [ a’ R] se déduisent les unes des

autres par une transformation homographlque donnée. En appliquant
a ce cas particulier les formules générales de correspondance établies
dans ce Mémoire, on retrouve les résultats bien connus de M. Appell.

Je dirai enfin quelques mots d’un probléme assez analogue & la
recherche des correspondants et qui concerne les systémes (A), ou
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les forces dérivent d’un potentiel U. On sait que chaque faiscecau
naturel de trajectoires T — U = a coincide avec les géodésiques de
(U + a)ds®. On peut chercher st ds'*==(U + a) ds* admet, quel que
soil a, un ds* correspondant (non semblable), soit ds?’. I est clair
que cette recherche rentre entiérement dans1'étude des couples de ds*
correspondants. Mais quelle analogie peut-il exister entre les ds’ et
les correspondants (A, ) de (A)? Tout d’abord, on voit sans peine que
si ds'® posside (quel que soit @) un correspondant ds’?, le systéme (A)
posséde toujours une infinité de correspondants distincts dépendant
d’une constante arbitraire : la réciproque d’ailleurs n’est pas vraie.
Mais la question précise qui nous intéresse est la suivante : Se peut-il

qu'un des systémes [%‘2) Qi= o] (ol ds7? dépend de a) se rattache
4 un certain systéme [Z%’ U4], indépendant de a, de la méme ma-
niére que [ds’?, Q; = o] serattache 4 (A)? Celarevient 4 se demander
si (A) peut admettre des correspondants non ordinaires [%, U ]

tels que tout faisceau naturel de (A) soit faisceau naturel de (A,);
nous avons dit que cela n’avait jamais lien. La recherche des sys-
témes correspondants des (A) et celle des ds? correspondants de
(U + @) ds® constituent donc toujours deuws problémes distincts.

8. Je terminerai cette Imtroduction par un bref historique des
recherches antérieures. Ce sont les travaux de M. Appell sur ’homo-
graphie en Mécanique qui m’ont conduit 4 étudier les questions géné-
rales dont traite ce Mémoire. Dans deux publications de I’American
Journal (1889-1890), M. Appell avait montré qu’a tout mouvement
plan (ou de I'espace ordinaire) on peut, & 'aide d’une transformation
homographique quelconque, faire correspondre un autre mouvement
plan (ou de I'espace) produit par d’autres forces (les forces étant tou-
jours indépendantes des vitesses); et il avait donné de ce principe de
remarquables applications & la théorie des forces centrales. A la fin du
premier Mémoire, M. Appell posait, d’aprés M. Goursat, le probléme
plus général suivant : Etant donnés deux ds®, soit ds* et ds-,, pour
tout systéme de forces Q; existe-t-il des forces R}, telles qu’on passe

ds? . ds? o/
du systéme [ B’ Q,] au sysiéme [ g‘:—%, R,.] en changeant les g¢; en

Journ. de Math. (4° série), tome X. — Fasc. I, 18g4. 3
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Pi(G1y Gay ++oy qi)y €t dien N(q,, g5y .y ga)dt,? 11 indiquait & ce
sujet comme vraisemblable cette proposition (démontrée dans le cas
de I'homographie) : Si pour des forces Q; quelconques (ds* et ds?
étant donnés), la substitution q;= o;, dt, =\ dt, transforme le
systéme [f'T:;, Q,-] en un systéme [%Z;'a R{], elle fait correspondre
les géodésiques de ds* et celles de ds;. Cette proposition, vérifiée
par M. Dautheville pour & =2, a été démontrée, ainsi que sa réci-
proque, par M. Appell lui-méme dans unc Note du Bulletin de la
Socidté mathématique (15 mars 1892). Dans une Note parue presque
simultanément dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences
(12 avril 1892) (?), j’ai résumé les principaux résultats contenus dans
ce travail, résultats qui renferment notamment la proposition précé-
dente, mais complétée, ainsi qu'on I'a vu plus haut (n° 3, p. 11-13);
un des compléments les plus importants consiste en ce fait que, si les
deur faisccaux des géodésiques de ds* et de ds; se transforment
Uun dans Pautre par un changement des variables q;, on peut

2

loujours passer du systéme [%, Q,-=o], au sysiéme [‘—(%:,R;:o]
én changeant les q; en 9;(q.y - .-, ¢x) ET dt EN Adi,. Par exemple, il
suffit d’aprés cela de savoir que toute surface a4 courbure constante
est représentable géodésiquement sur le plan, pour étre assuré qu'a
tout mouvement plan [ou les forces Q,(g,, ¢.), Q.(¢,) ¢») sont quel-
conques], on peut faire correspondre un mouvement sur une surface 4
courbure constante.

- La question que je m’étais posée me conduisait naturellement & gé-
néraliser le probléme de M. Dini qui coincide avec la recherche des
correspondants daus le cas particulier ot k = 2 et ot les forces sont
nulles. Sur ce probléme, M. Liouville avait antérieurement publié
deux Notes : dans la premiére (Comples rendus, 6 avril 18g1), il
déterminait tous les ds® a deux ou trois paramétres tels que le mou-

. \ ds? , P .
vement défini par le systéme [ﬁ’ Q= o] Jat défini aussi par un

2 . D .
autre systéme [‘_;%, Q= o], et que de plus les discriminants A

(') Voir aussi les Comptes rendus du 16 mai, du 13 juin, du 10 octobre, du
» novembre, du 21 novembre 1892 et du 2 janvier 1893.
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et A, de ds* et ds? fussent identiques (*). Dans la seconde (Comptes
rendus, 16 décembre 1891), consacrée aux intégrales quadratiques,
M. Liouville observait que, si, pour k = 2, les cas ou le systtme

ds? _— . . ,
[33—2, Q: =o] admet une intégrale quadratique sont aussi ceux ou.

le probléme de M. Dini a des solutions, pour & > 2 il n’en est plus de
méme, et annongait des travaux ultérieurs sur la question. Aprés ma
publication du 11 avril 1892, le méme auteur a fait.connaitre (loc.
eit., 25 avril 1892) (*) les résultats qu’il avait obtenus par une mé-
thode toute différente de la mienne. Cette méthode, qui repose sur les
conditions suffisantes pour que deux ds* soient correspondants, met
en ¢vidence ce fait bien remarquable qu'un ds* ne peut posséder un
correspondant sans en posséder une infinité de la forme

ds® o Ch-lds}_, -*:—C""df.f,‘_g-i—...-l—Ca'cr’—*—do‘2
st = 5

ot C est unc constante arbitraire dont dépend ¢; de 1a résulte pour
le systéme [%;—,, Q,~=o] I'existence de (k — 1) intégrales quadra-
tiques (en outre de I'intégrale des forces vives). Il reste toutefois a

reconnaitre si ces intégrales sont distinctes : un exemple cité plus haut

(voir la note de la page r2) montre qu’elles peuvent se réduire a
une seule.

La méthode de M. Liouville s’applique évidemment & la recherche
des cas ot ds'?= (U + A)ds* admet des correspondants quel que
soit & ; mais cette recherche, comme je 1'ai dit, est toujours distincte

de celle des correspondants de [g 50 U] et 'on n'en peut déduire au-

cune propriété de ces derniers systémes. Les travaux de M. Liourille
et les miens ne se rencontrent donc que dans le cas oi toutes les

(1) D'aprés ce qui précéde, cette seconde condition est inutile, elle est tou-
jours conséquence de la premiére (n° 7, p. 15); les ds* calculés par M. Liou-
ville sont donc les seuls ds* & trois paramétres tels que le mouvement sur leurs
géodésiques coincide avec un autre mouvement analogue.

(*) Voir aussi les Comptes rendus du 23 mai, du 12 septembre du 31 octobr
et du 14 novembre 1892,
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forces sont nulles. 11 serait loisible toutefois de se servir des résultats
de M. Liouville concernant les ds* correspondants pour étudier le

¢ s i a y dent avec con-
; ___..d » Q; ‘_i, :
cas ot les systemcs i Q et T Qz se corresponden )

servalion des gdoddsiques, ainsi que les cas qui se raménent a
celui-la par la transformation de M. Darboux. Mais méme pour traiter
ces cas particuliers, j'aurai recours exclusivement, dans ce traval!
et dans les applications qui lui feront suitc, a la méthode que j'ai
exposée lors de ma premiére Communication.

Avant de passer 4 la démonstration des théorémes énumérés plus
haut, j’indique immédiatement une notation qui me sera utile; il me
faudra souvent prendre les dérivées des mémes variables ¢, ¢., - -
¢ par rapport aux deux variables différentes ¢ et ¢, oud l'une d’entre

dy
elles, soit ¢,. Je représenterai invariablement par ¢ la dérivée ’ s
’ ) PR d i ' " 0 ] d i [} [y
par (¢;) la dérivée 2, P i la dérivée a0 d'aprés celd, ¢,
sera égal a I'unité.

i O imRa——

CHAPITRE 1.
Propriétés générales des équations des trajectoires.

I. — NOMBRE DE CONSTANTES DONT DEPENDENT LES TRAJECTOIRES.

1. Iétablirai tout d’abord quelques propriétés trés simples des
équations différentielles dont dépendent les trajectoires.
Un systéme d’équations de Lagrange,

aT or dgi
(A) ) dt <dq> kt(gu Gay oy Gi)s w4 =4
) ‘ (L=l,2,.,,,k),

"
ou

r| 7 ’ dg
ZFEZAij(ql’q:H ooy gk)q‘qJEC—l% (‘A’JEAI')’
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définit (2k — 1) des variables g,, ¢3, ..., g5, 4.5 G2y -+ ¢ cn fonc-
tion de l'une d’entre elles et de (2k — 1) constantes arbitraires. Ces
constantes permettent, par exemple, de donner & ¢., g5, ...; 94y 7'y o)
¢ des valeurs arbitraires pour ¢, = ¢}. Les fonctions g,, ¢,, ..., ¢
de ¢, définies par (A) satisfont donc & un systéme différenticl dont
I'ordre v ne peut dépasser 2k — 1, ni devenir, d’autre part, infériear

a 2k — 2, car, pour ¢}, les fonctions ¢,, ¢,, ..., qu, %’-’ = %,’-, con
] ! 1
Z—%ﬁ = % peuvent prendre des valeurs arbitraires (').
1 1

Il existe des systémes (A) pour lesquels v s’abaisse effectivement
a2k — 2 ce sont ceux oz lous les coefficients Q; sont nuls. Les tra-
jectoires de (A) sont alors les géodésiques du ds* de T, et ces géodé-
siques dépendent de (2k — 2) constantes arbitraires. Il est facile,
d’ailleurs, dans ce cas de former les équations différenticlles des géo-
désiques. Supposons, en effet, .le systt.'ame (A) .rés?lu‘ par rapport
aux ¢/, ce qui est toujours possible puisque le discriminant A de T
n’est pas nul; nous obtenons les cingq équations

dﬁ(]i . P( ’ ’ ’ . /

7&2“ —*c qla92a '“99/:7?”92,'“,?/;) (Z'—")zi"” i)a
ol P; est une forme quadratigue par rapport aux q;; ces équations
s'écrivent encore, en supposant les différentielles prises par rapport &
une variable auxiliaire 6 = g(1),

d’q,-@:e—*—dq,-doozg .
= Pi(an;” vy Gy dq«a d92, seey dQI‘)X 622": II; :2?

\ 1] . n ! .
d’od, en éliminant df6,, 5 entre deux de ces relations,
t .

(1 d*qidq;— dg.d*q;=1L,dg; — 11, dg..

Si l'on fait = g,, par exemple, on a ainsi (k — 1) équations du se-

cond ordre résolues par rapport a ‘gqi}, ees %’2—" Ces équations sont,
. 1 1

d’ailleurs, données explicitement par le principe de la moindre action.

(') Il suit de 13, comme il est bien connu, que (A) ne peut admettre d'inté-
grale premiére de la forme (q,, ¢y, ..., %)= const. H est bien entendu toute-
fois que le discriminant A de T n’est pas identiquement nul.
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2. Je vais démontrer maintenant que, ce cas éearté, les trajec-
loires dépendent de (2k — 1) constantes arbitraires (*). En effet,
des équations (A) on tire, comme plus haut,

'(l* i ’ ' ' %
_ﬁz_ =Pi(9'|79:n o Giy gy Gas °°'79k)+ 3

x; désigne ce que devient A quand on y remplace les termes de i€ co-
lonne par Q,, Q,, ... et, par suite
' » k9 ’

1) N2

g0+ g0 =0+ L = 0 [+ ar],

d’oti enfin

‘ c_it’ d*qydq,— d*q, dq. — (L, dy, — 11, dy,)

(2) A : ay cligy — 2, digy
2 ¢
( d*q,dq,——d*q, dg;—(M;dg;— N, dy )
2 dg;— 25 dy;

Si notamment on prend ¢, comme variable indépendante, on aura

. d*q; dq; (% oy dy; 1 '
@)= -3 F)
) (dz
ol
(I 2 d( e
q’i‘EPi<Q|aq-za o O T g ;,,’;f)
. LA M4 . d(’g , N A
Dlaprés égalité (3), g.; qay +- o5 gaCL d0 7 dg, AYARt recu pour
g, = ¢\ des valeurs arbitraires, on peut encore dlsposer de ¢" de fa-
a L aleur quelconque, & moins toutefois que le

UH

binome «; — «, d{;“' ne soit nul. Pour que les fonctions ¢,, ..., g, de ¢,

dépendent seulement de 2k — 2 constantes, il faut donc que les condi-
tions

) % =

%g
T4 7. T Tk

“4

(') Ceci suppose & >1. Pour k=1, il n’y a plus a parler de relations entre
les g;.
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soient vérifiées identiquement. Les «; ne contenant pas les vitesses,
cela ne peut avoir lien que si tous les a;, et, par suite tous les Q,, sont
nuls (*).

5. Dansle cas ot les Q; ne sont pas tous nuls, voici comment on
peut former les équations différenticlles des trajectoires. Soit &, # o;
on écerit d’abord les (2k — 2) équations :

Lo a0 _g, LU g 00,
(5) G/ dq, _ 4} 4, =3 IAY
= I (s
%y — %y —— d(/l 11—11d(/l

d’autre part, si 'on pose

d?q; dy; 1 dg; : :
1i= dl/(" +I)| dflln —(Dh "‘PiE (O(,-——O!‘ "—/"> ("29"5""’/{)’

de Pégalite

dq,
(dql)g ! T ;i!; _ %
dt s 7dig; dq, 7
| () + =g
on tire
2dgql d q‘e
dt2 (lql /1
l d‘]l
et, en rcmplacant r par sa valeur @, (—2) + 2 __-(I’ z + 5 il
vient |
. d " _d % %2
(()) —(51108/‘2?*-2(1)‘—(1—(1;108'4)2—2—‘-\—@;’

¢quation qui est de la forme

N d M
(()> dq Kt Y %=O

ot M est un polynome par rapport aux dérivées.

(") Quand les forces Q; dépendent des vitesses, il suffit (pour que v=2k—2)
que les =; satisfassent aux conditions (4).
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En définitive, on forme ainsi un systéme de la forme

q'[., f2(9nq ry ooy Gry q(m q(a)’ cevy Q(k)’ 9(2) ’
9 fx(?n Qza""qk’9uw an ""95)’90)) (L""3 ""’l')’

en posant

’ dq d’q[ " dsqg
4= d_qll’ 9(:) qzl’ 9= ’Jé?

systtme qui peut étre rendu plus symétrique, mais cela importe peu
pour notre objet.
Je remarque immédiatement que les géodésiques de ds* font

partic des trajectoires, quelles que soient les forces Q;. En cflet, les
équations

Y ——aqs
1= dg?

dq; d*qu dg
-i—(I)‘.&//.l —®,=o, e Yh= =5 a7 +®, " —®,=o0,
qui définissent les géodésiques entrainent les relations (5), (G). L'éga-
lit¢ (3) nous montre d’ailleurs que, en un point quelconque de ces
rajectoires, ¢, est inf ini : autrement dit, les o'éodésiqucs forment un
faisceau de trajectoires & (2k — 2) paramétres, a savoir lc faiscean
obtenu en imposant aux constantes initiales la condition & = o <ou
1
1 . ) . . . ae e
- = 0y 81 T, désigne la demi-force vive mlualc); cette condition reste
0 /
alors réalisée tout le long de la trajecloire. Clest la, d’ailleurs, unc
proposition (u’on aurait pu établir d'une tout autre maniére.

Je vais maintenant insister sur quclques différences caractel‘lsuqucs
(qui séparent le cas ot les forces sont nulles du cas général.

II. — SysTiMES ou TOUS LES COEFFICIENTS (Q; SONT NULS.

4. Nousavonsdit quesi toules les forces sont nulles, les trajectoires
dépendent de (2h — 2) constantes, et, d’aprés le principe de la moindre



SUR LA TRANSFORMATION DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 25
action, peuvent étre définies par le systéme

a _"_f_>_i’[_ i(..‘?L)--iL:o
(#) dq, (d‘/(’n 9, =% v dq \ Ol ’

cn posant
dq ' dql.
I = a}]":’ E Q= dq,
ct

S = \/T(QH Tos ooy Qay Ty Gy -3 i)+

Admettons maintenant qu’on ait intégré ces équations et qu’on
connaisse par suite g¢,, ¢;, ..., g5 en fonction de ¢, et de (2k — 2)
constantes arbitraires a,, @,, ..., @y;_,. De quelle maniére sera déter-
miné ¢? On aura, d’aprés le théoréme des forces vives,

dt=hds = h x(f)x dgq,,

/» désignant une nouvelle constante, et (f) la fonction de ¢, obtenue

en remplacant dans f, ¢,, ..., qx€tq,, ..., g4 en fonction de ¢, ct
des constantes. Il est loisible d’écrire '

h =g(a., Qgy ooy Aagogy ho),
el, comme d’autre part
! /
ai=Fq, 9 -5 Gro Guay -+ 0r Iin]
_ o 0 0 00 0
=F{q0 - 1 @by Qi -+ 1 9y

est une intégrale premiére des géodésiques, on voit que dt vérific
Péquation

(B) dt = G[g., G2y ooy Gy 922)7 seey 9(/‘)7 kf!]qul’

ot (x représente une intégrale premiére quelconque des géodési-
ques dépendant d’un paramétre arbitraire h,.
Inversement, admettons qu'une relation

(v) dt=HI[q,, qay --ey Gar Groys ++ s 9149,

Journ. de Math. (4* série ), tome X. — Fasc, I, 18g4. . [I
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soit compatible avec («); j’entends par la que la fonction #(g, ), dé-
finie par (y) quand on remplace dans H les ¢; et les ¢, en fonction de
q,, vérifie les équations du mouvement. On devra avoir (aprés cette
substitution)

H=1/f,

h étant constant pour la méme géodésique (et cela quelle que soit la
g q
! L L4 ] ’ H * e .
géodésique considérée); donc 7 est une iniégrale premiére des
géodesiques.
Etant donné un systéme (A) sans forces Q;, on voit que, sia dzon

substitue G d¢, G étant ou une constante ou une intégrale premiére
cuelconque des géodésiques, le systéme (A) n’est pas altéré.

5. Aux systémes (A) sans forces peuvent se ramencr, d’aprés une
remarque de M. Darboux, les systémes (A) o& les forces déricent
d’un potentiel U. Cela résulte du principe de la moindre action : les
équations

d (o o dg: : g
@ galas) e =g (=230

\

ou

f: \/(U"*'h)T(‘]n Qas ooy @iy Ty qu)a cey 9:;;)_,

définissent & la fois les géodésiques de ds; = (U + L) ds?, ct les tra-
jectoires de (A) qui correspondent & la valeur £ de la constante des
forces vives. Mais il faut bien observer que le mouvement sur ces tra-
jectoires défini par (A ),

d(dT aT __ 9oU - dy, ' .
& al)-meE Eee G=nan,

differe du mouvement défini par (A,),
d [T~ dT dg; ' :
(A‘) 672:[5(-(;15}_8?,_‘:0’ (T;];‘:(%) (l=',2""a ,“)7

ou

ds? ds?
T=(U+h) g = -
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On a, cn cffet, d’aprés (A),

ds?
2
it = g7
et, d’aprés (A,), '

dt; = a(U + L) ds?,
« désignant une nouvelle constante arbitraire [ou une intégrale pre-
miére quelconque de (@)]; on passera donc du premier mouvement

2 de} .
au sccond en changeant d¢* en T(U 3 hy ® ¢tant une constante quel-
conque. ,
D’apres cela, introduisons dans (A) et dans (A,) les variables cano-

. . . _ {)'E ' 0Tl o i (_qﬁ
niques : soit pf_ o7 % P = 5 =(U+h)p; 7 Le long de
chacfue trajectoire, on aura
pi=Vap;,

« étant une constante.

En appelant T" et T ce que deviennent T et T, quand on y rem-
place respectivement les ¢; et les (¢;) en fonction des p; et des p;, il
vient, d’apres (A),

T=U+h,

T, = a(U + &).

et, d’aprés (A,),

A une intégrale premiére de (A,), qu’on peut toujours supposer

homogéne en p', ..., p;, soit _
Fq(?n Gay + ey 9/:7]7'11 P;, ERRY) le h) = C’
correspond une intégrale de (A),
Fi(qiy qes s Qs Py Prs v ooy Prs h)
=F.[q1, Q25 -5 @iy Py P2y -+ Pis (T/ - U)] =C;
inversement, toute intégrale premiére de (A),
F(QH Gos <oy Qs Pry P2y« oy Pk) = C’a

peut étre rendue homogéne par la substitution a p; de P\ / I—J—%ﬁ, et
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lexpression F,(q,, gay -y @iy Pry P2y +++» Pay ) ainsi obtenue, ot
I'on remplace les p; par les p;, cst une intégrale premiére de (A,).

En particulier, quand (A) admet une intégrale algébrique ct en-
tiére par rapport aux vitesses, soit P, + Py +Ppy + ... =C, le
systtme (A, ) admet une intégrale analogue et de méme degré, & sa-

! 4

voir P,, + U'%;'Tz P+ m{iﬁfip”‘"‘ +...=C, ou les p; sont
remplacés par les p; (). Inversement, si (A,) admet, quel que soit /4,
une intégrale de cette forme, (A) admet unc intégrale enti¢re de
degré m. Mais ici une question se pose : toute intégrale algébrique
et entiére de (A,), qui existe quel que soit h, est-elle nécessaire-
ment de celte forme? Par exemple, quand A, admet, pour 2 quecl-
conque, une intégrale quadratique, cette intégrale peut-clle toujours
s'écrire

P, 4 L Py=C
T UxRO ’

P, et P, étant indépendants de /2 ? La réponse est affirmative, mais il
n'est nullement évident qu'il en doive &tre ainsi. Je me borne
signaler ici cette proposition qui ne nous est pas indispensable, sans
en développer la démonstration qui est délicate.

Des remarques analogues s’appliqueraient aux intégrales ration-
nelles.

ITII. — SystéMES OU LES FORCES NE SONT PAS NULLES.

6. Quand les coefficients Q, d’un systéme (A) (ol k est plus grand
que 1) ne sont pas tous nuls, une fois intégrées les équations différen-

tielles des trajectoires, d—dqt- est donné en fonction de ¢, par une quel-
1

(') Remarquons bien que ceci suppose essentiellement qu’on ait introduit
les variables canoniques; si 'on garde les variables g, et leurs diflérentielles,
une intégrale quadratique de (A), soit do*— V dt* = G d?, correspond a I'inté-
grale de (A,) :

(U hy [dcz ~ (’U'V-F‘h‘) ds’] = Cde.
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conque des égalités (voir p. 22-23)

d’q, dqi )
(2) cde _dgt Thag Ty,
=
Adgi ™ — dg, i
dq,

ol ¢y, Gy, -+, s sONt exprimés en fonction de ¢, et de (2k — 1)
constantes arbitraires.

Ces égalités, on peut le remarquer en passant, conduisent & distin-
guer les trajectoires réelles T de (A) en deux classes, I' et I, suivant

que le signe commun des expressions Zﬁ (qui est celui de T) le long

d’une de ces trajectoires est positif ou négatif : surles premiéres seules
le mouvement est réel ; sur les secondes, il est imaginaire.

Si dans (A) on substitue aux Q; les forces Q,=cQ;, les trajec-
loires ne sont pas modifides, et 'on passe du premier systéme au
second en changeant  en yct + a, ¢’est-2-dire dt en y/c d, transfor-
malion qui est unique d’aprés (2) du moment que les forces Q, ne
sont pas nulles.

Si ¢ est positif, les mouvements réels restent réels; si ¢ est négatif,
les trajectoires réelles I'" du premier systéme deviennent les trajec-
toires I du second, et vice versa. Les transformations particulieres
(=11, et {=— ¢, donnent licu & des remarques bien connues sur le
cas ou 'on change le sens soit de toutes les forces, soit de toutes les
vitesses, sans changer leur direction ni leur grandeur.

11 importe d’observer que les forces Q; = cQ; sont les seules qui
substituées aux forces Q; dans (A) engendrent les mémes trajec-
loires. Considérons, eneffet, les équations différentielles des trajectoires

5 L
(‘)) b s ‘l‘lu

a : d . . o s
(6) a7, 108U+ 28 = gq—, log, — 2 v

ou
N d? d*g; 1 dg;
Li= a7 '+'(I)« dq -, "l’z‘= ’A‘<°‘ — &, . ) (‘ )s

(*) 1l convient d’observer que les y; sont définis & 'aide des seuls coefficients
de T sans que les Q; interviennent.
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les (k — 2) équations (5) sont de la forme

drq; _d “‘"‘“’f?q‘i
vy, ; 24 . 3
Y = et (=3,

! Vogg—z 22

dg,

ou L; ne renferme plus que des dérivées premiéres, et I'équation (6)
peut s’écrire

, diq d ;
(6) ’ ‘—l—q':-:ngz:L? a‘aloga|+L2,

'L, étant défini & I'aide des coefficients de T ct des rapports ;i
1

Supposons maintenant qu’aux Q; on substitue des forces Q; : pour
que les trajectoires restent les mémes, il faut que les seconds membres
de (5) et de (6) ne soient pas altérés; on doit donc avoir

A 3 ' x .
dg, " dg  (i=3,4,..., k),

dq, 'dg,
c’est-d-dire
Ay %y oz .
- = 7 Y = T
f %y &y

et, d’autre part [d’aprés (6)],

_(_l_. loga — _d_ logeo
dq, ‘_dqi SR
ou bien
9

9 , d R
o loga.:a-alogu,, cee a-ﬂloga,_.. qulogﬁa,,

par suite
! —
o, = Cly,

¢ étant une constante. On arrive ainsi aux conditions

’ ’
“,=Ca” a2=ca2, o0y dk-_— Ca]"
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d’ou 'on déduit aussitdt

Q’|=CQ| Q;=CQ2? ey Q'k= cQy. C.Q.F. D,

Plus généralement, le systéme (A )

d (0T oT ' dg; ' .
(A) @(5(7;)-9?:;@., Limg,  (i=1,20k),
ou .
m __ ds} ds® ,
= c?t—% = (W{-’ Q‘. = cQ i
définit les mémes trajectoires que (A): d’aprés ce qui précede, ces
systémes constituent les seuls correspondants de (A) o ds} ne dif-
Jeére de ds* que par un facteur constant.
J'ajoute qu'on passe de (A) & (A,) par la transformation

dt:\/%dt,.

Cette transformation est pleinement déterminée, i 'inverse de ce qui
se passe dans le cas ou les forces sont nulles; dans ce dernier cas, on

. dt L . .
a, comme on sait, - = a, « désignant une constante arbitraire ou une
1

LIRS i3 ' . *
intégrale premiére quelconque des géodésiques.

7. Etant donné un systéme (A) ot T est une force vive bien déter-
minée, les trajectoires qui correspondent & un systéme de forces quel-
conque Q;(¢,, ¢,, ..., ¢x) renferment un faisceau commun a (2k — 2)
paramétres, & savoir les géodésiques de ds*. Eziste-t-il d’autres fais-
ceaux a (2k — 2) paramétres qui fassent partie des irajectoires,
quelles que soient les forces Q;? 11 est facile de voir que non de la
maniére suivante : un tel faisceau devrait vérifier les équations (5)
et (6) quels que fussent les Q;, et, par suite, vérifier I'équation (7)
obtenue en retranchant les deux équations (6) relatives respective-
ment aux forces Q; et Q; si 'on observe que les ®; ne dépendent que
de T et que seuls les a; varient avec les forces, on voit que cette équa-



32 PAINLEVE,

tion (7) peut s'écrire, une fois supprimé le facteur ¥, = o qui donne

les géodésiques,
d fz_ _ 72 5'1 —
R )=

3% +20, 92 — e,

: 1 $[(ﬁ_ﬂ>iﬁ_-<ﬁ_%)iﬁz]
(7)o a  a| dg ) dg o, \=,  dq,)dq, %

: ez (G ey L)
y,  dyp)\%,  dg,)dg 2 /]

Si maintenant on substitue aux Q; d’autres forces Q;, on obtient
une nouvelle équation (7), et en retranchant ces deux équations
membre a membre, on obtient une relation ol ne figurent plus que
des dérivées premzcrcs, et qui ne sc réduit pas a unc 1dent1te quand
les Q;; Q;, Q; sont pris arbitrairement. D’autre part, les trajectoires
considérées satisfont aux équations (5) : elles ne sauraient donc dé-
pendre que de (2k — 3) constantes au plus.

Mais on peut aller plus loin, quand le nombre & des paramétres
dépasse 2 et montrer que, si dans un sysiéme (A) on substitue aux
Sforces Q; d’autres forces Q;, il ne saurait exister en dehors des
géodésiques un fazsceau de trajecloires a (2k — 2) paraméires
communs au premier et au second mouvement.

Cecisuppose, bien entendu, qu'on n'ait pas Q; =cQ;(i=1,2,...,k),
¢ étant une constante, puisqu’alors toutes les trajectoires coincident.

Pour démontrer cette proposition, admettons qu'il existe un tcl
faisceau et représentons par

ou encore

d? / d - d . .
'(fq'q{:fi(q«-)QmH-,Qk, (%:’ dqql;) (l= 2"3""’k>’

les équations qui le définissent. On devra avoir, d’aprés (5),

(i=273a‘°',k)’
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I'un au moins des numératcurs de ces rapports- (sbit"le'premierﬂyg)'
n'étant pas 1dent1quement nul; car autrement le faisceau serait celui
des géodésiques. On tire de la

dy; dq o
dg; - d( 2
“2“‘“1&% fz+ 'd_ql':"pt_q’i
on aurait de méme
' ’ d(]l d‘l:
— pat A4 i ALY | Y )
% %y d(/\ _ f dqi 1 1’
, , dgs — . di -
donc ' ;
dy; dg;
1’*—'1‘ d a[""‘al "{—"' .
D= L (i=2,3,...,k)
, qu?._ Adq‘.’. LYy ey 1)
STha, TN,
ce qui exige
% - Y%
At A

Mais, d’autre part, s'il en est ainsi, Péquation (6). peut s'écrire (pour
les forces Q;),
L0 —y, Lloga, + L, -
dgi ~ Ve dg 08T e
et pour les forces Q;,

gy __ :
e /"dq loga', + L,

L, étant le méme 'dans les deux cas, d’aprés une remarque précé-

dente, puisque T ne change pas, non plus queles rapports ;—:, par suite
(.. ¢tant différent de zéro), l’égalit‘é :

loga. - ——logu =o,

qui ne renferme pas {es dérivées seconides, devra éire Véiifie identi-
quement, c ‘est-d-dire qu'on aura

.

’

oc, =cd,;"
Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. I, 1894. . 5
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¢ étant une conslante, ce qui entraine
w=ca; ¢t Q=cQ; (i=r1,2,...,k).

Le théoréme est donc démonlré. ' :

On voit que le raisonnement suppose essenticllement k> 2. Powr
k = 2, le théoréme n’est plus exact : par exemple, les deux systémes
d’équations de Lagrange

d*x
|\ @ =0,
A . ¢
(A) o
=8
et ‘
dir -1
‘ de =ky *
(A) -
&'y i
T

o g, k, k' sont des constantes, correspondent a la méme force vive
=3(a"* +y’°) et & des forces distinctes Q, =0, Q,=g d’une

part, Q| = ky“-‘, Q, = I’, d’autre part, quine satisfont pas aux con-
ditions Q' == ¢Q,, Q;, = ¢Q,. Les trajectoires de (A) et de (A") com-
prennent néanmoins, en dehors des géodésiques, un faisceau commun
4 deux paramétres, & savoir les paraboles

=(ax+ 0)?,

ou @ et b sont deux conslantes arbitraires. Mais le raisonnement pré-
cédent montre alors qu il ne saurait exister (en dehors des géode-

] n c a (2k — 2)== 2 parame }
siques lus d’un faisccau k 2 paramélres communs

2
aux deux systémes (Zp Q,-) el (%’ Q,)

IV. — CoRRESPONDANTS ORDINAIRES D'UN systiME (A).

8. Les considérations précédentes nous seront d’une grande utilité
dans P’étude des systémes correspondants. Dés maintenant nous
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‘voyons qu’elles mettent cn évidence certains correspondants attachés
a tout systéme: LEtant donné un systéme (A) quelconque, le systéme

} d [ oT oT , dg; , .
A o] — = E= =k,

ou _
‘ Cds? - ,
To=Zg QU=

définit les mémes trajectoires que (A). Il n’existe pas d’autres corres-
pondaats ol ds} ne différe de ds* de T que par un facteur constant.
On passe du premier mouvement au mouvement (A,) par le change-

ment de variable (%tl =1 / g qui est entiérement déterminée. Dans le
cas toutefois ot les forces sont nulles, la transformation la plus géne-
rale qui permet de passer de (A) & (A,) est de la forme gt% =, olio
désigne & volonté une constante arbitraire ou une intégrale premiére
(uelconque des géodésiques.

Comme deux correspondants d’'un méme systéme sont correspon-
dants I'un par rapport & I'autre, on voit que U'existence d'un corres-
pondant (A,) quelconque de (A) entraine celle d’une infinité d’autres
correspondants, & savoir ceux qu'on déduit du premier (A,) en multi-
pliant T, et les Q; par deux facteurs constants C ct c.

9. Nous verrons dans un Chapitre suivant ¢qu'un systéme (A) pris
au hasard wadmet pas en général d’autres correspondants. Mais
supposons maintenant que les forces Q; dérivent d'un potentiel U.
Les trajectoires de (A), pour la valeur A de la constante des forces
vives, coincident avec les géodésiques de ds® = (U + h) ds*. D’aprés

cela, considérons le systéme (A,), ou T,=(al +B)%, et ou
A
] . . . _ ~(U+3 . e ~
les Q; dérivent du potentiel U’_ AU (aveclacondition a8 —yB o).

Les trajectoires de (A,), pourlavaleur %, de la constante des forces
vives, coincident avec les géodésiques de

ds?=[yU + 8+ h,(aU + ﬁ)lds
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Les trajectoires de (A), pour une valeur donnée de %, coincident
donc avec les trajectoires de (A,) pour lesquelles la constante &, vé-
rifie 'égalité

“Sah,  OU = =%

5+ Bhy - 5 —h
p ' l[" = { .

Les systéemes (A) et (A,) sont donc correspondants, et chaque
famille naturelle I = hy de trajectoires de (A) coincide avec une fa-
mille naturelle 2, = /{ de (A ). D’autre part, ona

1 _ 3+ B,

| ds _(U+I¢)dﬁ_<U+ s ,,>11

ct '
(aU+p)ds-—-(*g+;+h)dzf;

“d’oti 'on tire '

(@) (28— By)de =(aU+B)[ads — (aU + B)de’).

Cette transformation (@), qui permet de passei‘ de (A)a (A)) esl
‘d’ailleurs unique; en effet, dans (A ) ct dans (A,) on peut exprimer
q2 ) . d(]) dq,. d(//
el en fonction de q., Qor o0 Qo 22 7 G et en égalant ces

-deux valeurs de dq Z, on obtient une relation bien detel minée entre

Giy GQas -+ oy Gxy g4y Aoy .., dg,, dt et de, ('). Cette relation unique
.doit donc coincider avec celle que nous venons d’obtenir, cc qu'il est
bien facile de vérifier en faisant le calcul. .

- Ces nouveaux correspondants (A,) coincident avec les premiers
pour a = o.

 Comme il est 10151ble d’augmenter la fonction de forces d’une
‘constan,te, on peut toujours, pour oo, supposer U’ de la forme

U= 5 L’gq’uanon (@) devient alors

@ (@)=5e(E-y=Tun

(*) Nous revenons d’ailleurs sur ce point au début du treisiéme Chapitre.
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ou encore

LAY I § LSRR W T
det — 2 0% ded aU>_ « U?

Ces égalités nous montrent que les expressions% ( ) et U P £ sont
respectivement des intégrales de (A) et de (A,), 4 savoir les deux in-
tégrales des forces vives.

A toute intégrale premiére de (A) correspond une intégrale pre-
miére de (A, ) obtenue en remplacant dt en fonction dedt, d’aprés(a’).
A une intégrale algébrique et entiére (ou ratlonnelle) correspond une

‘intégrale analogue de méme degré. Par exemple 4 une intégrale du
second degrc de (A), soit

de* — Vdir=kds,
correspond Pintégrale de (A, )

. Vdst 3 vde kb .,
do* — =+ 7 v = v

2 S W g2
U*(dc”—’- Vs i‘_dﬁ):];'dt‘:‘.

c’esl-d-dire
U n? U 3

Cette transformation a été indiquée par M. Darboux. Il est, clair
que les correspondants (A,) déduits de (A) par cette transformation
coincident avec ceux qu'on déduirait d'un quelconque des trans-
formés (A,).

Un systéme (A) & potentiel, prisau hasard, n ‘admet pas en general
d’autres correspondants. C'est ce qui va résulter de I’étude générale
des systémes correspondants ( A), (A,)), ott (A}) nest pas un -des

correspondants ordinaires < 7 2, cQ) ou- [(aU + ﬁ) dtz’ {8 I;]
de (A). -

e ) e —
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CHAPITRE 1I.
Systémes correspondants o toutes les forces sont nulles.

—————

[. — DEMONSTRATION D'UNE PROPRIETE GENERALE DE CES SYSTEMES.

1. Soient (A) et (A,) deux systémes correspondants : si toutes les
forces Q; sont nulles dans (A), elles sont nulles aussi dans (A,); en -
cffet, les trajectoircs de (A) ne dépendant que de (2/k — 2) para-
métres, il en est de méme des trajectoires de (A,), et, d’aprés un théo-
. réme du premier Chapitre, toutes les forces dans(A ) doiventétre nulles.

Nous allons donc étudier en premier lieu la correspondance entre
deux systémes (A) et (A,) sans forces. Le théoréeme fondamental
cue nous démontrerons est le suivant :

. . ., [ds* s
St un systeme (A) sans forces, soit [—(—l—t—ﬁ, Q= 01, posséde un
correspondant (A,), distinct des correspondants ordinaires
ds? . ., R . :
[C 7 Qi =o], il admet une intégrale quadratique (en outre de
i
celle des forces vives). ‘
Ce qui peut s'énoncer encore :

Si les géodésiques de deux ds* (non semblables) coincident, elles
admettent une intégrale rationnelle et du second degré. '

Deux tels ds* seront dits correspondants.
Si k est égal a 2, ce théoréme se confond avec celui de M. Dini.

" 2. Pour démontrer cette proposition je m’appuierai sur le lemme
suivant :

Soit un systéme d’équations

d /o of ) , X
O A Fee Fma G
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o f est une fonction quelconque de q, q,, ¢,

39

! U
ey qk, ql, ey qk,

assujetiie & la seule condition que le systéme (1) soit résoluble par

rapport aum‘fi +» autrement dit que le hessien d de f relatif aux

variables q;, a savoir

af o 0rf
aq} 0’]167 2 99\ 99}
0t f af ’f
d=|dq\dq; dq7} 97, 04 |»
0 f »f
94, 07 T 092

ne soil pas zdenuquement nul : ce hessien est un der nwr Inultlplt-
caleur de (2). '

En effet, ramenons le systeme (1) 4 la forme canonique & l’alde du
changement de variables

of .
Pi:EIJZ (i=1,2,..., k),
d’ot1 'on tire inversement
1 df‘
g
g = ap:’

cn posant

fl(% Gy Gay ovos Gy Pyy Pas ---iPk)EPaq', -+ ---+P/‘9'k "‘f'

Les nouvelles ¢quations admettent comme multiplicateur I'unité.
Autrement dit, si Uon connait (2k — 1) intégrales premiéres du sys-
téme (1), soit

J=m1n2,...(2k=1)],

quand on tire de ces intégrales DPuy Pay »+ oy Pis G5 oy Gas ++ oy
fonction de g, et dg ¢, par exemple, Iexpression -~

(2) %i(qs 91y ey @iy Pry Py ---»Pk>=cj

(I,‘—2 € n

(0f|

Ips - (/,Ir—l dglr)

O] =

d 1 .ot
Qi1 — ,7,5: dQlf)E%(Qk dgs-
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est-une différentielle totale exacte; & désigne le déterminant fonction-
nel - D("’l Q1) + ooy Pakimt).
D(q:ql’ covy Gi—ey Prs Pos '-'.yvl)l.‘)

; mais, d’autre part, si 'on suppose

que les intégrales ¢, soient exprimées & 1'aide des g}, on a

D(‘.’P‘?b cons Pagey)
D(g: 90 - s Qu2r 15 Ty - -1 i)
— D(‘Ph P2y <oy ‘?M-.—l) D(q’(]l: voos Qhags Py o )I)A) g D(l)n])iv . 91)/) < d
L C 7 T POy R ) D(‘I:’]n-”,']k-‘m",n-' (IA) D7 g gy =3 '

)
0, =

Donc l’expressmn
3—(95 dsm + = Gher )
est une différentielle exacte [si 'on tient compte des 24 — 1 rela-

tions (2)]; le hessien d est un multiplicateur de (1).
Si notamment ¢ ne figure pas dans f, d est un mulliplicateur du

.systeme ‘
a2 a5
dgy _dgy _  _dp "9 T
T /S T
dq, dqr

Appliquons ce lemme a un systéme (A) sans forces,

(A) 4o _or d7:__

&g "= @ =q  (=1,2..., k),

en faisant ¢ = ¢. On voit que le discriminant A de T est un multipli-
cateur du systéme

RS ar

: ‘_111_ — _d_"__l — — Cj_‘]_ﬁ 0‘]1 — _ d‘]l.
9 T g, T T 7 or T T T
a9, . qu

Admettons donc -qu’on connaisse (2k— 3) mte‘rl ales premiéres
des géodésiques, c'est-a-dire (2 — 3) mteﬂmles de (A) homovenes

et de degré zéro par rapport aux ¢, soit (en posantq,, = :}7? = (—i?
A 1
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q' = l”! ] _d_q_k) H
0 g, T dgy

(3) $ilqir 92y e Gy G Gy o Tl =¢; T=1,2,...(2k — 3)1

A ces inlégrales joignons celles des forces vives

(4) T=g¢?t[q0 - q0 Guan ++ s ] =1

. . ' ! .
Side(3)on tire gy, Guy--y §ks Giar +-+» Yo €0 fonction de ¢, ¢,,
I'expression .

(4) é'gl_:' [dQ‘l - g:mdql]7

ot 'on remplace ¢, par sa valeur tirée de (4), est une différentielle
exacte. Iciona

—_ D(Tv ‘l’n,%, --n%k—a)
! D((]S) Gis » v oy qlrsq‘pqlp cerq)
— D(g2~, b1, b -0y Yars) : D[gs, g, coes Qi q'nq(,,n ceey (/'(.(-]‘
D[Gs; @as cevs Tir Gy Fiars -3 Te] D(g: @0 + -5 Ghy Gy Ty - 2 q%)

.

!

Mais en observant que ¢, = qi,i, on trouve aussitot
1

Dlgs qer -1 Qs Q1 Tiars <+ > ‘I;,kl] = D[ gty ‘l:{w e Qi) .
D(gs,qsy -+ s Gty 91 Gas -+ -5 9i) D(q% g% -5 q%) qFv

d’autre part, comme 7, ¢, $s, ..., Yoy, ne dépendent pas de ¢, mais
seulement des ¢, il vient '

D((I'f'c,%, ‘l‘i’ :-‘,%k—a) E2’Cq' D(q’h 4’2: .-H’q‘ﬁk—s)
D[gss qs o+ oy Gy 95 Gty +++» Quier] 'D[gs1 qus ooy Ty Flars o3 Gl ]

=21¢,0;

et, par suite,

. atd!
84 ql{(—z *

i

Remplacons &, par cette valeur dans I'expression (4) et faisons
b
Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. I, 1894. 6



b2 - PAINLEVE.

Il . v . o
—; on voit en définitive que I’expression

=
f
%

| >

gl‘: mz [d9: — 90, dq.]

T

l

est une différentielle exacte quand ony remplace q,, ..., Qiy qpy1 ++-s
g en gy, g, d’aprés (3); & désigne le déterminant fonctionnel des
{;, par rapport aux variables ¢y, ..., Guy Qiayr -+ -1 Tire

Ceci revient & dire que sil'on écrit ainsi les équations différentielles
des géodésiques

(5) d9|=§g'!=...=iq—k::d_¢£l—. __dqh‘),

. ces équations admettent comme dernier multiplicateur I'expression

A
1+k

c 2

La démonstration du théoréme que j’ai en vue est dés lors achevée.
Supposons, en cffet, que (A) et (A,) soient deux systémes (sans
forces) correspondants, autrement dit que les géodésiques de (A)
et de (A,) coincident; les équations (5) seront les mémes pour les
deux systémes, et elles admettront & la fois les deux multiplicateurs

A A,
vy Tk’
c 2 2

1
L+

. Ar? . .y
Le quotient - i est donc une intégrale premiére de (5), cl
T 2
comme cette intégrale peut s'écrire

A\ 1tk T,
(E) — = const.,

on voit que les géodésiques admettent une intégrale rationnelle du
second degré. Quant au systéme (A ) lui-méme, si I'on tient compte
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de I'intégrale des forces vives T=¢'t = £, on trouve qu’il posséde
une intégrale quadratique

. A \FF
(6) (z) ds? = Cde*.
Cette intégrale peut-elle se confondre avec celle des forces vives?

2
3 . . . . . . ‘+k
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que (%) ds;=Cds?; cela
. 1

exige d’abord que ds} soit égal & pds?, de plus (comme%lest égal

2k
i p.") que p. ‘*%, et, par suite ., soit une constante. Si donc (A,) n’est
pas un correspondant ordinaire de (A), l'intégrale (6 est toujours
distincte de celle des forces vives. Le théoréme que j’ai énoncé est
donc complétement démontré. Observons que le raisonnement préceé-
dent nous montre que ds® et nds® ne peuvent étre correspondants
sans que . Soit une constante; autrement, p’' = const. seraitune inté-
grale premiére des géodésiques.
De méme (A,) posséde l'intégrale

2
AN\TE L,
(z) ds* = C, dz.
3. Avant d'aller plus loin, j'insisterai sur un des résultats obtenus
tout & I'’heure. Nous avons dit que les équations différentielles (5) des

TR : . 2 . A

géodésiques admettaient comme multiplicateur I'expression ;- Or
-

on connait une forme explicite de ces équations, & savoir‘la suivante :

d af d af

d d " g, " 09,

(l)/ dg‘:—_’._’l?:...:—-’ﬂ:—&):...:-_;’@l,
9i2) i) _‘1[‘_ ) if_
dqg dq/g

ol f est égal & yt. Inversement, tout systéme (1), ott f est la racine
carrée d’'un polynome du second degré s en ¢,,,, ...; ¢,,, peut étre re-
gardé comme définissant les trajectoires d’un systéme (A ) sans forces,
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A4

& savoir du sysléme ott
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TEQ'ff(q‘,qz, -"’qk’ (77;'-:, s e

L

Y =
4

).

Nousarrivons donca ce théoréme : Tout systéme (1), ot f est la racine
carrée d’un polynome % du second degréen g, g, - -+, 94, admet

. ' g A , . . . 1
comme dernier multiplicateur -, A désignant le discriminant de -«

ki
rendu homogéne.

Jindique rapidement une autre démonstration de ce théoréme, qui
consiste & généraliser la solution qu'a donnée M. Darboux du pro-
bléme de Dini. D’aprés le lemme que j’ai établi antéricurement, le
hessien d de f relatif aux variables ¢, ¢, - - -y g, st un multiplica-

teur de (1)'. Comme f= v, on a ici

...........................

...........................

G2 1 (&Y)] (cpls 1 oy
2 dq.3, 4\ o, 2 0903 04 b 9915, Oqu,

1 = 0% (I R .
. (?». ST~ & I dqla,) e e S

d, étant un polynome de degré 2(A — 1) au plus par rapport aux ¢,

Pour k= 2, ou trouve immédialement o,==

[3 LA
2 093 4
0%
0433,

=

o~

2
) ==A;

pour k = 3, d,=A 7; d’unc maniére générale, unc transformation de

déterminants asscz pénible montre que a

A -
15 est un multiplicateur de (1)'.

T

= A7) il suit de la que

Inversement, comme nous avons ¢tabli, par notre premiére méthode,

1+ k
Tz ?

Tout d’abord, la fraction

que

1+k

.

DEdX

q,

A

Ach-t’

est un multiplicatear de (1)'; on en conclutque d,==A "2
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dont les deux termes sont des polynomes par rapport aux g, et aux
cocfficients A;; de 1, est une constante absolue C (indépendante des
¢; ct des A;;): autrement, elle définirait wune intégrale premiére
de (1), et les géodésiques d'un ds* quelconque & k variables admet-
traient une intégrale algébrique et rationnelle par rapport aux ¢/, ce
(ui cst évidemment absurde ('); donc d,= CAt*2. En prenant un

ds? particulier, soit ds®= dq}+ dq;+...+ dg;, on voit aussitOt
(que C=1.

4. Jajoute que les résultats précédents sont susceptibles d’étre
étendus aux équations les plus générales provenant du calcul des va-
riations. Si deux systémes (1), o f est quelconque, définissent les
mémcs relations entre les ¢;, le rapport des hessiens d et d' de fet

de f* (relatifs aux variables g, (), - -+, ) est une intégrale pre-
micre de (1)

En parucuhcr, quand £ et f’ sont rationnelles (ou algebmques) en
Gisyr -1 Guy les équations (1) admettent une intégrale premiére ra-
tionnclle (ou algébrique) par rapport avec g;,.

Si f est la racine n'*" d’un polynome = du n*"¢ degré en ¢,,,
Ty = +> Gy OR A

L[m"" __<,__)< "‘)] L[TJL_<,_1>_
ni 03 095 n 09,09 njo

............................

ct en appelant A le hessien de la forme homogéne :

N

T= (gt f o )

g,
on trouve

.—‘l

di=(n—1)"'Azh2

(') 1l serait, d'ailleurs, hien facile de démontrer ce dernier point en toute
rigueur.

o

Js

——
P25 O

J

..................................

'_[T_"’_‘E___.(, ')QL."‘] .. L[T.i’f}___(l_'_x_'__
n |0y 990 n) 0q., 0k nl o dgd n J\9q
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A’ représente ce que devient A quand on y fait ¢, =1, ¢;= ¢, . Il suit

de 1a que T';,—f_—l,,:-, ==d est un multiplicateur de (1)'.
T n
Pour démontrer ces derniéres propositions, on pourra suivre la
méme marche que dans le cas ol T est du second degré. En se servant
des équations

., d[dT\ T dg; :
(1) E(Eq—;>—d_z7f=°’ —(%—:q, (t=1,2,..,k),

qui définissent entre les g; les mémes relations que (1), on établira,

. . A .

sans rien changer au raisonnement, d’abord que —r;=—, est un multi-
, T

plicateur de (1), ensuite qu'il doit coincideravec ¢; d’oti la valeur ded, .

Si, en particdlier, deux systémes tels que (1”), ot T et T, sont

ds? n , .
T (-jﬁ:l’egahtc

de méme degré », se correspondent, soit T = —=, T, = !

(AN gsinmtt — C gfgkin- et
A
fournit une intégrale premiére de (1) (*).
1I. — PassAGE p'UN sYSTEME (A) SANS FORCES A SON CORRESPONDANT.
CONSEQUENCES.
5. Quand dans un systéme (A) tous les coefficients Q; sont nuls,

Pégalité
dt = Cds

(') Si T et T, sont de degré n et n;, Pégalité est de la forme

k(n,—1)+1
g & (BT
oA\ dt

i ayant une quelconque des valeurs 1,2, ..., k; on a donc néecessairement :
¢:=¢;q}, c'est-d-dire g; =¢;q, + ¢, les ¢, ¢’ étant des constantes, et la méme
conclusion s’applique aux trajectoires -du second systéme. Ce cas particulier
écarté, les deux systémes ne peuvent étre correspondants sans que rsoit égal a . -
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ou C désigne soit un nombre, soit une intégrale premiére des géodé-
siques, définit sur chaque géodésique un mouvement de (A). Inverse-
ment, toute égalité

d d
dl=f(9479'2’ 2 qw dZ’ dZ:>ds

qui définit sur une géodésique quelconque un mouvement de (A), est
de la forme précédente.

Appliquons cette remarque a deux systémes correspondants (A) et
(A,) sans forces. Nous aurons

= Cds, dt,=C,ds,,
d’on
(a) =%
de, — " ds,’
= (_:G_ représentant un nombre ou une intégrale premiére des géodé-
1

siques. D’un mouvement quelconque défini par (A) on déduira donc
un mouvement défini par (A,) en changeant d¢ en dt, d’aprés (a);
d’ailleurs, toute égalité

de dg .. 49
. =f(9n ETRERTR/} Y dqz dq,)

qui transforme les mouvements de (A) et de (A,)'un dans lautre,
est une transformation (&).

Mais nous avons vu plus haut que P'expression

est une intégrale premiére des géodésiques; si I'on remplace C par
cette expression dans (@), il vient

(b) : dt dt,

- ,__.,..

A""" Alc+t

Nous arrivons ainsi & eette conclusion : On peut passer du systéme
(A) au systéme (A,) par la transformation (b). Cette transforma-
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tion n'est pas la seule; la plus générale s’obtient en posans

A _

—_ U

A I
A+1 k41
& ak

C représenlant une constante ou une iniégrale premiére des géo-
désiques.

Cette proposition joue un réle fondamental dans la théorie des cor-
respondants. Nous allons en déduire immédiatement quelques consé-
(uences.

6. Une des plus importantes est la suivante :

Soit deux systémes (A) et (A,)

d (dT JaT dg; / .
(4) 'ﬂ(ﬁ)—rm:Qi(q"?eww»qk)’ 7;%=9,~ ((=1,25.y k),
el
‘ d [ oT JT, ) dg; , .
(A,) Th[m]_5971=Q"(q"qz""’qk)’ (T(l"“:(%) (l'="2""’l")'

St les géodésiques de T et de T, coincident, a tout sysiéme de
forces Q; de (A) on peut associer un systéme de forces Q; telles
que (A) et (A,) soient correspondants (*).

En effet, supposons les équations (A) résolues par rapport aux

%qu Nous aurons
: dzqi &
(a) o =Pi+ 3 =Pi+f,

P; désignant une forme quadratique des ¢; qui ne dépend que de T,
et B; dépendant des forces Q; et des coefficients A;; de T. On aurait de
méme pour (A,)

d2 i ' a; ] 1
(ay) ' ?{%zpi"'zl_'zpi'*'@:‘

(*) On pourrail aussi démontrer ce théoréme en se servant des équations dif-
férentielles des trajectoires,
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Nous savons que quand toutes les forces sont nulles, et par suite
les «;, «;, on peut passer de (a) & (a,) par le changement de variable

dt, Cdt
— - ’
AFR ATHE
C ¢tant une constante, ce-qui peut s’écrire
dt, =Mquy @oy -y Qi) AL

Si nous effectuons ce changement de variables, il vient

dgi __dqidty _ydqi  dgi 5,49 dql)\d)
de ~ dty dt T T dt e TH dt,’

les équations (@) deviennent

d*q; . d91 d B
() =) — GE L logh+ 1

dg;
(P;) représentant P; ot 'on a remplace =5 par o . - Puisque les équa-

tions (b) et (a,) coincident quand les f3;, 8; sont nuls, on a

dg; /dg, dlog dgi dlo .
>y da: (dg, log dgy dlog\ _ p-
Po—z, <ml dq, Tt A dq;) L

Pour qu’elles coincident encore quand les B;, 8; ne sont pas nuls, il
faut donc et il suffit que

B _ g J .
T;:p‘. (i=1,2,...,k);
cc qui peut s’écrire encore

2 2 '
B A = (2B A% ((=1,2,...,k);

le théoréme cst ainsi démontré.

Il est facile de déduire de ces relations les relations explicites qui
définissent les Q; en fonction des Q,.

Représentons par AY (ouA¥)le mineur de A (ou de A,) relatif &
élément A;; (ou Aj;); ona

BN AZE . Aki
B,‘—_—‘ TQ'+TQ’+"'+_A—Q""

Journ. de Math. (4" série), tome X. — Fasc. I, 18¢4. 7
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et, par suite (comme on sait),

Q= Au‘B’ -+ Am-@: +-~-+Asz5k-

’

icrivons donc les égalités

j=k » 2 To=k
' ' N ’ ~ [ AN\ .
Qi = ZA;jpp ﬁj:“(Z}) B B, = iEA"Qz;
=1 ! 1=1
il vient

! ,"_

(¢) A

= ‘ (u.,, p i Qe 0, Q)

Ak+
(t:],‘l,..., k),

ot p;; désigne le déterminant obtenu en remplagant dans A la ji¥e co-
lonne par la /™ colonne de A, (ici w;; est en général distinct
de }I.j,‘).

7. Remarques. — Ce théoréme peut étre complété par plusicurs
remarques. lin faisant varier la constante C*, nous obtenons, ainsi
qu'il était évident a 'avance, une infinité de systémes Q; qui se dédui-
sent tous de 1'un d’entre eux en multipliant les Q' par un facteur con-
stant. Mais il importe d’observer que, les Q; étant donnés, ces
forces QQ; sont les seules pour lesquelles (A) et (A,) soient correspon-
dants. En effet, les Q, étant donnés, les trajectoires de (A), par suite
celles de (A,) sont déterminécs; or nous avons vu, dans le premier
Chapitre, qu'on ne peut, dans un systéme (A, ), changer les forces Q;
sans changer les trajectoires, & moins que les nouvelles forces (Q;)ne
différent des premiéres que par le méme facteur constant.

De plus, dansle cas acluel, on passc dusystéme (A) au systéme (A,)
[ou les (; satisfont aux conditions (¢)], par la transformation

. d )
((l) ——ti-l—’—:&—('ll—t,
e ATFE

C désignant un nombre bien déterminé quand les );, Q! sont donnés.

NG

Ilimporte, li encore, d’ohserver que cette transformation est unigue;
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autrement dit qu'il n’existe pas d'autre changement de variable

dt, dqs d
(e) 4 at "“f(?n 9oy -390 d_Z" de)

qui transforme 1'un dans 'autre les systémes (A) et (A,) donnés. La
chose est évidente, siI'on se rappelle I'égalité établie dans le premier
Chapitre (voir p. 29), ¢galité qui résulte de (A) :

de? o dq,) a? a’q, dr], .
dg} (- T A dy,)” dgt + 2 dy, P..

Sil'on écrit l’égalité analogue relative & (A,), et si 'on égale les
deux valeurs de [qm coincident puisque (A) et (A,) sont corres-

pondants], on trouvc que dt et dt, sont liés par une relation de la
forme (e) (')
dtl dq’ dql.
\/?( »oqp d_ql’ o df]i)

L " ' . ‘ dtl .
Clest ce que nous voulions établir. Le rapport — est donc parfai-

[ A . ’ ! ’
tement déterminé en fonction de q,, ¢oy« vy Giy 'y Qs -+ Qi €1
I’égalité précédente doit coincider avee (d).

Ces remarques permettent d’énoncer les corollaires suivants :

Soit deux systémes correspondants donnds (A) et (A,), o les
Sorces ne sont pas nulles : si les géodésiques deT et de T, coinci-
dent, on peut passer de (A) a (A,) parla transformation unique

ot C est un nombre déterminé.

Les forces Q; sont alors liées aux forces Q; par les conditions (c).
Inversement, si I’on peut passer d’un sysiéme (A) donné & un

(') Voir, a ce sujet, le début du troisiéme Chapitre.
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correspondant (A,) par une transformation
dty =N(qus -+ g4) dU,

les géodésiques de T et de T, coincident, et Von a

1

oK

En effet, reportons-nous au calcul développé dans le n° 6. Par hypo-
thése, les équations () et (a, ) coincident pour les Q;, Q; donnés, donc
pour les §;, B; donnés; ceci ne peut avoir lieu que si, dans les seconds
membres de (b) et de(a,), les termes homogénes ct du second degreé par

d . 1 . .
rapport aux a—g—’ et les termes indépendants de ces variables sont iden-
1

-tiques respectivement. Mais, en identifiant les termes du second degré,

on forme précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour
que les géodésiques de T et de T, coincident. D’autre part, puisque
les géodésiques coincident, A est nécessairement de la forme indiquée.
Deplus, (A) admet un correspondant de force vive T, non sculement
pour les forces Q; données, mais pour des forces quelconques.

8. Démontrons enfin cetle réciproque de la premiére proposition :
Si, ds? et ds; étant donnés, a des forces quelconques Q; on peut

. \ ds®
associer des forces Q; telles que les deus sysiemes <2172’ Q,~) et
ds} . ST, 2
((—”-%, ;> soient correspondants, les géodésiques de ds? et de ds;

coincident.

En effet, nous savons que les géodésiques de ds} font partie des
trajectoires de (A,) quels que soient les Q;, donc elles font partic des
trajectoires de (A ) quels que soient les ;.

Or pour un systéme (A) il n’existe pas, en dehors des géodésiques
de ds?, de faisceau de trajectoires & (2k — 2) paramétres, indépen-
dant des forces Q;. Les géodésiques de ds* se confondent donc avec
celles de ds*.

. . \ " ,'2 )
Mais on peut aller plus loin : quand deux systémes l:f——;,, Q I et

X
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ds}
[ d‘,, Q,] sont correspondants, il en est de méme des deux systémes

[Z;z, cQ; ] [Z":; ) € Q] c et ¢’ désignant deux constantes. Mais ad-

mettons que les systémes (A) et (A,) soient encore correspondants
quand on y remplace les Q; par cerlaines forces distinctes des pre-
miéres, soit (Q,), et les Q} par (Q;) (*). Les géodésiques de ds} ap-

ds?
partiennent aux trajectoires des deux systémes [ A’ Q,-] [ T (Q: )J

mais nous avons montré dans le premier Chapitre que, pour k> 2,
il n'existe pas, en dehors des géodésiques de ds?, un faisceau de tra-
jectoires, & (2k — 2) paramétres, commun a deux tels systémes. Nous
arrivons donc & cette conclusion :

2
Si deuwr s slemcs el 0 el ils—‘, ). | correspondants restent
)/ d 2 dt! I .p
1

correspondants quandony remplace les forces Q; et Q; par certaines
Sforces (Q;) et (Q;) distinctes des premiéres, les géodésiques de ds*
etde ds} coincident. Par suite, toutes les propositions précédentes
’appliquent & la correspondance en question.

La derni¢re démonstration suppose, il est vrai, &k > 2, car pour
k = 2,1e lemme sur lequel elle s’appuie est en défaut.
Nous reviendrons sur ce point dans le troisitme Chapitre, oul nous

retrouverons par une autre voie tous les résultats que nous venons
d’obtenir.

III. — CoxpiTioNs SUFFISANTES POUR QU'UN SYSTEME (A) SANS FORCES
ADMETTE UN CORRESPONDANT. REMARQUE sun LEs sysTiMEs (A) ol
LES FORCES DERIVENT D’UN POTENTIEL.

9. Nous venons de voir que si un systéme (A), sans forces, pos-
stde un correspondant (non ordinaire), il admet nécessairement une

(') Siles systémes de forces Q; et (Q;) sont distincts, les systémes Q; et (Q;)
le sont aussi, car autrement les trajectoires de (A, ), par suite celles de (A), ne
seraient pas modifiées par le changement de forces, et ’on aurait

(Q:) =¢Q..
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intégrale quadratique distincte de celle des forces vives. Pour k = 2,

celle condition est suffisante, ainsi qu'il est bien connu, ct de toute

intégrale quadratique on déduit un correspondant (A,) de (4 ).
Pour k> 2, il est aisé de former des systémes qui possédent des

correspondants et n’admettent, en dehors de I'intégrale des forces

vives, gu’une seule intégrale quadratique. Par exemple, le ds*

ds* = 9(q1,9.) (dgi + dg) + dgi,
ol 3 est quelconque, est correspondant du ds},
dsi = (¢, 9.)(dg; + dg;) + Cdg;,

= 2
olt C est un nombre; d’autre part, le systéme (A) ou lg%, Q= o]

n’admet qu’une intégrale quadratique
7(91> 2)(dgi, + dgy) + Cdg; = ede?,
intégrale qui peut s’écrire notamment
dg,=cdl.

Mais, en général, la condition qu’il existe une intégrale quadra-
tigue ne suffit pas pour que (A) admetle un correspondant. On s’en
assurc aisément en considérant, par exemple, le ds* rencontr¢ par
Jacobi dans la théorie des coordonnées elliptiques

i=k Y i=k
ds* =] o ¥(q:) F(qg:) ; »
[}d F’(q;)J § Jg) dg;,

] i

ot 'on a posé -

F=(u f‘?i)(“ —qa). .. (e~ q),
f=(u=a)(u-a) (u—a),

et ou {; désigne une fonction quelconque de g¢;. Ce systéme
[g%;, Q;= o‘] admet un syst¢tme complet d’intégrales quadratiques

et ne posséde pas de correspondants (en dehors des correspondants
ordinaires).



SUR LA TRANSFORMATION DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE. 355

Au sujet des conditions suffisantes pour qu'un systtme (A) ad-
mette des correspondants non ordinaires, je ferai les observations sui-
vantes : Considérons un systéme de (k —1) équations différentielles
du second ordre en ¢,, g,y . .-, ¢4 Pour qu'un tel systeme puisse étre
regardé comme définissant des géoddsiques, il faut : 1° qu'il existe une
fonction £(g,y @ay «++y Qas oy -+ -5 G ) telle que le systéme
1) %%‘%"""’ ;’,_‘ql:_—_g;,, (i=1,2,....k)
se confonde avec le systéme donné; 2° que f soit la racine carrée d’un
polynome = du second degré en ¢,,, ..., ¢;,. Pour que le ds* défini
par © admette des correspondants, il faut : 3° qu’il existe au moins
deux telles fonctions f = y/z et f, = y/7, distinctes.

La premiére condition est toujours remplie pour k= 2, mais
pour k> 2 il n'en est plus ainsi. Ces conditions, d’ailleurs suffi-
santes, entrainent l'existence d’une intégrale quadratique du systéme

ds? . Y . s .
i’ Qi=o|, mais la réciproque n’est pas vraic.

Comment former explicitement ces conditions suffisantes? Un des

moyens les plus simples consiste & se servir du théoréme établi plus
haut :

Pour que les systémes [‘—is—z, Q;= o] et [(-lsj-, Q.= ] soient cor-
an’ i des’ <
respondants, il faut et il suffit qu’on puisse passer d’un systéme a
Pautre en changeant dt en \(q,, ..., q;) dt,.

‘n exprimant qu'il en est ainsi on forme trés élégamment les con-
ditions suffisantes cherchées conditions ot Interviennent évidemment

les expressions a;; = do 3 A 2 et que j’étudieraidans un autre travail (').

J’ajoute seulement qu 1l est facile de former des ds* qui possédent
des correspondants : si notamment on connalt une &ransformation
en elles-mémes des géodésiques de ds*, cette transformation engendre
un correspondant ds; de ds* qui est en méme temps un de ses homo-

(') Voir a ce sujet la Note déja citée de M. R. Liouv'ille (Comptes rendus,
mai 18g2).
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i=k
logues. Clest ainsi que les ds? de la forme 2 dg; admettent une infi-
i=1 "
nité de correspondants ds?, qu'on en déduit 4 I'aide de la transforma-
tion homographique & & variables la plus générale.
2
Quand on a formé un tel ds*, tout systéme [j—:, Q,-] admet des

2
correspondants de la forme [Z——”:;, Q,'.]- Observons qu'il cxiste des
1

systemes (A) possédant des correspondants non ordinaires, et qui n’ad-

ds?
—(?F’ Q,-: O—|

qui admet nécessairement une telle intégrale (en outre de celle des
forces vives). On le voit sur les correspondants

mettent aucune intégrale quadratique; c’estle systéme [

(M) ds*=9(q.,92)[dg} +dgi]+dg;  (Q,Qs, Qu),
cl '

(A) ds*=9(g., ¢)[dg} +dgi] +CdgZ, (Q, Qs CQ))  (C0),

ott Q,, Q., Q; sont pris arbitrairement, correspondants qui définis-

sent non seulement les mémes trajectoires, mais le méme mouvement

car on a ici
di,
=1,
dt

Observons encore quc, s les forces Q; dérivent d’un potentiel U, il
n'en est pas de méme en général des Q;, comme le montre le méme
\ . oU ’ .
exemple, ot 'on fait Q= 7 U étant une fonction guelconque des ¢;.
i

Toutefois, cette derniére circonstance peul se présenter, ainsi qu'on le
voit, en prenant pour U une fonction de la forme

U=14(q, ¢:) +2(gs)-

11 convient de remarquer, sur ce dernier exemple, qu’un faisceau
naturel de trajectoires & = a de (A) ne coincide jamais avec un fais-
ceau naturel de trajectoires &, = a, de (A,) (/ et A, désignant les
deux constantes des intégrales des forces vives); en effet, on aurait &
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la fois pour un tel faisceau,
9(q1, @) [4g' +dg;] + dgy— [ +y]d =ads,
3(q0 42)[dq’ + dgi] + Cdgy — [§ + Cy ] d* = a, d%,

el

et ces deux conditions devraient se confondre, ce qui est impossible,
de quelque facon qu’on choisisse @ et a,. Nous démontrerons plus
loin que c’est la un fait général.

10. Je terminerai cette étude des systémes o les forces sont nulles
en rapprochant le probléme traité dans ce Chapitre d'un probléme
qui concerne le cas o les forces Q; de (A) ne sont pas nulles, mais
dérivent d’un potentiel U. On sait que les trajectoires de (A ), pour
chaque valeur de la constante 4 = T — U, coincident avec les géodé-
siques de ds'* = (U + ) ds*. On peut se poser la question suivante :

Quelle gue soit la constante h, a quelles conditions le systéme
2
[( U+ h) dﬁ’ Q.= 0] admet-il un correspondant [f{t’ Qi = ] non

ordinatre?

II est clair que cette question rentre dans celle qui a été trai-
tée dans ce |Chapitre, et que toutes les propriétés démontrées sur
les ds* correspondants s’appliqueront iciau couple (U + /) ds® et ds?,

ds} dépendant de 4. Notamment le systéme [(U +h) g%:, Q= o]

devra admelire une intégrale quadratique quel que soit h. D’aprés
un théoréme que j'ai énoncé plus haut sans en donner la démons-

. . . \ ds? .
tration, il suit de la que le systéme [23:;, U] devra admettre aussi
une intégrale quadratique.

Quelles relations existe-t-il entre ce probléme et la recherche des

correspondants du systéme [th, U] ? Tout d'abord, si, pour A choisi
arbitrairement, les geodes1ques de ds'*=(U + ) ds* et de ds® coin- |
cident,tout systéme [(U +h) g%;, Q,-], en particulier le systéme

[(U +h) 7 an’ U+Iz]

Journ. de Math. (4* série), tome IX, — Fasc. IV, 18¢3. 8
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2 52
admet des correspondants de la forme [j — Q,] le systéme [Zﬁ’ U]
admet donc une infinité de correspondants distincts qui dependent
d'une constante arbitraire ('). Dans un systéme (A) ou [ B’ U]

Vexpression ds*==(U + h)ds* ne saurait admettre, pour h quel-

conque, de ds; correspondant, sans que (A) lui-méme admetle une

infinité de correspondants distincts; mais la réciprogue n'est pas
S ‘

vraie; c'est ainsi que le systéme [BT” U]

ds*=9(q1, ¢2)[dg] + dg;] + dg;

et ou U est une fonction quelconque des q;, posséde unc infinité de
correspondants sans que ds*==(U + h)ds* admette (pour aucunc

" valeur de 4£) de ds® correspondant.

Mais peut-il arriver que la recherche d’un correspondant du sys-

2
teme (A) ou [%, U] se confonde avec celle d’un correspondant
our h quelconque) du systéme | (U + 7k ,, ;=0|?7 Dunc
p q q )/ dt'?
ds’ 2
facon précise, peut-il arriver qu'un corlespondant [ e’ Q= o] du

dernier systéme, ou ds? dépend de %, se rattache & un systéme

: !
[d‘;;, U ] de la méme maniére que [g%r’ Q:= o] se rattache 4 (A)?

[l faut pour cela et il suffit que ds? soit de la forme ds'=(U, +4,) ds},
h, désignant une certaine fonction de /%, U, etds; n’en dépendant plus.

Si I'on veut encore, il faut qu’il existe un correspondmt[ ”, U ]

de (A) tel que chaque faisceau 2 = a de (A) coincide avec un fais-
ccau h, = a, de (A,). Cette condition est remplie dans la transfor-
mation de M. Darboux, mais on a alors ds}’ = Cds’*. Dansle prochain
Chapitre, je montrerai qu’elle n’est jamais remplie pour deux cor-

(') Quand, pour une valeur déterminée de h, il existe un correspondant ds}

2 -
de (U + h)ds?, le systéme [Z%, U] admet des correspondants (nron distincts)

2
de la forme [C %, cQE], ds? ne dépendant plus d’une constante arbitraire.
1
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respondants non ordinaires; autrement dit, que les faisceaux naturels
ne se conservent jamais. La reckerche d’un correspondant de

[;—%—:, U] et celle d’un correspondant de [(U +h) %;’ Q= 0] sont

donc toujours deux problémes distincts.

- O e

CHAPITRE III.

Systémes correspondants ol toutes les forces ne sont pas nulles.

I. — DEMONSTRATION D'UNE PROPRIETE GENERALE DE CES SYSTEMES.

1. Soient (A) et (A,) deux systémes correspondants : si les forces
Q; de (A) ne sont pas toutes nulles, les forces Q, de (A,) ne sont pas
toutes nulles. Ceci rappelé, supposons que (A ) admette un correspon-
dant (A,) distinct de ses correspondants ordinaires ('); nous allons
montrer que (A) jouit alors de plusieurs propriétés dont une des plus
importantes s'énonce ainsi : Un au moins des systémes (A) et (A,),
ot on annule les forces, posséde une intégrale quadratique.

Pour démontrer cette proposition, j'aurai recours au lemme sui-
vant :

Si les systémes (A) et (A)), olu les forces ne sont pas loutes
nulles, sont correspondanis, on peut passer de l’'un a Pautre par
un changement de variables de la forme

dr* = do®+ p(quy ¢2y - - -» @) AL},

ot da* représente une forme quadratique endyg,, ..., qu dont les

coefficients dépendentde q,, gy, ..., s

(') Les correspondants ordinaires de (A) sont, nous le savons, les systémes

o dst yU-387, . . ) .
((, 21_%’ cQ,), et [(aU +8) 'cﬁsf’ ZU—-—:—Q] (si les Q;dérivent d'un potentiel U).



6o _ PAINLEYVE.

Tout d’abord, observons que, les Q; n'étant pas tous nuls, la fonc-
tion £(q,) définie par (A) est déterminée le long de chaque trajectoire
(2 une constante d’addition prés) par I'égalité

dt o+ PG — P
Q (@) = "=
¢n posant Bi_ y Q= ZZ‘ g = q{ (voir le Chapitre I, p. 29).
Le long de la méme trajectoire, on a, d’aprés (A),
(2) (Go) = g 2.
7 Bi—Biaw
SiI'on élimine ‘;qq‘ entre (1) et (2), on obtient une relation de la forme

A(dt:) =G gs g @ g) (0= (Z)

Cette relation, d'ailleurs, est unique; car admettons qu'il existe une
autre transformation

(d‘t) =f(qisGas s Tos Qus Qus -+ 1 G)

qui permette de passer de (A,) 4 (A); & des valeurs initiales arbi-
lraires des q;, ¢; correspond une trajectoire le long de laquelle <%),
1

de \? . de\? . . ey .
(‘E) » par suite (Z?) sont des fonctions bien dctglmmees de 9.3
donc fet f’ coincident pour les valeurs initiales des ¢;, ¢, et, comme
ces valeurs sont arbitraires, f et f” sont idenliques.

Ceci posé, formons explicitement cette relation d’aprés (1) et (2) :
il vient
(3) (ﬁ)zz 97 [q0, (P — P)) — (B — Pi )]‘*‘(@t"plqm)

det B — PBigw

ce qui peut encore s’écrire

z’ dee(B;dg,—B,dg:;)— di;(B; dg,— B.dg)

(4) =(1l, - 1)) dg,— (I~ ;) dg,,

les II, II' désignant des formes quadrathues en dg,, dq,, ..., dg;.
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Comme la relation (3) est unigue, elle doit rester la méme qu’arid
on donne & I'indice ¢ les valeurs successives 2, 3 s k. Or le numeé-
rateur du second membre est un polynome en q,, Qrary + oy Gy Lo de-
nominateur ne renferme que ¢.,- Pour que cette fonction ne change
pas, quand on fait { = 2, 3, ..., k, il faut donc que son dénominateur

(8; — B¢, divise son numerateur, et, par suite, divise’ séparément
les deux parties,

[20(®— @) — (@, — ®;)] et Bi—Bigy

On a done, en conséquence,

By B,

B B’

ct, d’autre part, une ¢ fois effectude la division par (B — Biq:), 1a rela-
tion (3) prend la forme

g
nT

£
By

(5) B, di;—B, dit* = do? C.Q.F.D

La démonstration suppose toutefois k > 2. Pour k = 2, voici com-

ment on peut procéder : écrivons I'équation différentielle des trajec-
toires

(6) logx+ 2@, ___1qu,_ 2Ba,(
en posant
q’:——zﬁﬁ—" Biqzz)y xqu(’2)+(I)Iq’(2)'_ (I)g.

Les forces n’étant pas nulles, un au moins des coefficients f,, B, est
différent de zéro, et nous pouvons toujours admettre que c’est B,; au-

trement on permuterait ¢, et ¢,. Dans ces conditions, I'équation (6)
peut s’écrire

" d ’
gt dq, ((I)‘ G2y D,)

" ’ d pz
— — & + P, — | =2
39(2) ‘q(”. 2 dql(pl)

gg 92

p .
=yl - 2®,+mlog§,+
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ou encore

m —3 ”3'—'4 oy (21 G1ay — Po)+ V
(7) 9= 7o) g:ﬂ( 1,‘](3) 2) + W= S,
: B‘; —~ 9

Vet W représentant des polynomes, le premier en g ,, le second en
. et gy, dont les coefficients dépendent de ¢,, ¢,. La fraction qui
figure dans le second membre de (7) est d’ailleurs irréductible; autre-

B

ment dit ( g~ q:m> ne divise pas le numérateur, car il devrait pour
1

cela diviser le coefficient de ¢!7, qui est — 3. Exprimons main-
tenant que 'équation (7) relative a (A,), soit ¢7, = §', coincide avec
la précédente ou que S==S'. On trouve d’abord que 3, ne peut étre
nul, autrement S’ serait un polynome par rapport aux dérivées. De
plus, §’ et S doivent devenir infinis pour la méme valeur de ¢, , donc

3
B

= % . Enfin, la différence
1

+ 4qiy) [(P1— P qs) — (B — P, N —(V-—-V) _ (\V . \7\/’/)

B

p‘ - q'm

" doit étre identiquement nulle; la fraction qui figure dans cette diffé-
rence se réduit donc & un polynome (par rapport aux dérivées), c'esl-

a-dire que son numérateur est divisible par son dénominateur B 9o

B

ce qui exige que le binome (g—’ — q’m) divise & la fois (V‘— V') et
1
'expression [(®, — ®\)q,, —(®,— ®@,)]. On a donc bien, méme

pour k =2,

<

1

b=l o pdo—fdi=det
1

™,

o

2. Nous allons montrer maintenant que I’expression

AE.,‘_ % k+3
a B \de

est une intégrale premiére de (A).
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Nous avons vu, en effet, dans le Chapitre II, que A est un multipli-
cateur du systéme (A),

) d(]l dq’
1‘\' dtz_l—' _ — PR
( ) 9, 9 !

autrement dit, quand on connait (2k — 2) intégrales de (A ) indépen-
dantes de ¢, soit

9;(91 9050 g1 qar - 0)=C;  [J=12,..,(k—2)],

T . ’ ' ’ . ) '
si 'on en tire ¢y, ..., gx, 45 G4y - - -5 ¢ €n fonction de ¢,, ¢,, 'expres-
sion

37, (dg. — qls, dg.)

est une différentiellc totale exacte; ¢ représente le déterminant fonc-
D (91900 s Pat—n) |
D(qs g4 290 95+ 9)
Effectuons un premier changement de variables en posant ¢, = ¢,
Ga=qq%y +-r §4=9qnq,- Les fonctions ¢; deviennent des fonc-
tions $; de g,y co oy @iy @y Glayy - -y Gy €t 0N @

tionnel

e D(¢1, ¢35 .y Yar—s) D(‘]:h(]ln'--v']k)(/,nq:zn'-->q2k\)
—D(Qsﬂh,---~9m¢]',,(12w---,911:)) D(q:nq&)--':qk)‘]'nq’p'-'sqz-)
___SrD(‘l:z)"'"‘I:m)E & .

D(qy--osq%) gy

Faisons ensuite le changement de variable
" ' ’ 1
9+ 2, 9~ D, =(pn - ﬁq q(._,)) W .

. . . ]
L'es f(?ncuons ¢ j dev1’ennent des fonctions @; de ¢,, q2y ... ¢iy ¢(a
Geay Gayy +++s Gy s €t lom a

= D(w,,®,,..., Byr-s) < D (gsy-+ - sFks G120l -+ > Tia)
D(gss-eer qir Gay Giays e 9) D(gsse- s 900 9y Gianr - > Tir)
o Oy 2¥{B—Bugl).
o9, q;
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lin définitive, il vient ,
- 18 —_ 8”(‘32—“ BI’/('Q'-)‘
2

q"kﬂl
L’expression
__A (]'1,“.3' ,
[B2—Bigw]
ott g, est défini par I'égalité
(8) 9'2 — Br— gl
]

—_ 7 7 ’
G+ P1Ga) — Py

est donc un multiplicateur des équations différenticlles () des tra-
Jectoires

dqs dgr _ dgi, __ dqi __ dg;; dgy
o d R TR ,,“’: _‘”:—‘ﬁ):.,.: i ALLN
( ) 7 9 Tix) 9(2) Js Js /'
51 (A) et (A,) sont correspondants, les deux expressions
d(] N k+3 ( d(.], )k+:s
(%) b\

=B ' [ —Fidm]

seront deux multiplicateurs des mémes équations (a).
 Comme on a, d’autre part,

! . pl . . I‘ .
?—'1 = -—: =, = ?—f =,
I'égalité
A dtj k+3__
(9) i (—7) = const.

définira une intégrale premiére de (a); %‘Z‘ représente, dans (g), le
rapport des quantités %‘-’t—' et %{—‘ exprimées en fonction de ¢}, ¢,.,., .
g, (etdes q,). L’égalité (9), oi le méme rapport est exprimé en
fonctiondes q,,q,. ..., g, (et des q;) définira donc unc intégrale
premiére de (A).
Or nous avons

ey

ds?

de\t _ dee B,
(-5 b

\
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I'intégrale premiére (9 ) de (A) sera done

9 ds?

A B ):‘-‘ de B ) —
—— 4 L J=7% — V =const.
<A1 B SR ’

% désignant une forme quadratique en g, ¢, ..., ¢, (dont les coeffi-

cients depcndent des ¢;), et V une simple fonction des ¢;.
Les résultals que nous venons d’obtenir se résument ainsi :

Quand deur systémes (A) et (A,) (ot les forces ne sont pas
nulles) sont correspondants, les coefficients B,y B, ..., Bs ct B,
Byy -y By sont nécessairement proportionnels, et U'on peut passer
de (A) @ (A,) par une transformation unique de la forme

B di} — B, d* = da*;

Pégalite
A BNFTS dat 8,di\ g
— I — - =Cde
(@) sa) (550
est une intégrale premiére de (A), et Uégalité
, 5 9_)*‘" d B e
(@) G8) (f+h)=ca

une intégrale premiére de (A)).

Observons toutcfois que le raisonnement précédent montre scule-
ment que le premier membre de (@) reste constant pour tout mou-
vement de (A); il n’est donc pas impossible a priori que le premier
membre se réduisc a une constante absolue [auquel cas I'égalité (@)
ne représente plus une intégrale premiére de (A)|, mais il ne saurait
sc réduire 4 une simple fonction des g, sans étre une constante ; autre-
ment, les équations (A:) admettraient une intégrale premiére indépen-
dante des vitesses. Si donc le premier membre de (@) n'est pas unc
constante, c'est une intégrale du second degré de (A). Ces remarques
faites, énumérons les dlff(,rents cas qui sont suscephbles de se pré-
senter.

Journ. de Math. (4° série), tome X. — Fasc. I, 1894} 9
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3. Hyroruise 1. — Le premier membre de (@) est une constante

absolue.
Dans ce cas, la relation entre di et dt, est de la forme

1

d 1 B\
dt; '—-C (A g‘ —-)‘-(91,927 “eey qk),

C, étanl un certain nombre. La correspondance est donc de I'espéec
étudiée au Chapitre 11, et toutes les propriétés démontrées dans la
Section 1I de ce Chapitre s’appliquent; notamment, les géoddsiques
de ds? et de ds; coincident.

de,
Inversement, si le rapport — est une fonction A des ¢,, le premier

membre de (@) est une constante absolue, ct A a pour valcur

1

' S B\
(®) G(3§)
De plus, comme on a dans ce cas

do=o et - =11,

la valeur de A? doit coincider avec g ; ce qui donne aussitdt

2(h+3) (A )_‘_
~ k1
B _ c,m\a

>.

el, par suile,

k43
@ _ cm<£‘1) !

dt 0 A

Ces égalités concordent bien avec celles qu ’on a obtenues au Cha-

pitre II (woir p. 49).
Nous avons montré en effet que, si I'on peut passer de (A) A (A)

par le changement de variable & 5t = M4, @2y -+, g), on a nécessai-
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- rement

L ]
(¥) L= e BT =CrpAF
=

4
Af+l k

>

ka1
égalités qui ne différent pas des précédentes, quand on fait C, = C***.

Dans le cas que nous étudions, ’égalité (@) ne fournit pas d’inté-
grale de (A); mais nous savons déja que le systéme (A) oit l'on an-
nule les forces Q; posséde une intégrale quadratique distincte de
celle des forces vives. '

Hyeornise II. — L'intégrale quadratique définie par (a) se
confond avec celle des forces vives. (Ce cas ne peut se présenter que
si les Q; dérivent d’un potentiel U.)

Dans ce cas, la relation entre d¢ et dt, est de la forme

i = G (3 B Y™ [ds = (U 4+ ) de] =W [ds* — (U + a)a,

Introduisons la transformation de M. Darboux, et substituons & (A)
le systéme correspondant (A’),

, d (dT'\ or _ U . dg; .
@ () =H = W (=naeab,
ol

_ (U+a)dst __ ds" , 1
T="g—=a» U=

nous connaissons la relation entre dt et di' (voir Chapitre I, Sec-
tion IV, p. 36), & savoir

dr* = (U + a)*[ds* — (U + a)dz?].

- Les systémes (A’) et (A,) seront donc.deux systémeé correspon-
dants, tels qu’on passe de Uun & Uautre par le changement de va-
riables ,

de} A2

““—,li = T+ay = P'a(QU 2y <oy Qk)'
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Nous sommes ramené ainsi a la correspondance étudiée dans le
Chapitre 1L les géodésiques de ds™ et de ds* cotneident. Nous sa-

vons de plus que

w=C () =C[rpta]

d’oli une valeur plus simple de ,

h==p(U+a)=C [""A*“)J

. \ — B;akF+T
On voit de méme que —L— estégala C*f; A‘*‘ ce qui s'écrit
(U+ a)

1
+4

R

encore

1
Ef =~_ C" Af(U + a)A'+3 /c+l.
& a! ‘
bt
La premiére valeur de A coincide avec la seconde pour Cy = CF+2,
0

Nous avons admis que (A, ) n’était pas un correspondant ordinaire
de (A); dans ces conditions, ds’* ne se confond pas avec C ds} (C étant
un nombre); autrement, on aurait aussi U’ = ¢U,, c'est-a-dire a la
fois
dsi="T0e, U= ot

o ' (U +a)

el (A,) se déduirail de (A) par une transformation de M. Darboux.

: 5? ‘ ast
Les systémes [( U+ a) %,—,, Q;= OJ et [—%, Q= 0] admettent
donc respectwement une intégrale quadr attque distincte de celle
des forces vives.

Hyeoruise lIl. — L’intégrale quadratique (a) est distincte de
celle des forces vives.

Cette hypothése (la plus générale) est toujours réalisée quand, les
forces Q; ne dérivant pas d’un potentiel, le premier membre de (@)
ne se réduit pas & une constante.

Soit _

xl, (‘%)254: — V =const.
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cette intégrale. D’aprés un théoréme bien connu, © = const. est une
intégrale du mouvement sans forces. On ne saurait donc avoir ic¥
=1 (g ¢ay .-+, ¢x) T, car pu = const. serait une intégrale des géo-
désiques de T. D’ailleurs on n’a pas 7==CT, sinon l'intégrale (a)
serait celle des forces vives (*). Le seul cas o, dans ’égalité

2
di; = det _ B det,
pl 1

ds* est égal & pds®, correspond ainsi & 'hypothése II, ou

di=N[ds —(U+ayde], avee  h=C[2CEI™

Pour la méme raison, le seul cas ot da* soit égal a

i (Guy Gay « o os Qk)dsf

est celui ot, les Q; dérivant d’un potentiel U,, on a
) 1
Fory

dl":)\:’ [ds?—-—(U, +a|)d‘?], )\. =C l.A(L!A+aI)]

1
c’est-d-dire

4 = o 44 = 5 )

Dans ce dernier cas, en substituant au systeme (A)) le sys-
teme (A'),

, d (9T,\ oT, U, . dag,
(40 (W) w = tTan
ol
(Uy + a,) ds} _ds’,2 b1
T=""am = ¢ U=giz

on rentre dans Uhypothése I; on passe de (A) a (A') par la trans-

formation
a
dt/lz. - ( U1 -+ ay )’

av
9g;

potenuel U= X, et I'intégrale () s'écrirait G(T — U)= const..

(1) On aurait en effet : dg; = CEQ, dg;; les Q; admettraient done-le
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Signalons enfin, comme dernier cas particulier, celui o, les forces

Q; et Q; dérivant respectivement des potentiels U et U, la relation
enire dt et di, est de la forme

ds}

s ds?
di; — Uxa — B3 (g1 2o - P k) [d[’ - f_ff_";,}

a . \ ) ' T\ U+ a) ds?
En substituant & (A) le systéme [T‘ , _U_':——a]’ ouT'= (““‘;{,7?‘;"
\ t v ({- H
et A(A))le systéme [T',, m‘l’ ouT,=(U,+a,) ‘—ﬁgll, on rentre
dans la premiére hypothése; les géodésiques de T et de T, coinci-
dent, et les deux nouveaux systémes se transforment I'un dans I'autre

1
' [A‘(U,-f—a,)"'

: dt k=1 ,
par le changement de variable - = m] - Quant a la
fonction ., elle est nécessairement de la forme

1 1 1

1 1
o~ [U+a\ /4B, e i})k-H -U__i__i)(i*‘-iﬁ)
(J~ Co (Ul+al) (T B—|> _—C<4 <Ul+al ’

et 'on a de plus

(i

2
B Ak+T Ce2plak+i .
B: —= P ~  (i=12, .. k)

(U+a) 7P (Uj+a) 71

k+1

le nombre C, est égal & C***,

4. 1l convient de compléter ces remarques par quelques réci-
progues. Dans Phypothése 11, le systéme (A) posséde une fonction
de forces U, etles géodésiques de ds; coincident avecun faisceau na-
turel h = a de (A). Inversement, si les Q; dérivent d'un potentiel U,
ct sile faisceau naturel h = a de (A) coincide avec les géodésiques
de ds}, on se trouve nécessairement dans I’hypothése II; en effet,
le systéme (A,) et le systéme (A’), ol T'= (—[i—gra,)ﬁs—z, U=g _:_ .
sont deux correspondantsdont les géodésiquescoincident ; on passe donc

de I'un a l'autre par nne transformation telle que Z%—} = MGy ey Qi)

et comme, d'autre part, d¢'* =(U + a)*[ds* — (U + @) d¢?], la rela-
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tion entre di? et d¢] est bien de la forme '
di} = p2ds* + vde,

ce qui n'a lieu que dans I'hypothése II.

La méme observation s'appliquerait au cas ou, les forces Q' déri-
vant d'un potentiel U,, les géodésiques de ds? coincideraient avec un
faisceau naturel 4, = e, de (A,). Il suffit, en effet, de permuter (A)
et (A,) pour rentrer dans le cas précédent. Passons enfin au dernier
cas particulier que j’ai signalé dans I'hypothése III. Dans ce cas, (A)
et (A,) possédent respectivement une fonction de forces Uet U,, etun
faisceau naturel £ =a de (A). coincide avec un faisceau naturel
h,=a,de (A,). Inversement, si cette condition est remplie, les sys-
(U+a)dst ] t[(U,+a,)ds” 1

di "U+a dai'? U,+ e,
respondants dont les géodésiques coincident; on a donc entre d/' et
dt, une relation telle que df, =\ (q,,..., gx) dt et, par suite, entre
di, et dt unc relation telle que

c’est bien la relation qui caractérise le cas particulier dont il s’agit.

témes [ J sont deux cor-

3. Avant de résumer les résultats que nous venons d’oblenir, je ti-
rerai encore quelques conséquences de la forme de la relation qui
existe entre di et d¢,. J'écris cette relation ainsi :

L

@ @E-) ey
Iégalité
(n) z—i-:: —V=c¢

définissant une intégrale premiére de (A). 4 loute intégrale pre-
miére de (A)), soit :

dg, dgy ' dgi\ (s
f(q”q.‘!"..’qk, -d—t-ll c“l‘ﬁ’ ceoy 2‘1“'1— =(J’
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correspond une iniégrale premiére de (A) qu'on calcule en rempla-
cant d¢, en fonction de dt dans £, d’aprés la formule (m). Mais ce qui
est remarquable, c'est qu'a toute intégrale algébrique et entiére de
(A,) correspond une intégrale de (A), algébrique, entié¢re et de
méme degré. La chose est évidente dans le cas ou les géodcsiques de

r » . . d‘ ’ . b bt
I et de T, coincident, c’est-d-dire ot — se réduit & une simple fonc-

tion des ¢;. Il suffit donc de la démontrer dans le cas général.
Désignons par ds, une forme homogéne de degré nendy,, dg., ...,
dqy; 'intégrale considérée de (A) sera de la forme

“n-2

ds' + ddsi 3+ ...+ dt s, = Cdl" (si n est pair),
et de la forme
ds' +dids) 3+ ... +dt}" ds, = Cdd! (st 7 est impair).

Remplagons dans le premier membre les puissances de /] par les
puissances de A*(ds® — Vdi*), et dans le second membre 1} par

"
dt" N ¢* ; on obticnt ainsi une intégrale de (A) entiére et de degré a.
La méme remarque et la méme démonstration s’appliquent aux
intégrales rationnelles.
Si, notamment, (A,) posséde une intégrale lincaire, soit

Za;dg;= Cdt,,
(A) admet l'intégrale ‘
1 ~
Xza,-dq,-z Cde ().

Si (A,) posséde une intégrale quadratique, soit dS* — W ot} = Cdt}, -
(A) admet D'intégrale
& Wdst+ WV e = C i,

A2

(Y Comme toute intégrale linéaire définit une transformation infinitésimale
du systéme (A), deux systémes (A) et (A,) correspondanis (em particulier
deux ds® correspondants) admettent le méme nombre de transformations infini-
tésimales. .
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Appliquons ccite derniére remarque ‘au cas o les forces d’un des
systémes correspondants (A) et (A)) dérivent d’un poteniiel : soit,
par exemple, U, la fonction des forces Q;. En premier lieu, si les géo-
désiques de'T el de T, coincident, (A)) admetl'intégrale quadratique

2
A\1+k 2\ . 2
(E) (ds:— U, dir)= k' de.
Siles Q; admettent aussi un potentiel, (A) et (A,) admettent chacun
une intégrale quadratique autre que celle des forces vives.

Dans le cas général, I'intégrale des forces vives de (A,) donne

pour (A) l'intégrale

(p) B _U,de*+ U, Vde =1, dz—

Il importe de reconnaitre si cette intégrale est distincte de l'intégrale
cuadratique (a) et de celle des forces vives de (A) (quand cette der-
ni¢re existe ). Pour discuter ce point, placons-nous d’abord dans I'hy-
pothesc ot les Q; ne dérivent pas d'un potentiel. Pour que Uintégrale
(p) se confonde avec Uintégrale (a), il faut et il suffit qicon ait

iU, (do* - Vdir)=a,(do* — V d)— b, d

(a, ct b, étant deux certaines constantes), ou hien, d’aprés (m),
dS': -_— dl.'-)(U. -+ a|) + b‘ )\2 dl2 = O,

égalité de la forme

qui caractérise I’hypothése IT, ou des géodésiques de ds* coincident
avec un faisceau naturel 2, = a, de (A)).

Supposons maintenant que (A ) posséde une fonction de forces U &
quelles conditions I’intégrale (p) se réduit-elle ¢ une combinaison de
Vintégrale (a) et de celle des forces vives? Il faut et il suffit qu'on ait

U _ U, (da*— Vdit)=a, (do* - de*)+b,(als’-Ud12)+c,dz?

Journ. de Math. (4° série), tome X. — Fasc. L. 18p4. 10
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(a, by, c, ¢tant certains nombres), c’est-a-dire encore

de— B _k_’g».__[dﬁ“( *Z—Z)dﬁj,

! U +a U, +a,

égalité de la forme
2 2 7
di- gt a2

U1+al U+a

qui caractérise le cas particulier ou un faisceau naturel 4 = & de (A)
ct un faisceau naturel %, = a, de (A,) coincident.

En dehors de ces deux cas, I'intégrale (p) sera distincte de I'inté-
grale (@) ct de celle des forces vives.

6. Nous sommes en état maintenant d’énoncer les conclusions sui-
vantes :
" Quand deux systémes (A) et (A,), oiles forces ne sont pas loutes
nulles, se correspondent ("), on peut toujours passer de l'un & Uautre
par une transformation unique de la forme

dt} “o ) da®
zm = /\'(q” ey qk)<;{'z_; —_ V),

ot la parenthése définit une intégrale quadratique de (A) ¢ moins
qwelle ne se réduise a une constante. Mais plusieurs cas sont & dis-
tinguer :

1° Les géodésiques de ds* et de dsi coincident; c’est le cas ot
dt,=n\(q,, ..., gx) dt. Les équations (A') et (A), déduites de (A) et
de (A,) en annulant les forces, admettent une intégrale quadratique,
sans qu'il en seit de méme nécessairement de (A) et de (A,). Quand
les forces d’un des systémes, soit (A ), dérivent d’un potentiel, (A)
admet une intégrale quadratique. Quand il existe une fonction de
forces dans les deux systémes, chacun d’eux admet, en outre de l'inté-
grale des forces vives, une seconde intégrale quadratique.

2° {Un au moins des deux systémes, soit A,, admet un potentiel,
et un faisceau naturcl I, = a, de (A,) coincide avec les géodé-

(1) Tlest clair que, (A) et (A;) jouant un role symétrique, on peut permuter
dans ces énoncés (A) et (A4).
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siques de ds*. — Onrentre dans le premier cas en substituant a (A, ),
al'aide de la transformation de M. Darboux, le systéme

(U +a) T 53z )

Le systéme (A) admet une intégrale quadratique distincie de celle
des forces vives; le systéme.

[(U.+a,)§~g, Qr=0]

admet aussi une intégrale quadratique. Enfin, si (A) posséde un po-
tentiel, (A,) admet lui-méme une intégrale quadratique distincie
de celle des forces vives.

3° Les forces de (A) etde (A,) dérivent des potentiels U et U,,
et deux faisceaux naturels h =a, h, = a, de (A) et de (A,) coin-
cident. On rentre dans le premier cas 4 I'aide d’une double transfor-
mation de M. Darboux. Les deux systémes (A)et (A,) possédent,
avec celle des forces vives, une seconde intégrale quadratique.
4" (Cas général). Aucune des hypothéses particuliéres qui
précédent n'est vérifide. Les deux systémes (A) et (A,) ont une
intégrale quadratique distincte de celle des forces vives. Si les
forces de (A,) dérivent d’un potentiel, (A) admet deux intégrales
quadratiques distinctes; §'il existe. aussi une fonction de forces
pour (A), les deux systémes admettent respectivement trois inté-
grales quadratiques distinctes, en y comprenant celles des forces
vives.

Les trois premiers cas se raménent en définitive au cas ou il y a
correspondance avec conservation des géodésiques. A ces trois cas
s'appliquent donc tous les résultats obtenus dans le Chapitre II. Le

quatriéme cas au contraire est tout & fait distinct de celui qui a été
traité au Chapitre II.

II. — COROLLAIRES DES THEOREMES PRECEDENTS.

7. Je vais compléter les resultats précédents par quelques remar-
ques importantes.
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Nous avons dit que si un des systémes correspondants (A) et (A,)
admet une fonction d¢ forces, il n’en est pas de méme en général du
second. Mais placons-nous dans I'hypothé¢se ot U et U, existent simul-
tanément. : ,

Nous savons (voir Chapitre 1, p. 36) que, dans la transforma-
tion de M. Darboux, chaque faisceau naturel 2 = & de (A) (notam-
ment le faisceau des géodésiques A = ») coincide avec un faisceau
naturel &,=a, de (A,). Cette transformation, comme nous I'allons
voir, est la seule qui jouisse de ‘celte propriété; autrement dit,
st (A,) west pas un correspondant ordinaire de (A), un faiscean
naturel quelcongue h = a de (A) ne coineide pas avec un faisceau
naturel de (A,), mais bien avec un faisccau obtenu en prenant dans
chaque faisceau /2, = @, un faisceau & (2k — 3) paramétres. On peut
méme aller plus loin, et montrer qu’il n'existe pas en général de
Jaisceau naturel h = a de (A) qui coincide avec un faisceau na-
turel de (A)) et qu’il wen existe jamais plus d’un.

Tout d’abord, si un tel faisceau 4 = « existe, on sc trouve nécessai-
rement dans un des trois premiers cas énumérés plus haut, et 'on
peut toujours, en se servant de la transformation de M. Darboux, sc
placer dans le premicr cas, celui ou les deux faisceaux naturels qut
. coincident sont les faisceaux des géodésiques, b = o2, b, =. Je dis
qu'il ne saurait exister un second faisceau s = a qui se confonde avec
un faisceau 4, = a,, 4 moins que (A, ) ne soit un correspondant ordi-
naire de (A).

S'il en était ainsi, en effet, on devrait avoir en méme temps

%ttl =)‘(q” Gay ooy %&)

et _
2 ds? af 7,2 ds*
dl‘ ——l = *.L (dl - Un)’

¢galités qui, pour étre compatibles, exigent les conditions

7\25 {1.2, —‘ﬁ—- = [1.2 - ds?

Mais nous avons vu que, si deux ds* correspondants sont de la
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forme ds* et @'* ds®, p’ est nécessairement une constante, et les deux
systemes correspondants sont deux correspondants ordinaires. La
proposition est donc démontrée.

En définitive, dans les trois premiers cas du n° 6, il existe un
faisceau naturel h = a de (A) et un seul qui est ausst un faisceau
naturel de (A,); dans le cas général, il wen existe pas (*).

D’aprés cela, revenons sur le probléme qui consiste & reconnaitre
si, pour chaque valeur de %, ds"* = (U + %) ds* admet un correspon-
dant (non semblable) |

ds=2A;;(g1s @25 -+ Qi ) dg:dg;.

- . . . d ‘2 ’ 1
Est-il possible que le systeme (Zi%i’ Q;= o) se rattache a un sys-
teme (A,) indépendant de %, de la méme maniére que le systéme
I:! . " . A
(‘—ii,—, Q= o) se rattache a (A)? Autrement dit, ds* peut-il étre de la
di* ™

forme (U, -+ k,)ds}, £, étant une certaine fonction de %, et U,,

ds® n’en dépendant pas? Cela n’a jamais lieu ; car, autrement, les sys-

2 . “.‘2 . .
témes Cli_; U) et (%, U.) seraient deux correspondants non ordi-
1 L]

naires, et foul faisceau naturcl de l'un serait faisceau naturel de
I'autre. La recherche des ds'? est donc tout a fait distincte de celle
des correspondants de (A).

8. Nous nous sommes appuyés, dans ce Chapitre, sur quelques
propositions obtenues antéricurement et notamment sur celle-ci :

Pour que deux systémes (A) et (A,) solent correspondants avec
consercalion des géodésiques, il faut et il suffit qu’on puisse passer

(') Jinsiste surce point, qui a son importance dans la théorie des groupes de
transformations des trajectoires, et qui a donné lieu & une discussion entre
M. Liouville et moi. M. Liouville pensait avoir démontré que, pour k> 2,
chaque faisceau naturel de (A) est toujours un faisceau naturel de (A,) (voir

les Comptes rendus, 31 octobre 1892). En réalité, les considérations précédentes
montrent qu'il n’en est jamais ainsi.
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de (A) ¢ (A,) a lU'aide de la transformation -

at,
”f“ “7\(?” Gy ooy %)‘

Il est bien facile de démontrer cette proposition en se servant de la
relation qui existe, dans tous les cas, entre d¢ et d¢, quand (A)et (A,)
sont deux correspondants ou les forces ne sont pas nulles. Cette rela-
tion peuts’écrire :
aL _ N 4 _ 4
dq1 dgi — dqi

Nous savons que les géodésiques de ds* sont un faisceau de trajec-
toires de (A) & (2k — 2) paramétres qui satisfont & la condition

dt d'qg dq> X .
&= (ou i o, . y = 0) pour que les géodésiques de
ds* ct de ds} coincident, il faut donc et il suffit que les conditions

dtl . dt . 1] hd ) dt
= 0 et —— = osoient équivalentes; comme on a, pour —

dqy dy, dq, =

dil ds'?
dgi  agi

13 . .
1l faut et il suffit que ‘(%;—l soit identiquement nul, et, par suite, que

(dt‘) M(q., g4, ..., q;). Nous savons alors (voir le n° 3 de ce
2

A i+
Chapitre, p. 66) que M=C; ( ') C.Q.F.D
Ceci nous permet de retrouver le théoréme démontré¢ dans le pre-
mier Chapitre et auquel nous avons cu souvent recours : S les sys-
ds® ds® . .
iemes ( b Q,) et (C an Q:) sont correspondants, on a nécessaire-

ment Q, =¢cQ,, ..., Q, =¢cQ,. En effet, les géodésiques de ds? et
de C ds? coincidant, on a

A.
dt A\ A+t iyl
@ =G(3) =60

et d’'autre part
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donc .

24
B = B;CC,

et comme
, '
B=Xa,Q et Bi=gXa,Q;
! i
on trouve .

Q:: "—"'Trl Qi’ Qz‘chi’

C3 i1

et, sil'on remplace dans %‘7', C, en fonction de C et c,

da, . /C
dt ¢
Ce sont bien les résultats déja obtenus.

9. Nous avons également démontré dans le Chapitre 1I que deux
systémes (g—f, Q,) et (Z—g, Q:) ne peuvent élre correspondants pour
deux systemes distincts de forces associées, soit Q; et Q) d’une
part, (Q;) et (Q;) d’autre part, sans que les géodésiques de ds*
el de ds} coincident (au moins, quand k dépasse 2).

Voici une nouvelle démonstration de ce théoréme qui nous fournit
en méme temps des résultats pour k = 2.

Admettons que les géodésiques de ds? et de ds; ne coincident pas;

N . d 2 2 1 .
nous avons, d’aprés les systémes <d_j=’ Q,) et (Z—”:g, Q,.), la relation
. - .
(voir p. 60)

o |0y, - Bidg) — dri(Bdg, — Bidg))
,\ :(H, — H',)dq,—(H,-H:)dq,, ES,’,

les IT étant des formes quar{l'ati‘ques en dg,, dg,, ..., dg,, qui ne dé-
pendent que de ds* et de ds;. Nous savons d’ailleurs qu’on a nécessai-
rement

_Bi__pi

AT
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que, de plus, le second membre S; de+(t) cst divisible par
(B:dq, ~ B dg.),
et que le quotient, soit da?®, est le méme quel que soit {. On a de
e [ ds? dst ‘
méme d’aprés ‘_Z[’ (Q,)] et [-JE, Q) l,
A (yidg, — yidg:)— dii(y; dg, — v, dq.)
=(I, —I,) dg;, — (I, - ;) dy,,

et des remarques analogues s’appliquent & celte égalité.
Ceci rappelé, je dis que, si &k dépasse 2, on a nécessairement

B __ B -
_— = = = 2, .., k).
W ( 1,2,...,k)
- Sott, en effet, % # s—"; unde ces rapports aumoins sera différentde %—:’,
1 2 ’ 3
solt %-' ; le binome (y,dq, — v, dg.,), divisant S, [le second membre
) )

de (1) pour i = 2] et étant premier avee (8, dg, — B, dg,), doit divi-
ser ds?; pour la méme raison, (Y, dg, — ¥, dq,) divisc aussi da*; on
devrait donc avoir
Sy =M(qu oy @)
X (B, dgq, — B dg.) (Y. dg, — . dg.) (Y2 dg, — v, dg,),

et de méme

Sa=N(q, -+, gx)
X (Y2dg — v:dq.) (. dg, — B, dg.) (B, dg, — B, dg,).

Cette double égalité n’est possible que si b Is

g =

» €& qui est contre

(
I'hypothése. On a donc bien x
-B—l- === P—?- == == .p—k .
T T Yk

D’autre part, I'expression

2

(L8 (%)
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étant une intégrale premiére de (A), 'expression

_’_
+3

(f%)Tp‘(%d::_dq,):("%r) w

h 1 1 ‘isi 4 A
est une intégrale du systéme (Z’T” Q:;=o0}; il en est de méme de
I'expression

l

.
A v, )k+8 da'?
(AI Y1 ol ;
ceci n’est possible que si I'on a
_3_ 2

ARSI

in permutant les systémes (A) et (A, ), on trouverait de méme

Ni

w(B)”

et de ces deux égalités on tire

2
s

HON
i \Th ’

NI

1= cBi, Y,=cp,.

Comme enfin
p=2a;Q et vi=Xa;(Q)
i i

on a en définitive

Q) _ Q) _Qd_, Q) _@)_  _Qd_,
QI Qz le Q Q: ) Qx ¢
les systémes de forces (Q;) et (Q;) ne sont pas distincts des systémes

Q;et Q. C. Q.F.D.

La derniére partie de la démonstration subsiste si k = 2; par suite,
B
Y

quand%£ = 2, la valeur commune de ces deux rapporls est nécessai-
1 2

Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. I, 18y4. 1
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rement une constante; mais on ne peut plus établir, comme précédem-
ment, que ces rapports sont identiques. Le raisonnement employé fait
voir seulement que

S,=M(Edg, + Fdg,) (Badg, — B, dgs) (12 dg, — v, dgs);

\ ds? , . ‘ .o
le systeme <22=’ Q,- =:0> admet donc nécessairement deux inte-

grales quadratiques distinctes, en outre de celle des forces vices,
a savoir deux intégrales de la forme

MEdg, + Fdg,)(y,dg: — y.dg,) = Cdi?,
w(Edg, + Fdg,) (B, dg, — B, dg,) = C'di;

el

A 1 d H ! . ] A
de méme le systéme (—%, Q;= o) admet deux intégrales de méme
53 2
forme. Il suit de la que le$ systémes (Z A Q) et (gi—;, Q}) nc peuvent
1

se correspondre pour plus de trois systémes de forces distinctes. Si
trois tels systémes existent, soit Q; et Qf, (Q;) et (Q}), [(Q.)] et
' \ ds* dsy
[(Q})], les systémes (2%, Q= o) et (c—l———':;, Q= o) admettent respec-
1
- tivement trois intégrales linéaires distinctes, et par suite ds® et ds
sont les ds® d’une surface a courbure constante. Y'arréte ici cette dis-
cussion du cas particulier de deux paramétres, dont I’étude ne présente

plus dés lors de difficulté et sera développée complétement dans un
autre Mémoire.

10. Comme dernier corollaire du théoréme général, démontrons
enfin cette proposition importante :

2
Soit deux conespondants non ordinaires [ZF Q] [g;;,Q, ;

il est impossible que la condition ds;=p.(q,, ..., qi) ds* soit rem-
plie.

Tout d’abord, observons que cette condition est réalisée pour les
correspondants ordinaires; car on a alors soit ds}=Cds?, soit

ds, = C(U + h)ds*, U désignant le potentiel des Q. Le théoréme
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exprime que ces correspondants sont-les seuls qui JOUlssent de cette
propriéteé.

La chose est évidente si les géodésiques coincident, ainsi que nous
Pavons déja remarqué; car (¢, ¢ay - - ., gx) = const. doit étre une
intégrale des géodésiques et, par suite, se réduit 4 une constante.
Voiei une démonstration qui embrasse tous les autres cas.

Admettons que ds} soit égal & p.ds?, et écrivons une des équations
(A) et une des équations (A,),

i=k . .
(A) ZA,J it Ni=Q (i=1,2,...,k)
i=1 : .
" S, & (T) d
a’q, v —
(A) ZA'! it + N5 da(qs) dt, —(T )dqf ““’yT

=1
v représente log ., et (T) ce que devient T quand on y remplace ¢; par
(g)=7 —q~' Il suit de la que, si'on désigne par @;; le mineur de A re-

latifal’ clement A,; et divisé par A, on aura
a2 d i o (T)
9i _ (p,)— & A
W—(Pt) dtlzaljo(q')+(T)2atJd +ﬁn
i=t
. b 1 r . [ dT L] . 1
mais, d’aprés les égalités p; = 37y O @ précisément

— . . ,= 0'1‘
g = ,2 a;pj, donc g _lZaij o7

0;

en sorte qu’on peut écrire, en posant B;= 2 Ui 3,

J
d! ’ dV ’
mqaf =(P) —(g) 7z +(T)B: + .
La relation entre dz et dt, est donc ici

di* (B2 dgq, — B dge) — dii (B, dg, — B dg,)
= (l, — I, 4+ dvdg, — B, ds*)dq, — (II, -1, + dvdg, — B, ds*) dg,
= ds*(B,dq, —~ B, dg,).
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Le binome ( B.dg, — B, dg,) doit diviser le second membre (*); il
ne peut (si k est supérieur & 2) diviser ds? dont le discriminant A n’est
pas nul; la relation entre d¢, et d¢ est donc de la forme

dr = M (ds* — Vde),

qui caractérise 'hypothése II, ou les géodésiques de (U + a)ds? et
celles de ds{ coincident, U désignant la fonction de forces de (A) qui
existe alors nécessairement, et @ une certaine constante finie.

En permutant les deux systémes, on voit de méme que les géodé-
siques de ds? coincident avec les géodésiques de (U, + a, ) ds?, U, dé-
signant la fonction de forces de (A,) qui existe nécessairement et «,
an certain nombre fini. Cette double circonstance (d'aprés le théo-
réme du n° 7) ne peut se présenter que dans la transformation de
M. Darboux. C. Q. F. D.

* Pour les systémes & deux paramétres, il n'est pas impossible que
B.dq, — B.dg, divise ds*; j'observe seulement que le ds? serait alors
nécessairement le ds* d’une surface imaginaire. On voit aussitot que
ds* (et ds?) sont deux ds? de M. Lie; car si 'on ramene ces ds? i la

forme Adgq, dg,, le systéme [%’ Qi = 0] posséde une intégrale qua-
dratique telle que dg,(mdq,+ ndq,) = Cdi®, qui caractérise les
ds? de M. Lie. Je me borne & ces indications sur le cas de deux para-

métres, qu’il est trés facile dés lors de traiter directement ct que je
discuterai dans un travail ultérieur.

III. — ConpITIONS SUFFISANTES POUR QU'UN SYSTEME (A) ADMETTE
DES CORRESPONDANTS. KQUATIONS GENERALES DU CALCUL DES VARIA-
TIONS.

2
11. D’aprés ce qui précéde, quand un systéme (A) ou [f—;‘:—,, Q,.]
i . N N 2 1 \
posséde un correspondant non ordinaire lET;’ Q,.], les deux systémes
‘ .

(1) Sile second membre étaitidentiquement nul, on aurait de2 = At di2, et les
géodésiques coincideraient.
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] . : '
[;i‘:;, Q= o] et [ dt”Q = o] admettent respectivement une inte-

grale quadratique; dans certains cas, toutef01s, il fairt substituer dans
l’enonce 4 un de ces systémes, au premier par exemple; le systéme

[(U + a) %, Q= o]. L'existence d'une intégrale quadratique de

2 1 . .
[d':,, Q= o] ou méme de [dj,, Q,-] n’est pas d’ailleurs une condition
suffisante pour que (A) posstde un correspondant. C'est ainsi que le

i=k
) 1 . v ) F’ 9
systtme (A), rencontré par Jacobi, ot ds? est égal & 2 —ﬁ(if)l dq:
.‘l’ ( i=1 &

T : i(q:) :

(voir Chap. I, p. 54) et ou U= ZF'( ’) admet un systéme com-
plet d’intégrales quadratiques sans posséder en général de correspon-
dants non ordinaires.

Pour former les conditions suffisantes, un procédé consiste & expri-
mer qu'on peut passer de (A) & (A,) par une transformation de la
forme

A2 = dg? — wde.

Ces conditions se présentent comme beaucoup plus compliquées
que dans le cas des forces nulles; mais on les simplifie notablement
en tenant compte immédiatement des conditions nécessaires déja

connues : 1° g: = % ; 2° 'expression (II, —II' ) dg; — (II; — IT;) dg,

est divisible par %dq, — dg;, et le quolient, ds? est indépendant
1

de 75 3° (: g‘)m[ 5 B dz?] est une intégrale de (A), et

, TE
[

A By \fre 31 z]
(A 3') [pi 5 dt} | une intégrale de (A,).
Pour qu'il y ait correspondance avec conservation des geodes1ques,
il faut que do* =o, c’est-a-dire qu’on ait

(I, — W0, ) dg; — (I, — IL,) dg, =0,

conditions nouvelles & ajouter aux précédentes. Mais on peut se de-
mander si ces conditions ne sont pas nécessairement des consé-
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quences des premiéres; autrement dit, si la correspondance avec
conservation des géodésiques (ou du moins d’un faisceau naturel) n’est
pas la seule possible. Il n’en est rien, et pour s'en assurer un moycn
simple est de former un exemple. Je citerai seulement le suivant :
les deux systémes

[T,U] et [T,U,],
)+ (@) (@ v
@) (v ) g

432 2{1 =+ (ZJ‘) (de.) ]

U|=%’

ou

-3

et ot

I

T,

sont correspondants; leurs trajecloires sont des paraboles d’axe pa-
ralléle 4 Oz. Aucun faisceau naturel 2 =a de (A) n’est faisceau na-
turel 2, = @, du second systéme. Observons que ces deux systémes
sont en méme temps homologues; on passe de 'un & V'autre en chan-

1 -1 N
geant z en —, y en 2'-, zen 1 et en faisant ¢ = ¢,. Ce changement de

variable transformc les paraboles trajectoires en elles-mémes.

Si donc on forme, comme je viens del’ indiquer, les conditions suf-
Jisantes pour que (A) admetie un correspondant, les systémes (A)
répondant & ces conditions comprendront comme systémes particu-
liers ceux qui satisfont de plus & la condition que les géodésiques (ou
un faisceau naturel) se conservent. Il est d’autre part trés facile de
trouver des ds? correspondants, par suite des systémes (A) qui admet-
tent des correspondants ayant mémes géodésiques; de ces systémes
enfin on déduit sans peine des correspondants qui possédent un fais-
ceau naturel commun. Les quatre cas que nous avons énuméres au
n° 6 peuvent donc bien se présenter.

- 12. Je reviendrai ailleurs sur les conditions suffisantes en ques-
tion. Je terminerai ces généralités en remarquant qu’elles peuvent
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s'étendre aux équations quelconques provenant du calcul des varia-
tions. Considérons une fonction : -

S(Gos @2y o s T @y Qv -9 G)

assujettic & la seule condition que son hessien relatif aux ¢; ne soit pas
nul, et écrivons les équations

) [ :
(@) ma‘—;-,i——l"Q(anm'-'vqk)’ dt =¢; (=1,2,..,k).

"Si un second systéme analogue (o, ) définit les mémes trajectoires,
on passe de («,) & () par une transformation

dt,
T =0(q0 g - gy @y oy qk),

d’ott I'on peut déduire, en général, une intégrale premiére de (a)
[et de («,)]; dans le cas oli cette intégrale se réduit & une constante
absolue, on connait, en général, une intégrale du systéme (a) ot I'on
aannuléles Q;. Quand f esthomogéneen ¢, ., ..., ¢, et de degré m
(m#oet1), 'analogie avec les équations de Lagrange est presque com-
pléte : il convient la encore de distinguer deux cas suivant que tous
les Q;, Q; sont nuls ou non; ce dernier cas se décompose lui-méme
en quatre autres d’aprés la classification du n° 6.

IV. — CoNSEQUENCES GENERALES ET APPLICATIONS PARTICULIERES
DES THEOREMES PRECEDENTS.

13. Je me bornerai & indiquer bri¢vement ici quelques-unes des
conséquences les plus importantes des théorémes que je viens d'éta-
blir, et aussi quelques applications pour montrer avec quelle facilité
elles découlent de ces généralités.

Tout d’abord, nous savons qu’a un correspondant non ordinaire
(A,)de(A) est attachée une certaine intégrale quadratique soit de (A),

“ds® 2
soit d'un des systémes (%, Q:= o) ou [( U+a) Z—;—,, Q= o]. Cette
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intégrale une fois connue, le calcul du correspondant (A,) n’offre plus
aucune difficulté. Or la détermination des intégrales quadratiques de
(A) dépend, dans I'hypothése la moins favorable, d'un systéme diffé-
rentiel linéaire complet. La détermination des correspondants d’un
sysieme (A) donné n’exige donc jamais que I’intégration d'équa-
tions linéaires. ;

Si, en particulier, on veut résoudre les problémes I et I de I'Intro-
duction, il faut, parmi les ds}, distinguer ceux qui sont homologues
de ds? et calculer les transformations de passage de ds® 4 ds?; recherche
qui r’introduit encore que des équations linéaires. Nolamment, le
calcul des transformations. q;=,(ry, ..., ry) qui conservent les
lrajectoires d’un sysiéme donné n’exige jamais que Uintégration
d’un systéme linéaire complet.

"14. Insistons maintenant sur le probléme particulier énoncé aun
début de I'Introduction : Un systéme (A) étant donné, existe-t-il un
systéme (A\) qui définisse le méme movvement? Pour qu'il en soit
ainsi, il faut et il suffit qu'il existe entre d¢ et dt, une relation de la

forme %‘ =1. Si les forces Q;, Q) sont nulles, pour que les deux

mouvements coincident, il faut donc et il suffit que (A) et (A,) soient
‘deux correspondants pour lesquels A== C A, , C étant une constante. Si
les forces Q;, Q; ne sont pas toutes nulles, il faut et il suffit que (A)
et (A,) soient deux correspondants dont les géodésiques coincident,

et tels de plus que A== CA,; on aura alors B;= §; et Z——i’ =1 pour un
des systemes [ T,, ¢Q'].

Il suit dela que, pour trouver tous les systémes (A,) cherchés, i/
Sfaudra déterminer tous les ds*, soit dS?, ayani mémes géodésiques
et méme discriminant que ds*. A lout systéme de forces Q; corres-
pondra un systéme de forces Q; (et un seul) tel que les deux mou-

vements définis par (%, Q,—) et par (C %’ Q:) coincident (Cest un
nombre choisi arbitrairement ).

On voit aisément que les ds* des surfaces a courbure constante ad-
mettent de tels correspondants ds}, et il en est de méme des ds* des
surfaces & courbure constante de I'espace & (k +1) dimensions. Pour
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k = 2, il n'existe pas d'autres ds? jouissant de cette propriété, mais
pour & > 2 il n’en est plus ainsi. M. Liouville (') a déterminé tous les

’ 2
ds? a trols variables tels que le mouvement défini par (g%, Q= o)

puisse étre aussi défini par un second systéme ( a’ Q= o) et tel de

plus que les discriminants A et A, de ds? et de ds} soient identiques.
D’aprés ce qui précéde, cette derniére condition est inutile et rentre
dans la premiére, Les ds* déterminés par M. Liouville constituent
donc tous les ds? & trois variables, tels que le mouvement défini par

2 rep .
un systéme (%, Q,-) puisse étre aussi défini par un autre systéme dis-

2
tinct du premier (Zt,, Q',)

15. Revenons aussi sur le probléme II de I'Introduction : « Etant
donné le systéme (A) ou (%i;, Q,-), déterminer des forces R’ telles

que, si on les substitue aux Q;, les nouvelles trajectoires se déduisent
des premiéres en changeant g:en 9;(q.s g2y -+ +) x)- » Les trajectoires

de ( Ak Q,) tde( ‘,, R) comprendront un faisceau commun, & sa-

voir les géodésiques de ds?. Deux cas sont A distinguer suivant que ce
faisceau se transforme ou non en lui-méme quand on change ¢; en
©:(g1y ++ +» g)- Occupons-nous seulement du premier cas.

La transformation ¢;= ¢, et son inverse substituent alors & ds? deux
ds® homologues, soit ds® et ds; (*), dont les géodésiques coincident

. 1 2 1 »
avec celles de ds?. Par suite, tout systéme (%, Q,-) posséde un cor-

respondant de la forme (:%E, Q}); I'homologue déduit de ce corres-
1

pondant en changeant les ¢; en ¢;(g,,..., ¢x), est de la forme

[ a’ R’] et les forces R; conviennent au probléme.

Si done les géodésiques de ds* admettent une transformation

(1) Voirles Comptes rendus, avril 1891.
(?) ds} peut d'ailleurs coincider avec ds?,

Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. I, 18¢4. 2
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q:=9; en elles-mémes, a lout systéme de forces Q; correspondent
' d.

. \ . 2 ' ’
des forces R,, telles que les trajectoires dé finics par <—(Fs, ) R‘.) se dé-
1

. . . P . (ds?
duisent des trajectoires ‘deﬁmes pai (27,3 Qi> en changeant q; en
CP:'(?H Gayg ey 9'/:)-

16. Que les géodésiques se conservent ou non, est-il possible que
la transformation ¢;= g, soit conforme, je veux dire change ds® en
“(q1s qay -+, i) ds?? §'il en est ainsi, 'inverse de cette transforma-

g \ 2 ' .
tion substitue au systéme ((i{lj—, ) Rl.) un correspondant de ‘A, soit
1
2
(:—;—:—% ’ Q:.), ou ds}=u.ds*; il faudra donc qu’on ait ou bien ds} = Cds®
et Q;=cQ;, oubiends?=(aU + b)ds*et U, = (%_-5 On détermi-

niera donc tous les ds? de la forme C ds?, ou dela forme (aU + b)ds®

(quand U existe), qui sont homologues de ds*, et toutes les transfor-
. ’ j=k

mations de passage ¢;= ¢;; sil’on prend R, = C 2 S—Z Qi (91y-eer )
i=1
pour le premier cas, et si 'on change les ¢; en 9,(q,, ..., ¢;) dans
C . ' .

. wUgpow le second, on obtient des forces R, ou une fonction de
. 2, ] , ,

forces U’ telles que les trajectoires de (3—:;, R,,) ou de (,i{l;‘" U) se de-

i 1

duisent des premiéres par une transformation conforme.

~ Par exemple, soit ds* = da® + dy*. En outre de la transformation

banale définie par 1'égalité = + iy =(A + iB)(z, = iy,)+ C + D,

il existera d’autres transformations conformes faisant passer des tra-

. . ds? . . ds* . . .

jectoires de ((-Eg, Q,-) aux trajectoires de (d—t}’ R,_), si U existe et satis-

otlogU  gtlogU
ozt g y?

fait a la condition == 0. Posons alors

~logiU+iV=log & + A+ B,

f, représentant une fonction analytique de z=ux + iy; l'égalité
3, = f,(3) définit deux fonctions x = @(,,¥,), ¥ = ¢(z,,¥,); soit
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U’ ce que dcvnentl’expressmn quand on y change x et y en go(a:, ¥)
ik U’) se déduisent de celles

du systéme (d . U) en changeant z et y en ¢(x,) et §(x,y). Clest

un théoréme de M. Goursat (').

ct Y (2, y); les Lrajectoires du systéme (

17. L’application de certaines des remarques précédentes permet
de retrouver sans peine tous les résultats déja obtenus par les divers’
auteurs qui se sont occupés de systémes correspondants particuliers.
Par exemple, les géodésiques de ds*==dx® + dy* admettent le groupe
des s ansformauons homographiques 4 deux variables. D'aprés le
théoréme du n® 43, a chaque systéme de forces Q; correspondent des

forces R’ telles que les trajectoires de < TR’ Q) et de( ) R) se dé-

duisent les unes des autres par une transformation homographlquc
quelconque donnée a 'avance. Les formules de passage découlent im-
médiatement des formules établies dans le Chapitre II (p. 49) sur
les correspondances qui conservent les géodésiques. On retrouve ainsi
les résultats bien connus de M. Appell.

Il est clair que les mémes conclusions s’appliquent aux ds* a deux
variables dont les géodésiques admettent la transformation homogra-
phique la plus générale. Quels sont ces ds*? Leurs géodésiques étant
des droites Ag,+Bg,+ C=o0, ces ds* sont correspondants de
dx®+ dy?, et possédent par suite trois transformations infinitési-
males en eux-mémes (voir Chap. IlI, Section V, p. 72) : d'aprés un
théoréme de M. Lie, ce sont les ds* de surfaces & courbure constante.
D’autre part, on voitimmédiatement, sur la sphére et la pseudosphere,
que toute surface a courbure constante est représentable géodésique-
ment sur le plan. De cette seule remarque, il résulte (Chap. II, Sec-

tion VI, p. 48) que tout mouvement ( P Q,) sur une surface a

courbure constanie correspond a un mouvement plan, et que les

surfaces & courbure constante sont les seules & jouir de cette pro-

(*) Voir les Comptes rendus (avril 1889) et la Note de M. Darboux faisant
suite a celle de M. Goursat,
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priété. On connait les travaux de MM. Paul Serret, Appell et Dau-
theville sur la question. ‘

Toutes ces remarques peuvent étre répétées sans modification pour
les ds? de la forme dz? + ...+ dx?, et pour les ds® des surfaces &
courbure constante de l’espace a (k +1) dimensions.

Mais les généralités développées dans ce Mémoire comportent beau-
coup d’autres applications enti¢rement nouvelles. C'est ainsi qu'elles
permettent, pour k = 2, d’élucider complétement la question des cor-
respondants, d'en former tous les types [en s’aidant des travaux re-
cents de M. Keenigs (')] et, par suite, de déterminer les groupes des
transformations des trajectoires. Cette derniére recherche peut d’ail-
leurs étre effectuée par un proeédé direct. Dans un Mémoire ulté-
rieur, en méme temps que je reviendrai sur les conditions suffisantes
pour qu'il existe des correspondants, je traiterai en détail les applica-
tions les plus importantes et notamment celles qui concernent les sys-
témes & deux et trois parameétres.

(1) Voir les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (1893).




