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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Mémoire sur la transformation des équations 

de la Dynamique; 

PAR M. PAUL PAINLEYÉ. 

INTRODUCTION. 

1. Etant donné un système d'équations de Lagrange 

(A) = di=1> (j = i, 2,A), 

où les Q/ ne dépendent ni des vitesses ni du temps et où Τ, forme qua-
dratique par rapport aux q\, est aussi indépendante de t 

2T = E aij q'i q'j = ds2/dt2 Aij = Aji 

on peut se demander s'il existe d'autres systèmes analogues (A<) qui 
définissent le même mouvement que (A). La question ainsi posée est 



6 PA.INLEVÉ. 

assez restreinte, mais elle acquiert une tout autre portée si l'on assu-
jettit seulement le système (A<) à la condition que les trajectoires de 
(A) et de (A,) coïncident, le mouvement sur ces trajectoires diffé-
rant, en général, d'un système à l'autre. Autrement dit, le problème 
consiste à former les systèmes 

W, \W, ) ~ = Q
<
 (î

" '"
 îa)

' = 1' (A,) 
(i= 1, 2, ..., k) 

OÙ 
îT,=^Aij q'i q'j = ds/dt 

qui définissent entre les q( les mêmes relations que (A). Deux tels 
systèmes (A) et (A,) seront appelés CORRESPONDXNTS. 

2. A ce problème .se rattache un problème d'apparence plus géné-
rale qui, pour être posé avec netteté, demande quelques explications. 
Le changement de variables 

(0 il = ?i(r«,'a, ··..'*), ···, qk=*k(r
n

r
u

,rk), 

d'où l'on tire inversement 

(2) r, = ψ,(?,, y*, >α=Ψλ-(?,,?
2

, ...,qk), 

transforme ds5 en une expression de même nature di'1 : 

^=^Α
/;
·(9„φ,, ..., φ*) d^i 2B

/V
(r,, r

a
, ../·*) d/\ d/'j, 

et le système (A) en un système 

It\dF-)~ àFi ,··'/>)' ~dï~Vi 
(13) 

(7 = 1, 2,A), 

où 

2r = da2/dt2R<=Q.(?.. ?.. · · ·> +· · -+Q»(?.. ?»···>?»)dclk/dri 

Nous dirons que les expressions ds* et efcra, et de même les systèmes 
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(A) et (B), sont HOMOLOGUES (*) et admettent la transformation (I) 

comme transformation de passage. En particulier, si ds2 et da2 [ou 
(A) et (B)] coïncident quand on fait £,·= 77(1" =1,2,..Zr), la trans-
formation (1) sera une transformation du ds2 [ou du système (A)] en 
lui-même. 

A un ds2 [ou à un système (A)] donné, une transformation (1) fait 
correspondre un homologue et un seul; inversement, entre deux 
expressions homologues ds2 et da2 [ou entre deux systèmes homo-
logues (A) et (Β)], il n'existe qu'une transformation de passage, à 
moins que ds2 [ou (A)] n'admette des transformations en lui-même. 
En combinant, en effet, avec une transformation de passage une trans-
formation quelconque du ds2 [ou de (A)] en lui-même, on obtient 
une nouvelle transformation de passage et on les obtient toutes ainsi. 
Ces transformations du ds2 [ou de (A)] en lui-même définissent tou-
jours un groupe, continu si elles dépendent de constantes arbitraires, 
discontinu dans le cas contraire. (On démontre aisément qu'elles ne 
peuvent dépendre de fonctions arbitraires.) Il n'y a donc jamais de 
difficulté à reconnaître si deux expressions données ds2 et da2 [ou deux 
systèmes donnés (A) et (B)] sont homologues, non plus qu'à déter-
miner les transformations de passage, dans le cas où le groupe des 
transformations du ds2 en lui-même est discontinu et notamment se 
réduit à la transformation identique. Mais, dans le cas où ce groupe 
est continu, les transformations de passage dépendent d'équations 
différentielles. D'après les théories de M. Lie, tout le problème re-
vient à déterminer les transformations du ds2 [ou de (A)] en lui-même, 
et cette recherche se ramène à l'intégration d'un système linéaire 
complet. 

Observons enfin que, si (A) et (B) sont homologues, il en est de 
même a fortiori de ds2 et de da2

i mais que la réciproque n'est évidem-
ment pas vraie. En particulier, une transformation 37= <p

t
· du ds2 en 

(*) Quand les deux ds2 que l'on compare, portent sur les mêmes lettres, soit 
dsz et ds\

}
 ds\ sera dit homologue de ds1 s'il coïncide avec un des homologues 

de ds*, soit dv*, où l'on a fait rt — qt(i~ 1,2, ..., k). De même (A) et (A,) se-
ront dits homologues si (A) coïncide avec un des systèmes (B) où l'on fait 
ri = qi et t= t1 
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lui-mèmé ne conserve (A) que si 1 on a : 

2 Q;(?" ···>'·»)> Pour i = i,2,.·.,*· 
i 

Plus généralement, soit (A) et (B) deux systèmes homologues : 
quand ds^.cid^ admettent plusieurs transformations de passage, ces 
transformations qt = φ,·sont de deux espèces, suivant qu'elles satisfont 
ou non aux conditions 

B/= Qi(?n ?25 · · ·> +· ■ ·+ Qa(?M ?2» · · ·» ?a)^-

( £ — 1, 2, ..., Λ ) ; 

les premières seules transforment (A) en (B). 

3. Ceci posé, cherchons tous les systèmes (B,) 

(B,) 
B/= Qi(?n ?25 · · ·> +· ■ ·+ Qa(?M ?2» · · ·» ?a)^-

(i — ι, 2,..., h), 
où 

2Τ, =2Β;;(γ„ ;·„ ../'*)>·; r'j== , 

tels que les trajectoires de (B,) se déduisent de celles de (A) par 
un changement de variables (i), = φ,·. Le changement de va-
riables inverse (2) transformant (B,) en un correspondant (A,) de 
(A), les systèmes (B,) en question se composeront des homologues 
de (A) et des homologues de tous ses correspondants. La seule 
difficulté consiste donc à déterminer les correspondants (A,) de (A). 

Parmi ces systèmes (B,), il en est de remarquables, ce sont ceux où 
dsse confond avec cfe2, quand on fait qi = rfi = ï , 2,..., k). Si un 
tel système (B,) existe, le mouvement défini par (A) jouit d'une pro-
priété importante : on peut dans (A) substituer aux forces Q, d'autres 
forces, à savoir les forces RJ qf), telles que les nouvelles 
trajectoires se déduisent des premières en changeant les qt en 
ofqi, ...,qh). Dans le cas particulier où les Q

{
· et les R| sont iden-

tiques [c'est-à-dire où (A)et(B,) coïncident quand on fait y
f
-=r/, 

ί = ί,], la transformation qi — ^i transforme en lui-même l'en-
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semble des trajectoires de (A). D'autre part, il est clair que la trans-
formation inverse (2) ramène (B,) à être un correspondant {A,) de 
(A) dont le dsJ est homologue de ds2. D'après cela, posons-nous les 
deux problèmes suivants : 

I. Déterminer les substitutions (1), q^ — φ^·, qui transforment en 
lui-même l'ensemble des trajectoires de A. 

II. Déterminer les systèmes de forces RJ (gy, q.
iy

..., qk) telles 
que

y si on les substitue aux Q,· dans (A), les nouvelles trajectoires 
se déduisent des premières en changeant les q( en ®i(q{, £2,..., qj). 

Pour résoudre le premier problème, il faut calculer tous les corres-
pondants (A,) de (A) qui sont en même temps ses homologues. Les 
transformations cherchées se composent de toutes les transformations 
qui font passer de (A) à chaque système (A<); elles comprennent no-
tamment les transformations de (A) en lui-même. 

Pour résoudre le second problème, il faut calculer tous les corres-
pondants (A,) de (A) dont le dsJ est homologue de ds~. Toutes les 
transformations de passage qui existent entre ds* et chaque ds*, soit 
qi — définissent les systèmes cherchés de forces RJ, à savoir 

B/= Qi(?n ?25 · · ·> +· ■ ·+ Qa(?M ?2» · · ·» ?a)^-

(i= 1,2,...,A). 

Elles comprennent notamment les transformations du ds8 en lui-
même. 

4. Ce qui précède suffit à montrer l'intérêt qui s'attache à l'étude 
des systèmes correspondants. C'est à la démonstration de quelques 
propriétés générales de ces systèmes qu'est consacré le présent Mé-
moire. Dans un autre travail, je développerai les principales appli-
cations de ces propriétés et notamment la solution des problèmes I 
et II dans le cas de deux ou trois paramètres. 

Si l'on convient de représenter un système (A) par le symbole 
Jourm. de Math. (4* série), tome X. — Faso. I, 189.4. 2 
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(^, Q/^, ou encore quand les Q/ dérivent d'un potentiel U, 

les principaux résultats que j'ai obtenus se résument ainsi : 

En premier lieu, un système quelconque ί QA admet toujours 

une infinité de correspondants, à savoir les systèmes [C cQ
£
j, 

où G etc sont deux constantes. On peutpiisser du système (A) à un de 

ces correspondants (A, ) parla transformation ·. ~~ = if — (1 ). Quand 

toutes les forces Q/ sont nulles, on passe de (A) à (A,) en faisant 

dt1/dt= c, c désignant une constante arbitraire. Je dirai souvent dans 

la suite que ds2 et C ds* sont deux ds% semblables, et de même 
que les systèmes de forces Qt et cQ,· sont deux systèmes de forces 
semblables, ou encore que ds- et C ds2 (et de même les systèmes Q, 
et CQ,·) ne sont pas distincts. 

Un système (A) quelconque n'admet pas en général d'autres 

correspondant. S'il en admet un, soiQJj, il en admet une 

infinité, à savoir '
 c

 Qiji
 nous dirons que ces correspondants ne 

sont pas distincts du premier. 
En second lieu, admettons que les Q

f
- dérivent d'un potentiel. Le 

(ds^ \ système Î^J U j admet une infinité de correspondants, indiqués par 

M. Darboux, à savoir les systèmes j^(aU ■+■ β) ^·> α

' β'"
1

'' * 
sont des constantes assujetties à la seule condition αδ — βγ^ο. La 
correspondance entre (A) et un tel système (A,) jouit d'une propriété 
remarquable : associons les trajectoires de (A) en faisceaux na-
turels, j'entends en faisceaux qui satisfont à la condition Τ — U = A, 
h étant une constante déterminée, et comparons les faisceaux natu-
rels de (A) et de (A,); on trouve que tout faisceau naturel de (A) 

(') Ce sont là des propriétés bien connues, signalées depuis longtemps par 
M. Bertrand dans ses travaux sur la similitude en Mécanique, et dont M. Ap-

pell, en faisant — = — j, a tiré une interprétation du temps imaginaire. 
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coïncide avec un faisceau naturel de (A, ), les valeurs de h et de //, 

se correspondant par la relation h = Cette propriété est ca-

ractéristique de la transformation de M. Darboux. On passe de (A ) 
à (A,) par la transformation 

(αδ — $}')dt] = (atJ 4- β)2[a ds2 — c?/3(aU 4- β)]. 

Ces systèmes (A,) se confondent avec ceux que j'ai indiqués en 

premier lieur pour a=0 Un systèmeU J quelconque n'admet 

pas en général d'autres correspondants. Nous donnerons à tous ces 
systèmes (A, ) le nom de correspondants ordinaires de (A). 

iî. J'arrive maintenant aux systèmes (A) qui possèdent des corres-
pondants distincts de ces correspondants ordinaires. 11 convient ici 
d'étudier à part le cas où il y a des forces et le cas où tous les Q,sont 
nuls. 

PREMIER CAS. — Tous les coefficients Q,· sont nuls dans (A). 11 en 
est de même alors nécessairement dans tout système correspon-
dant (A,). On se trouve ainsi ramené à l'étude des couples de ds2 

correspondants, en appelant ds2 correspondants deux ds2 dont les 
géôdésiques coïncident. C'est, pour k = 2, le problème de M. Dini, et 
le théorème démontré par ce géomètre rentre comme cas particulier 
dans le suivant : 

Soit ds2 et ds* deux ds2 correspondants (non semblables), et Δ 
et Δ, leurs discriminants {relatifs aux dq(). L'expression 

s 

/ Δ \1+A' ds\ 
\V <*s* 

est une intégrale première des géôdésiques; les expressions 

a a 
/ Δ / Δ, \1+* ds* 
A1 dt2 A dt21 
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sont donc respectivement des intégrales quadratiques des deux sys-
tèmes 

(aï'Q<=0) et (®i'Q'=0)· 

De plus on passe d'un système à l'autre par la transformation 

W dt /"I dt\ 

A1+k A11+k 

C désignant un nombre choisi arbitrairement (ou même, si l'on \eut, 
une intégrale première quelconque des gcodésiques). Un ds* ne peut 
donc admettre de correspondant ds\ (non semblable) sans que le 

système Q, = admette au moins une intégrale quadratique 

distincte de celles des forces vives ('). 
L'étude de ce cas particulier où les forces sont nulles entraîne d'im-

portantes conséquences pour le cas général, notamment celle· ci : si ds2 

ET SONT CORRESPONDANTS, i° pour tout système de forces Q,, on 

petu trouver des forces q'; telles que ls deux systèmesdt1' Q{ ) 

et ( Qij soient correspondants, et l'on peut alors passer d'un 

système à l'autre par une transformation de la forme (i) où G est 

un nombre déterminé; 2° deux correspondants Q,·^ et Q'^ 

quelconques rentrent dans les précédents, c'est-à-dire qu'on peut 
passer de l'un à l'autre par une transformation (i). 

(1 ) Cette intégrale ne se confond avec celle des forces vives que si cfof = C ds-. 
Il peut d'ailleurs arriver que ds2 admette un correspondant et que le système 

\ dû' Qi==0) ne P°ssède avec l'*ntégrale des forces vives qu ^ une seule intégrale 

quadratique, comme le montre l'exemple du couple de correspondants : 

ds* = φ(<7,, ff2) (dq'i -bdq*)-{- dq\ 
et 

ds21= <p(?i> qt)(,dq\+dq\) + cdq\
t 

où c est un nombre quelconque. 
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Cette proposition est complétée par une double réciproque : 

I. Sji l'on peut passer dun système ds2/dtQH à un système 

( i 2 \ 
où les Q/, Q

z
. sont DONNÉS, par un changement de variable 

tel que 

dt1/dt= >(?■,?« ···.?*)» 

ds2 et ds] sont correspondants, et les résultats précédents s'appli-
quent. 

II. Si deux système ^5 » Q
t
-j et > Q'

Z 
J se correspondent pour 

DEUX systèmes distincts de forces associées}
 soient Q

{
 et Q

z
 d'une 

part, (Qj) et (QV) d'autre part, efoa ci ds] sont aussi correspon-

dant ; et par suite, QUELS QUE SOIENT LES Qi,dfi' Q'J 

admet des correspondants de la forme Q'
t
J · 

Cette dernière proposition suppose toutefois h > 2. Pour k = 2, 
on sait seulement que le nombre ν des systèmes associés (distincts) de 
forces Qj·, Qj. ne peut dépasser 3 (ds2 et ds] étant donnés) sans que 
les géodésiques de ds2 et cfo* coïncident (et ν est alors infini) ; si ν =3, 
ds2 est le ds2 d'une surface à courbure constante (de même que cfo;). 

DEUXIÈME CAS. — Les forces Q
t
 de (A) ne sont pas toutes nulles. 

On démontre qu'on peut passer du système (A) à un système corres-
pondant (A,) par un changement de variables bien déterminé de la 
forme 

3ϊΐ=λ2(?"?* ?i)(a£ -ν) = λ2(τ-Υ), 

l'égalité τ — V = const, étant vérifiée par tout mouvement de (A), 
ce qui exige que τ — Y soit ou une intégrale quadratique de (A) ou 
une constante absolue.On se trouve amené alors à distinguer plu-
sieurs hypothèses possibles : 

I. (τ — V) se réduit à une constante absolue; —■ = λ. C'est le cas 



L4 PAINLEVÉ. 

traité précédemment où ds2 ETÉFO* sont CORRESPONDANTS; le système 

[Wi, Q/ = oj admet une intégrale quadratique. 
II. Il existe une fonction de forces U, et τ — V coïncide avec 

Τ —(Uh-a). Les deuxsystèmes [(U + β)^,'û^rs] e<(g!j>Ql), 
dont le premier est un correspondant ordinaire de (A) sont cor-
respondants en même temps que (U -f a)ds* et ds* ; ils jouissent 
donc des propriétés indiquées plus haut : le système 

[(U + a)^-,, Qi = o] 

admet une intégrale quadratique. Quant au système 

6K)· 
il admet une intégrale quadratique non seulement quand on annule 
les Q), mais pour les donnés. 

III. (Hypothèse générale). — L'égalité τ — V = const, définit 
une intégrale de (A) distincte de celle des forces vives. Les sys-
tèmes (A) et (A,) admettent alors une intégrale quadratique. 
Il convient de signaler dans cette hypothèse deux cas particuliers : le 
cas où, U, existe et où les géodésiques de ds- coïncident avec un 
faisceau naturel T, — U, = a, de (A,) [c'est l'hypothèse II où Ton a 
permuté (A) et ( A,)J ; et le cas où U et U, existent et où deux fais-
ceaux naturels Τ — U = a et T, — U, == a

K
 de (A) et de ( A,) coïnci-

dent. Dans l'un et l'autre cas, la transformation de M. Darboux permet 
de rentrer dans l'hypothèse I où les géodésiques de ds2 et de ds] coïn-
cident et, par suite, d'appliquer les conclusions énoncées à propos du 
premier cas. 

6. Les propriété»que je viens d'énumérer sont des conditions né-
cessaires mais non suffisantes pour qu'un système (A ) admette des 
correspondante ordinaires : elles ne sont suffisantes que pour k = 2. 
Mais ces propriétés permettent de former sans peine, et en les simpli-
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fiant singulièrement, les conditions suffisantes, et parmi ces conditions 
elles représentent les plus importantes, celles qui mettent en évidence 
les caractères essentiels des systèmes (A) étudiés. Parmi les consé-
quences qu'elles entraînent, je citerai celles-ci : 

Soient j^> Q/j et |Q^J deux systèmes correspondants non or-

dinaires : i° on n'a jamais ds\ == q
k
) ds*; 2° si Q,· et Q· dé-

rivent des potentiels U et U,, il n'existe pas, en général, de faisceau 
naturel T — \J — a de (A) qui coïncide avec un faisceau naturel 
T, — U, = a de (A,), et il n'en existe JAMAIS plus d'un. [Parmi les 
faisceaux naturels nous comptons le faisceau des géodésiques qui cor-
respond à a (ou at) = so.] 

Mais voici une autre conséquence bien plus importante : La re-
cherche des correspondants (A,) d'un système (A) donné, et en 
particulier la recherche des groupes de transformations des tra-
jectoires de (A), n'entraînent jamais que l'intégration de systèmes 
linéaires complets. 

Enfin, à toute intégrale de (A) algébrique et entière (ou ration-
nelle) en q\, ..., qk correspond une intégrale analogue et de même 
degré de (A,) ('). Ceci s'applique notamment aux intégrales li-
néaires : d'où il résulte, d'après un théorème de M. Lie, que deux ds-
correspondants possèdent le même nombre de transformations in-
finitésimales en eux-mêmes. De cette remarque et des théorèmes 
établis plus haut sur les correspondances qui conservent les géodési-
ques, découlent immédiatement toutes les propositions déjà connues 
sur la correspondance entre les mouvements plans et les mouvements 
sur une surface à courbure constante : et les propositions analogues se 
trouvent ainsi établies pour un nombre quelconque de paramètres. 

7. Revenons maintenant aux problèmes que j'ai posés au début de 
cette introduction : 

Tout d'abord les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
le mouvement défini par (A) puisse être défini par un autre sys-
tème (A,) sont évidemment les suivantes : i° (A) et (A,) doivent 

(') Ce théorème n'est nullement évident, mais résulte dé la forme particulière 
de la relation qui existe entre dt et dtv. 
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être correspondants en même temps que ds8 et ds] ; 2° Δ et Δ, doi-
vent être identiques {à un facteur constant près). 

Quant aux systèmes B< (voir p. 8) dont les trajectoires se déduisent 
de celles de (A) par une transformation qi = 9/(r,, r

a
, ..r

k
), leurs 

propriétés découlent immédiatement des propriétés des systèmes (A,). 
Jeme borne à signaler explicitement ce théorème maintenant évident : 
On peut, dans tous les cas, passer de (A) à (Β, ) par un change-
ment de variables 

?,· = ?,·('·.,···>'·*)> = *(?«>?« ···! ïi)[t-VJ, (ί = I, 2, k), 

l'expressionτ — V définissant une intégrale quadratique de (A), 
à moins qu'elle ne se réduise à une constante. Dans ce dernier cas, 
la substitution qt = <p,· transforme l'un dans l'autre les deux fais-
ceaux de géodésiques; réciproquement, si les géodésiques de (A) 
et de (B,) se correspondent par la transformation q

{
 = oh on a 

dt1/dt = y q1,... qk) 

et, QUELS QUE SOIENT LES Q
t
· dans (A), il existe des systèmes (B,) 

dont la force vive est ̂  · 

Si l'on connaît notamment une transformation qt = φ,· des géodé-
siques de ds2 en elles-mêmes, pour tout système de forces Q, de (A) 
on pourra calculer des forces RJ telles que les trajectoires du système 

[fÊf' se déduisent des trajectoires de (A) en changeant q
t

 en 

φ,·(^
η
 ...,qk). Par exemple, la transformation homographique la 

plus générale conservant les géodésiques de ds-==dq] + dq\-\- dq\, 
à tout système de forces Q

f
- on pourra associer des forces R) telles que 

les trajectoires de ds2/dt2Q,J et de | » Rj.J se déduisent les unes des 

autres par une transformation homographique donnée. En appliquant 
à ce cas particulier les formules générales de correspondance établies 
dans ce Mémoire, on retrouve les résultats bien connus de M. Appell. 

Je dirai enfin quelques mots d'un problème assez analogue à la 
recherche des correspondants et qui concerne les systèmes (A), où 



SUR LA TRANSFORMATION DES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE, 17 

les forces dérivent d'un potentiel U. On sait que chaque faisceau 
naturel de trajectoires Τ — U = a coïncide avec les géodésiques de 
(U -ha) ds2. On peut chercher si d$'2~( U 4- a) ds8 admet, quel que 
soit a, un ds2 correspondant (non semblable), soit ds2. Il est clair 
que cette recherche rentre entièrement dans l'étude des couples de ds2 

correspondants. Mais quelle analogie peut-il exister entre les ds'2 et 
les correspondants (A, ) de (A) ? Tout d'abord, on voit sans peine que 
si ds'2 possède (quel que soit a)un correspondant ds^Xe système (A) 
possède toujours une infinité de correspondants distincts dépendant 
d'une constante arbitraire : la réciproque d'ailleurs n'est pas vraie. 
Mais la question précise qui nous intéresse est la suivante : Se peut-il 
qu'un des systèmes ds1/dt'3y Qj ο (où ds'* dépend de a) se rattache 

à un certain système U, > indépendant de a, de la même ma-

nière que [cfe'2, Q/ = o] se rattache à ( A)? Cela revient à se demander 

si (A) petu admettre des correspondants non ordinaires ds2/dt2 U1 

tels que tout faisceau naturel de (A) soit faisceau naturel de (A,); 
nous avons dit que cela n'avait jamais lieu. La recherche des sys-
tèmes correspondants des (A) et celle des ds2 correspondants de 
(U 4- a)ds2 constituent donc toujours deux problèmes distincts. 

8. Je terminerai cette Introduction par un bref historique des 
recherches antérieures. Ce sont les travaux de M. Appell sur l'homo-
graphie en Mécanique qui m'ont conduit à étudier les questions géné-
rales dont traite ce Mémoire. Dans deux publications de VAmerican 
Journal (1889-1890), M. Appell avait montré qu'à tout mouvement 
plan (ou de l'espace ordinaire) on peut, à l'aide d'une transformation 
homographique quelconque, faire correspondre un autre mouvement 
plan (ou de l'espace) produit par d'autres forces (les forces étant tou-
jours indépendantes des vitesses); et il avait donné de ce principe de 
remarquables applications à la théorie des forces centrales. A la fin du 
premier Mémoire, M. Appell posait, d'après M. Goursat, le problème 
plus général suivant : Étant donnés deux ds2, soit ds2 et ds2, pour 
tout système de forces Q, existe-t-il des forces R^, telles qu'on passe 
du système Q,J au système I ̂  ? R^-J en changeant les en 

Journ. de Math. (4e série), tome X. — Fasc. I, 1894. 3 
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<P/(^i? ^2> ···>£*)> cl rf/ e/ι X(gq, gq,..., q
k
)dt

x
1 II indiquait à ce 

sujet comme vraisemblable cette proposition (démontrée dans le cas 
de l'homographie) : Si pour des forces Q

t
· quelconques (ds2 cl ds\ 

étant donnés), fa substitution qi = Φ,·, dti='kdt, transforme le 

système Q/J en un système \^jv R/J' elle fait correspondre 
les géodésiques de ds2 et celles de ds\. Cette proposition, vérilléc 
par M. Dautheville pour k = 2, a été démontrée, ainsi que sa réci-
proque, par M. Appell lui-même dans une Note du Bulletin de la 
Société mathématique (i5mars 1892). Dans une Note parue presque 
simultanément dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences 
(12 avril 1892) (2), j'ai résumé les principaux résultats contenus dans 
ce travail, résultats qui renferment notamment la proposition précé-
dente, mais complétée, ainsi qu'on l'a vu plus haut (n° 5, p. 11-τ3); 
un des compléments les plus importants consiste en ce fait que, si les 
deux faisceaux des géodésiques de ds2 et de ds'\ se transforment 
l'un dans l'autre par un changement des variables q

n
 on peut 

toujours passer du système Q
t
=oJ> au système R^=o 

en changeant les qt en Φ,· qj) ET dt EN \dt
K

. Par exemple, i 
suffit d'après cela de savoir que toute surface à courbure constante 
est représentable géodésiquement sur le plan, pour être assuré qu'à 
tout mouvement plan [où les forces Qi(^0 Qi(Çi) sont quel-
conques], on peut faire correspondre un mouvement sur une surface à 
courbure constante. 

La question que je m'étais posée me conduisait naturellement à gé-
néraliser le problème de M. Dini qui coïncide avec la recherche des 
correspondants dans le cas particulier où k — 2 et où les forces sont 
nulles. Sur ce problème, M. Liouville avait antérieurement publié 
deux Notes : dans la première {Comptes rendus, G avril 1891), il 
déterminait tous les ds2 à deux ou trois paramètres tels que le mou-
vement défini par les système—, Q/== ο fut défini aussi par un 

autre système Qj = o que de plus les discriminants A 

(') Voir aussi les Comptes rendus du 16 mai, du i3 juin, du 10 octobre, du 
7 novembre, du 21 novembre 1892 et du 2 janvier 1893. 
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el A, de ds2 et ds\ fussent identiques ('). Dans la seconde (Comptes 
rendus, 16 décembre 1891), consacrée aux intégrales quadratiques, 
M. Liouville observait que, si, pour k = 2, les cas où le système 

ds2/dt2Q/ = o admet une intégrale quadratique sont aussi ceux où . 

e problème de M. Dini a des solutions, pour /f > 2 il n'en est plus de 
même, et annonçait des travaux ultérieurs sur la question. Après ma 
publication du 11 avril i892,lememe auteur a fait.connaître (loc. 
cit., 20 avril 1892) (2) les résultats qu'il avait obtenus par une mé-
thode toute différente de la mienne. Cette méthode, qui repose sur les 
conditions suffisantes pour que deux ds2 soient correspondants, met 
en évidence ce fait bien remarquable qu'w/ι ds2 ne peut posséder un. 
correspondant sans en posséder une infinité de la forme 

rl
 ο CA_1 4- C/-î d<s\_j 4-... -f- C dc\ 4- da* 

d2 

où C est une constante arbitraire dont dépend δ; de là résulte pour 

le système Q, =oJ l'existence de (k — 1 ) intégrales quadra-

tiques (en outre de l'intégrale des forces vives). Il reste toutefois à 
reconnaître si ces intégrales sont distinctes : un exemple cité plus haut 
[voir la note de la page 12) montre qu'elles peuvent se réduire à 
une seule. 

La méthode de M. Liouville s'applique évidemment à la recherche 
des cas où ds'2~[U + h)ds2 admet des correspondants quel que 
soit h; mais cette recherche, comme je l'ai dit, est toujours distincte 

de celle des correspondants de^ > U et l'on n'en peut déduire au-

cune propriété de ces derniers systèmes. Les travaux de M. Liouville 
et les miens ne se rencontrent donc que dans le cas où toutes les 

(!) D'après ce qui précède, celte seconde condition est inutile, elle est tou-
jours conséquence de la première (n° 7, p. i5) ; les ds1 calculés par M. Liou-
ville sont donc les seuls ds2 à trois paramètres tels que le mouvement sur leurs 
géodésiques coïncide avec un autre mouvement analogue. 

(*) Voir aussi les Comptes rendus du 23 mai, du 12 septembre, du 3i octobre 
et du i4 novembre 1892. 
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forces sont nulles. Il serait loisible toutefois de se servir des résultats 
de M. Liouville concernant les ds2 correspondants pour étudier le 

cas où les systèmes QiJ.et Q<"
 se correspondent avec con-

servation des géodésiques, ainsi que les cas qui se ramènent à 
celui-là par la transformation de M. Darboux. Mais même pour traiter 
ces cas particuliers, j'aurai recours exclusivement, dans ce travail 
et dans les applications qui lui feront suite, à la méthode que j'ai 
exposée lors de ma première Communication. 

Avant de passer à la démonstration des théorèmes énumérés plus 
haut, j'indique immédiatement une notation qui me sera utile; il me 
faudra souvent prendre les dérivées des mêmes variables q

n
 q

2
, .. ·, 

qk par rapport aux deux variables différentes t et ou à l'une d'entre 

elles, soitgv Je représenterai invariablement par q\ la dérivéedqi/dt 

par (gé) la dérivée — > par q'
ti)

 la dérivée d'après cela, q'itl 
sera égal à l'unité. 

CHAPITRE I. 

Propriétés générales des équations des trajectoires. 

1. — NOMBRE DE CONSTANTES DONT DÉPENDENT LES TRAJECTOIRES. 

1. J'établirai tout d'abord quelques propriétés très simples des 
équations différentielles dont dépendent les trajectoires. 

Un système d'équations de Lagrange, 

dt\dq',) dq,
 —···>?*)> rff —?/ (A) 

i=1,2,... k 
OU 

2'Γ =y)A,·,·(?„ q,, ..q
k
)q, q)= ̂  (A,y= A,·,·), 
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définit (2/1 — 1) des variables q
X)
 q

2)
 ..., qh q\, qqk en fonc-

tion de l'une d'entre elles et de (2/f — 1) constantes arbitraires. Ces 
constantes permettent, par exemple, de donner à q

2
, ^

3
,qk) q\,..., 

qk des valeurs arbitraires pour q
{
 = q°r Les fonctions q

21
 q

3J
 ..., qk 

de q
x
 définies par (A) satisfont donc à un système différentiel dont 

l'ordre ν ne peut dépasser 2/c — 1, ni devenir, d'autre part, inférieur 
à 2/r — 2, car, pour yj, les fonctions q

2
, y

3
, q

h
, ̂  = |f> ···> 

^ peuvent prendre des valeurs arbitraires (1 ). 
Il existe des systèmes (A) pour lesquels ν s'abaisse effectivement 

à 2/c — 2 : ce sont ceux où tous les coefficients Q ι sont nuls. Les tra-
jectoires de (A) sont, alors les géodésiques du ds2 deT, et ces géodé-
siques dépendent de (2/1 — 2) constantes arbitraires. Il est facile, 
d'ailleurs, dans ce cas de former les équations différentielles des géo-
désiques. Supposons, en effet, le système (A) résolu par rapport 
aux q"n ce qui est toujours possible puisque le discriminant Δ de Τ 
n'est pas nul; nous obtenons les cinq équations 

^ = P;(?n ?
3
, · · ·, q'„ q■ · ·, q'ù (t = i, 2,..A), 

où P, est une forme quadratique par rapport aux qt\ ces équations 
s'écrivent encore, en supposant les différentielles prises par rapport à 
une variable auxiliaire θ = g(l), 

d'q^f + dqidW,.. 
= Pf(î.. ÎJ1 · · -1 dq„dq^,. ..,dq

k
) χ θ',2 Π^',2, 

d'où, en éliminant C/OOJ, ÂTI entre deux de ces relations, 

( r ) d2 qi dqj — dqt dr qj = Π
{
· dqj — Π; dqh 

Si l'on fait θ = q
n
 par exemple, on a ainsi (k — i) équations du se-

cond ordre résolues par rapport à ···> Ces équations sont, 
d'ailleurs, données explicitement par le principe de la moindre action. 

(') Il suit de la, comme il est bien connu, que (À) ne peut admettre (l'inté-
grale première de la forme φ(qt, q2, ..., 9*) = const. Il est bien entendu toute-
fois que le discriminant Δ de Τ n'est pas identiquement nul. 
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% Je vais démontrer maintenant que, ce cas écarté, les trajec-
toires dépendent de(ik — \) constantes arbitraires ('). En effet, 
des equations (A) on tire, comme plus haut, 

-Jr = q» ·· ·, q* y'„ q
k
) +ai/A 

a,· désigne ce que devient Δ quand on y remplace les ternies de co-
lonne par Q,, Q

2
, ..., QA; et, par suite, 

d2 r/,θ;3 ·+- dgi dW„ = Π,0'„ + '-i dV = o;! Γπ, + ? dlA, 

d'où enfin 
cit5 dlq2 dqy — diql dqz — (Il2 dqy — H, dqn) 

Δ A, C/C/, — ΑJ I/»/. 
(^) d%qj dq,· — d'lqi dqj — ( Π; dqj — ΓΙ,· dqj) 

~~ Zjdfji—Zjdqi 

Si notamment on prend q
K
 comme variable indépendante, on aura 

(3) d2 r/,θ;3 ·+- dgi dW„ = Π,0'„ + '-i dV = o;! Γπ, + ? dlA, 

OÙ 
Φ,==P/(?„9 I, g-· dqk/dq1 

D'après l'égalité (3), q.>, y
;
,, ..q

k
 el —> · · ·> c~~ ayant reçu pour 

q
{
 = q® des valeurs arbitraires, on peut encore disposer de q* de fa-

con à donner à une valeur quelconque, à moins toutefois que le 

binôme α,··— a, ~ ne soit nul. Pour que les fonctions q
2

, ..q
k de q

y 

dépendent seulement de ik — ι constantes, il faut donc que les condi-
tions 

(4) a1/q'1 = a2/q2 =...= ak/qk 

(l) Ceci suppose A > i. Pour k — i, il n'y a plus à parler de relations entre 
les q,·. 
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soient vérifiées identiquement. Les oq· ne contenant pas les vitesses, 
cela ne peut avoir lieu que si tous les α

{
·, et, par suite tous les Q„ sont 

nuls (1 ). 

5. Dans le cas où les Q
{
 ne sont pas tous nuls, voici comment on 

peut former les équations différentielles des trajectoires. Soit α, ̂ o; 
on écrit d'abord les (ik — 2) équations : 

(5) d-n1 (in i —12 + dr¡\ '¿h = dqi do. dq\ dqx *1- dqj 1 da. (i= 3, ...,/f); 

d'autre part, si l'on pose 

Zi = d2qi/dq2 + Q1 dq1/dq1Ί"=Σ(β'-β«© («=2>V··.A), 

de l'égalitc 

(5) d-n1 (in i —12 + dr¡\ '¿h = dqi do. dq\ dqx *1- dq 

on tire 
5dhji_d_ Ψ_

2 
dt2 y

2
' 

et, en remplaçant c^~ par sa valeur Φ, ■+■ -£ = Φι jjr + γ' il 
vient 

<ϋ> ί, lo8"/.s"+" 2Φι = ~
 2

T ψ!' 

équation qui est de la forme 

<°> a&k+**ï;Œ0 

où M est un polynome par rapport aux dérivées. 

(') Quand les forces Q/ dépendent des vitesses, il suffit (pour que v — 2k~i) 
que les a,· satisfassent aux conditions (4). 
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En définitive, on forme ainsi un système de la forme 

Ça) — fz(9)) 9*) · · ·» 9k) 9n)) 9m) * ' '» SW S'is))' 

7,/) —,/"«(?>' ^25 · · ·> 9i'i)) 9η)) · · ·» 9λί) 9VÎ>) (l* 3, 4> · · ·>k), 

en posant 

$ί1) dqj ^(,) dq] * dq\$ί1) dqj ^(,) dq] * dq\ 

système qui peut être rendu plus symétrique, mais cela importe peu 
pour notre objet. 

Je remarque immédiatement que les géodésiques de ds2 font 
partie des trajectoires, quelles que soient les forces Q,. En effet, les 
équations 

χ^·+φ·^-φ·=° +φ
·δ-

φ
'
=0

-

qui définissent les géodésiques entraînent les relations(5), (G). L'éga-
lité (3) nous montre d'ailleurs que, en un point quelconque de ces 
trajectoires, q\ est infini : autrement dit, les géodésiques forment un 
faisceau de trajectoires à (2 A — 2) paramètres, à savoir le faisceau 

obtenu en imposant aux constantes initiales la condition ψ = ο ^ou 

_L — ο, si T
0
 désigne la demi-force vive initiale ); cette condition reste 

alors réalisée tout le long de la trajectoire. C'est là, d'ailleurs, une 
proposition qu'on aurait pu établir d'une tout autre manière. 

Je vais maintenant insister sur quelques différences caractéristiques 
(jui séparent le cas où les forces sont nulles du cas général. 

11. — SYSTÈMES OU TOUS LES COEFFICIENTS Q< SONT NULS. 

4. Nous avons dit que si toutes les forces sont nulles, les trajectoires 
dépendent de (2 A· — 2) constantes, et, d'après le principe de la moindre 
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action, peuvent être définies par le système 

^ ' dqx \àcj[vJ dq, ' ·"' \dq[k]) àqk ' 

en posant 

%™~dqd "{k)~ dq, 

et 
f — ) ^25 · · ·> 3^5 *} $'(2)> · * ·» !?(*))· 

Admettons maintenant qu'on ait intégré ces équations et qu'on 
connaisse par suite q2, qiy ..., ^a en fonction de q

K
 et de (2/c — 2) 

constantes arbitraires α
η
 a

2
, ..α2Α-2· De quelle manière sera déter-

miné il On aura, d'après le théorème des forces vives, 

dl = h ds — hx (/) X dq
{

, 

h désignant une nouvelle constante, et (/) la fonction de q
s
 obtenue 

en remplaçant dans /, q21 ..., ^Aet q'
t2)
,..., q\h) en fonction de q

s
 et 

des constantes. Il est loisible d'écrire 

h — · · · ) a*k-2) A·), 

et, comme d'autre part 

ai — I > H * · *> ^(2)5 · · ·> i?(A)] 
ai — I > H * · *> ^(2)5 · · ·> i?(A)] 

est une intégrale première des géodésiques, on voit que dt vérifie 
l'équation 

(?) ^=0[?„?2, q'm, ..., q\k)1 K~\fdq
K

, 

où (j représente une intégrale première quelconque des géodési-
ques dépendant d'un paramètre arbitraire h0. 

Inversement, admettons qu'une relation 

(γ) dt = H[q„q„ ■ ■q„, q'm, ■.q',k)]dq,, 
Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. I, 1894. 4 



26 PAINLEVÉ. 

soit compatible avec (a); j'entends par là que la fonction l(qi)y
 dé-

finie par (γ) quand on remplace dans H les y
{
· et les q'{i) en fonction de 

q
iy

 vérifie les équations du mouvement. On devra avoir (après cette 
substitution) 

H = h/, 

h étant constant pour la même géodésique (et cela quelle que soit la 

géodésique considérée); donc 5 est une intégrale première des 
géodésiques. 

Étant donné un système (A) sans forces Q„ on voit que, si k dt on 
substitue G dt

y
 G étant ou une constante ou une intégrale première 

quelconque des géodésiques, le système (A) n'est pas altéré. 

5. Aux systèmes (A) sans forces peuvent se ramener, d'après une 
remarque de M. Darboux, les systèmes (A) où les forces dérivent 
d'un potentiel U. Gela résulte du principe de la moindre action : les 
équations 

(a)dçi(âq{
}

) 4; ~ **
 ('-2,3, ..., A-), 

où 
/= V'(U + A)T(y,, q,,..., qk, i, q'M,~~.,q' (k) 

définissent à la fois les géodésiques de ds] — (U + h) ds-
y et les tra-

jectoires de (A) qui correspondent à la valeur h de la constante des 
forces vives. Mais il faut bien observer que le mouvement sur ces tra-
jectoires défini par (A), 

(A)dt\àq'i) d
qi

~ dq
t
' dt ~ &

 (f ~ G 2, · · ·, A), 

diffère du mouvement défini par (A,), 

(A^ ^xlàîfï). ~~ dqi ~~ °' ('— G 2, . .., A), 

ou 

T.-(u+A)g=g. 
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On a, en effet, d'après (A), 

DI — U-HA' 

et, d'après (A,), 
dt21= ot(U h) efo2, 

α désignant une nouvelle constante arbitraire [ou une intégrale pre-
mière quelconque de (a)]; on passera donc du premier mouvement 

au second en changeant dl2 en + A)«'
 α

 ®
tant une constante quel-

conque. 
D'après cela, introduisons dans (A) et dans (A,) les variables cano-

niques : soit pi = et ρ'. = = (U -h h)p{ Le long de 

chaque trajectoire, on aura 

Pl = vVir 
« étant une constante. 

En appelant T' et T'
t
 ce que deviennent Τ et T, quand on y rem-

place respectivement les q\ et les (gé) en fonction des pi et des p'n il 
vient, d'après (A), 

TrzU + Λ, 
et, d après (A,), 

T; = I(Û + A). 

A une intégrale première de (A,), qu'on peut toujours supposer 
homogène en p'A, soit 

F1 (q1<?2> ···? Qk) Ρ χΐ Pu · · ·> Phi h) —C, 

correspond une intégrale de (A), 

F1 (q1> ^2 7 · · · J Çkl Ρ M Pu · · ·) Phih) 

— F,[^,,^2î ···> Çky Pu Pu · · Ί Ρ ki (* E)] — C; 

inversement, toute intégrale première de (A), 

F(q1, q2■■■,q*,pl,pt, ···)p*) = C, 

peut être rendue homogène par la substitution à pt dept , et 
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l'expression F<(gr
i3
 qa, p2> ···}/>*> Λ) ainsi obtenue, 011 

l'on remplace les pt par les p\, est une intégrale première de (A, ). 
En particulier, quand (A) admet une intégrale algébrique et en-

tière par rapport aux vitesses, soit P
/ft

 4- P,n_2 4- P,n-t 4-... = C, le 
système (A,) admet une intégrale analogue et de même degré, à sa-

voir P,„ + g-j-jP„_, -+- iD + A)> ?«-. + ... = C, où les p
t
 sont 

remplacés par les p'
t
· (1 ). Inversement, si (A, ) admet, quel que soit h, 

une intégrale de cette forme, (A) admet une intégrale entière de 
degré m. Mais ici une question se pose : toute intégrale algébrique 
et entière de (A, ), qui existe quel que soit h, est-elle nécessaire-
ment de cette forme? Par exemple, quand A, admet, pour h quel-
conque, une intégrale quadratique, cette intégrale peut-elle toujours 
s'écrire 

1,· + οτιρ· = 0' 

P
a
 et P

0 étant indépendants de //? La réponse est affirmative, mais il 
n'est nullement évident qu'il en doive être ainsi. Je me borne à 
signaler ici cette proposition qui ne nous est pas indispensable, sans 
en développer la démonstration qui est délicate. 

Des remarques analogues s'appliqueraient aux intégrales ration-
nelles. 

III. — SYSTÈMES où LES FORCES NE SONT PAS NULLES. 

6. Quand les coefficients Q, d'un système (A) (où k est plus grand 
que i) ne sont pas tous nuls, une fois intégrées les équations différen-

tielles des trajectoires, est donné en fonction de q
t
 par une quel-

(') Remarquons bien que ceci suppose essentiellement qu'on ait introduit 
les variables canoniques; si l'on garde les variables g ι et leurs différentielles, 
une intégrale quadratique de (A), soit da2 — Y άΡ=: Gdt2, correspond à l'inté-
grale de (A·) : 

(

U +
 A
)*[^-(WI)

RFS!
]

=CRF

'
?

· 
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conque des égalités (voir p. 22-23) 

(2) ÎSÎ-4-Φ, ίϋί_φ.ÎSÎ-4-Φ, ίϋί_φ.ÎSÎ-4-Φ, ίϋί_φ. 

où q
2

, ..., qk sont exprimés en fonction de q
{
 et de(2/r — i) 

constantes arbitraires. 
Ces égalités, on peut le remarquer en passant, conduisent à distin-

guer les trajectoires réelles Γ de (A) en deux classes, F et F, suivant 

que le signe commun des expressions (qui est celui deT) le long* 

d'une de ces trajectoires est positif ou négatif : sur les premières seules 
le mouvement est réel ; sur les secondes, il est imaginaire. 

Si dans (À) on substitue aux Q,· les forces Q', = cQ/, les trajec-
toires ne sont pas modifiées, et l'on passe du premier système au 
second en changeant t en \jc t 4- a, c'est-à-dire dt en \[c dt

y
 transfor-

mation qui est unique d'après (2) du moment que les forces Q, ne 
sont pas nulles. 

Si c est positif, les mouvements réels restent réels; si c est négatif, 
les trajectoires réelles F du premier système deviennent les trajec-
toires F' du second, et vice versa. Les transformations particulières 
t = il{ et t = — ts donnent lieu à des remarques bien connues sur le 
cas où l'on change le sens soit de toutes les forces, soit de toutes les 
vitesses, sans changer leur direction ni leur grandeur. 

Il importe d'observer que les forces Q; = cQ( sont les seules qui 
substituées aux forces Q

t
 dans (A) engendrent les mêmes trajec-

toires. Considérons, en effet, les équations différentielles des trajectoires 

(5) £ = '£··· = ψ> 

(6> 2φ. = ̂ ΙοίΨ.- Τ I' 
OÙ 

χ.·=^+φ·Ι:-φ" ψ··=Κα'-α·ΐ9(,); 

(1) Il convient d'observer que les yj sont définis à L'aide des seuls coefficients 
de T sans que les Q,· interviennent. 
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les (A — 2) équations (5) sont de la forme 

w $ = ̂ 'V
:i

î
 + L

' ('
:
=

3
'
4
'···'

λ
·>' 

où L, ne renferme plus que des dérivées premières, et l'équation (6) 
peut s'écrire 

(6)' Sjr = L
2
 = χ

2
 ~ loga, + L'

t
, 

L'
â étant défini à l'aide des coefficients de Τ et des rapportsai/a1 

Supposons maintenant qu'aux Q
{
· on substitue des forces QJ : pour 

que les trajectoires restent les mêmes, il faut que les seconds membres 
de (5)' et de (6)' ne soient pas altérés; on doit donc avoir 

' 1 dqx _ ' 1 dqt (i = 3,4,·.., A),' 1 dqx _ ' 1 dqt (i = 3,4,·.., A), 

c'est-à-dire 
«1 «2 ί ' ' ' " ' — / y 
al 2 αΑ· 

et, d'autre part [d'après (6)'], 

i.loga,s4;loga'" 
ou bien 

Ai°g
a
 =^i°ga;, /-log», = 4;io

ga
'" 

par suite 
a'

4
 == ca,, 

c étant une constante. On arrive ainsi aux conditions 

a, = can a2 = ca2, a* = caA, 
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d'où l'on déduit aussitôt 

Q'| = CQ| Q'
a
=cQ

2
, QÂ=cQ*. C.Q.F.D. 

Plus généralement, le système (A,) 

(Α·) (ty,·—Q'' (ί — ! , 2, ..A), 

où 

1 = aij-c3i!' Q( = cQ" 

définit les mômes trajectoires que (A) : d'après ce qui précède, ces 
systèmes constituent les seuls correspondants de (A) où ds\ ne dif-
fère de ds2 que par un facteur constant. 

J'ajoute qu'on passe de (A) à' (A,) par la transformation 

dt = dt,. 

Cette transformation est pleinement déterminée, à l'inverse de ce qui 
se passe dans le cas où les forces sont nulles; dans ce dernier cas, on 

a, comme on sait, ̂  = α, a désignant une constante arbitraire ou une 

intégrale première quelconque des géodésiques. 

7. Etant donné un système (A) où Τ est une force vive bien déter-
minée, les trajectoires qui correspondent à un système de forces quel-
conque Qi(qt1 q2, ·.·, £*)renferment un faisceau commun à (2A: — 2) 
paramètres, à savoir les géodésiques de ds2. Existe-t-il d'autres fais-
ceaux à (2/f — 2) paramètres qui fassent partie des trajectoires, 
quelles que soient les forces Q,? Il est facile de voir que non de la 
manière suivante : un tel faisceau devrait vérifier les équations (5) 
et (6) quels que fussent les Q

f
·, et, par suite, vérifier l'équation (7) 

obtenue en retranchant les deux équations (6) relatives respective-
ment aux forces Q« et QV; si l'on observe que les Φ, ne dépendent que 
de Τ et que seuls les a,· varient avec les forces, on voit que cette équa-
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tion (7) peut s'écrire, une fois supprimé le facteur χ2 = ο qui donne 
les géodésiques, 

d X2 a1 a'1 d<i, v, -Λψ. fJ ' =0 
ou encore 

(7) 

3^+2
®

(
&>_

2
® 

__ __J ( Γ dyA jjl· o£ _ _/«; _ dgA d_ a
2
1 

I L\ai dqx a'i \«i dqj dqx *, J 
α, a', 

+ _ d(h\±_ <\Ί |. 
\a, dqj\*\ dqx) dqi ax)\ \ 

Si maintenant on substitue aux Q, d'autres forces QJ, 011 obtient 
une nouvelle équation (7), et en retranchant ces deux équations 
membre à membre, on obtient une relation où ne figurent plus que 
des dérivées premières, et qui ne se réduit pas à une identité quand 
les Q

t
·, Q,, QJ sont pris arbitrairement. D'autre part, les trajectoires 

considérées satisfont aux équations (5) : elles ne sauraient donc dé-
pendre que de(2A — 3) constantes au plus. 

Mais on peut aller plus loin, quand le nombre A des paramètres 
dépasse 2 et montrer que, si dans un système (A) on substitue aux 
forces Qi d'autres forces Q;, il ne saurait exister en dehors des 
géodésiques un faisceau de trajectoires à (2A — 2) paramètres 
communs au premier et au second mouvement. 

Ceci suppose, bien entendu, qu' on riait pas Qi= c Q ,· (i = τ, 2,..., A), 
c étant une constante, puisqu'alors toutes les trajectoires coïncident. 

Pour démontrer cette proposition, admettons qu'il existe un tel 
faisceau et représentons par 

dq] —/'·(?"?«···»?*> dqj 40
 2

'
3, ··''*)' 

les équations qui le définissent. On devra avoir, d'après (5), 

/'+7Ϊ7Φ'~Φ'/'+7Ϊ7Φ'~Φ' (i=2,3,...,k) 
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l'un au moins des numérateurs de ces rapporte (soit lepremier-)^) 
n'étant pas identiquement nul ; car autrement le faisceau serait celui 
des géodésiques. On tire de là 

**-*'3^ Λ+^Φ'~Φ! 

**-*'3^ Λ+
^

Φ
'~

Φ! 

on aurait de même 

**-*'3^ Λ+^Φ'~Φ!**-*'3^ Λ+^Φ'~Φ!**-*'3^ Λ+^Φ'~Φ! 

donc 

Γτί-Γτί ^2'3'-^·Γτί-Γτί ^2'3'-^· i = 2, 3,...k 

ce qui exige 
^ _ «2 _;r.. = aA. 
<x\ a'2 V %'k' 

Mais, d'autre part, s'il en est ainsi, l'équation (6) peut s'écrire (pour 
les forces Q,V 

d3q2 dq31 = y2 d/dq log a1+L'2 
et pour les torces Q., 

<7^R
 =

 '/-
,

Â7
1

LO
8®'

+:L
F 

L
2
 étant le même dans les deux cas, d'après une remarque précé-

dente, puisque Τ ne change pas, non plus que les rapports — ; par suite 
(y

 2
 étant différent de zéro), l'égalité 

d/dq1 log a1 - d/dq1 log a'1 =0 

qui ne renferme pas les dérivées secondes, devra être vérifiée identi-
quement, c'est-à-dire qu'on aura 

α ;==cau 

Journ. ae Math. (4· serie), tomeX. — Fasc. I, 189.4. J 
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c étant une constante, ce qui entraine 

α<· = ca/· et Q^cQ/ (/. = r, 2,..., A). 

Le théorème est donc démontré. 
On voit que le raisonnement suppose essentiellement A> 2. P<w/· 

A" = 2, théorème n'est plus exact : par exemple, les deux systèmes 
d'équations de Lagrange 

drX 
dF = °> 

(A) 
d2y /dt2 =g 

et 

d2x/ dt2 = ky- 3/2 
(Λ') 

rfF" = A ' 

où g, A-, A' sont des constantes, correspondent à la même force vive 
Τ =j(ap'a+y2) et à des forces distinctes Q,=o, Q» = g d'une 

--part, Q'
t
 = ky *, Q!, = A', d'autre part, qui ne satisfont pas aux con-

ditions Q', — cQ,, Q!, = cQ2. Les trajectoires de (A) et de (A') com-
prennent néanmoins, en dehors des géodésiques, un faisceau commun 
à deux paramètres, à savoir les paraboles 

y = (ax + Ο)1, 

où a et h sont deux constantes arbitraires. Mais le raisonnement pré-
cédent montre alors qu'il ne saurait exister (en dehors des géodé-
siques) plus d'un faisceau à (2A — 2)^2 paramètres communs 

aux deux systèmes et Q/^· 

IV. — CORRESPONDANTS ORDINAIRES D'UN SYSTÈME (A). 

8. Les considérations précédentes nous seront d'une grande utilité 
dans l'étude des systèmes correspondants. Dès maintenant nous 
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voyons qu'elles, mettent en évidence certains correspondants attachés 
à tout système. Étant donné un système (A) quelconque, le système 

A1 d/dt1 dT1/dq1 - dT1/dq1 = Q1 dqi/dt1 = q'1 (i=1,2,,...k) 

où 

T<=^rQ'i = cQi, 

définit les mêmes trajectoires que (A). Il n'existe pas d'autres corres-
pondants où ne diffère de ds2 de Τ que par un facteur constant. 
On passe du premier mouvement au mouvement (A,) par le change-

ment de variable ~ =

 \/θ ̂
 en

^®
rernent déterminée. Dans le 

cas toutefois où les forces sont nulles, la transformation la plus géné-

rale qui permet de passer de (A) à (A, ) est de la forme ~ = a, où a 

désigne à volonté une constante arbitraire ou une intégrale première 
quelconque des géodésiques. 

Comme deux correspondants d'un même système sont correspon-
dants l'un par rapport à l'autre, on voit que l'existence d'un corres-
pondant (A,)quelconque de (A) entraîne celle d'une infinité d'autres 
correspondants, à savoir ceux qu'on déduit du premier (A,) en multi-
pliant T, et les QJ par deux facteurs constants C et c. 

0. Nous verrons dans un Chapitre suivant qu'un système (A) pris 
au hasard n'admet pas en général d'autres correspondants. Mais 
supposons maintenant que les forces Q,· dérivent d'un potentiel U. 
Les trajectoires de (A), pour la valeur h de la constante des forces 
vives, coïncident avec les géodésiques de ds'2 — (U -f- h)ds-. D'après 

cela, considérons le système (A,), où T, = («U 4- β)^ρ et où 

les Qj dérivent dupotentiel U'= (avec la condition αδ —γβ^ο). 
Les trajectoires de (A,), pour la valeur Λ, de la constante des forces 
vives, coïncident avec les géodésiques de 

ds 2 =■ [yU 4- δ 4- hx
 (aU 4- β)| ds2. 
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Les trajectoires de (A), pour une valeur donnée de A, coïncident 
donc avec les trajectoires de (A,) pour lesquelles la constante A, vé-
rifie l'égalité 

h — —Eyi ■ ou Λ, — . '·, 

Les systèmes (A) et (A,) sont donc correspondants, et chaque 
famille naturelle h — A0 de trajectoires de (A) coïncide avec une fa-
mille naturelle A, = h\ de (A, ). D'autre part, on a 

de =(U + A) de=(u + Î±i£) de. 
et 

(«U + $)de = (l£±l+h
l
)dt>; 

d où l'on tire 

(a) (αδ — =(«U -t- (3)2[acfoa — (αϋ + $)dl2J. 

Cette transformation (a), qui permet de passer de (A) à (A,) esl 
d'ailleurs unique; en effet, dans (A) et dans (A,) on peut exprimer 

^ en fonction de q
K
, q

t
, ..q

k
, et en égalant ces 

deux valeurs de on obtient une relation bien déterminée entre 

q1, q2, qqk,· · ·> dq
k

, dt et dt
K
 ('). Cette relation unique 

doit donc coïncider avec celle que nous venons d'obtenir, ce qu'il est 
bien facile de vérifier en faisant le calcul. 

Ces nouveaux correspondants (A,) coïncident avec les premiers 
pour α = ο. 

Comme il est loisible d'augmenter la fonction de forces d'une 
constante, on peut toujours, pour α ̂  o, supposer U' de la forme 

U' = 4 L'équation (a) devient alors 

(«'). ©=>g-
u
H

U2/i
> 

(1) Nous revenons d'ailleurs sur ce point au début du< troisième Chapitre. 
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ou encore 

dt2 1 aU ds2 s dt\ ~ ίϋ«\α dt\ ~^ΰ)~~ ïW' 

Ces égalités nous montrent que les expressions ̂  et U sont 

respectivement des intégrales de (A) et de (A, ), à savoir les deux in-
tégrales des forces vives. 

A toute intégrale première de (A) correspond une intégrale pre-
mière de (A,·) obtenue en remplaçant dt en fonction dedt

K d'après (a'). 
A une intégrale algébrique et entière (ou rationnelle) correspond une 
intégrale analogue de même degré. Par exemple, à une intégrale du 
second degré de (A), soit 

dû- — Y dl2 = kdl2, 

correspond l'intégrale de (A, ) 

, , Yds2 8 Y dt\ k/iy, , Yds2 8 Y dt\ k/iy 

c'est-à-dire 

U2( U a* U3 ) 1 '* 

Cette transformation a été indiquée par M. Darboux. Il est, clair 
que les correspondants (A,) déduits de (A) par cette transformation 
coïncident avec ceux qu'on déduirait d'un quelconque des trans-
formés (A,). 

Un système (A) à potentiel, pris au hasard, n'admet pas en général 
d'autres correspondants. C'est ce qui vai résulter de l'étude générale 
des systèmes correspondants (A), (A,), ou (A,) n'est pas un des 

correspondants ordinaires (1L cty) ou l(aU 4- p)ds2/dt21 yU/aU + s 

de (A). 
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CHAPITRE II. 

Systèmes correspondants où toutes les forces sont nulles. 

I. — DÉMONSTRATION D'UNE PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE DE CES SYSTÈMES. 

1. Soient (A) et (A, ) deux systèmes correspondants : si toutes les 
forces Q,· sont nulles dans (A), elles sont nulles aussi dans ( A, ) ; en 
effet, les trajectoires de (A) ne dépendant que de (2/r — 2) para-
mètres, il en est de même des trajectoires de (A,), et, d'après un théo-
rème du premier Chapitre, toutes les forces dans (A, ) doi ven t ê tre nulles. 

Nous allons donc étudier en premier lieu la correspondance entre 
deux systèmes (A) et (A,) sans forces. Le théorème fondamental 
que nous démontrerons est le suivant : 

Si un système (A) sans forces, soit Q,· = OJ, possède un 

correspondant (A,), distinct des correspondants ordinaires 

[C QJ =oJ, il admet une intégrale quadratique {en outre de 

celle des forces vives). 

Ce qui peut s'énoncer encore : 

Si les géodésiques de deux ds2 {non semblables) coïncident, elles 
admettent une intégrale rationnelle et du second degré. 

Deux tels ds2 seront dits correspondants. 
Si k est égal à 2, ce théorème se confond avec celui de M. Dini. 

2. Pour démontrer cette proposition je m'appuierai sur le lemme 
suivant : 

Soit un système d'équations 

<■) § = ?: (i=,'a A>· 
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où f est une fonction quelconque de q, q„ q„ .. qk1 q\, ..q'
k

, 
assujettie à la seule condition que le système (i) soil résoluble par 

rapport aux autrement dit que le hessien d de f relatif aux 

variables q\, à savoir 

ày dlJ ^ d*f 
àg? àq\ Ôq\ àq\dq'

k 

à\f d\f d>f 
d = Ôq\ dq\ dqj àq\dq'k , 

d3/ d*/ 
àq\ dq'

k
 dq'ï 

ne soit pas identiquement nul : ce hessien est un dernier multipli-
cateur de (2). 

En effet, ramenons le système (i) à la forme canonique à l'aide du 
changement de variables 

P'=m (<= 1,2, ...,/c), 

d'où l'on tire inversement 

#Î' = S& 

en posant 

/.(?, q» ?3) ···!?*,■ ■ -ipi,)^p,q\ + ■ ■ ■ + pi,q\ -/■ 

Les nouvelles equations admettent comme multiplicateur l'unité. 
Autrement dit, si l'on connaît (ik — i) intégrales premières du sys-
tème (i), soit 

(2) ij{q,q» ■■•>qi>p»p» ■·■<pt) = cj L/ = 1,2, ...(2/c-i)], 

quand on tire de ces intégrales pt1 p^ ..ph q, qn qo, ..., qk._2 en 
fonction de qket dç qk par exemple, l'expression 

\ ^ dqi) = \ (q'
k

 dq
k
~\ ~ qlt dq

k
) 
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est une différentielle totale exacte; δ désigne le déterminant fonction-

nel ψτ-, · ··' 9»*-i)· . mais d'autre part, si Ton suppose 

que les intégrales ̂  soient exprimées à l'aide des q'n on a 

0 = D(?f · · ·, ψίΛ-ΐ) 
' l>(9, 7t> · · ·><74-21 9ι> <r'%> · ··,'/*) 

DQu?»» D(/>lt/>t, ♦♦>»/>/.)__ g ^ 
ï>(<7, <7i, - ···,./>*·) D(9>7i»---i7A-ti7'p·····^·)· d

(7P7«> ■··»7/.) 'sxd 

Donc l'expression 

Ξ (?*<*?«■-I—?*-. ^ÎA) 

est une différentielle exacte [si l'on tient compte des 2/1 — τ rela-
tions (2)] ; le hessien c? est un multiplicateur de (1). 

Si notamment q ne figure pas dans /, c? est un multiplicateur du 
système 

dAL dAL 
dq

x
 dq

% dqk dq\ dq,, 
q\ ~ 7; qk ~ df_ * ~ df 

à(f\ àqk 

Appliquons ce lemme à un système (A) sans forces, 

vA) a 355-35;ŒO' it=i> (» = '.».···>*). 

en faisant q = t. On voit que le discriminant Δ de Τ est un multipli-
cateur du système 

d dt dt dqx dq-ι __ dqk àq\ dq\ 

~q\ ~q£ ~ " r dT ' 
âqA

 dq £ 

Admettons donc qu'on connaisse (ik — 3) intégrales premières 
des géodésiques, c'est-à-dire (2/1 — 3) intégrales de (A) homogènes 

et de degré zéro par rapport aux q'
h

 soit ^en posantq'
(2
 ,= γ = ···» 
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q'(k)q\ dq
x
 ) ' 

(^) Ψ^'[7η ?2> ···· Çfo yC2l' 9w> ""> 9[k)\— cj [y 1 > 2 » .. . ( 2 /f 3)]· 

A ces intégrales joignons celles des forces vives 

(4) Τ = · · *5 9. !Z(2)> * · *> ^(Λ)] —h. 

Si de (3) on tire q
3

, grA, $r'
(a)

, ..q(k)
 en fonction de q

{
, q„ 

l'expression 

(4) ^[dqt-q'wdq,], 

où l'on remplace q\ par sa valeur tirée de (4), est une différentielle 
exacte. Ici on a 

__ D(T, ψι, ψ2> . ..,ΨΗ-3) 
s1 D(</s> q» · ··>?'*) 

_ Ρ(7'ι2τ,ψι, ψ
2

> »··> ψ
2
*-

3
) P[y

3
i q^ ..■,?»> q\ > 9(D) · · · ) M. 

®[qs,qk, "-
f
q^q\, q'ti), ···>?(*)] ^(q^q^ ·· ·, ?*, g\

t
 y',,.. ·, g'k) 

Mais en observant que q
{i)
 = |r> on trouve aussitôt 

D[ff3> · · · > 9A>7Îs)^ · · · > 7(A·)] — 7ο)> · · ·» ^(*)] . 1 . 
D(^i,?4,.·., ?i> ?'2> · · ·> q'k) d(7»> q\, q'k) ~ q\k~l ' 

d'autre part, comme τ, ψ<, ψ
2
,..ψ2Α-3 ne dépendent pas de q'

n mais 
seulement des q[t), il vient 

Ρ(7ι8τ>Ψι> h> > · >>Ψΐ/-3) ζτ' Ρ(Ψ», Ψι, '· .·,ψ2*-3) 

= 2t q\ δ'; 
et, par suite, 

2ru' 
*< = q>«->' 

Remplaçons δ
1
 par cette valeur dans l'expression (4) et faisons 

Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. I, 1894. Ô 
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q\ — on voit en définitive que Vexpression 
Ve 

1/s' A/1+k/2 dq2-q'(2) dq1 

estune différentielle exacte quand on y remplace q»,...,qk, q'(2),... 

q'(k)în 9i d'après (3); δ' désigne le déterminant fonctionnel des 
ψ,·, par rapport aux variables q

z
, ..qk, q'

{i)1
 .q'k 

Ceci revient à dire que si l'on écrit ainsi les équations différentielles 
des géodésiques 

(5) do, =^=...= ^ = ...= ίρ>, 

ces équations admettent comme dernier multiplicateur l'expression 

Δ 

!H ' 
τ « 

La démonstration du théorème que j'ai en vue est dès lors achevée. 
Supposons, en effet, que (A) et (A,) soient deux systèmes (sans 
forces) correspondants, autrement dit que les géodésiques de (A) 
et de (A,) coïncident; les équations (5) seront les mêmes pour les 
deux systèmes, et elles admettront à la fois les deux multiplicateurs 

Δ Δ, 
l+A * 1-f-A·' 
r2 u1 

Le quotient——^ est donc une intégrale première de (5), el 

comme cette intégrale peut s'écrire 

(£Γ* 7 = const" 

on voit que les géodésiques admettent une intégrale rationnelle du 
second degré. Quant au système (A) lui-même, si l'on tient compte 
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de l'intégrale des forces vives = Λ, on trouve qui il possède 
une intégrale quadratique 

(6) (y,+^=c^. 

Cette intégrale peut-elle se confondre avec celle des forces vives? 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que ds\~ C ds*; cela 

exige d'abord que ds\ soit égal à (Aifo2, de plus ^comme ~ est égal 

à f//y que μ ,+*, et, par suite (A, soit une constante. Si donc (A,) n'est 
pas un correspondant ordinaire de (A), l'intégrale (6·) est toujours 
distincte de celle des forces vives. Le théorème que j'ai énoncé est 
donc complètement démontré. Observons que le raisonnement précé-
dent nous montre que ds2 et (jids2 ne peuvent être correspondants 
sans que JA soit une constante; autrement, (A'= const, serait une inté-
grale première des géodésiques. 

De même (A,) possède l'intégrale 

(ï)'+trfï2=c·^· 

5. Avant d'aller plus loin, j'insisterai sur un des résultats obtenus 
tout à l'heure. Nous avons dit que les équations différentielles (5) des 

géodésiques admettaient comme multiplicateur l'expression · Or 

on connaît une forme explicite de ces équations, à savoir'la suivante : 

/, V — d<*k — D?;,) _ _ àq\k) (I) q'{k)- df_ — df_ ' 

où /est égal à sjn. Inversement, tout système (ι)', où / est la racine 
carrée d'un polynome du second degré τ en q'(t), ...* q[k)1 peut être re-
gardé comme définissant les trajectoires d'un système (A) sans forces, 
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à savoir du système où 

T

 = ?'l'/(?!» ···'!?)· 

Nous arrivons donc à ce théorème : Tout système (i)', où f est la racine 
carrée d'un polynome τ du second degré en q[.

2)
, q'{3), ..., q\h), admet 

comme dernier multiplicateur Δ désignant le discriminant de-τ 

rendu homogène. 
J'indique rapidement une autre démonstration de ce théorème, qui 

consiste à généraliser la solution qu'a donnée M. Darboux du pro-
blème de Dini. D'après le lemmc que j'ai établi antérieurement, le 
hessien d de / relatif aux variables q'

m
, y'

(3)
, ..., q\k) est un multiplica-

teur de ( ι )'. Gomme/— , on a ici 

U d(ïil) " 4\d7'J J "" U àq'wdq\k) 4 dq'(i) dq\J 

d = 1/3k-1/2 U d(ïil) " 4\d7'J J "" U àq'wdq =1/d1/3k-1/2 

/τ ι d: Λ \ Γτ /ί2τ ι / dt \2~l 

\ï dq[
t)

 dq\
k) 4 dfj,, dq\

k)
J ' ' [a dq\i, 4 \àq\

k)
J J 

d
t
 étant un polynome de degré 2 (4 — 1) au plus par rapport aux q'

(ir 

Pour 4=2, on trouve immédiatement = τ y——== Δ ; 

pour 4 = 3, ίί,=Δτ; d'une manière générale, une transformation de 
déterminants assez pénible montre que ίΖ,ΞΞΞΔτ^-^; il suit de là que 

A1+kest un multiplicateur de (T)'. 
Τ
~Τ 

Inversement, comme nous avons établi, par notre première méthode, 

que est un multiplicateur de (1)'; on en conclut que ί/,^Δτ*"2. 

Tout d'abord, la fraction 

d= dxr 1+k/A = d1/Ark-1 
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dont les deux termes sont des polynômes par rapport aux qa) et aux 
coefficients A y de τ, est une constante absolue C (indépendante des 
q] et des Ay) : autrement, elle définirait une intégrale première 
de (i)', et les géodésicjues d'un ds2 quelconque à A: variables admet-
traient une intégrale algébrique et rationnelle par rapport aux q'

{i)
, ce 

qui est évidemment absurde ('); donc ίί, = 0ΑτΜ. En prenant un 
ds2 particulier, soit ds2 = dq\ H- dq\ + .. .-h dq\, on voit aussitôt 
que C = ι. 

4. J'ajoute que les résultats précédents sont susceptibles d'être 
étendus aux équations les plus générales provenant du calcul des va-
riations. Si deux systèmes (i)', oh f est quelconque, définissent les 
mêmes relations entre les qh le rapport des hessiens d et d'de / et 
de/' (relatifs aux variables q'

(2)
, /(3), ..., q[h)) est une intégrale pre-

mière de (i)'. 
En particulier, quand / et /' sont rationnelles (ou algébriques) en 

Ç'(ï)i ■··» ?(*)> lcs équations (i)' admettent une intégrale première ra-
tionnelle (ou algébrique) par rapport avec q[ir 

Si f est la racine nième d'un polynome τ du nlème degré en q'
rl)

, 
q'(3),... q'(k) on a 

d = 1/k-1 2/1/8 d1 

n L <hj) ~ \1 n) Wm/ J " ' n l àq'w dq\k) n) dq[7} _ 

= 1/k+1 

d2r 1 dr dr 1 d2r 1 dr n LT dq'{i) ùq\k) V n) dq^ dq\k) J ' " ή [T àqj) ~\l~ 7i)\àq^ ) J 

et en appelant Δ le hessien de la foi'me homogène : 

1 —/1(/1-1)9* q\' "V, J' 
on trouve 

dt={n — ι)"-"Δ'τ*-2; 

(.') Il serait, d'ailleurs, bien facile de démontrer ce dernier point en toute 
rigueur. 
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Δ' représente ce que devient Δ quand on y fait q\ = ι, q\ = . Il suit 
de là que ^

(/t
_

l)+1
 ~d est un multiplicateur de (i)'. 

τ n 

Pour démontrer ces dernières propositions, on pourra suivre la 
même marche que dans le cas où Τ est du second degré. En se servant 
des équations 

(') dï{wt)~dï,
=

°' di^l' (»=■!. a. ··..*), 

qui définissent entre les qt les mêmes relations que (i)', on établira, 
sans rien changer au raisonnement, d'abord que >(a_ll+l est un mulli-

τ n 

plica teur de (i )', ensuite qu'il doit coïncider avec d; d'où la valeur de df,. 
Si, en particulier, deux systèmes tels que (i"), où Τ et T, sont 

de même degré Λ, se correspondent, soit T =

 3P' T. = aft = l'égaltlé 

A/A1 dsk(n-1) = C dtk(n-1)+1 

fournit une intégrale première de (1)" (' ). 

II. — PASSAGE D'UN SYSTÈME (A) SANS FORCES A SON CORRESPONDANT. 

CONSÉQUENCES. 

5. Quand dans un système (A) tous les coefficients Q, sont nuls, 
l'égalité 

dt = Cas 

(' ) Si T et Ti sont de degré n et n
l}

 l'égalité est de la forme 

q n-n A/A1 ds1/dt n1-1+1 =C1 

i ayant une quelconque des valeurs i, 2, k] on a donc nécessairement : 
q'i = Ciq'v c'est-à-dire qi ~ Ciq^ -+- <?/, les c, c' étant des constantes, et la même 
conclusion s'applique aux. trajectoires du second système. Ce cas particulier 
écarté, les deux systèmes ne peuvent être correspondants sans que soit égal à Λ,. 
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où C désigne soit un nombre, soit une intégrale première des géodé-
siques, définit sur chaque géodésique un mouvement de (A). Inverse-
ment, toute égalité 

dt =/(îoîi» ···>?*> J* dq^)^
8 

qui définit sur une géodésique quelconque un mouvement de (A), est 
de la forme précédente. 

Appliquons cette remarque à deux systèmes correspondants (A) et 
(A,) sans forces. Nous aurons 

dl = C ds, dt,— C, ds,, 
d'où 

(a) dt/dt1 = ds/ds1 

c~ £T représentant un nombre ou une intégrale première des géodé-

siques. D'un mouvement quelconque défini par (A) on déduira donc 
un mouvement défini par (A,) en changeant dt en dl

t
 d'après (a); 

d'ailleurs, toute égalité 

dt dlk —·.··>?*> dq,' '"'"SgJ 

qui transforme les mouvements de (A) et de (A,) l'un dans l'autre, 
est une transformation (a). 

Mais nous avons vu plus haut que l'expression 

A/A1 1/k+1 ds1/ds 

est une intégrale première des géodésiques; si l'on remplace C par 
cette expression dans (a), il vient 

(b) dt/1/Ak+1 = dt1/1/A1k+1 

Nous arrivons ainsi à cette conclusion : On peut passer du système 
(A) au système (A,) par la transformation (b). Cette transforma-
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lion n'est pas la seule; la plus générale s'obtient en posant 

dt/1 = C dt1/1 
fck + 1 Δ* + 1 

C représentant une constante ou une intégrale première des géo-
dé s iques. 

Cette proposition joue un rôle fondamental dans la théorie des cor-
respondants. Nous allons en déduire immédiatement quelques consé-
quences. 

β. Une des plus importantes est la suivante : 

Soit deux systèmes (A) et (A,) 

(A) =Q<(?..?*.····?*). W=ï< (' = i. ». ■■·.*·), 

et 

(A) =Q<(?..?*.····?*). W=ï< (' = i. ». ■■·.*·), 

Si les géodésiques de Τ et de T, coïncident, à tout système de 
forces Q

{
· de (A) on peut associer un système de forces Qj telles 

que (A) et (A,) soient correspondants('). 

En effet, supposons les équations (A) résolues par rapport aux 

d2q1/dt2Nous aurons 

<■> Sf=p,+*i=p,+p» 

P/ désignant une forme quadratique des qt qui ne dépend que de T, 
et β/ dépendant des forces Q

{
 et des coefficients A,y· de T. On aurait de 

même pour (A, ) 

<«·> Df=ph-£=M· 

(') On pourrait aussi démontrer ce théorème en se servant des équations dif-
férentielles des trajectoires. 
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Nous savons que quand toutes les forces sont nulles, et par suite 
les «/, oc,, on peut passer de (a) à (a,) par le changement de variable 

dt, C dt 
1/1+k 1/1+k 

C étant une constante, ce qui peut s'écrire 

dt, = l(q
n

q
2

, ..., qk)dl. 

Si nous effectuons ce changement de variables, il vient . 

dt dtt dt rf/ ' di* dt] dt, dt,*dt dtt dt rf/ ' di* dt] dt, dt,* 

les équations (a) deviennent 

c(b) (b) p.)—Ùi-\og\-\-k, 

(P
4
) représentant P

t
 où l'on a remplacé ̂  par Puisque les équa-

tions (ù) et (a,) coïncident quand les β,·, β) sont nuls, on a 

/p \ dg
(
/dq, àlogl dq*d log λ\ P'i 

(b) p.)—Ùi-\og\-\-k, 

Pour qu'elles coïncident encore quand les β,, β'; ne sont pas nuls, il 
faut donc et il suffit que 

| = Κ· (i = i,a,..., fr); 

ce qui peut s écrire encore 

β,·Δ*+,= Οβ;.Δ*+ι (î = I,2,...,k) 

le théorème est ainsi démontré. 
Il est facile de déduire de ces relations les relations explicites qui 

définissent les Q; en fonction des Q
f
 . 

Représentons par Δ'·7 (ouA'/) le mineur de Δ (ou de Δ,) relatif à 
l'élément A

/y
· (ou AJ·); on a 

β/ — χ Q« χ Qa+·· ·η- -j-Q*» 
Journ. de Math. (4' série), tome X. — Fasc. I, 1894« 7 
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et, par suite (comme on sait), 

Q/ — A,,· β, -+- Α
2ί

· β, 4-. · . -h Α
Α<

·β
Α

. 

Écrivons donc les égalités 

Q/ = % ft = C'(£)rafc,Bj = E Ajl Qi, 

il vient 

(c) +1Q,— -χ=ι ( f*/i Q » -+- {^/2 Q® +... + μ,* Q
a
 ) 

Ak+1 
(i' = I,2, /.') 

où {jι,-j désigne le déterminant obtenu en remplaçant dans Ala /i(',,,e co-
lonne par la /u>,ne colonne de A, (ici μ,, est en général distinct 
de [*,·,·). 

7. Remarques. — Ce théorème peut être complété par plusieurs 
remarques. En faisant varier la constante C% nous obtenons, ainsi 
qu'il était évident à l'avance, une infinité de systèmes QJ qui se dédui-
sent tous de l'un d'entre eux en multipliant les Q' par un facteur con-
stant. Mais il importe d'observer que, les Q

t
 étant donnés, ces 

forces Q) sont les seules pour lesquelles (A) et (A,) soient correspon-
dants. En effet, les Q,· étant donnés, les trajectoires de (A), par suite 
celles de (A,) sont déterminées; or nous avons vu, dans le premier 
Chapitre, qu'on ne peut, dans un système (A, ), changer les forces Q· 
sans changer les trajectoires, à moins que les nouvelles forcesQ'i ne 
difièrent des premières que par le même facteur constant. 

Déplus, danslc cas actuel, on passe du système (A) au système (A,) 
[où les QJ satisfont aux conditions (c)], parla transformation 

(d) —f = —p, 
£1+/· ^1+V 

C désignant un nombre bien déterminé quand les Q,, QJ sont donnés. 
Il importe, là encore, d'observer que cette transformation est unique; 
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autrement dit qu'il n'existe pas d'autre changement de variable 

(e) de ~/(?«> £«»···>&> dq
x
' '"'dqj 

qui transforme l'un dans l'autre les systèmes (A) et (A,) donnés. La 
chose est évidente, si l'on se rappelle l'égalité établie dans le premier 
Chapitre (voir p. 29), égalité qui résulte de (A) : 

dq\ \Δ Δ dqx) dq\ 1 dqx 2*dq\ \Δ Δ dqx) dq\ 1 dqx 2* 

Si l'on écrit l'égalité analogue relative à (A,), et si l'on égale les 

deux valeurs de [qui coïncident puisque (A) et (A
u
) sont corres-

pondants], on trouve que di et dt
{
 sont liés par une relation de La 

forme (e) ({) 

dt —γ dft " ' dq
x
) 

C'est ce que nous voulions établir. Le rapport ~ est donc parfai-

tement déterminé en fonction de q{, q2,.qk, q'x) q'2, ..., q'k\ et 
l'égalité précédente doit coïncider avec (d). 

Ces remarques permettent d'énoncer les corollaires suivants : 

Soil deux systèmes correspondants donnés (A) et (A,), ou les 
forces ne sont pas nulles : si les gêodésiques de Τ et de T, coïnci-
dent, on peut passer de (A) à ( A, ) parla transformation unique 

(d) dt1/1/A+k = Cdt/1/1+k 

où C est un nombre détermine. 
Les forces QJ sont alors liées aux forces Q

t
· par les conditions (c). 

Inversement, si lfon peut passer d'un système (A) donné à un 

(') Voir, à ce sujet, le début du troisième Chapitre. 
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correspondant (A,) par une transformation 

dt\ — Qk)dt, 

les gèodêsiques de Τ et de T, coïncident, et Von a 

λ = ε(τΓ'· 
En effet, reportons-nous au calcul développé dans le n° 6. Par hypo-

thèse, les équations (b) et (a
t
 ) coïncident pour les Q

f
·, Qj donnés, donc 

pour les β/, donnés ; ceci ne peut avoir lieu que si, dans les seconds 
membres de (b) et de (a

{
), les termes homogènes et du second degré par 

rapport aux — et les termes indépendants de ces variables sont iden-

tiques respectivement. Mais, en identifiant les termes du second degré, 
on forme précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que les géodésiques de Τ et de Τ, coïncident. D'autre part, puisque 
les géodésiques coïncident, λ est nécessairement de la forme indiquée. 
Déplus, (A) admet un correspondant de force vive T, non seulement 
pour les forces Q

t
· données, mais pour des forces quelconques. 

8. Démontrons enfin cette réciproque de la première proposition : 

Si, ds2 et ds] étant donnés, à des forces quelconques Q, on peut 

associer des forces Q] telles que les deux systèmes Q('t 

ds/dtQ)J soient correspondants, les géodésiques de ds2 et de ds] 

coïncident. 

En effet, nous savons que les géodésiques de ds] font partie des 
trajectoires de (A,) quels que soient les Q), donc elles font partie des 
trajectoires de (A) quels que soient les Q,·. 

Or pour un système (A) il n'existe pas, en dehors des géodésiques 
de dsa, de faisceau de trajectoires à (ik — 2) paramètres, indépen-
dant des forces Qj. Les géodésiques de ds~ se confondent donc avec 
celles de ds]. 
Mais on peut aller plus loin quand deux systèmes[d$î 

> Q/ et 
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ds/dtQjj sont correspondants, il en est de même des deux systèmes 

ds2/dt2cQ/J et c

 Q']'
 c et c

' désignant deux constantes. Mais ad-

mettons que les systèmes (A) et (A,) soient encore correspondants 
quand 011 y remplace les Q, par certaines forces distinctes des pre-
mières, soit (Q,·), et les Q'. par (Q,) ('). Les géodésiques de ds] ap-

partiennent aux trajectoires des deux systèmes |^j> et |J~^J (Q')J' 
mais nous avons montre dans le premier Chapitre que, pour A >2, 
il n'existe pas, en dehors des géodésiques de ds~, un faisceau de tra-
jectoires, à (2 A — 2) paramètres, commun à deux tels systèmes. Nous 
arrivons donc à cette conclusion : 

si deux sytèmesQ/J et ? Q^J correspondants restent 

correspondants quand on y remplace les forces Q, et Q \par certaines 
forces (Qi) et (Q·) distinctes des premières, les géodésiques de ds2 

et de ds] coïncident. Par suite, toutes les propositions précédentes 
s'appliquent à la correspondance en question. 

La dernière démonstration suppose, il est vrai, A- > 2, car pour 
A = 2, le lemme sur lequel elle s'appuie est en défaut. 

Nous reviendrons sur ce point dans le troisième Chapitre, où nous 
retrouverons par une autre voie tous les résultats que nous venons 
d'obtenir. 

111. — CONDITIONS SUFFISANTES POUR QU'UN SYSTÈME (A) SANS FORCES 

ADMETTE UN CORRESPONDANT. REMARQUE SUR LES SYSTÈMES (A) OU 

LES FORCES DERIVENT D'UN POTENTIEL. 

9. Nous venons de voir que si un système (A), sans forces, pos-
sède un correspondant (non ordinaire), il admet nécessairement une 

(*) SI les systèmes de forces Q,· et (Qt) sont distincts, les systèmes Q/ et (Q,·) 
le sont aussi, car autrement les trajectoires de (A,), par suite celles de (A), ne 
seraient pas modifiées par le changement de forces, et l'on aurait 

(Q<) = *Q/. 
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intégrale quadratique distincte de celle des forces vives. Pourk — 2, 
celle condition est suffisante, ainsi qu'il est bien connu, et de toute 
intégrale quadratique on déduit un correspondant (A,) de (A). 

Pour k > 2, il est aisé de former des systèmes qui possèdent des 
correspondants et n'admettent, en dehors de l'intégrale des forces 
vives, qu'une seule intégrale quadratique. Par exemple, le ds% 

ds' = ?(?,, q
%
) (dq2

t
 + dqî) + dqJ, 

où φ est quelconque, est correspondant du ds;, 

ds* = > Çi)(dq] 4- dqi) -4- Cdq;, 

où C est un nombre ; d'autre part, le système A ou dt- ' Q' ~ ° 
n'admet qu'une intégrale quadratique 

ç(gr,, qi)(dq\, + dq\) -h C dq; = cdl-, 

intégrale qui peut s'écrire notamment 

dq.
A
 = c dt. 

Mais, en général, la condition qu'il existe une intégrale quadra-
tique ne suffit pas pour que (A) admette un correspondant. On s'en 
assure aisément en considérant, par exemple, le ds8 rencontré par 
Jacobi dans la théorie des coordonnées elliptiques 

ds2 = Γ y 1 γ F'(<7;) j 2 l_/=t F(^r,) J hm) 

ou l'on a posé 
-F = (u-q

i
)(u - q

2
)...(u- qk)y 

/ = (u — a
K
)(u — a»).-..(m—-a*)·, 

et où ψ/ désigne une fonction quelconque de q,·. Ce système 

ds2/dt2Q' = ac^met un système complet d'intégrales quadratiques 

et ne possède pas de correspondants (en dehors des correspondants 
ordinaires). 
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Au sujet des conditions suffisantes pour qu'un système (A) ad-
mette des correspondants non ordinaires, je ferai les observations sui-
vantes : Considérons un système de (/r— i) équations différentielles 
du second ordre en qt1 q2,..Pour qu'un tel système puisse être 
regardé comme définissant des géodésiques, il faut : i° qu'il existe une 
fonctionf(q

n
 qk, q

vî)
, ..., q\k)) telle que le système 

{ ' dqi dqU) Ôqt ' dq
x
 %l,) ^ ' ' ' ' ' ' 

se confonde avec le système donné; 2° que/soit la racine carrée d'un 
polynôme τ du second degré en /

2)
, ..., q[k). Pour que le ds2 défini 

par τ admette des correspondants, il faut : 3° qu'il existe au moins 
deux telles fonctions/= \Ji et f

i
 = ^τ, distinctes. 

La première condition est toujours remplie pour k = 2, mais 
pour λ >· 2 il n'en est plus ainsi. Ces conditions, d'ailleurs suffi-
santes, entraînent l'existence d'une intégrale quadratique du système 

~, Q/ = ο , mais la réciproque n'est pas vraie. 

Comment former explicitement ces conditions suffisantes? Un des 
moyens les plus simples consiste à se servir du théorème établi plus 
haut : 

Pout' que les systèmes | Q
t
· = oj et > Q, = oj soient cor-

respondants, il faut et il suffit qu'on puisse passer d'un système à 
l'autre en changeant dten\(qn ..., qh)dt

t
. 

En exprimant qu'il en est ainsi on forme très élégamment les con-
ditions suffisantes cherchées, conditions où interviennent évidemment 

les expressions a
£y

· = et que j'étudieraidans un autre travail (1 ). 

J'ajoute seulement qu'il est facile de former des ds2 qui possèdent 
des correspondants : si notamment on connaît une transformation 
en elles-mêmes des géodésiques de ds2, cette transformation engendre 
un correspondant ds\ de ds2 qui est en même temps un de ses homo-

(*) Voir à ce sujet la Note déjà citée de M. R. Liouville (Comptes rendus, 
mai 1892). 
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i—k 

logues. C'est ainsi que les ds2 de la forme 2 dq'f admettent une infi-
i = 1 * 

nité de correspondants^, qu'on en déduit â l'aide delà transforma-
tion homographique à k variables la plus générale. 

Quand on a formé un tel dsa, tout système ^-
s

> Q,· admet des 

correspondants de la forme ds2/dt2Q/J· Observons qu'il existe des 

systèmes (A) possédant des coiTcspondants non ordinaires, et qui n'ad-

mettent aucune intégrale quadratique ; c'est le système > Q/= oj 

qui admet nécessairement une telle intégrale (en outre cle celle des 
forces vives). On le voit sur les correspondants 

(A) d** = y(q„qi)[dq\ +dqÎ\-hdq; (Q,,Qa,Q3), 

et 

(A,) ds* = y(q
n

q.
2
)[dq] -t-dq:\-{-Cdql, (Q,,Q

a
,CQ

8
) (C^i), 

où Q,, Q„ Q
s
 sont pris arbitrairement, correspondants qui définis-

sent non seulement les mêmes trajectoires, mais le môme mouvement; 
car on a ici 

dt, 
~di 1 ' 

Observons encore que, si les forces Q, dérivent d'un potentielle, il 
n'en est pas de même cri général des Q·, comme le montre le même 

exemple, où l'on fait Q
t
=U étant une fonction quelconque des qt. 

Toutefois, cette dernière circons tance peut se présenter, ainsi qu'on le 
voit, en prenant pour U une fonction de la forme 

U = ,K?u ?») + *(?»)· 

Il convient de remarquer, sur ce dernier exemple, qu'un faisceau 
naturel de trajectoires Ιι = a de (A) ne coïncide jamais avec un fais-
ceau naturel de trajectoires Λ, = a, de (A,) (Λ et h

{
 désignant les 

deux constantes des intégrales des forces vives); en effet, on aurait à 
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la fois pour un tel faisceau, 

?((?·> <h) Kyî -Jrdq\\+ dq\- [ψ 4- χ] dl2 = adl2, 
et 

?(?,, q%)[dq\ 4- dq\\ 4- Cdq\ - [ψ -H Οχ] dl2 = a, dt\ 

et ces deux conditions devraient se confondre, ce qui est impossible, 
de quelque façon qu'on choisisse a et a

t
. Nous démontrerons plus 

loin que c'est là un fait général. 

10. Je terminerai cette étude des systèmes où les forces sont nulles 
en rapprochant le problème traité dans ce Chapitre d'un problème 
qui concerne le cas où les forces Q

t
· de (A) ne sont pas nulles, mais 

dérivent d'un potentiel U. On sait que les trajectoires de (A), pour 
chaque valeur de la constante h = Τ — U, coïncident avec les géodé-
siques de ds'2 = (U -b h) ds2. On peut se poser la question suivante : 

Quelle que soit la constante h, à quelles conditions le système 

j^(U 4- h) Q/ = oj admet-il un correspondant Q· = οJ non 

ordinaire? 

Il est clair que cette question rentre dans celle qui a été trai-
tée dans ce (Chapitre, et que toutes les propriétés démontrées sur 
les ds2 correspondants s'appliqueront ici au couple (U + Λ) ds2 et ds;, 

ds2 dépendant de h. Notamment le système (U 4- h) ^-
a

> Qt = ο 

devra admettre une intégrale quadratique quel que soit h. D'après 
un théorème que j'ai énoncé plus haut sans en donner la démons-

tration, il suit de là que le système ds2 / dt2U devra admettre aussi 
une intégrale quadratique. 

Quelles relations existe-t-il entre ce problème et la recherche des 

correspondants du système uj? Tout d'abord, si, pour h choisi 

arbitrairement, les géodésiques de cfo'2==(U 4- h) ds2 et de efe® coïn-

cident,tout système ^(U 4- h) Q,J, en particulier le système 

U+h ds2/dt2irh] 
Journ. de Math. (4e série), tome IX. — Fasc. IV, 1893. 8 
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admet des correspondants de la forme Q, ; le système » U 

admet donc une infinité de correspondants distincts qui dépendent 

d'une constante arbitraire ('). Dans un système (A)ou IjJ, 

l'expression cfc'a=(U -+- h) ds* ne saurait admettre, pour h quel-
conque, de ds\ correspondant, sans que (A) lui-même admette une 
infinité de correspondants distincts; mais la réciproque n'est pas 

vraie; c'est ainsi que le système bïj, où 

ds2= ?(?!> Ç*)[dqï + dql] + dq; 

et où U est une fonction quelconque des qb possède une infinité de 
correspondants sans que ofo'a=(U h)ds* admette (pour aucune 
valeur de h) de ds~ correspondant. 

Mais peut-il arriver que la recherche d'un correspondant du sys-

tème (A) ou— ^ U se confonde avec celle d'un correspondant 

(pour h quelconque) du système |^(U ■+■ h) ~
2

> Q, = o^j? D'une 

façon précise, peut-il arriver qu'un correspondant = ol du 

dernier système, où ds* dépend de h, se rattache à un système 

ds2/dt2U, J de la même manière que I Q/ = °J se rattache à (A)? 

1 faut pour cela et il suffit que ds * soit de laformei/y,2=(U,-i-/i,)if.9:;, 

A, désignant une certaine fonction de h, U, etefc; n'en dépendant plus. 
Si l'on veut encore, il faut qu'l existe un correpsondant[ds ^ Τ 

de (A) tel que chaque faisceau h = a de (A) coïncide avec un fais-
ceau Λ, = a

K
 de (A,). Cette condition est remplie dans la transfor-

mation de M. Darboux, içais on a alors ds; = Cds'2. Dans le prochain 
Chapitre, je montrerai qu'elle n'est jamais remplie pour deux cor-

(l) Quand, pour une valeur déterminée de A, il existe un correspondant ds\ 

de U+h ds2, le système ds2/dt2U I admet des correspondants (non distincts) 

de la formeC cQiJ) ne dépendant plus d'une constante arbitraire. 
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respondants non ordinaires; autrement dit, que les faisceaux naturels 
ne se conservent jamais. La recherche d'un correspondant de 

ds2/dt2uj et celle d'un correspondant de £(U h) Q
{
= oj sont 

donc toujours deux problèmes distincts. 

CHAPITRE III. 

Systèmes correspondants où toutes les forces ne sont pas nulles. 

I. — DÉMONSTRATION D'UNE PROPRIÉTÉ GÉNÉRALE DE CES SYSTÈMES. 

1. Soient (A) et (A,) deux systèmes correspondants : si les forces 
Qi de (A) ne sont pas toutes nulles, les forces Q] de (A,) ne sont pas 
toutes nulles. Ceci rappelé, supposons que (A) admette un correspon-
dant (A|) distinct de ses correspondants ordinaires ('); nous allons 
montrer que (A) jouit alors de plusieurs propriétés dont une des plus 
importantes s'énonce ainsi : Un au moins des systèmes (A) et (A,), 
où l'on annule les forces, possède une intégrale quadratique. 

Pour démontrer cette proposition, j'aurai recours au lemme sui-
vant : 

Si les systèmes (A) et (A,), où les forces ne sont pas toutes 
nulles, sont correspondants, on peut passer de l'un à l'autre par 
un changement de variables de la forme 

dt2= ife2-+- [*(?,, ?
2
,..q

k
) dt\, 

où άσ2 représente une forme quadratique en dq
K

, ..dqh dont les 
coefficients dépendent de q

K
, q

2
, ..., qk. 

(J) Les correspondants ordinaires de (A) sont, nous le savons, les systèmes 

(C cQi^, et j^(aU + β) (si les Q
e
dérivent d'un potentiel U). 
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Tout d'abord, observons que, les Q/n'étant pas tous nuls, la fonc-
tion l(q{) définie par (A) est déterminée le long de chaque trajectoire 
(à une constante d'addition près) par l'égalité 

(1) dt q2+Q1 q'-Qi W) ~ h-Mv ' 

en posant β,· = q
a)
 = ^ (voir le Chapitre I, p. 29). 

Le long de la même trajectoire, on a, d'après (A,), 

(2) W \dqj ~ Vi-MoW \dqj ~ Vi-Mo 

Si l'on élimine entre (i) et (2), on obtient une relation de la forme 

(^)'=/(?<> ?»···>?*>■?'.'?»> ···>?*) (?/=^')' 
Cette relation, d'ailleurs, est, unique; car admettons qu'il existe une 
autre transformation 

dt1/dt = f'(q1,q2, ... qk, q'1 

qui permette de passer de(A,)à(A); à des valeurs initiales cirbi-

traires des qh q\ correspond une trajectoire le long de laquelle > 

(^~) ' Par su*te (s*) sont ^es ^onc^ons bien déterminées de q
t

\ 

donc/et /' coïncident pour les valeurs initiales des qh q'it et, comme 
ces valeurs sont arbitraires,/ et f sont identiques. 

Ceci posé, formons explicitement cette relation d'après (1) et (2) : 
il vient 

(3) (W (dt^ ~ <!'? Μ» (φ| ~ ""(φ/~ φ/)3+ ^ ~ βι ύώ 

ce qui peut encore s'écrire 

dl-φίdq, — β, dq,)— dt\(% dq, — β', dq,) 
(4) =(n,-n',)rf

?
,—(π,—n;.)rf

9
„ 

les Π, Π' désignant des formes quadratiques en dq,, dq
t

, dq
k

. 
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Comme la relation (3) est unique, elle doit rester la même quand 
on donne à l'indice i les valeurs successives 2, 3, Or le numé-
rateur du second membre est un polynome en q\, q'm, ..., q{k)\ le dé-
nominateur ne renferme que q\ÎV

 Pour que cette fonction ne change 
pas, quand on fait i = 2, 3,..k, il faut donc que son dénominateur 

(ft ~~ Pi yî/j) divise son numérateur, et, par suite, divise séparément 
les deux parties, 

[?;,··(<^-Φ',)-(Φ<·-Φ;·)] et β.-β.ΐ,',ν 

On a donc, en conséquence, 

fil
 =

 gi
=
B'k 

pi — "β*' 

et, d'autre part, une fois effectuée la division par (β,· — β, q'lit)f la rela-
tion (3) prend la forme 

(5) β', dl\ — — C.Q.F.D. 

La démonstration suppose toutefois k > 2. Pour k = 2, voici com-
ment on peut procéder : écrivons l'équation différentielle des trajec-
toires 

(6) έ
1ο

&Χ+
2
Φ·=4;ΗΨ-ΊΓ> 

en posant 
Ψ = Ρ2 — βι χ =5 q

l2)
 4- Φ, q

m
 - Φ

2
. 

Les forces n'étant, pas nulles, un au moins des coefficients β,, β2 est 
différent de zéro, et nous pouvons toujours admettre que c'est β,; au-
trement on permuterait q

K
 et q

2
. Dans ces conditions, l'équation (6) 

peut s'écrire 

q''(2) + d/dq1 Q1 q'(2) - Q2 

= X[à —
 φ

ι?('ΐ)+
φ

2

+d/dq B2/B1 
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ou encore 

(7) q-m = ~ 3 f":>~ 4 f<■*">«'~ Φ,) '+ V + W = S, 

Y et W représentant des polynômes, le premier en ç('2), le second en 
q\

2
, et y"

a)
, dont les coefficients dépendent de q

n
 q.

2
. La fraction qui 

figure dans le second membre de(7) est d'ailleurs irréductible; autre-

ment dit — g(
2)

^ ne divise pas le numérateur, car il devrait pour 

cela diviser le coefficient de qui est — 3. Exprimons main-
tenant que l'équation (7) relative à (A,), soit qm

w=- S', coïncide avec 
la précédente ou que S~S'. On trouve d'abord que β', ne peut être 
nul, autrement S' serait un polynome par rapport aux dérivées. De 
plus, S' et S doivent devenir infinis pour la même valeur de q'{2), donc 

& = jb · Enfin, la différence 
Pt Pi 

+ 4 q'' (2) Q1-Q'1 — φιι)?(2>^-(φ2~ φ2)] — Ο — V) _ W') 

doit être identiquement nulle; la fraction qui figure dans celle diffé-
rence se réduit donc à un polynome (par rapport aux dérivées), c'est-

à-dire que son numérateur est divisible par son dénominateur jjï — q'
w

, 

ce qui exige que le binôme ̂  divise à la fois (V — V') et 

l'expression [(Φ, — Φ',)^2) ~~ (^a ~~ ^a)]·
 a ^onc bien, même 

pour h = 2, 

B'1/B1 = B2/B'2et β, dl*— $\dt] = άσ*. 

2. Nous allons montrer maintenant que Vexpression 

A B' dt1 
Δ, β,· \dt) 

est une intégrale première de (A). 
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Nous avons vu, en effet, dans le Chapitre II, que Δ est un multipli-
cateur du système (A), 

(A) dl = df = f=...·, 

autrement dit, quand on connaît (2k — 2) intégrales de (A) indépen-
dantes de i, soit 

clj (q?.. · · ·, ?.. ?',,?'.. · · ·. ?'*)= cj \j = 1,22)], 

si l'on en tire y8r">î*)î'nïjr"> 4k en fonction de q
n
 q

2)
 l'expres-

sion 

A/s q'1 dq2 - q' dq1 

est une différentielle totale exacte; δ représente le déterminant fone-

lionncl Β(Τ..·Ρ..lionncl Β(Τ..·Ρ.. 

Effectuons un premier changement de variables en posant q\ = q\, 

4^ — 4cx)4\i ···» 4k~4t.k)4\' -^es fonctions φ j deviennent des fonc-
tions ψ; de q

n
 ..., qk, q\, q'w, ..., , et l'on a 

§Ρ(Ψι>Ψ»>···>Ψη-») χ Ρ (?»» 7»>- · ·» 7a-> <7i> gji„. ■.> 7(V) 
Ρ (^3> Ά» · · · ' 7a> Ç1 > 7(:)'··· » 71A-)) Ρ (7β> 7*> · · · 3 7A> 7i 1 7a > « · · > 7/·) 

P(7(2)< · · ·» 7(*)) ^ 
DM»···.ri) —q'1 (k-1) 

Faisons ensuite le changement de variable 

s!»+Φ<sw- φ.=(β* - P. ?u.) ̂ · 

Les fonctions ψ7· deviennent des fonctions w, de q
t
, q2, ..., qk, y*

8)
, 

?!«. ?;.,, · · ·. ύ ;et Γοη a 

£/__ D(nii, TS,, ..., Tg
2
^—

a
) D(y

3>
.. ·»7Α·> 7(2)Ι7(2)'" ·> ri») 

L(^3j · · · > 7*> 7(2)» 7(2)» · · · > 7(A)) P(7.> · · ·> 7*> > 7i2)> · · ·> 7(A)) 
d(/ii) 20"(βί βΐ7(2)) 
dq'1 q'3 
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Ετι définitive, il vient 
1 S δ"(β

2
— βι^'ϊ·,) 

-2 _q'1 k+2 
L expression 

Δ q\K±a 

1?>-Μ<νΐ 

où q
x
 est défini par Végalité 

(8) q'2 = B2-B1 q'/q''2 + Q1 

est donc un multiplicateur des équations différentielles (a) des tra-
jectoires 

κ } ^~i\n Τ*ΓΊΪΪ~ ΊΓ~ /. 7Γ 

Si (A) et (A,) sont correspondants, les deux expressions 

*(ΪΓ , '·®Γ 
B2-B1 B'2-B'1 

seront deux multiplicateurs des mêmes équations (a). 
Comme on a, d'autre part, 

Sl = li= =B'k=u 
Pi ~h Bk 

1 égalité 

(o) const. 

définira une intégrale première de (a); représente, dans (9), le 

rapport des quantités et —■ exprimées en fonction de q[^ q'ir/) 

q\k) (et des qj). L'égalité (9), où le même rapport est exprimé en 
fonction des q\, q*, ..., q'k (et des qi) définira donc une intégrale 
première de (A). 

Or nous avons 
rfer2 

dt1/dt = dt2/B'1 + B1B'1 
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l'intégrale première (9) de (A) sera donc 

αΐΓ(τ^)—■■ 

τ désignant une forme quadratique en q\, q
a

, q'
k
 (dont les coeffi-

cients dépendent des q
t
·), et V une simple fonction des q

(
. 

Les résultats que nous venons d'obtenir se résument ainsi : 

Quand deux systèmes (A) et (A,) {où les forces ne sont pas 
nulles) sont correspondants, les coefficients β,, β

2
, .. β* et β',, 

β!,, ..., β^ sont nécessairement proportionnels, el Γ on peut passer 
de (A) à (A,) par une transformation unique de la forme 

β', dt'\ — β, dl* = ί/σ5; 
I égalité 

2 

(α) kiï) (ir + V) = crf<· 

est une intégrale première de {A), et l'égalité 

« ftpir(?
 +
 ¥)

 = c
'

rf<; 

une intégrale première de (A,). 

Observons toutefois que le raisonnement précédent montre seule-
ment que le premier membre de (a) reste constant pour tout mou-
vement de (A); il n'est donc pas impossible a priori que le premier 
membre se réduise à une constante absolue [auquel cas l'égalité (a) 
ne représente plus une intégrale première de (A)], mais il ne saurait 
se réduire à une simple fonction des qd sans être une constante ; autre-
ment, les équations (A) admettraient une intégrale première indépen-
dante des vitesses. Si donc le premier membre de (a) n'est pas une 
constante, c'est une intégrale du second degré de (A). Ces remarques 
faites, énumérons les différents cas qui sont susceptibles de se pré-
senter. 

Journ. de Math. (4" série), tome X. — Fasc. I, 1894.) 9 
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5. HYPOTHÈSE I. — Le premier membre de {a) est une constante 
absolue. 

Dans ce cas, la relation entre dt et dtx est de la forme 

~dt ~ C

°(A' FT) — ?
2

' ··*» ?*)> 

C
0 étant un certain nombre. La correspondance est donc de l'espèce 

étudiée au Chapitre II, et toutes les propriétés démontrées dans la 
Section II de ce Chapitre s'appliquent; notamment, les gcodësiques 
de ds2 cl de ds\ coïncident. 

Inversement, si le rapport est une fonction λ des qh le premier 

membre de (a) est une constante absolue, et λ a pour valeur 

« °·(ί κ)'*"' 

De plus, comme on a dans ce cas 

Λ > DT\ Pi 
dt2 B'1 

la valeur de λ1 doit coïncider avec f.' ; ce qui donne aussitôt 

2(*-+-3) / A,\ 1 

B1/B'1 = XC0 k+1 A k+1 

et, par suite, 
k-t-î —L 

dt\ rk+1 / λ,γ+1/ dt 

Ces égalités concordent bien avec celles qu'on a obtenues au Cha-
pitre II (voir p. 4<))· 

Nous avons montré en effet que, si l'on peut passer de (A) à (A,) 
par le changement de variable -Jj — l(q

t
, q

2
, ..., q

k
), on a nécessai-
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rement 
S 3 

(b') et
 ρ

ίΔ
ππ

 =
c»p;Api, 

A j ' A*"4"1 

égalités qui ne diffèrent pas des précédentes, quand on fait C
0
 = C*"1"3. 

Dans le cas que nous étudions, l'égalité (a) ne fournit pas d'inté-
grale de (A); mais nous savons déjà que le système (A) oà Von an-
nule les forces Q,· possède une intégrale quadratique distincte de 
celle des forces vives. 

HYPOTHÈSE II. — L'intégrale quadratique définie par (a) se 
confond avec celle des forces vives. (Ce cas ne peut se présenter que 
si les Q

t
- dérivent d'un potentiel U.) 

Dans ce cas, la relation entre dt et dt
K est de la forme 

2 
dt] = c;(£ Y""[<&*-(1]+(ΐ)Α'] = λ·[ώ!-(υ + β)ώ']. 

Introduisons la transformation de M. Darboux, et substituons à (,A) 
le système correspondant (A'), 

(A')dl'\dq\) dqi~ dqf dt1 ~ (l ~ h 2, ..., *), 

où 

T' = = di'i ^dT-" u = Û~+h' 

nous connaissons la relation entre dt et dt' (voir Chapitre I, Sec-
tion IV, p. 36), à savoir 

dt'2 = (U H- à)2\ds2 — (U a)dt2\ 

Les systèmes (A') ët (A,) seront donc deux systèmes correspon-
dants, tels qu'on passe de l'un à Vautre par le. changement de va-
riables 

dt'» ~ (U + a)'· ~~ ^ ···> £*)· 
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Nous sommes ramené ainsi à la correspondance étudiée dans le 
Chapitre II; les géodésiques de ds"1 et de ds· coïncident. Nous sa-
vons de plus que 

u =C A1/A1 1/1+k = C A1/a(U) + a)k 

d'où une valeur plus simple de λ, 
1 

A~
[
j(U-

t
-a) = C^-1—

Δ
 !J · 

On voit de même que - r est égal à C2p) A, l, ce qui s'écrit 

encore 

P' _ r2 Γ Δϊ ( U + )Α+3~| *+1 

B'1 A2 

La première valeur de λ coïncide avec la seconde pour C0 = C/ +3. 
Nous avons admis que (A, ) n'était pas un correspondant ordinaire 

de (A) ; dans ces conditions, ds'* ne se confond pas avec C ds* (C étant 
un nombre); autrement, on aurait aussi U' = cU,, c'est-à-dire à la 
fois 

ds21 = U+a ds2,U' = ίΤΤΓ^)· 

et (A,) se déduirait de (A) par une transformation de M. Darboux. 

Les systèmes |(U -h a) Q, = ο j el Q) = oj admettent 

donc respectivement une intégrale quadratique distincte de celle 
des forces vives. 

HYPOTHÈSE III. — L'intégrale quadratique (a) est distincte de 
celle des forces vives. 

Cette hypothèse (la plus générale) est toujours réalisée quand, les 
forces Q, ne dérivant pas d'un potentiel, le premier membre de (a) 
ne se réduit pas à une constante. 

Soit 

)jO'sT-v=const· 
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celte intégrale. D'après un théorème bien connu, τ = const, est une 
intégrale du mouvement sans forces. On ne saurait donc avoir ici' 
τ = p(^,, q*, ..5γ

Α)Τ, car ρ = const, serait une intégrale des géo-
désiques de T. D'ailleurs on n'a pas τ — CT, sinon l'intégrale (a) 
serait celle des forces vives ('). Le seul cas où, dans l'égalité 

d? — cIf. _ h. dt* 

ch- est égal à pifo2, correspond ainsi à l'hypothèse II, où 

dt* = λ2 [W2 — (U 4- a)dt2J, avec λ = CA1 U+a/A 1/k+1 

Pour la même raison, le seul cas où da2 soit égal à 

u1( q1, q2.··, qk)ds\ 

est celui où, les Q) dérivant d'un potentiel U
n

 on a 
1 

Λ» = λ;[Α·;-(υ, +a,)di;l λ, =C'A(U1+a1/A1 

c'est-à-dire 
di\ = ~—L··; _£1. 

Dans ce dernier cas, en substituant au système (A,) le sys-
tème (A',), 

I ^ V àq'i ) àc/i ~ d<ji ' ï' ~ dl\ ' 

où 

1_ dï} —dï* et U« = υ, + Λι*1_ dï} —dï* et U« = υ, + Λι* 

on rentre dans l'hypothèse I; on passe de (A) à (A,) par la trans-
formation 

dO_ _ l] 
dt'* ( Ui —t— a,)5 

(') On aurait en effet : ̂  -5— dq
t
 == C^Q

t
 cty,·; les Q,· admettraient donc le 

potentiel U = et l'intégrale (a) s'écrirait C(T — U)= const. 
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Signalons enfin, comme dernier cas particulier, celui où, les forces 
Q. et Q- dérivant respectivement des potentiels U et U,, la relation 
entre dt et dl

t
 est de la forme 

d
'*~ υίτΐ = ?>· · - ?') [

dû
 -ds2/U+a 

En substituant à (A) le système j^T', ^ J> où T'=U+a ds2/dt'32 

et à ( A, ) le système Τ', | » où T, == (U, H- α, ) jf. » on rentre 

dans la première hypothèse; les géodésiques de T' et de T, coïnci-
dent, et les deux nouveaux systèmes se transforment l'un dans l'autre 

par le changement de variable ~~ = ' Q
uant ala 

.fonction p, elle est nécessairement de la forme 

— r / Ε + Λ V /β,γ+3 Γ (λι Y + 1 / U-H « y Ϊ+α·+Ι/ 

et l'on a de plus 

BiA2/k+1 C2 B'Ak+i .(U+α) *+l *+1 

k -+- I 
le nombre C0

 est égal à CAH"*. 

4. Il convient de compléter ces remarques par quelques réci-
proques. Dans l'hypothèse II, le système (A) possède une fonction 
de forces U, et les géodésiques decfej coïncident avec un faisceau na-
turel h = a de (A). Inversement, si les Q,· dérivent d'un potentiel U, 
et si le faisceau naturel h = a de (A) coïncide avec les géodésiques 
de ds% on se trouve nécessairement dans l'hypothèse II; en effet, 
le système (A,) et le système (A'), où T'== > U' =1/U+a 

sont deux correspondants don ties géodésiques coïncident; on passe donc 
de l'un à l'autre par une transformation telle que ~ = λ(^,, ...,qk) 
et comme, d'autre part, dt'* = (U + a)*[ds2 — (U ·+· a) cfr8], la rela-
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tion entre dl2 et dl\ est bien de la forme 

dl\ = [Aa ds2 -+- ν dl\ 

ce qui n'a lieu que dans l'hypothèse II. 
La même observation s'appliquerait au cas où, les forces Q' déri-

vant d'un potentiel Un les géodésiques de ds2 coïncideraient avec un 
faisceau naturel A, = aK

 de (A,). Il suffit, en effet, de permuter (A) 
et (A,) pour rentrer dans le cas précédent. Passons enfin au dernier 
cas particulier que j'ai signalé dans l'hypothèse III. Dans ce cas, (A) 
et (A,) possèdent respectivement une fonction de forces U et U,, et un 
faisceau naturel A = a de (A), coïncide avec un faisceau naturel 
A, = aK de (A,). Inversement, si cette condition est remplie, les sys-

tèmes W+X* : τι—■—] et -> ΓΓ~ 1 sonl; deux cor
" 

respondants dont les géodésiques coïncident; on a donc entre dl' et 
dt\ une relation telle que dt\ = λ(^,,..., q^dt', et, par suite, entre 
dt

{
 et dl une relation telle que 

(^-oSy-^'-uTï)' 

c'est bien la relation qui caractérise le cas particulier dont il s'agit. 

5. Avant de résumer les résultats que nous venons d'obtenir, je ti-
rerai encore quelques conséquences de la forme de la relation qui 
existe entre dl et dtK. J'écris cette relation ainsi : 

(-> ©)'=*(£-
v

>
 λ

=(τκΓ· 
l'égalité 

(«) ^-v = c 

définissant une intégrale première de (A). A loute intégrale pre-
mière de (A,), soit 

/(*.» qk dq/dt dq/dt,... dqk/dt =C1 
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correspond une intégrale première de (A) qu'on calcule en rempla-
çant dt

{
 en fonction de dt dans /, d'après la formule (m). Mais ce qui 

est remarquable, c'est qu'à toute intégrale algébrique et entière de 
(A,) correspond une intégrale de (A), algébrique, entière et de 
même degré. La chose est évidente dims le cas où les géodésiqucs de 

Τ et de T, coïncident, c'est-à-dire où ̂  se réduit à une simple fonc-

tion des q
t
. Il suffit donc de la démontrer dans le cas général. 

Désignons par ds* une forme homogène de degré η en dq
t
, dq >,..., 

dqh \ l'intégrale considérée de (A) sera de la forme 

ds"
it
 -h dl\ ds" _ij dt" s

0
 = G dl'\ (si η est pair), 

et de la forme 

ds" -+- dt] ds"
n
 \ 4-... -h dt" 1 ds

{
 = G dt" (si η est impair). 

Remplaçons dans le premier. membre les puissances de d.('\ par les 
puissances de λ2(^σ2 — Vdt-), et dans le second membre dt" par 

dt" λ" ci ; on obtient ainsi une intégrale de (A) entière et de degré n. 
La même remarque et la même démonstration s'appliquent aux 

intégrales rationnelles. 
Si, notamment, (A,) possède une intégrale linéaire, soit 

Zaidqi = Cdt
[

, 
(A) admet 1 intégrale 

l2i^idqi= G 'dt ('). 

Si (A,) possède une intégrale quadratique, soit àSy — \V dC\ = G dt], ·■ 
(A) admet l'intégrale 

dS2/y2- w ck* h- wv de = c de. 

(^) Comme toute intégrale linéaire définit une transformation infinitésimale 
du système (A), deux systèmes (A) et (A,) correspondants (en particulier 
deux ds9 correspondants) admettent le même nombre de transformations infini-
tésimales. 
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Appliquons cette dernière remarque au cas où les forces d'un des 
systèmes correspondants (A) et (A,) dérivent d'un potentiel : soit, 
par exemple, U, la fonction des forces Q,. En premier lieu, si les géo-
désiques de Τ et de T, coïncident, (A) admet Γ intégrale quadratique 

A/A1(ds2—\},dl2)—h\dt2. 

Si les Q/ admettent aussi un potentiel, (A) et (A<) admettent chacun 
une intégrale quadratique autre que celle des forces vives. 

Dans le cas général, l'intégrale des forces vives de (A,) donne 
pour (A) l'intégrale 

(ρ) ^ -U,<fes + U,VA' = A',<*f. 

Il importe de reconnaître si cette intégrale est distincte de l'intégrale 
quadratique (a) et de celle des forces vives de (A) (quand cette der-
nière existe). Pour discuter ce point, plaçons-nous d'abord dans l'hy-
pothèse où les Q/iie dérivent pas d'un potentiel. Pour que l'intégrale 
(p) se confonde avec l'intégrale (a), il faut et il suffit qu'on ait 

ds2/dt2— U, (άσ2 — Y dl2)~ a
t
 (da2 — V dt2) — b

x
 dl2 

(a, et ù, étant deux certaines constantes), ou bien, d'après (w), 

dsJ — dl)(U, -h a,) -ι- bx\2 dt2 = o, 

égalité de la forme 
dt2 ~ -

τ1
— h μ dt2, 

qui caractérise l'hypothèse IT, où des géodésiques de ds2 coïncident 
avec un faisceau naturel ht = a-x

 de (A,). 
Supposons maintenant que (A) possède une fonction de forces Ε ; à 

quelles conditions l'intégrale (p) se réduit-elle à une combinaison de 
l'intégrale (a) et de celle des forces vives? Il faut et il suffit qu'on ait 

ds2/y2- U, (d<s2 — Vd?)~a
K
 (da2 — Y dt2) -j- b{ (ds2 — U dl2) + c, dt2 

Joum, de Math. (4* série), tome X. — Fasc. I. 189/1.10 
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(α,, />,, c, étant certains nombres), c'est-à-dire encore 

dl) - T-ji- - J1È1- _ (u - CA dl>\, 

égalité de la forme 

dl'- ,Η-^î- = μ,'Γώ2 - Ï-Γ—— 1 > 

qui caractérise le cas particulier où un faisceau naturel h — a de (A) 
et un faisceau naturel hx = at de (A,) coïncident. 

En dehors de ces deux cas, l'intégrale (p) sera distincte cle l'inté-
grale (a) et de celle des forces vives. 

(>. Nous sommes en état maintenant d'énoncer les conclusions sui-
vantes : 

Quand deux systèmes ( A) et ( A,), où les forces ne sont pas toutes 
nulles, se correspondent ('), on peut toujours passer de l'un à Vautre 
par une transformation unique de la forme 

dl'- ,Η-^î- = μ,'Γώ2 - Ï-Γ—— 1 > 

où la parenthèse définit une intégrale quadratique de{ A) à moins 
qu'elle ne se réduise à une constante. Mais plusieurs cas sont à dis-
tinguer : 

i° Les géodésiques de ds~ et de ds'\ coïncident; c'est le cas ou 
dl

K
 = λ(^,, qfjdt. Les équations (A') et (A',), déduites de (A) et 

de (A,) en annulant les forces, admettent une intégrale quadratique, 
sans qu'il en soit de même nécessairement de (A) et de (A,). Quand 
les forces d'un des systèmes, soit (A,), dérivent d'un potentiel, (A) 
admet une intégrale quadratique. Quand il existe une fonction de 
forces dans les deux systèmes, chacun d'eux admet, en outre de l'inté-
grale des forces vives, une seconde intégrale quadratique. 

2° f//i au moins des deux systèmes, soit A,, admet un potentiel, 
et un faisceau naturel — a

{
 de (A,) coïncide avec les géodé-

(1 ) IL est clair que, (A) et .(A,) jouant un rôle symétrique, on peut permuter 
clans ces énoncés (A) et (A,). 
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siques de ds— On rentre dans le premier cas en substituant à (A, ), 
à l'aide de la transformation de M. Darboux, le système 

U1+a1 ds2/dt2 1/U1+a1 

Le système (A) admet une intégrale quadratique distincte de celle 
des forces vives; le système 

(U1+ Q, -O] 

admet aussi une intégrale quadratique. Enfin, si (A) possède un po-
tentiel, (A,) admet lui-même une intégrale quadratique distincte 
de celle des forces vives. 

3° Les forces de (A) et de (A,) dérivent des potentiels U et U,, 
et deux faisceaux naturels h = α, Λ, = a, de (A) et de (A,) coïn-
cident. On rentre dans le premier cas à l'aide d'une double transfor-
mation de M. Darboux. Les deux systèmes (A) et (A,) possèdent, 
avec celle des forces vives, une seconde intégrale quadratique. 

4U (Cas général). Aucune des hypothèses particulières qui 
précèdent n'est vérifiée. Les deux systèmes (A) et (A,) ont une 
intégrale quadratique distincte de celle des forces vives. Si les 
forces de (A,) dérivent d'un potentiel, (A) admet deux intégrales 
quadratiques distinctes; s'il existe aussi une fonction de forces 
pour (A), les deux systèmes admettent respectivement trois inté-
grales quadratiques distinctes, en y comprenant celles des forces 
vives. 

Les trois premiers cas se ramènent en définitive au cas où il y a 
correspondance avec conservation des géodésiques. A ces trois cas 
s'appliquent donc tous les résultats obtenus dans le Chapitre II. Le 
quatrième cas au contraire est tout à fait distinct de celui qui a été 
traité au Chapitre II. 

II. — COROLLAIRES DES THÉORÈMES PRÉCÉDENTS. 

7. Je vais compléter les résultats précédents par quelques remar-
ques importantes. 
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Nous avons dit que si un des systèmes correspondants (A) et (A,) 
admet une fonction de forces, il n'en est pas de même en général du 
second. Mais plaçons-nous dans l'hypothèse où U et U, existent simul-
tanément. 

Nous savons (voir Chapitre I, p. 36) que, dans la transforma-
tion de M. Darboux, chaque faisceau naturel h —a de (A) (notam-
ment le faisceau des géodésiques h = 00) coïncide avec un faisceau 
naturel h

t
 = at de (A,). Cette transformation, comme nous l'allons 

voir, est la seule qui jouisse de celte propriété; autrement dit, 
si (A, ) n'est pas un correspondant ordinaire de (A), un faisceau 
naturel quelconque h = a de (A) ne coïncide pas avec un faisceau 
naturel de (A,), mais bien avec un faisceau obtenu en prenant dans 
chaque faisceau //, = a

K
 un faisceaii à (2/r — 3) paramètres. On peut 

même aller plus loin, et montrer qu'tY n'existe pas en général de 
faisceau naturel h —a de (A) qui coïncide avec un faisceau na-
turel de (A,) et qu'il n'en existe jamais plus d'un. 

Tout d'abord, si un tel faisceau h — a existe, on se trouve nécessai-
rement dans un des trois premiers cas énumérés plus haut, et l'on 
peut toujours, en se servant de la transformation de M. Darboux, se 
placer dans le premier cas, celui où les deux faisceaux naturels qui 
coïncident sont les faisceaux des géodésiques, h = 00, h% = ce. Je dis 
qu'il ne saurait exister un second faisceau h— a qui se confonde avec 
un faisceau λ, = a

n
 à moins que (A, ) ne soit un correspondant ordi-

naire de (A). 
S'il en était ainsi, en eil'et, on devrait avoir en même temps 

dJî =Hq„ ?*.···,?*) 
et 

Λ--ΌΓ+·
β
; = 'Α"ίΛ*-τπ^> 

égalités qui, pour être compatibles, exigent les conditions 

λ = ι* » uttô; ~ tr+a' 

Mais nous avons vu que, si deux ds- correspondants sont de la 
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forme ds- et μ'2 ds2, p.' est nécessairement une constante, et les deux 
systèmes correspondants sont deux correspondants ordinaires. La 
proposition est donc démontrée. 

En définitive, dans les trois premiers cas du n° 6, il existe un 
faisceau naturel h = a de (A) et un seul qui est aussi un faisceau 
naturel de (A,); dans le cas général, il n'en existe pas ( ' ). 

D'après cela, revenons sur le problème qui consiste à reconnaître 
si, pour chaque valeur de h, ds'*~(U H- h) ds* admet un correspon-
dant (non semblable) 

AV=ZA' (y,,y
2

, qk,hjdqidqj. 

Est-il possible que le système Q^. = oJ se rattache à un sys-

tème (A,) indépendant de Λ, de la même manière que le système 

ds'2/dt'2Qι = ο) se rattache à (A)? Autrement dit, ds? peut-il être de la 

forme (U, -+- A,) ds*, A, étant une certaine fonction de A, et U
n 

ds] n'en dépendant pas? Cela n'a jamais lieu ; car, autrement, les sys-

tèmes^2» UJ et U,j seraient deux correspondants non ordi-

naires, et tout faisceau naturel de l'un serait faisceau naturel de 
Vautre. La recherche des ds? est donc tout à fait distincte de celle 
des correspondants de (A). 

8. Nous nous sommes appuyés, dans ce Chapitre, sur quelques 
propositions obtenues antérieurement et notamment sur celle-ci : 

Pour que deux systèmes (A) et (A,) soient correspondants avec 
conservation des géodésiques, il faut et il suffit qu'on puisse passer 

(l) J'insiste sur ce point, qui a son importance dans la théorie des groupes de 
transformations des trajectoires, et qui a donné lieu à une discussion entre 
M. Liouville et moi. M. Liouville pensait avoir démontré que, pour k"> 2, 
chaque faisceau naturel de (A) est toujours un faisceau naturel de (A,) (voir 
les Comptes rendus, 3i octobre 1892). En réalité, les considérations précédentes 
montrent qu'il n'en est jamais ainsi. 
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de (A) ά(Α,) à l'aide de la transformation 

dt1/dt= λ(?·> ?=,» -·-» S'A)· 

Il est bien facile de démontrer cette proposition en se servant de la 
relation qui existe, dans tous les cas, entre dt et dt, quand (A) et (A,) 
sont deux correspondants où les forces ne sont pas nulles. Cette rela-
tion peut s'écrire 

dt\
 M

 dt2 __ dahi 

dq\ dq\ ~~ dq\ 

Nous savons que les géodésiques de ds2 sont un faisceau de trajec-
toires de (A) à (ik — 2) paramètres qui satisfont à la condition 
~ = ο ^ou + Φ, — Φ., == o^; pour que les géodésiques de 

ds3 et de ds'\ coïncident, il faut donc et il suffit que les conditions 

^ = 0 —
 0soient équivalentes; comme on a, pour = o, 

di\ do"-
dq2 dq2 =0 

il faut et il suffit que soit identiquement nul, et, par suite, que 

dt2/dt= M(q
{

, qk). Nous savons alors (voir le n° 5 de ce 

Chapitre, p. 66) que M = · c. Q. r. D. 

Ceci nous permet de retrouver le théorème démontré dans le pre-
mier Chapitre et auquel nous avons eu souvent recours : Si les sys-

tèmes et ^C ^5 » Q'^ sont correspondants, on a nécessaire-

ment Q', = cQ
n
 ..., Q'/, — cQk. En effet, les géodésiques de ds2 et 

de C ds- coïncidant, on a 

dt1/dt = C0 A1/A 1/1+k = C0 C 

et d'autre part 

Bi A2/k+1 = C2 B'i Ai 2/k+ 
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donc 

p,.=|3;c*c"', 
et comme 

?.■=2 a
u Q/ et Κ = ό Σ

 a
'j % · 

on trouve 

q;=—W, q„ q;=cq„ 
c;Ck+1 

et, si l'on remplace dans C
0
 en fonction de C et c, 

dt± 1 / ~. 
dt Ve 

Ce sont bien les résultats déjà obtenus. 

9. Nous avons également démontré dans le Chapitre II que deux 

systèmes et ne peuvent être correspondants pour 

deux systèmes distincts de forces associées, soit Q, et Q| d'une 
party (Q,) et (Q)) d'autre part, sans que les geodésiques de ds3 

el cle ds" coïncident (au moins, quand k dépasse 2). 
Voici une nouvelle démonstration de ce théorème qui nous fournit 

en même temps des résultats pour k — 2. 
Admettons que les géodésiques de ds2 et de ds] ne coïncident pas; 

nous avons, d'après les systèmesQ Λ et ί ̂  QA, la relation 
(voir ρ. 6o) 

dl'i(%dq
{
 - β, dqi) - dtrf^dq, - β',%) 

(0 
= (Π. - π;) dqi — (Π, - n;) dq,, == S

f
-, 

les Π étant des formes quadratiques en dq
K

, dq2, ..., dqk, qui ne dé-
pendent que de ds2 et de ds]. Nous savons d'ailleurs qu'on a nécessai-
rement 

h _ h 
B'i B'1 
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que, de plus, le second membre S,· de*(i) est divisible par 

(β,-rfç, - p.djv), 

et que le quotient, soit da2, est le même quel que soit L On a de 

même d'après (Q,·)] et (QJ) |, 

dr-ffidq, - y,dq/)— dl]^) dq, - γ dqt) 
= (n,-n;)rf

?
,-(n,-n;.)rf

?
„ 

et des remarques analogues s'appliquent à celte égalité. 
Ceci rappelé, je dis que, si h dépasse 2, on a nécessairement 

^ = ^ (t=t,2,.., k) 

Soit, en effet, — — ; un de ces rapports au moins sera différent de — » 

soit le binôme (γ2^ι-- 7\dq.,)
f
 divisant S

2
 [le second membre 

de (1) pour i = 2] et étant premier avec (β
2
 dq

x
 — β, dq

2
)

9
 doit divi-

ser ds- ; pour la même raison, (γ
;
, dq

y
 — γ, dq

3
) divise aussi de* ; on 

devrait donc avoir 

Si = M(?«, ..., qk) 
X (Pa dq

x
 - β, %)(γ

2
 ~ γ, dq,)(γ

3
 rfgr, - γ, c^), 

et de même 

S, — · · ·ι ^A) 

X (y
2
dq-y, dq^^dq, - β, dq,) (β, dq, - %dq,). 

Cette double égalité n'est possible que si & = ïî, ce qui est contre 
l'hypothèse. On a donc bien 

fc =rr= Ël = = Ë* 
γι γ« γ* 

D'autre part, l'expression 

(± ËlV'Y^iV 
A1 B1 dt 
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étant une intégrale première de (A), l'expression 

AB'1/A1B1 2/k+3 S2/ B1 B2/B1 dq1-dq2 = Ab'/A1B1 

est une intégrale du système» Qt = ο U il en est de même de 

l'expression 
a 

/ Δ γ'Λ*4"3 efo'* ^ 
A1 y1 

ceci n'est possible que si l'on a 

1 B'1 2/k+3 C y'1 2/k+3 

Ρ» VP./ 7ι \ϊι/ ' 

Jin permutant les systèmes (A) et (A, ), on trouverait de même 

P; VP'./ ~Ï'AY'J ' 

et de ces deux égalités on tire 

Ti = cp„ r', = cB'.. 
Comme enfin 

f.=2a.jQj et Ti=2a'v(Q>)' 

on a en définitive 

(Qi)_(Q«)_ _(Q*>_,. (Q;)_(Q;)_ _(Qa)_v. 
Qi " Qa Q* ~C' Q'I ~ Q', Qîr ~c' 

les systèmes de forces (Q
t
-) et (Q^·) ne sont pas distincts des systèmes 

Q/et Q,.. C.Q.F.D. 

La dernière partie de la démonstration subsiste si h = 2 *, par suite, 

quand ̂  = -j~> la valeur commune de ces deux rapports est nécessai-

Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. I, 1894^ 1 ' 
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rement une constante; mais on ne peut plus établir, comme précédem-
ment, que ces rapports sont identiques. Le raisonnement employé fait 
voir seulement que 

S
a
 Ξ M (E dq

{
 + F dq

2
) (β

2
 dq

y
-^

%
dq^) (γ

2
 dq

i
 - γ, dq

2
) ; 

le système
 }

 Q, — o^ admet donc nécessairement deux inté-
grales quadratiques distinctes, en outre de celle des forces vives, 
à savoir deux intégrales de la forme 

λ(Ε<^, -+- Fdq
2
)(y

{
 dq^ — γ2 dq t) = Cdl2, 

cl 
(A(E^, -+- Fdq

2
)($

x dq
2
 — $2dq

{
)~ C'dt3; 

de même le système Q'f = ο 1 admet deux intégrales de mènic 

forme. Il suit de là que les sysètmesQH et ί ji, QJ. j ne peuvent 
se correspondre pour plus de trois systèmes de forces distinctes. Si 
trois tels systèmes existent, soit Q

{
· et QJ, (Q

T
) et (QJ), [(QÎ)] et 

[(QJ)], les systèmes \ Q
T

 = oj et l QJ = oj admettent respec-

tivement trois intégrales linéaires distinctes, et par suite ds2 et dsJ 
sont les ds2 d'une surface à courbure constante. J'arrête ici cette dis-
cussion du cas particulier de deux paramètres, dont l'étude ne présente 
plus dès lors de difficulté et sera développée complètement dans un 
autre Mémoire. 

10. Comme dernier corollaire du théorème général, démontrons 
enfin cette proposition importante : 

Soit deux correspondants non ordinaires Q/J QJ· î 
il est impossible que la condition cls^ — ̂ q^ qk)ds2 soit rem-
plie. 

Tout d'abord, observons que cette condition est réalisée pour les 
correspondants ordinaires ; car on a alors soit ds\ ~ C ds2, soit 
ds\ =r; C(U 4- h)ds%

y
 U désignant le potentiel des Q^ Le théorème 
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exprime que ces correspondants sont les seuls qui jouissent de cette 
propriété. 

La chose est évidente si les géodésiques coïncident, ainsi que nous 
l'avons déjà remarqué; car q^ · · ·> £*) == const, doit être une 
intégrale des géodésiques et, par suite, se réduit à une constante. 
Voici une démonstration qui embrasse tous les autres cas. 

Admettons que ds\ soit égal à pcfo2, et écrivons une des équations 
(A) et une des équations (A, ), 

(A) 2 A'V + Ν, = Q/i = 1,2,..k= 
/= 1 

et 

(A,) 2ί
Α

'Ί dt\ diq'i) dtx 'T) dv/dqi = Qi/u 
/=» 

ν représente log pt, et (T) ce que devient Τ quand on y remplace qt par 
(y-)== -j-- Il suit de là que, si l'on désigne par le mineur de A re-
latif à l'élément Aet divisé par A, on aura 

Sf - <
p

.) - S 'i'« ÎÎB <·, %+%, 

mais, d'après les égalités p{ = on a précisément 

i\ = 2
 a

oPj>
 DONC

 2
A

'VG^· 

en sorte qu'on peut écrire, en posant B/= 2
 a

ijdv dqj 

^-'=(P/)-(?;)|+(t)b,+P;. 

La relation entre dt et dtK est donc ici 

dl2(β»dq
K
 — β, dq

2
) - dt*($'

2
dq

{
 - β;dq

2
) 

= (Π, — Π, -t- dv dq
K
 — B, ds2)dq2 — (Π2 — Π2 -f- dv dq2 — B, ds2)dqi 

— ds2(B2dq
{
 — B

4 dq2). 
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Le binôme ($%dq
%
 — β, dq

2
) doit diviser le second membre ('); il 

ne peut (si h est supérieur à 2) diviser dsα dont le discriminant Δ n'est 
pas nul ; la relation entre dt

{ et dt est donc de la forme 

Λ; = Μ(ώ·-VA»), 

qui caractérise l'hypothèse II, où les géodésiques de (U a)ds2 et 
celles de ds\ coïncident, U désignant la fonction de forces de (A) qui 
existe alors nécessairement, et a une certaine constante finie. 

En permutant les deux systèmes, on voit de même que les géodé-
siques de ds2 coïncident avec les géodésiques de (U, + a, ) ds], U, dé-
signant la fonction deforces de (A,) qui existe nécessairement et a, 
un certain nombre fini. Cette double circonstance (d'après le théo-
rème du n° 7) ne peut se présenter que dans la transformation de 
M. Darboux. c. Q. F. D. 

Pour les systèmes à deux paramètres, il n'est pas impossible que 
Pa dq

x
 — β

4
 dq

%
 divise ds2 ; j'observe seulement que le dsx serait alors 

nécessairement le ds2 d'une surface imaginaire. On voit aussitôt que 
ds2 (et efoj) sont deux ds2 de M. Lie; car si l'on ramène ces dsJ à la 
forme y dq, d2q, le système—, Q, s=s ο possède une intégrale qua-

dratique telle que dq
x
 (mdq

x
 -+- ndq

3
) = C A2, qui caractérise les 

ds2 de M. Lie. Je me borne à ces indications sur le cas de deux para-
mètres, qu'il est très facile dès lors de traiter directement et que je 
discuterai dans un travail ultérieur. 

III. —- CONDITIONS SUFFISANTES POUR QU'UN SYSTÈME (A) ADMETTE 

DES CORRESPONDANTS. ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU CALCUL DES VARIA-

TIONS. 

M. D'après ce qui précède, quand un système (A) ou Q/J 

possède un correspondant non ordinaire Γ—J Q^l, les deux systèmes 

(*) Si le second membre était identiquement nul, on aurait di\ — Wdt*, et les 
géodésiques coïncideraient. 
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jJÎ, Q
t
=oJ et admettent respectivement une inté-

grale quadratique; dans certains cas, toutefois, il faiit substituer dans 
l'énoncé à un de ces systèmes, au premier par exemple* le système 

(U-ha)^i Q,—ο . L'existence d'une intégrale quadratique de 

ds2/dt2Q. = oj ou même de |^> n'est pas d'ailleurs une condition 

suffisante pour que (A) possède un correspondant. C'est ainsi que le 

système (A), rencontré par Jacobi, où ds8 est égal à ̂  f(q.)
 d(

ti 

{voir Chap. II, p. 54) et où U = ̂  p(y')
1 admet un système com-

plet d'intégrales quadratiques sans posséder en général de correspon-
dants non ordinaires. 

Pour former les conditions suffisantes, un procédé consiste à expri-
mer qu'on peut passer de (A) à (A,) par une transformation de la 
forme 

dlJ == dp* — wdl2. 

Ces conditions se présentent comme beaucoup plus compliquées 
que dans le cas des forces nulles; mais on les simplifie notablement 
en tenant compte immédiatement des conditions nécessaires déjà 

connues : ι° == &·; 2° l'expression (Π, — U\)dqi — (Π,· — Π\)dq
x 

est divisible par ^ dq
{
 — dq

h
 et le quotient, da* est indépendant 

de i\ 3° ^
 F

 CSt Une

 *
nt

®8
rede de

 CM»
 et 

(Δ |j7
 +

 ft
 uneintéSrale de (A<)· 

Pour qu'il y ait correspondance avec conservation des géodésiques, 
il faut que άσ- — ο, c'est-à-dire qu'on ait 

U1-U dqi- U1-U1 dq1 =0 

conditions nouvelles à ajouter aux précédentes. Mais on peut se de-
mander si ces conditions ne sofit pas nécessairement des cotisé-
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quences des premières; autrement dit, si la correspondance avec 
conservation des géodésiques (ou du moins d'un faisceau naturel) n'est 
pas la seule possible. Il n'en est rien, et pour s'en assurer un moyen 
simple est de former un exemple. Je citerai seulement le suivant : 
les deux systèmes 

[T, U] et [Τ,,υ,], 
ou 

T=U) +(i) + U ' u = ̂ ' 
et oi'i 

T1 = 1/x2 ~~ 57, X {srj X + \dt) J' 

~~ 57, X {srj X + \dt) J' 

u'=f' 

sont correspondants; leurs trajectoires sont des paraboles d'axe pa-
rallèle à Ο*. Aucun faisceau naturel h — a de (A) n'est faisceau na-
turel A, = aK du second système. Observons que ces deux systèmes 
sont en même temps homologues ; on passe de l'un à l'autre en chan-

geant χ en -> y en — » ζ en et en faisant t = t.. Ce changement de 

variable transforme les paraboles trajectoires en elles-mêmes. 
Si donc on forme, comme je viens de l'indiquer, les conditions suf-

fisantes pour que (A) admette un correspondant, les systèmes (A) 
répondant à ces conditions comprendront comme systèmes particu-
liers ceux qui satisfont de plus à la condition que les géodésiques (ou 
un faisceau naturel) se conservent. Il est d'autre part très facile de 
trouver des ds2 correspondants, par suite des systèmes (A) qui admet-
tent des correspondants ayant mêmes géodésiques; de ces systèmes 
enfin on déduit sans peine des correspondants qui possèdent un fais-
ceau naturel commun. Les quatre cas que nous avons énumérés au 
n° 6 peuvent donc bien se présenter. 

12. Je reviendrai ailleurs sur les conditions suffisantes en ques-
tion. Je terminerai ces généralités ^en remarquant qu'elles peuvent 
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s'étendre aux équations quelconques provenant dû calcul des varia-
tions. Considérons une fonction 

f(q^2) · · ·> Ç[k) · · ·> S'a) 

assujettie à la seule condition que son hessien relatif aux q\ ne soit pas 
nul, et écrivons les équations 

O) S
l

 = Qi(qnqi 9k)
' ~di =

 q
< (i = ,'a»···»*)· 

Si un second système analogue (a,) définit les mêmes trajectoires, 
on passe de (a,) à (a) par une transformation 

Tt = ï(?» ?» ···. ?!.?'..q'k= 

d'où l'on peut déduire, en général, une intégrale première de (a) 
[et de (a,)] ; dans le cas où cette intégrale se réduit à une constante 
absolue, on connaît, en général, une intégrale du système (a) où l'on 
a annulé les Q,·. Quand / est homogène en q\, q[,, ..., qh, et de degré m 
(m^oeh), l'analogie avec les équations de Lagrange est presque com-
plète : il convient là encore de distinguer deux cas suivant que tous 
les Q;, Q, sont nuls ou non ; ce dernier cas se décompose lui-même 
en quatre autres d'après la classification du n° β. 

IV. — CONSÉQUENCES GÉNÉRALES ET APPLICATIONS PARTICULIÈRES 

DES THÉORÈMES PRÉCÉDENTS. 

15. Je me bornerai à indiquer brièvement ici quelques-unes des 
conséquences les plus importantes des théorèmes que je viens d'éta-
blir, et aussi quelques applications pour montrer avec quelle facilité 
elles découlent de ces généralités. 

Tout d'abord, nous savons qu'à un correspondant non ordinaire 
(A,) de (A) est attachée une certaine intégrale quadratique soit de (A), 

soit d'un des systèmes ou £( U -+- a) Q,=
 0

]. Cette 
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intégrale une fois connue, le calcul du correspondant (A,) n'offre plus 
aucune difficulté. Or la détermination des intégrales quadratiques de 
(A) dépend, dans l'hypothèse la moins favorable, d'un système diffé-
rentiel linéaire complet. La détermination des correspondants d'un 
système (A) donné n'exige donc jamais que l'intégration d'équa-
tions linéaires. 

Si, en particulier, on veut résoudre les problèmes I et II de l'Intro-
duction, il faut, parmi les dfo}, distinguer ceux qui sont homologues 
de dsa et calculer les transformations de passage de ds* à ds]; recherche 
qui n'introduit encore que des équations linéaires. Notamment, le 
calcul des transformations qL~ φ/(Λ, ...,/>) qui conservent les 
trajectoires d'un système donné n'exige jamais que l'intégration 
d'un système linéaire complet. 

' 14. Insistons maintenant sur le problème particulier énoncé au 
début de l'Introduction : Un système (A) étant donné, existe-t-il un 
système (A,) qui définisse le même MOUVEMENT? Pour qu'il en soit 
ainsi, il faut et il suffit qu'il existe entre dt et dt

{
 une relation de la 

forme ~,=.i. Si les forces Q,, Q', sont nulles, pour que les deux 

mouvements coïncident, il faut donc et il suffit que (A) et (A,) soient 
deux correspondants pour lesquels Δ =0Δη C étant une constante. Si 
les forces Q

t
, ne sont pas toutes nulles, il faut et il suffit que (A) 

et (A,) soient deux correspondants dont les géodésiques coïncident, 

et tels de plus que A=C^;on aura alors β,·= β) et ~ = ι pour un 
des systèmes [Tn cQ'.]. 

Il suit de là que, pour trouver tous les systèmes (A,) cherchés, il 
faudra déterminer tous les ds2, soit </S2, ayant mêmes géodésiques 
et même discriminant que ds*. A tout système de forces Q, corres-
pondra un système de forces Q'- ( et un seul) tel que les deux mou-

vements définis par Qet par Qcoïncident (C est un 

nombre choisi arbitrairement). 
On voit aisément que les ds2 des surfaces à courbure constante ad-

mettent de tels correspondants ds\, et il en est de même des ds8 des 
surfaces à courbure constante de l'espace à (k-h i) dimensions. Pour 
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k = 2, il n'existe pas d'autres ds2 jouissant de cette propriété, mais 
pour k > 2 il n'en est plus ainsi. M. Liouville (1 ) a déterminé tous les. 
ds2 à trois variables tels que le mouvement défini par Q. = o^ 

puisse être aussi défini par un second système Q'· = o^ et tel de 

plus que les discriminants Δ et Δ, de ds2 et de ds\ soient identiques. 
D'après ce qui précède, cette dernière condition est inutile et rentre 
dans la première. Les ds2 déterminés par M. Liouville constituent 
donc tous les ds2 à trois variables, tels que le mouvement défini par 

un système ds2/dt2Q
t
 J puisse être aussi défini par un autre système dis-

tinct du premier > Q'^. 

15. Revenons aussi sur le problème II de l'Introduction : « Étant 
donné le système (A) ds2/dt2Q;J, déterminer des forces R^ telles 

que, si on les substitue aux Q,·, les nouvelles trajectoires se déduisent 
des premières en changeant qt en φi(q

t
, q

2y
..qk). » Les trajectoires 

de ^5, Q
t
·^ et de (~,j-> comprendront un faisceau commun, à sa-

voir les géodésiques de ds2. Deux cas sont à distinguer suivant que ce 
faisceau se transforme ou non en lui-même quand on change en 
cli (q1qk). Occupons-nous seulement du premier cas. 

La transformation qt = φ,· et son inverse substituent alors à ds2 deux 
ds2 homologues, soit ds'2 et ds\ (2), dont les géodésiques coïncident 

avec celles de ds2 Par suite tout systèmedp* Qi) possède un cor-

respondant de la forme—1 QJ J; l'homologue déduit de ce corres-

pondant en changeant les qt en < .·, £*), est de la forme 

ds2/dt2RJ et les forces R^ conviennent au problème. 

Si donc les géodésiques de ds2 admettent une transformation 

(1) Voir· les Comptes rendus, avril 1891. 
(2) ds\ peut d'ailleurs coïncider avec ds*. 

Journ. de Math. (4* série), tome Χ. — Fasc. I, 1894.12 
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qt = <p
t
· en elles-mêmes, à tout système de forces Q

t
· correspondent 

des jforces Ri, telles qu les trajectoires définis parR'.j se dé-

duisenl des trajectoires définies par ( Q,· j en changeant gr, en 

?<(?!> ?»· ·»?*)· 

16. Que les géodésiques se conservent ou non, est-il possible que 
la transformation £,· = cp

t
· soit conforme, je veux dire change ifc2 en 

[/.(#,, qk)dsael S'il en est ainsi, l'inverse de cette transforma-

tion substitue au systèmeRj un correspondant de A, soil 

ds2/dt2» Q'. j, ou u ds2 ; il faudra donc qu'on ait ou bien ds\ = C ds-

et Q/= cQi, oubienifc* = (<zU ■+- &)i£sr2etU, = ̂  + b- On détermi-

nera donc tous les ds2 de la forme C ds-, ou de la forme (aU + b)ds-
(quand U existe), qui sont homologues decfe2, et toutes les transfor-

mations de passage qi — φ,·; si l'on prend R, = C V Q
y
-(<p,,..., <p

A
) 

pour le premier cas, et si l'on change les q,· en φ,·^,, ·.·, qk) dans 

C/aU
+

 p pour le second, on obtient des forces R'. ou une fonction de 

forces U' telles que les trajectoires de R'.^ ou de U'^ se dé-

duisent des premières par une transformation conforme. 
Par exemple, soit ds- = dxs-h dy-. En outre de la transformation 

banale définie par l'égalité iP+iy=(A + i B)(a?, ± iy{)-\- C -+- iD, 
il .existera d'autres transformations conformes faisant passer des tra-

jectoires de ds2/dt2Q,· j aux trajectoires de ( R'.j, si U existe et satis-

fait à la condition ^ !°f^ -h ^ ■ !°f ̂  = o. Posons alors 

~ l°G^ U + Ï'V = log ̂  + A -h i'B, 

/, représentant une fonction analytique de ζ = χ -h iy\ l'égalité 
*,=/,(*) définit deux fonctions # = ç(a?|,y

{
), ^ = ψ(ίρ,,/

1
); soit 
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U' ce que devient l'expression ^ quand on y change χ et y en <p (x,y) 

et ψ (#,/); les trajectoires du système ί ̂  » U' J se déduisent de celles 

du système ds2/dt2UJen changeant χ et y en φ (χ, y) et '\>(x,y). C'est 

un théorème de M. Goursat ('). 

17. L'application de certaines des remarques précédentes permet 
de retrouver sans peine tous les résultats déjà obtenus par les divers 
auteurs qui se sont occupés de systèmes correspondants particuliers. 
Par exemple, les géodésiques de ds-^dx2 H- dy2 admettent le groupe 
des transformations homo graphiques à deux variables. D'après le 
théorème du n° 15, à chaque système de forces Q, correspondent des 

forces R' telles que les trajectoires de Q/^et R^ se dé-

duisent les unes des autres par une transformation homographique 
quelconque donnée à l'avance. Les formules de passage découlent im-
médiatement des formules établies dans le Chapitre II (p. 49) sur 
les correspondances qui conservent les géodésiques. On retrouve ainsi 
les résultats bien connus de M. Appell. 

Il est clair que les mêmes conclusions s'appliquent aux ds2 à deux 
variables dont les géodésiques admettent la transformation homogra-
phique la plus générale. Quels sont ces ds2St Leurs géodésiques étant 
des droites Aq

{
 4- B^

2
 4- C = o, ces ds2 sont correspondants de 

dx2-\-dy2, et possèdent par suite trois transformations infinitési-
males en eux-mêmes (voir Chap. Ill, Section V, p. 72) : d'après un 
théorème de M. Lie, ce sont les ds2 de surfaces à courbure constante. 
D'autre part, on voit immédiatement, sur la sphère et la pseudosphère, 
que toute surface à courbure constante est représentable géodésique-
ment sur le plan. De cette seule remarque, il résulte (Chap. II, Sec-

tion VI, p. 4^) qne tout mouvement Q,·) sur une surface à 

courbure constante correspond à un mouvement plan, et que les 
surfaces à courbure constante sont les seules à jouir de cette pro-

(*) Voir les Comptes rendus (avril 1889) et 'a ^ote de M. Darboux faisant 
suite à celle de M. Goursat. 
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priété. On connaît les travaux de MM. Paul Serret, Appell et Dau-
theville sur la question. 

Toutes ces remarques peuvent être répétées sans modification pour 
les ds2 de la forme dx\ h- ... 4- dx2

ki et pour les ds2 des surfaces à 
courbure constante de l'espace à (k -+- i) dimensions. 

Mais les généralités développées dans ce Mémoire comportent beau-
coup d'autres applications entièrement nouvelles. C'est ainsi qu'elles 
permettent^ pour /r = 2, d'élucider complètement la question des cor-
respondants, d'en former tous les types [en s'aidant des travaux ré-
cents de M. Kœnigs (')] et, par suite, de déterminer les groupes des 
transformations des trajectoires. Cette dernière recherche peut d'ail-
leurs être effectuée par un procédé direct. Dans un Mémoire ulté-
rieur, en même temps que je reviendrai sur les conditions suffisantes 
pour qu'il existe des correspondants, je traiterai en détail les applica-
tions les plus importantes et notamment celles qui concernent les sys-
tèmes à deux et trois paramètres. 

(') Voir les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (18g3). 


