JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

L. RAFFY
Détermination des éléments linéaires doublement harmoniques

Journal de mathématiques pures et appliquées 4° série, tome 10 (1894), p. 331-390.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1894_4_10__331_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1894_4_10__331_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

ELEMENTS LINEAIRES DOUBLEMENT HARMONIQUES. 331

Détermyination. des éléments linéaires doublement harmoniques ;
. L ™~
i

Par M. L. RAFFY.

-
-

Les pages qui suivent conticnnent la solution compléte d’un pro-
bleme abordé¢ dans un cas particulier par M. Sophus Lie et proposé
par M. Darboux aux efforts des géométres : Déterminer tous les
éléments lindaires doublement harmonigues, c'est-a-dire réductibles
de deux maniéres, et par suite d'une infinité de maniéres, au type

ds*=9(x +y)—f(x —y)]|dedy. .

Cette solution formait la seconde partie de mes Recherches sur les
surfaces harmoniques (') qui ont obtenu de ’Académie des Sciences -
une mention honorable dans le concours pour le prix Bordin en 18g2.
Pour abréger le texte primitif, j’ai retranché du Chapitre premier des
d¢veloppements analytiques rendus superflus par I'emploi ultérieu-
rement fait (Chapitre IV) de la théerie des fonctions; en outre, j’ai
supprimé dans les Chapitres I1, 11l et V certains calculsintermédiaires.
Ricn n'a été changé au Chapitre IV. J'y ai seulement ajouté, hors texte
ct entre crochets, deux notes, dont I'une compléte la seconde démon-
stration de I'uniformité des solutions, et dont I'autre démontre un

(1) La premiére partie est publiée dans les Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, la troisiéme et derniére dansles Annales de ' Ecole Normale supe-
rieure.

Journ. de Math. (4 série), lome X. — Fasc. IV, 18¢4. 43
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lemme incorrectement établi. Je mets aussi entre crochets les renvois
qu’il y a lieu de faire a certains de mes travaux antérieurs.

e

CHAPITRE 1.

GENERALITES. LOI DE PASSAGE. LOI DE RECIPROCITE.

1. Nous commencerons par classer les éléments linéaires réductibles
& la forme harmonique. Notre analyse nous fournira les caractéres aux-
quels on reconnait, un élément linéaire étant donné sous cette forme,
s'il est doublement harmonique ou ne ’est pas.

Pour qu’un élément linéaire A dz dy soit réductible & la forme har-
monique, il faut et il suffit qu'il existe un changement de variables

$,=f—d$ ) }"= [’_dy 3}
‘ VX(x) J VY)

tel qu’on ait I'identité

Nz dy =[g(a'+y')— /(& — )| dardy.

C’est ce qu’exprime I'équation fondamentale

aX N — 2 YN, 3X N~ 3N+ (X — Y")A = o,

qui a été donnée par M. Darboux (). On arrive 4 ce méme résultat
en exprimant que ’équation aux géodésiques

__bpg _
:'_:—)\—’——I

(') Dansoux, Legons sur la théorie des surfaces, t. 11, p. 209.
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admet une intégrale quadratique
I=Ap*+ 2Bpg + Cg* = const.

En effet, en écrivant que le crochet [A, I] est identiquement nul, on
voit d’abord que A dépend seulement de 2 et C seulement de y, et si
'on pose A = X, C =, les deux autres conditions deviennent

aX R L x4 29208 o,
ox oy

2Y3 +Y'A+ 2 ()———-O‘B)—o

Il n'y a plus qu'a ellrmncr la fonction inconnue AB pour retrouver
I'équation fondamentale. On voit que X et'Y sont deux des coefficients
de I'intégrale quadratique.

Il convient, pour la discussion qui va suivre ('), d'introduire & la
place de A son logarithme w. L’équation fondamentale devient alors,
apres suppression du facteur ¢ commun & tous ses termes,

) 1 F=oX(w,+ w).)— '2Y(w']2 + ),
+3X'w,—3Yw,+X"—Y" =0

A cette équation nous adjoindrons I'équation I, . = o, savoir

y; .L‘)'+ X’(!',wxw‘ry"'- 5(’.)‘,!.
— Y (4,0, + 505+ 3(X = Yo, = o.

Yoy Xy

(2)

{ 2X (0 + @)y, — 2Y (0} + o .

Pour que cette équation ait lieu indépendamment deX, Y, X', Y’
et X" — Y”, il faut que . soit nul, ce qui exprime que la surface est
développable. Cela suffit d’ailleurs, comme on le voit aisément.

Laissant de coté les surfaces développables, nous supposerons dé-
sormais ', . différent de zéro. L'équation (2) n’est pas une identité,
mais elle peut se confondre avec I'équation (1). Pour qu'il en soit ainsi,

() [L. Rarry, Sur les spirales harmoniques (Comptes rendus de U'Aca-
démie des Sciences, t. CXIl, 18g1; p. 518)].
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il faut et il suffit qu'en éliminant une des inconnues, X" — Y” par

exemple, entre ces deux équations, on arrive & une relation qui ait
lieu indépendamment de X, Y, X’ et Y’; or on trouve de la sorte

" J

2 X [(w; + ). oy 3o, (w7 + w,)]
— 2Y[(0} + ), — 30, (0 + o))
+ 5X/ (), — 0,0, ) — 5Y' (v — 0w, )= o.

vyt T

Représentons la courbure totale par — 2¢'; nous aurons

u

25y — o0 w', = oo+

¥ £
) ! xy !

RE -7
et I'équation précédente prendra la forme plus condensée

2 X0 4+ 0+ 4, 0,)— 2 Y0} + 07, + ./40)'].0;.)
+5X0,-5Y0,=o.

(3)

Pour qu’elle ait ses quatre cocfficients nuls, il faut et il suffit visi-
blement que 0 soit constant, c’est-a-dire que la surface ait sa courbure
totale constante. Nous laisserons encore de coté ce cas, facile & recon-
naitre.

Q. En vue d’abréger I'écriture, nous poserons
TN " 1t 2 /pia " v
A= (024 0+ 40,0, B=z(0)+ 0.+ 4a,0)),
de sorte que I'équation précédente deviendra
(3) AX-BY +0,X'—0Y =0,

Différentions-la séparément par rapport 4 « et par rapport & ¥ ; nous
trouvons

G4 AX—BY+(A+0)X =0 Y —0X =,
(5) A X = B,Y + 0, X = (B+0,) Y — 0, Y" = o.

Ces équations déterminent X” et Y” si aucune des dérivées 6, 0 n’est
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nulle. Mais elles ne sont pas nulles toutes les deux, puisque nous
supposons que I'équation (3) n’est pas une identité; en outre, si I'on
suppose qu'une seule soit nulle, on voit aisément, en ayant égard a
I'équation (3) et & la définition de 0, que I'autre dérivée est nulle, ce
qui est contradictoire. Nous pouvons donc éliminer X” et Y” entre les
équations (4) et (5) et Péquation (). Il vient ainsi

X[A + é— 2(w) + w,",,)]

. B, PN Avb, 0
(()) —Y[af-l—o—,;'-—ﬁ(wr-i-w‘,a ]+X< 0, ‘” — 3w, >
| (O )
\ y ut‘

Voyons dans quel cas cette noavelle équation sera une identité. A
cet effet, calculons les coefficients C, et D, de X' et de Y'; ils ont
respectivement pour expressions

En les égalant & zéro et comparant les deux valeurs de 0 tirées des
équations ainsi formées, on trouve que le déterminant fonctionnel

0']‘6();<20+7]og%;f1)_0;%( 0+71000)\0)

est nul. Par conséquent le rapport 6,0’ : X est une fonction de 0. Clest
le premier paramétre différentiel AD dela fonction 0, etil est bien connu
que, quand Af est fonction de 0, les courbes 6 = const. sont paralléles.
Donc ici les lignes d’égale courbure (R, R, = const. ) sont paralléles
sur toutes les surfaces d’élément linéaire Ndxz dy. Or on a ce théo-
réme ('), démontré au début de notre premiére partie : Pour gu’une
surface dont les lignes d'égale courbure sont paralléles soit harmo-

(') [L.Rarpy, Sur une classe de surfaces harmoniques (Comptes rendus de
P Académie des Sciences,t. CXII, 1891; p. 424)].
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nique, il faut et il suffit gu’elle soit applicable sur une surface de
révolution. Ainsi, dans le cas actuel, les surfaces considérées sont
applicables sur des surfaces de révolution.

Nous allons voir qu'il doit encore en étre de méme, si I'équation (6)
se confond avec I'équation (1). En effet, si I'on écritla proportionnalité
des coefficients de X' et de Y’ dans ces deux équations, on trouve sim-
plement
. 0’0

N T . 1.0,
03‘7‘;105’,—)\——— O_v-—-ylog t)\ =0,

ce qui exprime encore que les lignes d’égale courbure sont paralléles.
En conséquence, nous pouvons énoncer cette conclusion : Si ’élément
linéaire hdx dy ne convient pas & une surface de révolution, les
équalions (3') et (6) ne sont pas des identités et sont distinctes une
‘de Uaulre; et réciproguement.

3. Comme ce résultat suffit pour la suite, nous ne pousserons pas
plus loin la discussion générale. Nous supposerons désormais qu'il
s'agisse d'éléments linéaires doublement harmoniques, c'est-a-dire
que A ait déja la forme ¢(z + y) — f(x — y). Nous n'aurons qu’a
introduire dans les équations précédemment étudiées la condition

<

2)\ . ()?)\ . dge(l) dﬂe(l) _
e gyt T oxr T oyt ©

x>

(ui exprime cette propriété et qui n’est autre que
(7) W2+ W= 0} + o).

1 est clair que cette condition ne modifie en rien notre analyse, et
(ue nous avons toujours, étant donné un élément linéaire doublement
harmonique, a distinguer trois cas exclusifs : 1° I'élément linéaire
convient a une surface a courbure totale constante, nulle ou différente
de zéro; 2° il ne convient pas & une surface & courbure totale con-
stante, mais il convient 4 une surface de révolution; 3° il ne convient
pas & une surface.de révolution. Les deux premiers cas seront traités
en détail aux Chapitres 11 et II. Nous allons examiner le troisi¢me.

Remarquons qu’en vertu de la condition (7) les coefficients de X
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et de — Y sont égaux dans 1'équation fondamentale (1) et aussi dans
les équations (3') et (6). En effet, en se reportant au n° 1 de ce Cha-
pitre, on voit que les expressions primitives de A et de B sont

b1 L 1] n N\ ” 9 ”
Top, A= (07 + w,),, — 3w, (0] + 0.,),
tol, B= (0 + o), — 3w, (0] + o).
Donc ici les deux fonctions A et B sont identiques, et, paf suite,

les coefficients de X et de — Y dans les équations (3') et (6). Ces
équations peuvent donc s’écrire

(3) C(X—Y)+ 0.X — 0 Y =o,
(6) ((X—=Y)+C,X—D,Y =0,

ct nous venons de voir (n° 2) qu'aucune d’elles ne se réduit a une
identité et que, de plus, elles sont distinctes Uune de I’autre. Nous
pouvons donc les résoudre et tirer

_ Ly —

X=Y = D,0,—C9 ' XY D0—C,

, X/ £,0, —¢D —-Y G, — 0,
(8) =G = b= Gy~ P

Pour que les fonctions désignées par « et § soient les dérivées par
rapport 4 z eta y du logarithme d'une expression de la forme X -- Y,
il faut et il suffit que 1'on ait

(9) fk:g—%:-a@.

Telles sont les deux équations du sixi¢me ordre auxquelles doit sa-
tisfaire la fonction 9 — f. Quand elles sont vérifiées, on connait, & un
facteur constant prés, une fonction X — Y, dont les dérivées logarith-
miques ont les valeurs (8) et qui, par suite, satisfait aux deux équa-
tions (3') et (6). Jajoute qu’elle vérifie aussi I'équation de départ
I =o. En effet, soit @ le premier membre dé "équation (3'); celui
de I'équation (6), d’aprés sa formation, n’est autre chose que

1 d¢ 2] 0P

-
— — .

0, dz 8] dy
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Or, il est identiquement nul, ainsi que ®; par suite, les dérivées
©.. et @’ étant nulles aussi, il reste F = 0. Ainsi, les équations (9) as-
surent & I'élément linéaire (¢ — /') dx dy la propriété d’étre double-
ment harmonique. Elles caractérisent donc les éléments linéaires
doublement harmoniques qui ne conviennent pas & des surfaces de
révolution.

4. Loi de passage ('). — Voici une remarque qui, bien qu'intui-
tive, a une grande importance, que nous ne tarderons pas & recon-
naitre.

Soit un élément linéatre \(,n)dEdy qui acquiert la forme
harmonique

(10) - [3(@+y) = f(a—y)ldedy
parle changement de variables

’ dg d’q
d = —— d = =
) TwRE YT R

et qui acquiert aussi une seconde forme harmonigue
(tr) [¢:(zi+5) — fi(zi— y)ldwdy,

par le changement de variables

dt dr,
! d | = dy, = .
(ir) f=Re YT R

Pour passer de la premiére de ces formes ¢ la seconde, il i’y a
pas d’autre changement de variables possible que celui-ci :

dx dy

9 d = =)
xa Y TARD

(12) dz, =

(*) [L. Rarry, Sur les éléments linéaires doublement harmonigues (Comptes
- rendus de I’ Académie des Sciences, t. CIX, 1889; p. 60g)].
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oitl'on & posé

Faad

l

Si(n) __ Si(n)
) !z(a,)’ Y(y)

() — )

Eaad

J\“

le rapport R, : R étant exprimé en fonction de et le rapport 3,: S
en fonclion de y, au moyen des formules (10). ‘

Il est évident quele changement de variables (12) effectue le passage
de (10) 4 (11); pour s'assurer qu'il estleseul, il suffit de considérer z,
comme fonction de z par P'intermédiaire de &, et y, comme fonction.
de y par l'intermédiaire de .

La loi de passage nous permettra aux Chapitres Il et III de résoudre,
dans les cas ottil est le plus intéressant et le plus difficile, le probleme
suivant : Elant donné un élément linéaire doublement harmonigue
(¢ —f)dxdy, trouver toutes les solutions correspondantes X et Y
de I'équation fondamentale

2(X = YV)(¢"—f") +3X'(9' ~ /')
=3V (¢ + )+ (X'=Y") (g —f)=o.

5. Lot de réciprocité (). — Voici une autre remarque, & peine
plus cachée et non moins féconde que la précédente, qui en est essen-
tiellement distincte.

L’équation aux éléments linéaires doublement harmoniques
(équation précédente) est le développement de la condition

EA T ENCHON { BN KNGy o

qui exprime qu’en effectuant le changement de variables

dzx

Cé.%\ = \/-—):(-:

d
dy, =‘;/—"§’

(') [L. Ravry, Sur les éléments linéaires doublement harmonigues (Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, t. CIX, 188g; p. 609)].

Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. [V, 1894, 4[]
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on vérifie identiquement I’égalité
[e(z+y)~f(z —y)ldedy
=[o (@ +y)—fi(z —y)ldzdy,.

Mais, avec les variables auxiliaires # = x + y, =« — y, on voit
immédiatement que cette équation peut s’écrire

2 [z 2 (X = V)vg] = A[VF £ X~ )7 ),
.ce qui exprime que, par le changement de variables

di, =-2L .,  ds =

Ve(t) v/

|2

’

—
[3]
~

on veérifie I'identité

(1) (59 = [ (7). (5

Ainsi, & tout élément linéaire doublement harmonique

[¢ (# +y) —f(z —y)] dudy,

~en correspond un autre

X(252) (557

ou X et Y ont les significations précisées plus haut. C'est ce que 1'on
peut énoncer ainsi :

Ayant trouvé quatre fonctions

X(z), YO e(e+y)  Sfl=-y)
qui satisfont a Uéquation aux éléments linéaires doublement har-
monigques, on en obtiendra une nouvelle solution en prenant pour
X, Y, 9 et f respectivement les fonctions

o=,  fO) X(ZEL) Y (232).

2
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- CHAPITRE II.

LES FORMES HARMONIQUES DE L’ELEMENT LINEAIRE DES SURFACES
A COURBURE TOTALE CONSTANTE.

1. Dans ce Chapitre nous nous proposons non seulement de retrou-
ver toutes les formes harmoniques de 1’élément linéaire des surfaces &
courbure totale constante, mais aussi de déterminer toutes les solutions
correspondantes de 'équation

- 2(X =~ Y)(&' =) +3X (¢~ /)
—3Y(y+ )+ X' =Y)(p~f)=0,

en vue d'en déduire, par la loi de réciprocité, de nouveaux éléments

linéaires doublement harmoniques.

2. Surfaces développables. — Aux résultats de Liouville nous
ajouterons la détermination des changements de variables qui permet-
tent de passer d'unc forme harmonique de I'élément linéaire du plan &
une autre.

Pour que I'expression

ds*=[9(z +y) — f(z — y)|dz dy

soit I'élément linéaire d'une deve10ppable il faut et il suffit qu’on ait
identiquement

(@ +y)—flz—y)=Y(=)1(y)

On résout cette equauon en égalant les dérivées secondes de q,,
prises par rapporl & « et par rapport & y. On obtient de la sorte six
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expressions distinctes des fonctions g et £, savoir

=a ' =y + me*@+),
(1) i ’ (avy | $77
S=10b; f=1;
=y+m(z+y), G =y -+ me*@,
('[1) { ? Y ( )/ | (\,) o,
S=y—m(z—y); [ =+ me= e,
—_ \2 : — C] ,
(lll) 1 Y ““’"(37'*")’) ) (Vl) p=y+m ]2(.’L‘+}/)
Sf= Y+m(w — )% f=v+mCha(z —y).

3. Pour trouver les solutlons correspondantes de I'équation (1),
partons des relations

p=f=d  ¥-S=Vn Frf=
auxquelles nous adjoindrons celle-ci -
V= =rg=N)=rd  rr=)=o

vérifiée par les fonctions (I), (II), (1II) parce que " — f” et r sont
nuls, et par les fonctions (IV), (V), (VI), parce que ¢"=42 et
J'=4f. Gréice i ces remarques nous pourrons écrire I'équation (1) de
cctte maniére .

2r(X—=Y)+ 3X’? 3Y’ +X” Y"==o.
On voit que cette équation se sépare en deux

97X+3X¢ + X" = const. = 2k,

2rY + 3Y’{;— + Y’ = const. = 2k,

-

qu'on intégre en donnant & ¢ et y les expressmns qui corr‘espondent
aux six solutions rappetees

Il suffit, quand les 1ntegratlons ne sont pas immédiates, de mu]u-
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plier soit par ¢ soit par y et de remplacer au besoin 4¢ par {” et 4y,
par 3", pour les rendre possibles. Nous ne ferons que transcrire le Ta-
* bleau des résultats, o tous les coefficients désigneront des constantes

arbitraires.
m |7 f=bi
X=kx*+a,x -+ a,, Y=ky"+b,y+bo.
o =Y+ m(z+y), f=1—m(z—y);
(I x 2 kg & Y =hyt+ by + b
1~—-Zw+ao+5;’ =y + 0,y + 0,
9 =7+ m(x+y)? f=y+m(x —y)?;
Nt k k b
(Hh X::éx +a0+(;'a | Y:Z‘X?_}"bo_’_;’%'
(= + me*), : ==y}
avy | 7 f=x
‘ | X=c¢+ a,e™* + a, e, ‘ Y=c+be¥+be".
v o=+ mc~(.v+)) _ /': Y+ me—_-e(m—y);
) X=c+ a,Ch-?22 + a,Sh*az, Y=c+be¥+0b,ec".
VI 9=vy+mCha(x+y), =¥ +mCha(z - y);
V) X=c¢+ a,Ch~?2z + a,Sh2ax, S=¢+0,Ch%2y 4 b,Sh-2ay,

Ces diverses expressions de X et de Y s’obtiendraient aisément par.
'application de la loi de passage, dont nous allons nous servir bien-
tot.

4. Surfaces a courbure différente de zéro. — Pour ces surfaces
les formes harmoniques de I'élément linéaire ont éi¢ déterminées par
M. Darboux (!). Apreés les-avoir rappelées, nous ferons connaitre tous
les changements de variables par lesquels on passe de 'une & 'autre.

Liouville a montré que 1'élément linéaire de toute surface a ¢our-
hure constante — 2¢, rapportée 4 ses lignes de longueur nulle, est de

. L
(1) Lecons sur la théorie des surfaces; v. 11, p. 2o9-211.
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la forme :
a____ 2 8n'dzdy
ds? = ¢ E—n)’

ou &, n désignent des fonctions arbitraires, I'une de z, autre de y, ct
€, v leurs dérivées. Il faut donc déterminer les fonctions &, v de telle
sorte qu'on ait identiquement

T = o(a+y) — [ (=),

On trouve ainsi qu’elles satisfont & la méme équation différen-
tielle

#=R(E), 7*=R(x)

ot R(p) est un polynéme du quatriéme degré  coefficients arbitraires,
qu'on peut soumettre a telle transformation homographique qu'on
voudra.
1° Si R a ses quatre racines égales, on prend R, (g) = 1; d’our
2142:'7 71'12=I; ¢ =w, M=y

et, en supposant désormais la courbure égale a 4,

o _dedy
(I) ds® = (@ —y)

2° Si R est carré parfait, on prend R, (¢) = (¢* + 1)?; d’ot

Er=(Ei-+1)3, e =(ns+1)% £, = tangz, N, =tangy;
(H) d82 == do dy

Tsin'(z —y)
3° SiR a une racine triple, on prend R, (¢) = 4p; d’ot

£ 2
-

3=, M=y

1 I
(11D ds* = — {(Hy)z - (x_y)z] d dy.

2,32 = [ls:n 7]’12 = 47]:1 )




ELEMENTS LINEAIRES DOUBLEMENT HARMONIQUES. 345

4° Si R n’a qu'une racine double, on prend R,(p) = 4p*(p —1);

d’oul

A R U R T T
1 1
W) = gy - smz(x_y)] dz dy.

5° Si R a ses racines distinctes, nous prendrons

Rs(p) = 490" — 820 — 85

d’oti
=48 — g8~ gy M =4N5— 8N — 8
&= p(z), ms=p(¥);

(V) ds*=[p(z+y)—p(z —y)|dzdy.

8. Cherchons maintenant toutes les solutions de I'équation

o R0 =)+ 3X(E - )
| =3V @)+ X =Y~/ =0,

ou les fonctions ¢ et f ont I'une des cinq formes précédentes. La loi
dec passage les donne sans calcul. En effet, partons de la forme ini-
tiale

ds? — dt dy,

(E—n)’

ct remplagons-y les fonctions &, y par I'une des cinq solutions &;, n; que
nous venons de trouver. De la forme harmonique ainsi obtenue on
passera & une autre au moyen des fonctions '

X AR(Ei) Y_:P\("li)

ot R(p) désignele polyndme le plus général du quatriéme degré en p.
Il n'y aura qu'a exprimer X en x et Y en y pour avoir les solutions
cherchées de P’équation (1). Donnant a I'indice ¢ les valeurs 1, 2, 3,

4y 5, nous obtenons le Tableau suivant, ol nous n’écrirons que X,
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parce que Y estla méme fonction de yqueXdew:

(I % PED f=1—(@=y)™
X=Az*+Bx*+ Cx?*+ Dz + E.
f=1—sin(z—y); |
(1) { X = Asm x + Bsin®z cosz + Csin®zcos*z -+ Dsinz cos*x + Ecos'z.

am | #57 (@ +y)" f=1—(@—y)*
| X =Az'+ Bz'+ Cx*+ D + Ex2.
p=y—sinZ(z+y), [f=y—sin(z—y);

(IV) Asin®z + Bsintz + Csintx + Dsin’ax +E
X =
sin?x cos?a

e=7+pE+y) f=1+p@=y);
X — Ap (2)+Bpi(z) +Cp*(z)+ Dp(av)ﬁ—l4
p* (@) — gap(2)— g

V)

Dans ces formules, les cinq coefficients A, B, C, D, E, les deux in-

variants g,, g, et le paramétre y ont des valeurs cntiérement arbi-
traires.

CHAPITRE III.

LES SURFACES DE REVOLUTION DOUBLEMENT HARMONIQUES.

A. Les surfaces de révolution dont nous allons nous occuper sont
celles dont I’élément linéaire est réductible a la forme harmonique

s* =o' +y)— f(&'—y )| ds dy,

autrement qu’avec la restriction ¢ f = o qui caractérise toutes les sur-
faces de révolution. On peut dire que ces surfaces sont celles pour
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lesquelles le probléme des géodésiques admet & la fois une intégrale
linéaire, comme pour toutes les surfaces de révolution, et une inté-
grale quadratique, distincte du carré de I'intégrale linéaire. C'est en
posant la question dans ces termes que M. Darboux I'a résolue ('). Il
_prend I'élément linéaire d’une surface de révolution sous la forme

ds* = du*+ U’ (u) dv?,

et montre que la fonction U’(u) est définie par I'équation

© = U dU!
L= mU% 20U+ m'’

oli m, n et m' sont trois constantes arbitraires.

Il convient pour notre objet de .pousser plus loin les calculs, puisque
nous nous proposons non sculement de déterminer toutes les formes
harmoniques que peut revétir I’élément linéaire des surfaces considé-
rées, mais aussi d’obtenir toutes les solutions de 'équation aux élé-
ments lindaires doublement harmoniques, dans I’hypothése ou
(9 — f) dx dy cst un élément linéaire de surface de révolution.

2. A cette fin nous commencerons (?) par trouver toutes les fonc-

tions A de x + y seulement qui satisfont ¢ Péquation fondamen-
tale

aXA— aYXs + 3X N, — 3Y'N, + (X — Y")d = o

En procédant exactement comme au début du Chapitre premicr,
nous rencontrons d'abord les surfaces & courbure totale constante.
Nous ne nous y arréterons pas, ayant au Chapitre I complétement
résolu dans ce cas les deux problémes indiqués.

Dés lovs I'équation (3) du Chapitre T n'est pas une identité. On

(') Legons sur la théorie des surfaces, t. 111, livre VI, n° 596.

(?) [L. Ravey, Sur un probléme de la théorie des surfaces (Comptes rendus
de U’ Académie des Sciences, v. GVIIL, 1889; p. 493).— Sur un probléme de la
théorie des surfaces ( Bulletin des Sciences mathématiques, . XIll,, 1889,
p- 161)].

Journ. de Math. (4* série), tome X, — Fasc. 1V, 18g4. 45
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en tire pour le rapport (X'—Y’):(X —Y) une expression qui ne
dépend que de  + y. Sil'on introduit les variables auxiliaires

on voit que la dérivée logarithmique

XY dlog(X—Y)

X—Y 7 &

est fonction de # seulement, de sorte qu’on a

X=Y=d@+y)y(z—y).

. La résolution de cette équation indéterminée, qui entraine immé-
diatement

" n

¥

¢
¢

7= const.,

ne présente pas de difficulté. Connaissant les fonctions ¢ et 7, on con-
nait X et Y. Leur forme est telle qu'on peut toujours intégrer I'équa-
tion diflérenticlle linéaire du second ordre qui détermine A. Il n’y a
" plus alors qu’a transformer A(x +y) de dy au moyen des relations

do’ — dx dy = _dy

VX(e) VY

pour obtenir toutes les formes harmoniques de 1'élément linéaire des
surfaces considérées. Nous les réunirons avec d’autres résultats dans
un Tableau plaeé¢ & la fin du Chapitre. Nous n’éerirons ici que les
quatre types primitifs d’ot elles dérivent :

(1) ds* =P(x + y)dz dy,

. P
(I1) ds = [ T Q] dedy,
(11I) - ds* =[Pe*™ - Qe ] dx dy,

_[_P . 9 «
(V) ds* = [Ch“(x +y) + Sh‘-’(w-i—)’)]dxdy'
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Les lettres P et QQ désignent des constantes arbitraires. Nous avons
négligé celle qu’on peut ajouter a I'argument z + y et celle par
laquelle on peut multiplier les variables

3. Remarque. — 11 n’est pas sans intérét de signaler une propriété
des surfaces qui nous occupent. Dans son Mémoire sur les lignes géo-
désiques ('), M. Sophus Lie n’aborde pas le probléme des surfaces
de révolution doublement harmoniques; mais trois des types ci-
dessus se rencontrent dans la Note I de ce Mémoire, consacrée a une
¢tude approfondie de la représentation géodésique des surfaces. M. Lie
recherche en effet toutes les representauons géodésiques des surfaces
d’élément linéaire

(1) ds* =(z +y)dxdy

et distingue particuli¢rement les deux classes de surfaces qui ont res-
pectivement pour éléments linéaires les deux expressions

ds* = (zy +1)dz dy,

2 __ A B oy
ds* = [(w-*-)‘)"' + (x—y)‘]d“‘ &,

dont la premiére revient & notre type (III) et la derniére & notre
type (IV). Mais notre type (II) répond aussi & la question. En effet
le théoréme de M. Dini s’applique & 1’élément linéaire

t= (U — V) (Ul du® + Vide?),

lors méme que les fonctions V et V, se réduisent & des constantes.
Quand M. Lie, partant de

(au — bo) (du?® — de?),

trouve (p. 429) par I'emploi de ce théoréme I'expression
L1 - dut T ae
autz  bvte)\au+e bote)

(1) Untersuchungen iiber geoddtische Curven (Mathem, Annalen, t. XX
p. 357-454).
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rien n’empéche de supposer b nul, ce qui conduit & notre type (1I).
En conséquence, on a ce théoréme :

Deux surfaces de révolution doublement harmonigues, choisics

b ¢ . 3 . o °
d’une maniére quelconque, peuvent étre représentées géodésique-
ment Uune sur Uautre.

4. Pour délerminer toutes les solutions de 'équation aux ¢léments
linéaires doublement harmoniques quand (¢ — /) dc dy cst 'une des
formes dérivées des quatre types précédents, nous ferons l'application
réitérée de la loi de passage exposée au Chapitre L.

Nous groupons ensemble sous le méme numéro, avec des indices
différents, les solutions qui correspondent aux éléments linéaires
transformés d’un méme type. Soit (J) 'unde ces types A(§ + 1)
‘éerit avee les letires & et n 4 la place de x et de y. Représentons par

dr,

. d*
) Iy — ——, Iy —
() “=Re YT Em

le changement de variables particulier qui opérc le passage de (J) &
une cerlaine de ses formes dérivées (J,) et par

& dy, =
) = = ==

VR(3) /81(x)

le changement de variables général qui opére le passage de (J) al'une
quelcongue de ses formes dérivées. Sil'on pose

d.
d-L', = il > (l‘y,:—*ga
VRt R VoS

les expressions écrites sous les radicaux représentent de la maniére la
plus générale les fonctions X et Y propres a opérer le passage de la
forme (J,) & I'une quelconque des autres formes dérivées du type (J),

. pourvu qu'en en chasse § et n par I'emploi des relations (i), afin de
1’y laisser subsister que # et y. On obtient ainsi le Tableau suivant,
ol tous les coefficients désignent des constantes arbitraires.
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| X=cx+m, Y =cy-+n;
§?=(m+n)(w+y)+v, f=(n—m)(z—y)+y,
I
(1) [ X=22 14, Y=o,

(I2)

()

(1)

(11e)

(I13)

) Pty —glatyr ey,
X=ma24e,
| o =P(z+y),
X=ax?+ bz + o,
[o=Q(z+yp—P(2+y)i+y,
| X=az*+b + cz~2,
S ¢ = Qelx+yl 4 Y
( X=a+ be—2x . ce—tx,
| #=Peos=(z+ )~ Qeos’(z+y)+1,
X=(acos?2z + b cos2z -+ ¢) sin~22a,

f=(@—yP~s@z—y)+r,
Y=ny2+c

f==Q

Y=ayt—by+¢;
f=Q@—y)r—P(z—y)2+y,
Y=ayt+b—+ecy-t;
f=PCh*(@—y)+7,
Y=a—-—be2r+cebr;

f=P cbs"(a'—y)— Qecos?(z —y)+1,
Y = (acos?2y—bcos2y + ¢)sin-22y,

(|1[) o= Peﬁ(.'t-i-y)..‘_ Qe:z‘-b—y,*_«(, f_-: 1
X=ae 24 ¢, Y =be+c;
(11, ?=P(z'+}’)’+Qa f=P('”—.y)’r
X=cx?+a, Y=cy?+b;
(1fy) ) 8 =Pe 4 Qertray, S=Pet@=y + Qex~7 4y,
? { X=aSh-2z + ¢, Y=beW+e;
(1) 3 ¢ = PCha(z+ y)+QCh(z+y)+7, Sf=PCha(r—y)+QCh(z—y)+7,
X=aSh2z + ¢, Y =565h—2y 4-¢;
(av) % v = PCh—2(z + »)+ QSh~*(x + y)+1, S=10
X = @e*T+ be~*® 4, Y =aery+ be-tr+c;
vy L e= Py, f=Qz+y)?+r,
( X= a«z"""*‘bz'?"'l- ¢, Y:a}"—'—b}/g_i_c;
(v, | 8= PO @ )+ QSho (@ + )+ 7, f=PCh3(z—y)+QSh-*(z — y) +1,
X= (aCh¥22 +- bCh227 + ¢)Sh—22z, Y =(aChb2y + 6Ch%ay + ¢)Sh—22y;
(1Vs) o =Psm-2(x+y)+7, . .f=Q5_i“"(“'_}’)+Y;
X = asin?az +b, Y = asin?2y +b;
¢ =Qsn(z+y)— P‘gn?(x-i-y)dn~2(w+y)+~{, f=Qsn*(x — y)—Pent(x— y)dn—2 (2 — y)~v,
(Ivy) X = alkt(2 — A2)sndz — fA2 sndz + 6 k*snb 2 — { K sn?z + 2 — K]+ b(k?sntx — 2sn?z +1)
sn’zen?z dnlz ‘ *

Dans la derniére solulion de ce Tableau, nous n’avons pas écrit Y,
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qui est la méme fonction de y que X de x; toutes les fonctions ellipti-
ques ont le méme module arbitraire k.

CHAPITRE 1V,

RECHERCHE DES ELEMENTS LINEAIRES DOUBLEMENT HARMONIQUES.

I. — Premiers résultats.

4. Au moment d’aborder la recherche générale des éléments li-
néaires doublement harmoniques, il importe de rappeler une distinc-
tion qui s’est introduite au Chapitre I entre ceux de ces éléments li-
néaires qui conviennent a des surfaces de révolution et ceux qui ne
jouissent pas de cette propriété. Pour les premicrs, l’équalion aux
oeodeslqucs admet, comme I'a montré M. Darbou\( ), jusqu’a trois
in tegralcs quadratiques distinctes

L=X;p*+2B;pg + Y;¢* =C; (i=1,2,3).

Nous avons remarqué d’autre part que les fonctions X et Y de I'é-
qualion aux ¢léments linéaires doublement harmoniques

2(X = Y) (3" )+ 3X (7~ f)
= 3Y/(g+ f)+ (X'~ Y) (3= ) =0

sont précisément Jes coefficients extrémes d’une intégrale quadratique.
On aura donc, si

s = [g(z+y) = f (@~ )| dudy

(") Legons sur la théorie des sur /aces. Liv. VII, Chap. VI, n° 596. Nous sup-
posoas dans le texte I'élément linéaire mis sous la forme A dz dy.
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est un élément linéaire de surface de révolution, trois couples de solu-
tions de P'équation précédente, savoir X, et Y,, X, et Y,, X; et Y,.
De la résulte que I’équation est encore vérifiée par

X=8X,+8,X+5X,, Y=S,Y,+S,Y,+5,Y,.

quelles que soient les trois constantes S,, S, et S;. L'une des solutions
que nous venons de combiner, la derniére par exemple, est nécessai-
rement de la forme X, = Y, = const. On aura donc

X-Y=85(X,-Y,)+8,(X,-Y,),
ce qui montre que les deux dérivées logarithmiques de X — Y,

X’ —-Y
X—Y X—Y’

dépendent d’une arbitraire, qui est le rapport S, : S,, et qui ne figure
pas dans ¢ — f. Ainsi I'on s'explique pourquoi I'analyse du Chapitre I
ne détermine pas ces deux dérivées logarithmiques en fonction expli-
cite de ¢ — f et de scs dérivées, quand la surface est applicable sur
une surface de révolution. Dans lIe cas contraire, ces dérivées sont
parfaitement déterminées, une fois donné 1’élément linéaire. Il suit de
la qu’il ne peut exister plus de deux intégrales quadratiques distinctes
pour le probléme des géodésiques, sans que la surface soit applicable
sur une surface de révolution. C'est la réciproque de la proposition
de M. Darboux. Si [l’dquation aux géodésiques d’une surface
admet plus de deux intégrales quadratiques distinctes, la surface
est applicable sur une surface de révolutior. Ajoutons que, si la
surface a sa courbure totale constante, il existe cing intégrales qua-
dratiques distinctes; c’est ce qui ressort immédiatement du Tableau
placé a la fin du Chapitre II. '
Nous n'insisterons pas davantage sur ces éléments linéaires auxquels
correspondent plusieurs intégrales quadratiques et qu’on pourrait
appeler multiplement harmoniques; toutes leurs formes ont été don-
nées dans les Chapitres II et III. Nous arrivons aux éléments linéaires
doublement harmonigues au sens propre du mot, ceux pour lesquels
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les fonctions 9(x + y) et f(x — y) sont telles que I'équation fonda-
mentale détermine la différence X — Y, & un facteur constant prés.

2. Le seul élément linéaire de cette nature que nous ayons ren-
contré jusqu’ici est celui qui a été découvert par M. Darboux et cité
au Chapitre précédent :

o __ P Q Pl . Ql (A
. ds —[(5+n)”+(2~—n)’+(1+En)’+(l—h)z]d’dq'

Si l'on pose £ = tangx, n = tang y, il acquicrt la forme harmo-
nique trés simple

ds*' = [ P Q Q L

sin? (@& + y) + cos*(x + y) + sin?(a — y) + cos? (i — )")j] d"”/*y'
Par un changement de variables plus général, M. Darboux le trans-
forme en
ds* =[4(@ +y)— Y(z —y)]dedy,

{ désignant la fonction doublement périodique

2 2
Y(w)=A, %2—,,% + B, sn*w + S'g‘:‘, + D, g::—::, + E,.

Si I'on remplace x par mxz + a, y par my + b, on voit que cct ¢l¢-
ment linéaire dépend de Auit constantes arbitraires, A,, B,, C,, D,,
le module %, le multiplicateur mz, plus enfin @ et 0, la constante E,
disparaissant par soustraction.

Ce beau résultat va s’offrir tout & I'heure, par I'application de prin-
cipes posés précédemment, d'abord sous la forme trigonométrique,
puis sous la forme elliptique

ds* =[$(z +y) = $(z —y)ldudy,
¢ désignant cette fois la fonction

q,(“,) — Ap*(w)+ Bp*(w)+ Cp*(w)+Dp(w)-+ E)

P*(w; g3, &)
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ol les deux invariants g,, g, sont arbitraires, ainsi que les constantes
du numérateur; 'une d’elles disparaissant dans la différence

$(z+y) —Y(z—y),

il n’en reste plus dans 'élément linéaire que six, abstraction faite des
deux constantes qu’on peut ajouter aux deux arguments, ce qui porte
a huit le nombre total des arbitraires. D’aprés les propriétés connues
de la fonction p, on n'introduirait pas de nouvelle constante en multi-
pliant = et y par un facteur m; les invariants seuls seraient modifiés.
Pour reconnaitre I'identité des deux expressions de $(w), il suffit de
remplacer dans la seconde p par sn, au moyen de la formule clas-
sique (')

(r+ A?)m? m?
3 su? (me )

P(w; 82y gy) =—

On trouvera ainsi pour ¢ (w) une fraction ayant pour dénomina-
teur le produit sn*cn®dn?® et pour numérateur un polynéme du qua-
tri¢tme degré en sn® (/w), & coefficients arbitraires. C'est précisément
cc que devient la premiére expression de {(w) quand on réduit tous
ses termes au méme dénominateur et qu'on remplace o par mw.

3. Voici maintenant comment on peut obtenir d'autres solutions
del'équation aux éléments linéaires doublement harmoniques. La loi
de passage nous a permis de trouver (Chap. II et 1II) toutes les solu-
tions de cette équation dans le cas des surfaces développables, des
surfaces & courbure totale constante et des surfaces de révolution. A
ces solutions, qui sont assez nombreuses, appliquons la loi de récipro-
cité qui termine le Chapitre I; nous en obtiendrons de nouvelles, et
toutes celles qui ne rentreront pas dans celles d’ou I'on part répon-
dront 4 la question.

Pour éviter des doubles emplois, portons notre attention sur le
Tableau du Chapitre III o figurent toutes les solutions provenant

(') Hauemex, Théoriedes fonctions elliptiques, 1. 1, p. 24.
Journ, de Math. (§° série), tome X. — Fasc. IV, 189§. 46
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des surfaces de révolution. Les seize expressions de X et Y qu'il con-
tient rentrent toutes, sans exception, soit dans les expressions trou-
vées pour X et Y a propos des développables, soit dans celles qui
correspondent aux surfaces & courbure totale constante (Tableau final
du Chapitre II). Il ne pourrait y avoir d’hésitation que pour la solution
doublement périodique marquée (IV,); mais les explications que nous
venons de donner relativement aux deux formes de la fonction ¢(w)
prouvent que cette solution rentre dans la solution (V) du Tableau
relatif aux surfaces & courbure constante.

Il suffit donc d’appliquer la loi de réciprocité aux six solutions pro-
venant des développables et aux cinq solutions de ce dernier Tableau.
Voici les résultats trouvés.

1. — Solutions réciproques provenant des développables.

(IT) { X=y+mz, p=c(z+y);+a+alz+y)?

| Y =q—my; f=he(@~y)+by(z ~y)+ by
I X=v+ ma?, p=c(z+y)+a+a(z+y)?
(1 Y=y +my?; S=c(x—y)24+by+ b (z—y)2
v ( X =y -+ me*, ¢ =cC+ age ) q, e~y
( )i Y=y; S=c+bye~EF=¥ 4 by ¢~Ax-Y),
v ( X =1+ mnc**, 9 =¢+a,Ch=*(z + y)+ a, Sh—=*(z + y),
™) } Y=y+me?; S=c+ by @ 4 by e7UTY),
- g X=y+mCh(22), ¢=c+aCh*(z+y)+aSh=*(z+y),
VD | Y=y+mCh(2y); [f=c+b, Ch-’(x—;y)—%— b, Sh—*(x — y).

Il. — Solutions réciproques provenant des surfaces & courbure constante.

X =y, Y=y—my?;
g o(z+y)=A(z+y)+B(z+y)]+ C(x—i—}’)’-i—D(x-{-y)_—i— E.
X=y, Y =y — msin—2y;

p(x +y)=Asin*(z +y)+ Bsin®(x + y) cos(z + y)

+ Csin® (2 + y) cos*(z + y)

+ Dsin(2 + y)cos®* (@ + y)+ Ecos*(z + y).

X=y+mz?, Y=y+my?

p(z+y)=A(z+7)+B(@+y)+C(2+y)+D+E(z+y)
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X=y+msin—%22z, Y=y+ msin-?ay;
Asin®(z+ y)+ Bsin®(@ +y)+ Csin* (#+ y) +Dsin* (@ + )+ E
sin?(2 + y) cos*(z +y)
X=y+mp(22), Y=y-+mp(2y);
Apt(z+y)+Bp* (2 +y)+Cp*(z +y)+Dp(z +y)+E
PHZ Y5 81 £3)

v
() oz +y)=

‘f
e ¢(z+y)=

Dans les solutions du second groupe nous n’avons pas écrit f, qui
est la méme fonction de  — y que ¢ de z + y.

Le dernier élément linéaire du premier groupe et le dernier du second
ne différent pas de celui de M. Darboux, pris sous ses deux formes
trigonométrique et elliptique. Nous n’avons pas écrit la solution I du
premier groupe, parce que I'élément linéaire qu’elle fournit convient 4
une surface de révolution. Onremarquera que dans le premier groupe

les fonctions ¢ et f sont différentes, tandis qu'elles sont les mémes
dans le second.

II. — Uniformité des solutions.

4. Dans les dix solutions que nous venons d’obtenir, les quatre
fonctions X, Y, ¢ et f sont des fonctions uniformes. Cest 1a une
propriété fort importante, qui‘appartient, comme nous allons le faire
voir, & doutes les solutions de 'équation aux éléments linéaires dou-
blement harmoniques.

TukorimMe. — Dans lout systéme de solutions de I'équation aux
élémenis linéaires doublement harmoniques

aX (¢ — ") +3X'(¢' = f) + X"(¢ — 1)
=2Y (3"~ )+ 3Y(¢+ )+ Y (o = f)

les quatre fonctions X (%), Y (y), ¢(z +y) et f(x —y) sont né-

cessairement uniformes.

Tout revient évidemment a prouver que [’une de ces fonctions, Y
q )
par exemple, est uniforme; le méme raisonnement est valable pour X.
Dés lors, X et Y étant uniformes, la loi de réciprocité montre que o
) !
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et f'le sont aussi. Car, si ¢ et f pouvaient étre multiformes, il existe-
rait, en vertu de la loi de réciprocité, une solution dans laquelle X ct
Y seraient multiformes. Je dis donc que Y ne peut pas admettre deux
déterminations différentes pour chaque valeur de y.

On pourrait étre tenté de raisonner ainsi : I’équation proposée ad-
mettrait les deux solutions X,, Y, et X, Y,, d’ot1 la solution plus gé-

nérale
X=(S|‘+‘S})X0) Y='SIYI+S2Y2’

ct I'on voit que la différence
X =Y =S,(Xe—Y,) + Su(Xo — Ya)

ne serait pas déterminée & un facteur constani prés. Donc (n° 1)
’élément linéaire (¢ — f) dz dy conviendrait & une surface de révolu-
tion. Or, nous avons déterminé, au Chapitre III, toutes les solutions
de I'équation fondamentale dansle cas des surfaces de révolution, ct
nous n’avons trouvé, aussi bien pour X et Y que pour g et f, d’autres
expressions que des expressions uniformes. Mais ceci prouve seule-
ment que Y ne peut prendre plusieurs déterminations quand I’élément
linéaire est donné, c’est-a-dire que, si les fonctions 9 et f sont multi-
formes, quand on a choisi une détermination pour chacune d’elles, les
fonctions X et Y ne peuvent prendre gu’une seule de leurs détermi-
nations, si elles en ont plusieurs. Mais on ne peut pas exclure a
prior: ’hypothése ot I'équation fondamentale serait vérifiée par un
couple de déterminations X,, Y, de X et Y, avec un couple de déter-
minations g, et f, de ¢ et f, et aussi par un autre couple de détermi-
nations X, et Y, avecun second couple -de déterminations ¢, et f,. Le
raisonnement précédent doit donc étre rejeté.

3. Premiére démonstration. — Nous nous restreindrons aux fonc-
tions qui n'offrent dans le plan aucune ligne de discontinuité, non
plus que leurs dérivées des deux premiers ordres. Soit § (z) une fonc-
tion multiforme de cette espcce et soit 5, I'un de ses points critiques.
Si ’on part d'un point z avec une détermination ¢, (z) et qu'on fasse
décrire a la variable un chemin fermé entourant z,, quand on revient
en 3, la fonction a pris une autre détermination ¢,(z). Sa dérivée,
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e

ne cessant pas d’étre définie par la limite du rapport

b —b(s)
h

ct n'éprouvant pas de discontinuité, sera devenue, quand le contour
se ferme, la dérivée de la détermination finale ¢, ().

Cela étant, supposons que les fonctions ¢ et f soient données, c’est-
A-dire qu’on ait, si elles sont multiformes, adopté pour chacune d'elles
une détermination fixe, ¢, et f,, pour les valeurs initiales z et y des
variables, ainsi qu'une détermination fixe X, pour X, si cette fonc-
tion n'est pas uniforme. Supposons, d’autre part, que Y soit multi-
forme et quune de ses déterminations Y, vérifie l'équation ainsi
préparée. Désignons par y, l'affixe d'un point critique de Y; nous
pouvons écrire

e(z+y)=9l(z+y)+ 0 —xl
S(@=y)=[[(z~y) = @—r)li

par suite, nous attribuerons & # une valeur constante, telle que le
point x ne soit pas critique pour X, X’ et X”, ni le point t =z + y,
pour ¢ (4), ¢'(#), ¢"(¢), ni le point 5= —y, pour f(z), f'(3),
JS"(3). Enfin, faisons décrire & y une trés petite courbe entourant le
point critique y,. Durant tout ce parcours, la fonction Y et ses déri-
vées Y, Y”, étant supposées solutions de l’equanon

2Y(3' — )Y +3Y (3 + )+ Y(o —f)
=2X(¢" ~ /") +3IX ([~ )+ X (9 = 1),

ne cessent pas de la vérifier. 01? ala fin, Y se trouve avoir changé sa
détermination primitive Y, en une autre détermination Y, et, d’aprés
la remarque initiale, les dérivées Y', Y” sont devenues les dérivées Y.,
Y de cette détermination finale Y,. Par contre, d’aprés les hypo-
theses faites sur z, les neuf fonctions g, ¢’, ¢”, f, [0 X X, X
n'ont pas changé.

Il suit dela que Y ne peut étre multifor me, pulsque ses deux déter-
minations seraient solutions de 'équation fondamentale pour le méme
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élément linéaire, g et f étant fixés, C'est ce qui a été reconnu impos-
sible (n°1).

6. Seconde démonstration. — On peut encore prouver notre pro-
position, grice 4 une propriété tout & fait particuliére de I’équation
aux éléments linéaires doublement harmoniques : c’est qu'elle peut
&tre intégrée deux fois, de maniére & fournir Y par de simples quadra-
tures, quand les autres fonctions sont considérées comme connues.
Ecrivons-la, en effet, comme suit :

Y G—D+a¥G+/)]
=2X(¢"~ ") +3X'(¢'~ f) +X"(9 = 1),

et intégrons les deux membres par rapport a y'; en posant

l=x+Yy, 5= —Y,
() =[o@dt,  fu(z)=[f(3)ds,

nous trouvons immédiatement

Y(¢—7F)+2Y(¢'+f)
=aX(¢'+f) +3X' (3 + /) + X" (g0 + fo) + E(®).

La fonction £ (x) introduite par I'intégration se détermine en don-
nant & ¥ une valeur constante y,; on voit qu’elle est composée linéai-
rement avec les fonctions g, et f,, ainsi que ¢ et f, 3" et f*, X, X' et
X”; elle dépend aussi des valeurs b, et b, de Y et de Y’ au point y,,
que nous supposons étre un point ordinaire pour Y.

Multiplions les deux membres de 'équation précédente par ¢ — f';
le premier membre devient la dérivée de Y (o — f)* par rapport & y;
intégrons une fois de plus; il vient

aQ

Yo—rr=X@-pyr+3x|[Tpoa— [T
. X e+ fo) +E@) (30 + fo) + i (@),
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La fonction £,(x) se déterminera en faisant y =y, ; elle est com-
posée comme & (z) avec les mémes éléments auxquels s'ajoutent seu-
lement les intégrales de ¢* (£) et de f*(3), prises la premiére entre a
et x + ¥,, la seconde entre b et x — y,.

Nous obtenons pour Y, en divisant par (¢ — f)?, une expression
dans laquelle z semble figurer, mais qui en est indépendante. Il s’agit
de prouver que Y n'a qu'une seule valeur, quand on se donne y. Nous
supposerons que les fonctions X, X', X” et les fonctions 9, ¢/, f, f' ne
présentent pas dans le plan de lignes de discontinuité (*), de sorte que
les fonctions ¢, et f, etles deux autres intégrales qui figurent dans

‘Pexpression de Y n’en présenteront pas non plus, et nous désignerons
par F(z,y) cette expression de Y; puis, laissant 2 variable, nous
attribuerons & y une valeur constante 4. Je dis que, b étant donné, Y
n'a qu’une valeur.

Comment concevoir que Y passe d'une détermination Y,(b) & une
autre Y, (0)? Cela ne peut arriver que pour deux raisons :

1° Oubien parce que les fonctions ¢,, fo, 9, /5 9, /", X, X', X" sont
susceptibles de plusieurs déterminations;

2° Ou bien (et ce cas n’exclut pas le précédent) parce qu'’il existe
dansle plan des « des lignes de discontinuité pour1’expression F (x, b).
Mais cette expression a ses deux termes, numérateur et dénominateur,
formés par addition et multiplication de fonctions supposées dépour-
vues de lignes de discontinuité. Elle ne peut présenter elle-méme de
pareille ligne, sauf peut-étre des lignes le long desquelles elle s’offri-
rait sous la forme o:o.

Soit (v) une pareille courbe, le long de laquelle le numérateur et
le dénominateur [¢(z + b) — f (2 — b)]* seraient constamment nuls.
[l existera, de part et d’autre de (y) ou d'un troncon de (), un es-
pace ou la détermination de ¢ — f que I'on considére sera holo-
morphe ; par suite, cette différence sera nulle dans toute cette portion
finie du plan des «. Si ce fait ne se produit que pour des valeurs iso-
lées de b, il n'importe pas : une fonction Y n’est multiforme que si,
en tous les points d’un espace, elle a plusieurs valeurs. Si le fait sub-

(') Nous supposons, de plus, que ces fonctions n’ont que des points critiques
isolés,
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siste pour des valeurs de b formant un espace, il y a un domaine &
deux variables x ety, dans lequel la différence ¢ — f est toujours
nulle. Mais, dans cette hypothése, il n'y a plus de probléme, I'équation
fondamentale devenant indéterminée en X et Y par I’évanouissement
identique de tous ses coefficients.

Reste donc a examiner I'hypothése que les fonctions ¢, (x + b),
So(@—1), 9(x+D), ... ont des déterminations multiples. Si I'on
part d'un point  du plan des z avec un systéme de déterminations,
on peut y revenir avec foul autre systtme en décrivant un chemin
convenable (¢) comprenant un ou plusieurs des points critiques. Quand
on passe d'un point de ce contour au point infiniment voisin, 'expres-
sion I (#, b) ne varie pas d’une maniére continue, sans quoi Y dépen-
drait de z. Donc, au moins pendant une certaine partie du parcours,
F conserve la méme valeur constante, et, s'il en est ainsi jusqu’au bout,
Y est uniforme. Pour que Y passe de sa détermination initiale Y, &
une autre détermination Y,, il faut qu’il existe sur la ligne (¢) un
point M, ou la fonction F éprouve une discontinuité brusque. Cela ne
peut arriver que si la valeur de « au point M fait prendre a4 F la
forme o0:0, et, par suite, est un zéro de la fonction

9(x+0b)— f(x—1D).

Si ce point est isolé, on I’évitera en décrivant le contour (¢). S'il n’en
est pas ainsi, les zéros de cette fonction @ (x + b) — f(x — b) ne
pourront s’accumuler autour du point M, car alors elle ne pourrait
étre développée en série de Taylor autour de ce point. Ils formeront
donc une ligne, ou couvriront un espace, ce que nous avens démontré
ttre impossible,

Remarqgue. — Nous avons négligé deux hypothéses secondaires sur
I'expression I'(«, b), qui sont comprises comme cas limites dans 'hy-
pothése 2°; ce sont : 1° le cas ou F(z, b) aurait une méme valeur
constante dans tout le plan des x, et d'autres valeurs constantes sur
certaines lignes de ce plan; mais alors ces lignes seraient des lignes de
zéros pour la fonction ¢(x + b)— f(x — b); 2° le cas ol F(x, b)
aurait une méme valeur constante dans tout le plan, sauf en certains
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points isolés. 1 est facile de voir que ces points ne peuvent &tre que les
zéros de la fonction ¢(z + b) — f( — b) ou les points critiques des
fonctions 9, (z + b) Solz—b),....

Si I'un des points critiques rend quelques-unes de ces fonctions
infinies, il ne faudra pas donner & z directement cette valeur dans
'expression F(x, b), car alors les fonctions susdites perdent toute
signification. Si le point critique laisse & ces fonctions des valeurs finies
ct n’est pas en méme temps un zérode g(z + b) — f(z — b), lemode
de composition de F(z, d) montre qu’en ce point précis la valeur de
cette expression ne peut différer brusquement de sa valeur constante
pour les points voisins. Enfin, s’il s'agit d'un zérode

?(z+b)— f(z —b),

lequel pecut étre en méme temps un point critique, on ne devra pas
donner & x directement cette valeur dans ’expression F(z, b) qui,
prenant la forme o : 0, n’aurait plus de signification ().

(') [Clestici le premier des deux seuls passages de ce Mémoire qui soient visés
comme imparfaits dans le Rapport de I'Académie (Comptes rendus, t. CXV,
p. 1122). Le raisonnement du texte a besoin d’'étre complété. 1l prouve seulement
que, lorsqu'on assigne & z eta y des valeurs fixes = —a, y = b, et qu'on choisit
pour la fonction Y (momentanément supposée multiforme) une certaine déter-
mination Y,, quel que soit le chemin qu'on fasse ensuite parcourir ¢ la variable z
dans son plan pour revenir & son point de départ z = a, on retrouvera finalement
pour Y la méme détermination Y,. Pour établir complétement I'uniformité de la
fonclion Y(y), il suffit donc de montrer que tout chemin décrit par la variabley
dans son plan, parlant du point b pour y revenir, peut étre remplacé par un
chemin convenable décrit par la variable z dans son plan, du poml: @ au point a,
tandis que ¥ garde constamment la valeur &. :

Soient en effet ¢;, 5; les points critiques des diverses fonctions de t=a +y etde
5= — y qui figurent dans 'expression de Y. Quand, ayant pris = a, on fait va-
rier y seulement, les points critiques de ces fonctions ont pour affixes y;=¢;—a,
Yi=a— 5;. Tout contour fermé passant en b équivaut, comme on sait, 3 une
succession de lacets (Y;) et (Y,) joignant le point b aux joints y; et y;. Dé-
signant par y un point du lacet (Y;) et par z le point correspondant du che-
min (X;) que nous voulons substituer a (Y,), on a respecnvemenl le long de ces
deux contours

t=a+y, t=x+b.

Il suffira“done, pour que ¢ acquiére la méme suite de valeurs le long de ces
Journ. de Math. (f* série), tome X. — Fasc. 1V, 18gj. : 47
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III. — Points essentiels, pbles et périodes.

7. L'expression dont nous venons de faire usage pour montrer 1'uni-
formité de Y met en évidence un autre résultatimportant : c’est qu'au-
cune solution de U'équation aux éléments linéaires doublement har-

moniques n’admet de point singulicr essentiel ¢ distance finie. Nous
avons trouve

. : Tty : -y .
SX[?<w+y)—f<a=—y>J=+Sf<[fa 92<t>dc+j: f«s)dsh

+ X o o)+ 52 (20 F0) + B (2)
le(z+y)—flz—y)]

Y=

)

et reconnu que Y est une fonction uniforme de y. On aura donc sa
valeur, pour y donné, en attribuant & x une valeur quelconque. Soity,
la valeur considérée ; ayant toujours

Wz +y)=9[(x+y)+(—y)l
S@—=y)=flz—y)=(—=y)

. deux chemins, de poser

e+y=xz+b, ax=y+a—0>.

De méme, soient (Y;) un lacet relatif a une fonction de s et (X;) le chemin
qu'on veut lui substituer. Les relations ‘

s=a—y, s=x—0b,

qui définissent 5 le long de ces deux contours, montrent que 5 aura les mémes
valeurs suivant I'un ou suivant P’autre, si I'on fait correspondre les points a
de (X;) aux points y de (Y;) par la formule

a—y=xz—b z=a+b—y.

Il faut évidemment qu’aucun des points ¢;— @ ne coincide avec l'un des
points @ — 5;. Mais, sil'on avait {;— @ =@ — 3, il suffirait de changer tant soit
peu la valeur de a pour qu'il n’en fat plus ainsi.

Enfin, il faut encore qu’aucun des points singuliers ¢;— b, z;+ b du plan des =
ne se confonde avec I'un des points critiques de I'une des fonctions de = seu-
lement qui figurent dans I'expression de Y; mais, si cela était, il suffirait de
changer tant soit peu la valeur de & pour que la cotncidence n’eit plus lieu. ]
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nous donnerons  z une valeur telle que le point z ne soit pas un pole
pour X, non plus que pour § et &,, ni le point ¢ =z + y, pour ¢(¢),
ni le point z =2 —y, pour f(z). Dans ces conditions, les fonc-
tions @, .., f, ..., que nous savons uniformes, pourront se développer
par la formule de Taylor suivant les puissances de y —y,, pourvu
que y soit suffisamment voisin de y,, et il sera permis de réunir en une
scule les diverses séries provenant des différents termes du numérateur.
11 vient ainsi

Y = Xo+X(y — 7))+ Xaly — 1)+ ]
= — 2 2’
4@+ 7= fl@—y)+(y — )y + )+ LT (?"——f")-*—«]

ce qui montre que le point y = y, ne peut jamais étre un point essentiel
pour Y. En effet, sil’on n'a pas

o(z+y)—flz—y)=o,

le dénominateur reste fini pour y =y, et le point est un point ordi-
naire. Dans le cas contraire, c’est un pdle, et je dis que ce pdle est
double. C’est évident si I'on n’a pas

o (x+y)+ f'(x —y)=o0.

Mais, comme la relation ¢ — f=o a lieu pour toute valeur de z,
sauf certaines valeurs singuliéres, on en déduit, en la différentiant par

rapport a x,
9 (@+y)—f(®—y)=o.

Cette équation et la précédente entrainent ¢ = const., f = const., ce
qu’on ne suppose pas. Nous arrivons ainsi'a cette conclusion :

Les solutions de l’e’quazion aux éléments linéaires doublement
harmoniques n’ont a distance finie d’autres smgulantés que des
péles, et chacun de ces péles est double.

On ferait en effct la méme démonstration pour X que pour Y, etla
loi de réciprocité suffit pour étendre la méme propriété aux fonctions

getf.
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On pourrait dailleurs la reconnaitre sur I'équation fondamentale
elle-méme

X'=Y")(p=f)+3X(¢'—f)
=3Y' (¢ + /) +2(X=Y)(¢'—f")=0,

avant toute intégration. Si en effet y, est un pole d’ordre n pour Y,
c’est un péle d’ordre n + 1 pour Y’, d’ordre n + 2 pour Y”, ce qui
exige d’abord que I'on ait

¢(2+y)~f(x—y)=o0.

Alors en développant en série les six fonctions ¢, ¢', 9", £, f*, f* ainsi
que Y, Y’, Y suivant les puissances de y — y, (ce qui est légitime sous
les réserves faites un peu plus haut), il suffit d’ordonner le premier
membre de 'équation fondamentale suivant les puissances croissantes,
négatives et positives de y — y,, pour reconnaitre que I'exposant » est
nécessairement égal & 2. On voit de plus que le résidu relatif a tout

poley =y, est nul.
Mais on peut aller plus loin et déduire de I'identité

¢(z+y)=[f(x—y.)

des conséquences qui nous serviront. Cette identité ayant lieu quel que
soit 2, remplagons x par x + y, ; il vient

f(z)=9(x+2y,),
d’oir cette expression de A
A=g(z+y)=f(@=y)=9(@+y)—9(z =y +2y),
ce qui peut encore s'écrire ainsi
A=g[(@+y )+ =y)l—3l(z+r) = (¥ -yl
11 suffit de-poser y — y, =y’ pour trouver

A=¢(@+y +y)—(z—y +y);
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c’est-a-dire qu'il a suffi de transporter 'origine des y au péle y, de la
fonction Y pour que la fonction fdevienne la méme fonction de x — y
que ¢ de @ + y. Cela fait, je dis que la fonction Y est une fonction
paire de la nouvelle variable y. Introduisons en effet I'hypothése
JS(w)=19(w) dans I'expression générale trouvée pour Y ; il vient

Yie()— ()P . .
=X[o()— (@1 +3X| [or(der [ 9Gads]

+ X 00(0) + pa(2)]F +E(@) [0 () + 20(2)] + £ (),

et I'on voit que le changement de y en — y, qui revient & I'échange
de ¢ avec z et de z avec ¢, ne modifie pas Y.

Si 'on suppose que la fonction X ait un péle z,, on trouvera comme
précédemment

@+ y)=f(z =)
d’ot1 'on conclut ¢(y)= f(22, — y) et par suite
A=F (22, =5~ y)= f( )
=fl(# = 2) =y —a)] - f[— (2 — @)~ (¥ — =)}

Si donc on pose x, — x = &’ et si, pour abréger I'écriture, on fait
xz, —y=y',il vient

A= (@ +y) = f(— T +¥).

Il suffira donc d’échanger 2’ et y’ pour ramener les deux fonctions
o et fa étre les mémes. Les pdles de Y et ceux de X ont donc ce carac-
tére commun, qu’en y transportantl'origine et échangeant (pour ceux
de X)) les noms des variables, on raméne les deux fonctions ¢ et fa

étre les mémes. Cette propriété peut s'énoncer autrement. En effet,
les deux relations de départ

t@+y)=flz—y)  e@+y)=f(m~y)

entrainent 'une et I'autre cette conséquence que f'2(w) est la méme
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fonction de f(w) que ¢'*(w) de 9(w). Nous dirons donc : Si l’une
des fonctions X et Y a un péle & distance finie, la fonction f'* §’cx-
prime en f comme ¢* en ¢. La loi de réciprocité permet d’ajouter :
Si l'une des fonctions ¢ et f admet un pdle a distance finie, X'* s’ex-
prime en X comme Y'* en Y. Nous conviendrons de dire que les
fonctions ¢ et f ne sont pas distinctes quand f** s'exprime en f
comme @ en 9, et qu’elles sont distinctes dans le cas contraire; de
méme pour X et Y. :

Nous allons maintenant classer les solutions d’aprés leurs poles et
leurs périodes, A cet effet, reportons-nous a 'expression de Y telle
qu’clle a été particularisée dans I'hypothése f(w) = ¢(w). Ona

Y[o()—o(3)? N .
=X[<?(t)—cp(z)]2+3X’[[ 9“(1)dt+.[ qz“(z)dz]
+ L [00(0) + 20(3)]F + (@) [90(1) + 50(5)] + £, ().

Cette expression montre que, quand les deux fonctions 9 ct f ne sont
pas distinctes, si elles admettent la période 20, Y et par suite X
admettent la méme période 20 (au une de ses parties aliquotes). En

effet, si les intégrales

%(W>=f‘P(W)dWa ¢(W)=f?2(w)dcv

ne sont pas périodiques, elles se composeront chacune d'une partie
périodique et d'un terme linéaire en w. Or, si I'on effectue les sommes
¢o(z +y) +9o(z —y) et Y(x +y)+{(x — y), les parties non
périodiques seront chacune de la forme m(z +y) -+ m(x —y),
c’est-3-dire indépendantes de . Donc Y admet la période 2.

Tutorime, — Si l'une des quatre fonctions X, Y, ¢ et f admet
plus d’un pdle a distance finie, les quatre fonctions sont périodi-
ques; si Uune d’elles admet trois péles formant un triangle, toutes
les quatre sont doublement periodiques; si 'une d’elles W’a qu’un
seul pdle & distance finie, les trois auires n’en ont pas davan-

lage.
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Supposons par exemple que la fonction Y ait deux pdles & distance
finie. En transportant I'origine desy en I'un de ces pdles, on rend les
fonctions ¢ et f identiques. Soit alors o I'affixe du second péle. D’aprés
une remarque déja faite, I’équation fondamentale ne peut &tre vérifiée
pour y = que si le coefficient de X”— Y” est nul, c'est-a-dire si -
l'on a

?(7""' 0) =¢(z — w),

puisqu’ici f(w) = ¢(w), et cela quel que soit . En conséquence la
fonction ¢ admet la période 2w, qui, en vertu dulemme, appartiendra
aussia Y et & X.

Le méme raisonnement prouve que, si Y présente trois péles y = o,
¥ =, y = o formant untriangle, la fonction ¢ admet les périodes 2

et 20'; donc aussi Y et X les admettent

Enﬁn, si Y n'admet qu’un pdle & distance finie, les autres fonctions
n'en ont pas davantage (elles pourraient n’en pas avoir ) si 'une d’elles
en cffet en admettait deux, les quatre fonctions seraient périodiques,

donc aussi en particulier Y, qui aurait plus d’'un pdle & distance
finie.

IV. — Solutions doublement périodiques.

8. Takorime. — Tout élément linéaire doublement harmonique
et doublement périodique rentre dans le type de M. Darboux

ds*=[e(t —t)) —9(z — 3,)| dedy,
ot 'on a posé

dn?*mew en? mw

._ A 2
?(W)  sn*mw + Bsn®mew + C cn*mw dntmw

+ E.

Nous supposons doublement périodique 'une des fonctions ¢ et £,
la derniére par exemple. Comme elle présente a distance finie des
poles formant réseau, des raisonnements déja faits (*) prouvent d’abord

(*) Voir Particle précédent : Poinis essentiels, pdles et périodes.
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que les fonctions X et Y ne sont pas distinctes, de plus, quelles sont
doublement périodiques; dés lors X et Y ont des péles, ce qui exige
que les fonctions f et 9 ne soient pas distinctes. Nous allons chercher
#(%). .
. Supposons marqués dans le plan des z tous les péles de la fonction
¢(z). Nous en choisirons trois (d'affixes z,, 5, + ®, 5,+ ') qui dé-
terminent un triangle d’aire minima. .
La différence des affixes de deux péles quelconques étant une demi-
période, le parallélogrammie dontles cétés OA et OA’ sont les doubles

N
s

~A

de OP ot de OP”’ est un parallélogramme de périodes et un parallélo-
gramme élémentaire, oud’aire minima. Les sommets O, A, B, A’ sont
des poles, ainsi que les milicux P, Q', P, Q de scs c6tés, 4 raison de
la double périodicité. Je dis qu’el ne peut contenir d’autre péle qur
son cenire G,

D’aprés une propricté que nous venons de rappeler, étant donnés
deux péles, le symétrique de chacun d’eux par rapport a I'aulre est
aussi un pole. Il suit de 14 que sur le périmétre OABA'O il ne peut
exister d’autres péles que ceux (ue nous connaissons déja, sans quoi
le parallélogramme ne serait pas élémentaire. Il n’y en a pas non plus
A I'intérieur, car, de L, par exemple, on déduiraijt L.’ et le parallélo-
gramme OL'L”A, d’aire moindre que le proposé. SiL étail sur unc
des médianes, L’ serait sur le périmétre, ce qui ne se peut.

Cela pos¢, la fonction ¢(z) ne peat avoir dans un parallélogramme
de périodes (20, 20') plus de quatre poles,

gy Bet+ W, F+0, zZ+ 0+ .

Chacun de ces poles est double et a son résidu nul. La fonction ¢(3)
n'ayant pas de point essenticl & distance finie, on peut appliquer la for-
wule de décomposition des fonctions doublement périodiques, due &
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M. Hermite. On trouve ainsi

9(z~zo)=A%Z(z%zo)
—l—B‘%Z(z—zo-—w)-fCﬂ%C(z—zo—w)

+D‘%C(z—zo—-w-—-m’)+E,

expression qui ne différe que par la forme de celle de M. Darboux.
L’élément linéaire correspondant

ds*=[o(t — 1,) — ¢(2 — 2,)] dx dy

dépend de huit constantes arbitraires A, B, C, D, o, o, ¢, et z,. Les
deux périodes 2w, 20, prises comme arbitraires, remplacent le mo-
dule % et le multiplicateur m de la formule primitivement écrite pour

¢ (w).

Remarque. — Si le point C n’est pas un péle, iln’y en aura que
trois. Si I'une ou I'antre des périodes peut étre réduite de moitié, ¢(z)
n’aura plus que deux podles; enfin, si et w’ sont des périodes, il n’ya
plus qu’un péle double, comme dans 1’élément linéaire des surfaces &
courbure totale constante.

V. — Achévement du probléme.

9. Nousallons faire servir & la recherche des éléments linéaires dou-
blement harmoniques une remarque trés simple, mais importante.
L'équation fondamentale

2(X = Y)(¢'— /) +3X (¢'— )
—3Y/(g )+ (K= Y) (g = f) =0

exprime que, partant de 1’élément linéaire »'

ds*=[¢(x +y) — flz —y)l dxdy

Journ . de Math. (4* série), tome X, — Fasc. IV, 18g4. ‘ 48
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et opérant le changement de variables

dE = dz ’ d = “—“i‘y—-)
Xz TR

on a identiquement

[o(z+y) = f(@—yIVXY =9, +n) — fi(§ —n),

ou que I'élément linéaire considéré conserve la forme harmonique.
Dés lors il est évident que, partant de

ds*=[¢,(§ + ) — f1 (€ — n)] dE di,
et opérant le changement de variables

dt dn
d N3 d =
? (&) vty

bl

inverse du précédent moyennant les hypothéses

X(z)E(E) =1, Y()H(n)=1,

on retrouvera l'élément linéaire primitif (¢ — /') dx dy. Ainsi les fonc-
tions E(£) et H(y) concourent avec 9, (§ + %) et f,(§ —4) a former
une solution de I'équation fondamentale. Mais nous avons démontré
que toutes les solutions de cette équation sont uniformes. Ainsi, de
méme que X(z) est uniforme en z, la fonction E(%) est uniforme en£.
Or elle est égale & I'inverse de X(z). Donc X(z) est une fonction
uniforme de £ comme de z, et nous arrivons a cette conclusion :

Les fonctions X(x) qui concourent & former des solutions de
Iéquation aux élémenis linéaires doublement harmoniques doivent
étre cherchées parmi les fonctions uniformes de x qui devien-
nent des fonctions uniformes de § par le changement de va-
riable ‘ : - :

~VX(®)
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'Etudions les fonctions qui satisfont & cette double obligation d'étre
uniformes en x et uniformes en & Nous allons voir que ce sont, en gé-
néral, des fonctions périodiques et nous discuterons les cas dans les-
quels certaines périodes ou toutes les périodes disparaissent.

A cet effet, considérons I'intégrale définie qui représente &

£ T dz :
TnVXT—‘w)

et soit §, () la valeur qu'elle acquiert quand, partant de z = z, avec
une détermination du radical, on fait décrire & z un chemin déterminé
(chemin 1). Allons maintenant de x, en z, par un chemin qui entoure
diverses racines (') de X, mais qui raméne la détermination initiale du
radical; si I'on va ensuite de x, en @ par le chemin 1, on aura

E:mA+nB+o-~+E«(“')*

les A, B, ... étant des périodes. Or la fonction

i

® =g

est uniforme, qu'on I'exprime en § ou qu'on l'exprime en 2. Donc,
étant donné z, elle n'a qu'une seule valeur; or elle se présente, selon
que x a décrit le chemin 1 ou le suivant, sous les deux formes

7z = B0, )z%o;—):E(E.+mA+nB+...).

On doit donc avoir

5(24 -+ ,nA+nB+...)=E(Ea)a

(") Lesfonctions X (2 ) et Y(y) peuvent toujours étre supposées avoir des racines,
puisque nous avons établi qu’elles n’ont de point essentiel qu’a I'infini. Si elles
n’avaient pas de zéros, on les remplacerait par X — %, Y — 4 et les nouvelles
équations X — 2 =0, Y — & = o auraient nécessairement des racines, en vertu
d’un important théoréme, découvert par M. Picard.
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ce qui prouve & la fois que la fonction & est périodique et que ses pé-
riodes A, B, ... se réduisent & deux au plus.
Nous pouvons raisonner de méme sur la fonction z,

o [
5 VE(E)

Si x, est 'une de ses valeurs, un chemin d’intégration convenable
donnera :
c=xG)+pe+3+...,

les «, B, ... étant des périodes; et ’on verra, comme tout & I'heure
pour E (§), que la fonction X (z) est périodique. En conséquence, les
Jonctions B (%) et X (x) sont des fonctions uniformes de leur argu-
ment et admelient, en géndral, deux périodes. Nous aurons i tenir
compte de leurs dégéunérescences, d’ot trois cas principaux a examiner,
suivant que I'une d’elles a deux périodes, n’en a qu'une, ou n'en a
aucune. :

10. Premier cas : E () a deux périodes.

Trois hypothéses & faire, suivant que X () a deux périodes, n'en
* a qu’une, ou n’en a pas. Dans les trois hypothéses, nous avons tou-
jours

(1) ¢ =mA + nB + £,(z),

et, sil'on fait précéder le chemin 1, qui donne &, (%), d'un chemin

qui échange les deux déterminations de yX () au point initial «,, on
aura

(2) E=mA+nB+2L—§ (),

en désignant par 2L I'intégrale § prise suivant un lacet. Les formules
(1) et (2) fournissent toutes les valeurs de § pour une valeur donnée
de x. On peut les écrire
E —L= rnA;I—nB - [L — E.(-’I))]’
§E—L=mA+nrB+[L-=E§(2)]
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On en conclut que la fonction p (§ — L) aux périodes A et B est une
fonction uniforme de .

Dans tous les cas qui vont suivre, nous aurons & reproduire un
méme raisonnement, que nous allons faire une fois pour toutes.
Supposons qu'une certaine fonction uniforme de &, U, (§) soit une
fonction uniforme de z, et qu'une certaine fonction uniforme de x,
U (), soit une fonction uniforme de &. On voit que U, est une fonc-
tion de U. De plus, les fonctions que nous considérerons peuvent
prendre outes les valeurs. Or, z étant donné, U est déterminée et U,
n'a qu’une seule valeur. C'est dire que la relation F (U, U, ) = o, qui
lie U et U,, est telle que, quand U est connue, U, n'a qu'une seule
valeur. Elle est telle aussi que, quand U, est donnée, U n'a qu'une
seule valeur. Ainsi, les variables U et U, sont des fonctions uniformes
I'une de l'autre, et cela quelque valeur qu'on attribue  chacune d’elles.
Dés lors, on sait qu’elles ne peuvent étre lides que par une relation
bilinéaire (homographique)

CUU,+~AU+BU,+D=o,

dont les coefficients sont des constantes (*).

(1) [C'est ici le second point visé par le rapport de 'Académie. Le raisonne-
ment du texte esi incorrect, mais l'existence d’une relation homographique
entre les fonctions considérées, telles que p(§ — L) et p(z — L), n'est pas con-
testable, Rien n'est plus facile que de I'établir rigoureusement comme il suit.

Les formules (1) et (2) peuvent étre remplacées par une seule :

(I) f—L=mA +aB=x=[§(z)—L].

Dans le cas le plus général, celui o X () admet deux périodes, on aura pé-
reillement

(In) z—A=pa+ v [z,(§) —2].

A toutes les valeurs de x fournies par la formule (11) pour le méme x, ne
correspondent pes d’autres valeurs de & que celles qui sont données par la for-
mule (1) pour ur méme &, ; et réciproquement.

Pour le voir, choisissons deux arguments dans la suite (I[), par exemple
=+ e+ VB4 (2,—1), 2&"=A+ p'a+ VB4 (z—2).

Soient £’ I'une des valeurs de & qui correspondent 4 z' et £” I'une de celles
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Cela posé, examinons les trois hypothéses du premier cas.
Premiére hypothése. — L’intégrale  a deux périodes «, fB. Ses

diverses valeurs pour une valeur donnée de » se répartissent en deux
séries .

(3) z = pa+ g+, (§),
(4) @ = po+vf + 2N — z,(k),

dont 'origine est bien connue. Nous les écrirons ainsi :

T—A=poa+vp— [A—=z,(8)],
x—h=p'e+vp+[h—z/()]

qui correspondent & §”. A I'argument &' correspond pour z une série de valeurs
dont £' fait partie; cette série est donc

(1y Apa+ B (pa+ v+ 2— ).

A P’argument &’ correspond pour z une série de valeurs dont 2" fait partie;
cette série est donc

(1ny" Mt pr B (pla "B + 2 — D)

Les deux séries (I[)’ et (1I)” ont en commun l'argument z,. Puisque la va-
leur 2, figure parmi les valeurs de 2 qui correspondent soit & &, soit a ", on a
nécessairement

¢ —L=m'A+n'B=x[§(a,)—L],

¥— L= m'A +n'B = [£ (2,) —L].

Rien n’est changé, si 2" est de la forme A + p"a + v’ — (2, — }). On fera le
méme raisonnement sur £ pour établir la réciproque. On voit par la que, si I'on
donne a x toutes les valeurs (II), qui correspondent & une méme valeur de
la fonction p (& — X) aux périodes a et B, Ia fonction p (§— L) aux périodes A
et B n'aura qu’une seule valeur, et réciproquement; en sorte que ces dewz fonc-
tions sont lides par une relation homographique.

La correspondance entre les valeurs de « et celles de § subsiste quel que soit
le nombre des périodes qui disparaissent, méme si les doubles signes disparais-
sent aussi. 1l existera donc, dans les divers cas de la discussion qui va suivre,
une relation homographique entre 1'une des fonctions p (§ — L), sin*(E—L),
tang (!t —L) ou ef—L, (¢ —L)}, §¢—L d'une part, et 'une des fonctions
p(z—1), sin?(z — ), tang(x — A) ou e*~A, (z — 1)}, & — ) d’autre part.]
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On voit que la fonction p(x —2A), aux périodes o et 3, est une
fonction uniforme de £. Il résulte du raisonnement qui vient d’étre
exposé, que les deux fonctions p(§ — L) et p(z — L) sont liées par
une relation homographique. Soit donc

o

pE-L)=h+ e tnTs

Il suffit de différentier et d’éliminer p(§ — L), pour trouver

o8 (42\' _ Ap*(@ — N+ Bp'(@ —N) +Cp*(z — N+ Dp(— N+ E
X(2)= (dé;) o Gp* (2 —2)—gap (2 —)) — &3

C’est I'expression de X que nous avons obtenue (Chap. II), a pro-
pos des surfaces & courbure constante. Elle contient huit constantes :
les trois coefficients de la transformation homographique, les deux
invariants g, g, de p (§ — L), les deux invariants g,, &, et le para-
meétre A de la fonction p (x — A). Il est clair que E (&) a une expres-
sion exactement de méme forme.

Deuxiéme hypothése. — L'intégrale = n’a qu'une période a. Les
formules (3) et (4), ou maintenant § ne figure plus, montrent que
sin?(z — 1) est une fonction uniforme de & (car on peut supposer
o égal & =).

C’est cc qu'on déduirait aussi de p(x — 1) par dégénérescence.
Nous concluons ici que p(§— L) et sin?(z — X) sont liés par une
relation homographique :

p(¢—Ly="h-+ LS

Ajsin®(@ —\) + B,

Différentiant et éliminant p(§ — L), on trouve

X — Asin®z + Bsinfz + Csin*2 + Dsintz + E
- sin?z costx

b

en négligeant X. Clest I'expression déja trouvée (Chap. II) i propos
des surfaces 4 courbure constante. Quant & E(&), son expression est,
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comme dans I'hypothése précédente, de la forme

-.(E) A, pt E"‘L)+B2P3(E— )+ Cy p? (5‘”L)+D2P(E-L)+E2
4p*(E—L)— gp(E—L)—g;

mais elle dépend d'une constante de moins, puisqu'au licu de deux
périodes de & (ou deux invariants g,, g3) il n'y en a plus qu’une.

Il peut arriver aussi que tous les chemins d'intégration suivis par §
donnent une seule série de valeurs pour z, savoir

xz = pa +z, (§).

Alors p(§ — L) et tang z (car on peut supposer a = =) sont liés par
une relation homographique, d’oti I'on déduit sans peine

X(x) = Asin‘*z + Bsin®x cosz
+ Csin*z cos*x + Dsinx cos*z + Ecos*z,

avec cinq arbitraires. L’expression de & (§) est de méme forme que
quand sin?(z — A) est uniforme en &.

Troisiéme hypothése. — L’intégrale x n’a pas de période. Les for-
mules générales (3) et (4) se réduisent actuellement &

x =x,(8), x =2\ — ,(§);
ce qu’on peut écrire
2-d=—[A=z,@]  2-A=+D-n )

On voit que (x — A)? est une fonction uniforme de &. Par suite,
p(E —L)et (z —A)* sont liés par une relation homographique, que
nous écrirons, en négligeant A :

- & .
pG-Ly=h+ =

C’est d'ailleurs ce qu’on obtiendrait par la dégénérescence non pé-
riodique de p(x — A). Cette relation, différentiée, donne, par élimi-
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nation de p(§ — L),

X dz\* Az®4+ Bzt Cx*+ D+ E

) =

Les cinq coefficients du numérateur sont arbitraires, la relation
homographique donnant trois indéterminées auxquelles s'ajoutent les
deux invariants g, et g; de p (§ —L); une sixiéme arbitraire est la
constante négligée A. Nous trouvons pour X une expression déja
obtenue (Chap. IT) 4 propos des surfaces & courbure constante. L'ex-
pression correspondante de E(&) rentre dans celle que nous avons
déja écrite, comme étant de méme forme et contenant moins d’arbi-
traires.

Mais l'intégrale  n'ayant pas de période, il peut ne pas exister de
chemin au bout duquel la détermination choisie pour vE (%) se repro-
duise changée de signe. C'est dire que la fonction x est une fonction
uniforme de &. Alors p (§ — L) et  sont liés par une relation homo-
graphique

pE—Ly=h+ 5

g
Az+B,’

d’ot1 'on tire sans difficulté
X(z)= (‘;—?): Az' +Bx' +Cx* +Dx +E,

avec cinq indéterminées provenant, trois de la relation homographique,
deux des invariants de p(§ — L). C’est]a encore une expression de X,
qui s'est présentée (Chap. II) & propos des surfaces & courbure con-
stante. L'expression correspondante de E () rentre encore dans le
type primitivement considéré.

Il suffit de jeter un coup d’ceil sur le Tableau du Chapitre II qui se
rapporte aux surfaces & courbure totale constante, mais non nulle,
pour voir que nous venons de retrouver les cing formes de X(£) qui
y figurent. Les cinq expressions correspondantes de & (£) ne différent
pas de celle qui est inscrite pour X dans ce Tableau, sous le n° (V).

41. Devuxteue cas : E(§) n’a qu'une période.
Dans ce second cas, nous n’avons pas & supposer X(« ) doublement
Journ. de Math. (4° série), tome X. — Fasc. IV, 18¢4. 49
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périodique, ce qui nous raménerait (sauf échange defenzet dex
en£) 4 la seconde hypothése du premier cas. Notre discussion se
trouve ainsi abrégée, Nous commencerons par rappeler les formules
(1) et (2) qui deviennent ici

E—L= m’A—+—[L - E«(w)]

En prenant, ce qui est permis, A = 27, on voit que sin®(§ — L.) est
une fonction uniforme de x. Si la seconde série de valeurs de & dispa-
rait, c’est-a-dire si tous les chemins suivis par # donnent seulement

E=mA + & (2),

on fera A = 2ix et l'on verra que ¢* est une fonction uniforme de .
Cela étant, supposons successivement que X (z) n’a qu’une période,
puis qu’elle n’en a pas.

Premicre lypothése. — L'intégrale z n’a qu'une période a. Siles
divers chemins suivis par £ donnent deux séries de valeurs pour z,
_ nous aurons, par les formules (3) et (4),

x—A=z2pn—[A—z,(})],
z—A=2p@w+[N— 2, ()],

en appelant 2= la période, ce qui est permis. Donc sin? ( — A) est une
fonction uniforme de £ et il existe une relation homographique entre
sin® (z — ) et sin?(§ — L) ou bien entre sin*(z — \) et ¢
Soit d’abord, en négligeant L et 2,
sin'-’E = ,l -+ m-zgm
Nous tirons de la

X — dz\* _ (Msin*z + Nsinlz + P)(A sin®z + B)?
- (ZZ{) - sin*z cos*x

et une expression absolument de méme forme pour E(§). Ces deux
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expressions rentrent dans un type déja signalé (i1* cas, 2° hypo-
these).

Soit maintenant -
sin*z=h+ —2>—-
" T RETB

En différentiant et éliminant &, nous trouvons

X(w) — (%g)n# (Si“’$—h)’(Psin’z+Q)a,

sin®*z cosiz

expression qui rentre dans le méme type que la précédente. Introdui-
sant £ au lieu de x, nous avons

— (Me®+ Pef 4+ Q)(Aef +B)?
.’:(E) = e’E ]

ce qui donne, aprés changement de § en 2¢z, un polynome homogéne .
et du quatriéme degré en sinz et cosz, compris dansun type déja ren-
contré (1°* cas, a la fin).

Il faut maintenant supposer que tous les chemins suivis par § ne don-
nent pour z qu'une seule série de valeurs

x = pa + 2, (8).

Sil'on prend « = 2w, ce qui est permis, on voit que ¢ est une
fonction uniforme de &, Il n'y a paslieu de supposer sin?(§ — L) fonc-
tion uniforme de  : ce serait 'hypothése précédente, sauf échange de
zen & etde &£ en z. On fera donc

ec=h g .
+Aeﬁ+B

Cette relation étant de méme forme par rapport & z et 4 &, il suffit .
de calculer X(x). On trouve aisément

X(z) = M+ P)(Aer 1 BY”

eQ.L'

Cette expression est comprise dans celle que nous venons d’obtenir
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pour. &. D’ allleurs, E(%) a exactement la méme forme. Nous avons
épuisé la premiére hypothése du second cas.

Deuxiéme hypothése. — L'intégrale = n’a pas de période. On a
vu qu'alors z* ou « est une fonction uniforme de § (1% cas, 3¢ Aypo-
thése). 11 suit de 1d qu'il existe une relation homographique entre
sin*(§ — L) ou ¢* et 22 ou .

1° Soit d’abord, en négligeant L,

sin?t = h+ Axfﬁ
Cette équation donne

X(z)= (%) =Me'+P+ &,

=\ 2
E(E) = (t%c) =M, + 55 sm“' + C(E;E

Ce sont la, parmi les six formes de X(«) qui correspondent aux
développables (Chap. II), les deux seules qui ne rentrent pas dans
celles que donnent pour la méme fonction les surfaces & courbure to-
tale. Comme le montre le Tableau placé au début du Chapitre, dans
. les solutions de 1'équation aux éléments linéaires doublement harmo-
niques déduites par réciprocité de celles qui sont déterminéesau Cha-
pitre I, toutes les expressions de X rentrent, soit dans les deux que
nous venons d’écrire, soit dans les cing relatives aux surfaces & cour-
bure constante. Ainsi nous avons dés maintenant retrouvé toutes les
formes que nous connaissions déja pour X. Il nes’en présentera pasde
nouvelle dans la suite de notre discussion.

2° Soit maintenant

sin"": ) .
i= +Aw+B

Cette équation conduit &
X(x) = ( ) = (M#*+ Pz + Q)(Az + B)?,
= _ 2 M(sin*t— R)*
)= (&) - =,

-
sin%§ cos?%

expressions qui rentrent dans des types déja rencontrés.
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3° Nous arrivons & ’exponentielle %, Soit d’abord

E & .
e=h+ Az*+- B

De cette équation on tire

a2

dz\? (M2? 4+ P)(Az?+ B)
X(@)=(%) = ,

3 P,)? £ h)?
2(5) = (&) = et PO,

a_-; e‘le

expressions qui rentrent également dans des types déja rencontres.
4° Soit enfin, pour achever I’examen du second cas,

g

E‘—' —
c=h+320g

On déduit de cette relation

X () = (%‘g) = (Mz + P)*(Az + BY,

(5) = (dE)’ — M,(eE-——h)‘.

EE e38

111

SYE

Ce sont 14 encore des formes particuli¢res de solutions déja obte-
nues.

12. Troisiime cas : E(%) n’a pas de période.

D’aprés ce que nous avons déja vu, &2 ou & est une fonction uniforme
de z. On doit supposer X () sans aucune période ; autrement, on se- -
rait ramené (sauf échange de & avec #) & I'un des cas déja examinés.
En conséquence, x* ouz est une fonction uniforme de £ et il existe une
relation homographique entre £* ou £ et * ou .

1° Soit d’abord

2. g
: _h+Ax*+B

Cette équation conduit & des expressions de méme forme exacte-
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ment, aux coefficients prés, pour X (z) et E(§). Le calcul donne

X(2) = (‘j’j{) _ (Ma*+P)(Az*+ B)

ax2

2° Soit & présent

On déduit de 1a
X (z) = (%“g)’ = (Mz + P)(Az + B,

2(¢) = (5 ) =m, G

- 3° Quand £ est uniforme en z, il n’y a pas lieu d’établir une relation
homographique entre £ et 2. Clest, aux notations prés, ce qui vient
d’étre fait. Soit donc

— _g .
E =h+ Az + B
Cette relation donne

X(z) = (Z—f) =M(Az + B)",
2(5) = (£) =M~ b

On voit que toutes les expressions de X et de E obtenues dans le

»

troisiéme cas rentrent dans des types déja rencontrés.

13. Arrivés au terme de notre discussion, nous reconnaissons que le
probléme fonctionnel, en apparence fort indéterminé, que nous nous
proposions, n’admet que des solutions dont les formes analytiques sont
parfaitement déterminées, et ot il ne reste d’arbitraire que certaines
constantes, en nombre restreint, huit au plus. Ce probléme admet
comme solutions toules les fonctions X que nous connaissions déja
comme concourant & former des solutions de 1'équation aux éléments
linéaires doublement harmoniques et il n’en a pas d’autres. C'est ce
qui ressort de la discussion méme.

Mais nous avons aussi acquis un autre résultat important, c’est que
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toute solution du probléme est une fonction rationnelle, soit de p (x),
soit dee™, soit de x lui-méme. 1l en est donc de méme de toute solu-
tion X de I’équation aux éléments linéaires doublement harmoniques;
et la loi de réciprocité nous apprend que les formes analytiques des
fonctions ¢ (a: +y), f(# — y) ne seront pas différentes de cellesde X,
qui sont aussi celles de Y.

La détermination compléte de tous les éléments linéaires double—
ment harmoniques est donc ramenée dés maintenant & une simple
question de calcul. Dans I’équation fondamentale

(X" =Y") (o —f) +3X(¢'—f)
=3Y(¢'+ /) + 22X~ Y)(¢' = f) =0,

on substituera les diverses expressions qui viennent d’étre trouvées
pour X, pour Y, pour 9 et pour f, en les combinant de toutes les ma-
niéres poss1blcs, et on déterminera les constantes restées arbitraires
dans ces expresswns de maniére & vérifier, quels que soient x et y, I'é-
quation proposée. C’est la une pure question d’Algébre, qui ne pré-
sente aucune difficulté, puisque dans chaque cas les inconnues sont en
nombre limité, assez restreint méme. Mais elle semblerait exiger d’as-
sez longs déveldppements, a raison du nombre des cas 4 traiter. Nous
allons voir qu’on peut réduire dans une proportion con51dérable les
calculs & effectuer.

Ecartons d’abord les cas ot 'on combinerait une fonction ¢ (z + )
el une fonction f(x — y) telles que I’é1ément linéaire (¢ — f) dx dy
convint & une surface de révolution (développables et surfaces 4 cour-
bure constante comprises). Nous connaissons les solutions X et Y cor-
respondantes.

Si I'élément linéaire (¢ — f)dx dy ne convient pas & une surface.
de révolution, nous savons et nous avons rappelé au début de ce Cha-
pitre que les deux dérivées logarithmiques de X — Y sont entiérement
déterminées par la connaissance de ¢ — f. Il suit de la que, sil'une des
fonctions ¢ ou f, la premiére par exemple, admet la période 20, les
fonctions X et Y auront la méme période. Car, augmentant z et de
w, ce qui ne change pas ¢(« + y) par hypothése, ni f(z — y) qui ne
depend que de la différence  — y, on ne change pasles dérivéesloga-
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rithmiques de X — Y. En conséquence, on a
X(z + )= Y(y+0)=C[X(z) - Y(y)),
C étant une constante. De 1a résulte, avec une nouvelle constante ¥,
X(z+w)=CX(z)+y, Y(y+o0)=CY(y)+y.

Donc les fonctions X et Y ne sont pas rationnelles (&4 moins d’étre
linéaires, cas qui se traite & vue). Elles sont done périodiques de pé-
riode mw, m étant un entier, ce qui permet de leur attribuer la méme
période qu'a ¢. On déduit alors de la loi de réciprocité que £ a aussi
la méme période, en sorte qu’on ne devra grouper ensemble, pour les
substituer dans 1'égquation fondamentale, que quatre fonctions X, Y,
¢, f rationnelles, ou quatre fonctionssimplement périodiquesde méme
période, ou quatre fonctions doublement périodiques aux mémes pé-
riodes.

Ce dernier cas peut d’ailleurs étre laissé de coté, ayant été déja
traité. Les deux autres ne présentent aucune difficulté et ne donnent
que des éléments linéaires de développables, de surfaces & courbure
constante, de surfaces de révolution ou des éléments linéaires figurant
" dans le Tableau placé en téte de ce Chapitre. Le probléme des éle-
ments linéaires doublement harmoniques est donc complélement
résolu.

i @ i———

CHAPITRE V.

LES SURFACES HARMONIQUES ET LES SURFACES DE TROISIEME CLASSE
DE M. SOPHUS LIE.

1. Dans son Mémoire déja cité ('), M. S. Lie s'est proposé de
trouver les éléments linéaires de toutes les surfaces dont les lignes

(') Untersuchungen iiber geoddtische Curven (Mathem. Annaler, t. XX,
p. 357-454).
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géodésiques admettent des transformations infinitésimales. Ila été
conduit & répartir ces surfaces en trois classes, et il a montré que pour

toute surface de troisiéme classe ’élément linéaire est réductible a la
forme harmonique

ds* =[9(z +y)— f(z —y)ldzdy.

Mais les fonctions ¢ et £ ne sont pas arbitraires; car, sil'on pose
w(@+y)=[e@+y)d(z+y),
fa—y)= [ fla—y)d@—y),

il doit exister deux fonctions, 'une X, de z, l'autre Y, de y, telles
qu’on ait identiquement

(27)' (XIO_*_Y:))(P"‘f)-f—Xo(tp’-—f').FYo(?l_*‘f/)
= A(p = /) + 4@ —/") = 209"~ fo )

A étant une constante indéterminée (p. 379. Nous avons dt modifier
- légérement les notations de I'auteur).

Arrivé & cette équation, M. Lie fait observer qu’en la traitant par
des différentiations successives on serait conduit a des équations dif-
férentielles trés compliquées. « Clest pourquoi, dit-il, j’ai dd me
borner & en déterminer par des méthodes spéciales, mais rationnelles,
une série de solutions particuliéres ». |

2. Avant d’aller plus loin, remarquons que si I’on désigne par Q le
premier membre de Iéquation (27)', cette équation entraine

” . n
Q‘rg —_— an = 0’
ou, tous calculs faits,

ay | 2K Y (¢ =)+ 3%y~ f)
= 3Yi(¢+/)+ (K=~ Yo (9 — /) =o.

- Clest précisément 1'équation fondamentale qui exprime que I'dlé-
Journ. de Math. (4 série), tome X. — Fasc, IV, 18g4. 50
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ment linéaire (¢ — f) dz dy reste harmonique aprés le changement

de variables
dat' dz / dy

= —_— d = =
RN,y AV A )

c'est-a-dire qu'il est doublement harmonique, si X, et Y, ne se rédui-
sent pas & Ja méme constante. On a donc cette propriété, trouvée autre-
ment par M. Lie dans la Note II de son Mémoire :

Toute surface de troisiéme classe pour lagquelle on n’a pas
X, =Y, = const. est une surface doublement harmonigue.

11 suit de 14 que la troisiéme classe de M. Lie comprend deux caté-
gories de surfaces : 1° celles pour lesquelles X, — Y est différent de
zéro; 2° celles pour lesquelles X, — Y/, cst nul.

Les surfaces de la seconde catégorie sont certainement harmoni-
ques; elles peuvent étre applicables sur des surfaces de révolution
(p- 409) sans étre, & proprement parler, harmoniques, c’cst-d-dire
sans que leur élément linéaire soit réductible a la forme (¢ — f)dzdy
autrecment qu’avec la restriction ¢ f= o. Mais elles peuvent aussi étre
doublement harmoniques, 'équation (27) admettant d’autres solu-

" tions en méme temps que X, = Y|, = const.

La premiére catégorie ne comprend que des surfaces doublement
harmoniques; mais il s’en faut de beaucoup qu’elle les comprenne
toutes. C’est une catégorte de surfaces doublement harmoniques
trés particuliéres puisque leur élément linéaire (¢ — f)dw dy doit
satisfaire, non pas a I’équation générale

(X'o + Y:»)(?’"f)"‘"‘ Xo(?,_"f’>+ Yo(?,"'fl)
=®(x+y)—F(z—y),

rigoureusement équivalente a 'équation (27)” quelles que soient les

Sonctions ® et F, mais & I'équation (27)’, ot ces fonctions dépendent
de g etde f:

O=Ap+49'— 2909, F=Af+4f'—2ff"

Donc la recherche des surfaces de troisiéme classe est un probléme
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beaucoup plus déterminé que la recherche des surfaces doublement
harmoniques.

3. Clestce qui explique pourquoi M. Lie rencontre parfois des élé-
ments linéaires doublement harmoniques sans les signaler comme tels
et restreint leur généralité pour les faire rentrer dans la troisiéme
classe. Ainsi, soit & trouver les éléments linéaires de toutes les sur-
Jaces qui peuvent étre représentées sur certaines surfaces avec con-
servatton d’une scule des familles de longueur nulle, et sur d’au-
tres avec conservalion de ces deux familles. L’ensemble des solutions
de ce probleme est fourni, d'aprés M. Lie, par les trois expressions

ds*=[L, siny sin(22 + &)+ M, sinz] cosy dz dy,
I ={A[a+y)—(@~p)] ~
+B[(z+y)'—(z —y)'] + Cl(@ + ) — (# — )] | dz dy,
ds*=|A[(# +y)" —(z —y)’]
+B[(z+y)' = (2= 5)]+ Cl@e+y) — (@~ y)| | du dy,

ouL,, M,, &, A, B, Csont des constantes arbitraires. Particularisées
de maniére 4 rentrer dans la seconde et la troisiéme classe, elles se ré-
duisent (p. 403) au seul élément linéaire (zy + @) dx dy. Mais on
peut, ce que ne fait pas l'auteur, remarquer que ces éléments li-
néaires, pris dans toute leur généralité, sont doublement harmo-
nigues. Car ils rentrent visiblement dans les types I et II du second
groupe de solutions (provenant des surfaces a courbure constante) qui
figurent au Tableau de notre précédent Chapitre (n°3). On arrive
ainsi a cette proposition, qui compléte la théorie de la représentation
géodésique des surfaces : Toule surface susceptible d’éire repré-
seniée géodésiquement sur certatnes surfaces avec conservation
d’une seule des familles de longueur nulle et sur d’autres avec

conservation de ces deux familles est une surface doublement har-
monique.

4. En ce qui concerne la recherche des éléments linéaires de troi-
siéme classe et de premiére catégorie, observons que ce probléme est



390 - L. RAFFY. — ELEMENTS LINEAIRES DOUBLEMENT HARMONIQUES.

implicitement résolu au Chapitre précédent. Puisque nous avons
trouvé lousles élémentslinéaires doublementharmoniques (¢ — f)dzdy
et lous les couples correspondants de fonctions X et Y, il suffira d'ef-
fectuer les quadratures

%=fq>dz,'f.,=ffdz, X.,:fde, Y0=de_y,

et de substituer dans I'équation (27) de M. Lic pour en obtenir
toutes les solutions, en particularisant d'une fagon convenable les con-
stantes qui sont arbitraires dans nos formules.



