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Commentaire aux principes de La Thermodynamique ('); 

PAR M. P. DUHEM. 

TROISIÈME PARTIE. 
LES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA THERMODYNAMIQUE. 

CHAPITRE I. 

PROPRIÉTÉS D'UN SYSTÈME EN ÉQUILIBRE (2). 

1. Le potentiel thermodynamique interne. — Soient 

υ(α,β,...,λ,&) et 8(α,β,...,λ,θ) 

l'énergie interne et l'entropie d'un système. Ce système est, bien en-

(l) Voir t. VIII, p. 269, et t. IX, p. 293. 

(-) Nous avons développé en détail les propriétés thermodynamiques des sys-
tèmes en équilibre dans un Mémoire récent : Sur les équations générales de la 
Thermodynamique ( Annales de l'École Normale, 3° série, t. VII, p. 23I). 
Pour éviter autant que possible de reproduire ici ce Mémoire, nous avons limité 
le présent Chapitre à l'exposé des propriétés indispensables pour l'intelligence 
des Chapitres suivants. 
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tendu, soumis aux restrictions indispensables pour la définition de 

l'entropie ; en particulier, la température & a la même valeur en cha-

cun de ses points. 

Posons 

(.) ,*(«, Ρ, ...,λ, &) = K[U(«, β,..., λ, S) - F(&)S(«, β...., λ, S)]. 

La fonction § sera, comme les fonctions U et S, une fonction uni-
forme et continue des variables af β, ..λ, θ; comme les fonctions 

U et S, elle sera indépendante de celles de ces variables qui servent 

seulement à fixer la position absolue du système dans l'espace. 

Les deux quantités U et S étant chacune déterminées à une con-

stante près, la fonction ê est déterminée à une fonction près de la tem-

pérature, cette fonction de la température étant de la forme 

C + C'F(&), 

où G et G' sont deux constantes arbitraires. 

Cette fonction § est une généralisation de l'une des fonctions carac-
téristiques de M. Massieu; c'est Y available energy de M. Gibbs et de 

Maxwell, la freie Energie de M. H. von Helmholtz. Nous lui donne-

rons le nom de potentiel thermodynamique interne du système. 
Entre les actions A, B, ...,L, Θ, qui maintiennent le système en 

équilibre et les coefficients calorifiques du système en équilibre R
a

, 
RB, ... Rynous avons les relations [IIe Partie, Chap. ΙΠ, éga-

lités (a)], 

τι dû A 
Radoi E' 

rj dU Β 
Ρ~~ dp Ε' 

O) 
•q dU . L 

àl E' 

dU 0 
^"""dS E* 
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D'autre part, nous avons [IIe Partie, Chap. Ill, égalités (16)], 

Rx = F <&)£?, 

%=F(â)|. 

(3) 

Rx = F <&)£?, 

C = F(â)|. 

Les égalités (i), (2)et(3) donnent sans peine 

A à'* 
dx 

1} _ <)r< 
db 

(4) 
L = dF/dy 

θ = ^ + ES ̂ 5)· 

Si à ces équations on joint la condition que les corps étrangers au 

système aient la même température que lui, on obtient les conditions 
nécessaires et suffisantes de l'équilibre du système. 

La dernière égalité (4) donne 

(5)
E5~ <*Γ(5)(Θ

 âSr)' 
dï 

Les égalités (i) et (5) donnent 

(6) Ευ=#+

^
Γ

(
Θ

_|). 

dS 
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Les égalités (3) et (5) donnent 

ρ - ISîL (<* _ £ÎS\ 
α i/F(2r) dSrdx/' 

dH 

ρ _ F(») (à? _ <>27\ 
1ΛΡ~" tfF(S) U? dfrd?/' 

dû 
(7) ······.·····»··*·······««··) 

τ» _ F(9r) (de d>$ \ 

^11 \dl fcàiy 
dis 

r
_ F(&) (de à*3\ F(Sr)F'(Sr)/

ft
 d-Λ 

^F(") r^V L1"^)]1 \ d&/ 
dis 

Ainsi donc, m Γο/ι connaît : 
i° L'expression du potentiel thermodynamique interne du sys-

tème; 
2° L'expression 

®=Λ(«,β,···Λ ,S) 

de la quantité Θ relative au système en équilibre, 
On peut déterminer : 
i° L'énergie interne et l'entropie du système dans un étal quel-

conque; 
2° Les conditions nécessaires et suffisantes de l'équilibre du sys-

tème; 
3° Les coefficients calorifiques du système en équilibre. 

C'est la généralisation d'une proposition bien connue de M. Massieu. 

2. Propriétés d'un système formé cle plusieurs parties indépen-
dantes qui ont la même température. — Pour ne pas compliquer les 

raisonnements sans avantage au point de vue de la généralité, nous 

supposerons que le système soit seulement formé de deux parties dis-
tinctes, indépendantes l'une de l'autre, que nous désignerons par les 

indices ι et 2. Chacune de ces deux parties sera supposée à la même 
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température en tous ses points ; S, sera la température de la partie ι et S2 

la température de la partie 2; pour le moment, nous supposerons ces 

températures quelconques; tout à l'heure, nous leur imposerons la 

condition d'être égales entre elles. 

Soient α,, β,, ..., λ
π

 S, les variables indépendantes qui déter-
minent l'état du système 1, y compris sa position absolue dans l'espace; 
l'énergie interne, l'entropie, le potentiel thermodynamique interne du 
système 1 seront des fonctions uniformes de ces variables, ou, du 
moins, de celles d'entre elles qui ne servent pas uniquement à déter-
miner la position absolue du système dans l'espace; désignons respec-
tivement ces trois fonctions par 

y1(αι? βη · · ·» £r,), 

E1(KH βη · · ·> ^j, &,), 

F1(aiî βθ · · ·> ^«» &|). 

Soient, de même, α
2
, β

2
, ..., λ

2
, S

2
 les variables indépendantes qui 

définissent l'état du système 2. Soient 

Y
2

(oc
2

, β
2

, ..., X
2
, 3"2), 

Σ
2
(α

2
, β

2
,..., ^2)5 

$ 
2

 Ç , β
2

, . .y2, B0 

l'énergie interne, l'entropie et le potentiel thermodynamique interne 
du système 2. 

L'état du système complexe (1,2), formé par l'ensemble des deux 
systèmes 1 et 2, et sa position absolue dans l'espace sont déterminés 

lorsqu'on connaît l'ensemble des variables 

a1,β,, X,, 0C
2

, β
2

, ...j X
2

, Sr
2

. 

L'énergie interne de ce système (1,2) aura donc pour valeur 

U = Υ
Α
 (α,,β,,.-.,λ,,^) 

(8) H- Y
2
 (α2> βδΐ · · · ) ^2?v2 

-+- X|a(flC|, βι, . .λ,, α
3

, β
2

, •••>^•2} ^2)? 

Χ,
2
 étant une fonction uniforme des variables mises en évidence, ou, 
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du moins, de celles de ces variables qui ne servent pas uniquement à 
fixer la position absolue du système (i, 2); en outre, on peut conve-

nir de prendre cette fonction égale à ο lorsque les deux systèmes 1 et 2 

sont infiniment éloignés l'un de l'autre. 

Si nous désignons par U' l'énergie interne des corps étrangers au 

système (1, 2), l'énergie interne du système formé par le système 

(1,2) et par les corps extérieurs aura pour valeur 

(9) t) = U + U'4-Ψ. 

La fonction Ψ dépendra des variables α,, β,, λ,, 3,, a
a

, (L,..., 
λ

2
, aussi des variables qui déterminent l'état des corps exté-

rieurs au système (1, 2). 

Les actions extérieures exercées sur le système (1, 2) auront pour 

valeurs [I,ePartie, Chap. Ill, égalités (4)], 

ο.'Ίι> ι — Jti/ *3 > aA·) ο — — 11< -c » 

1Ι!„— Ι- ̂  > il!,. — h
 fjr

 . 

(10) 

L1 = -E dy/dy L2 = -E dy/dy2 

,. _ •ρ* , _ ρ,. _ •ρ* , _ ρ 

D'autre part, les corps extérieurs au système ι se composent : 

i° Des corps extérieurs au système (1,2); 

20 Du corps 2. 

Dès lors, il est facile de voir que les actions extérieures appliquées 

au système 1 ont pour valeurs 

Α·=-Ε£(Χΐ2+ψ)' 

β< = - +y) 

(") 
L, = -Ε^(Χ

η
+Ψ), 

Θ, = _Ε£
(
Χ„ + Ψ). 
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De même, les actions extérieures au système 2 ont pour valeurs 

A.=-E^(X
1
.+V), 

Β^-Ε^Χ,, + Ψ), 

(ii bis) 

L
2
=-E^(X,

S
 + ¥), 

®
(
=-Εΐ(Χ„+Ψ). 

Tout cela est général. Supposons maintenant que le système (1,2) 

soit en équilibre, et appliquons ce principe, qui ressort évidemment de 

la définition de l'équilibre : pour que le système (1,2) soit en équi-
libre, il faut et il suffit que chacun des deux systèmes 1 et 2 soient 
en équilibre. 

Pour que le système 1 soit en équilibre, il faut et il suffît que l'on 

ait, en premier lieu, 

(12) 5, = ' 

étant la température commune des corps extérieurs au système 

(I, 2); 
En second lieu, en vertu des égalités (4) et (11), 

Ε
£(Χ,

2
4-Ψ) = -§, 

Ε|-(Χ,^Ψ) = -^, 

(.3) 

ε|·(Χ,
2+

Ψ)=-$, 

Ε^(Χ,
2
 + Ψ) = -|ΐ-ΕΡ(δ

(
)2,. 

Pour que le système 2 soit en équilibre, il faut et il suffit que 
l'on ait : 

En premier lieu les égalités (12); 

fourn. de Math. (4* série), lome X. — Fasc. II, 1894. 28 
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En second lieu, en vertu des égalités (4) et (ι ι bis), 

Ε
έ(

χ
-+

ψ
)=-έ-

Εέ(χ-+ψ)=-έ-

(r3 bis) 

Ε £(X„+*) = -$· 

E^(X,
2 +

 Y) = -f;-EF'(&
2
)2

s
. 

Lorsque les égalités (12) sont satisfaites, le système (1, 2) a un po-

tentiel thermodynamique interne que nous désignerons par J et une 

entropie que nous désignerons par S. 

En général, le travail virtuel des forces extérieures appliquées à ce 

système est exprimé par 

«Aa, $CC
t
 -f- i)i>, δβ, H—... H— θλ, -f- G, oS"| 

-+"* eAo, Sûlo Îbo οβο ~l~ · · · ~t~ -111 ^^2 ®2 ^^2? 

cAo,, ..G,, <A>2, ifejj £2»
 ε2 étant donnés par les égalités 

(10). Dans le cas particulier où les égalités (12) sont constamment 

vérifiées, ce travail virtuel devient 

&i>, δθί, H— ll!>, 0^| -h . . . -f- θ"Κ, 

H- Λ
2
 §OC

2
 H- libo ojL 412^2 -f-csv, 

G étant défini par l'égalité 

(14) e — to, H- cr2 — — L[ -ςτ- -f—) 

Dès lors, pour l'équilibre du système (1, 2), il faut et il suffit que 

l'on ait : 

En premier lieu, les égalités (12); 
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En second lieu, en vertu des égalités (4), (10) et (i4), les égalités 

|_^(ίι + Εχι2>_^(#2 + Εχ,2) 

F f c)xv _
 —

 d$ 

dB1 dB1 dB2 
(.5) 

E— — — — F — ~ — -
dy1 dy1 dy2 

|_^(ίι + Εχι2>_^(#2 + Εχ,2) 

Le principe énoncé il y a un instant exige que, moyennant les éga-

lités (12), l'ensemble des égalités (i5) soit équivalent à l'ensemble 

des égalités (13) et(i3 bis)', cette condition s'exprime par les égalités 

£ (ir - _ EX,a) = 0, £ (4* - EX
IS

) = O, 

A ( / - i, - EX,.) = o, (4? - fh - EX„) = o, (.6) 

d/d/y1{S — S, — ΕΧ,ο) = ο, ^- ( J EX,,,) = o, 

|_^
(ίι +

 Ε
χ

ι2
>_^

(#2 +
 Ε

χ
,
2
) 

('7) 
4-EF'(2r)(S-S,-S,) = o. 

La fonction I, ne dépend pas des variables α
2
, β

2
, ···> λ

2
; la fonction 

#
2
 ne dépend pas des variables α,, β,, ..λ,; les égalités (16) peuvent 

donc s'écrire 

^ (iF, -F -f- EX,
 a

 — 4 ) — o, 

jg-j («F, -4-
 e

?
2
 EX,

2
 — 4") — o 

(18) d//dy2(£ "F cFo EX, 2 4') 0, 

^ (£, -F é?
a

 ■+■ EX,
2
 — 4

r

) — 0, 

^y- (-F ^
2
 -F EX,

2
 — S) — O. 
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En vertu des égalités (12), on a 

dix d£i dit __ dih 
dv1dSr ' àS ' 

En vertu de ces mêmes égalités, X,2 peut être regardé comme une 

fonction des variables 

a1,βη ···? a2j βί) ···»y2 v 
et l'on a 

dXu c)X12 

dv(fax d~r, 

L'égalité (17) peut donc s'écrire 

(19) ^ ■+■ $2 ~t~ EX,
2
 — JF) + EF'(&) (Σ, -+- Σ., — S) = o. 

Les égalités (18) donnent 

(20) s = §
{
 ■+· i* + EX, ο H~ f(%). 

/(S) étant une fonction arbitraire de la température 3; l'égalité (19) 

donne alors 

(
2
0

 δ = Σ

·
+Σ

»-^§)· 

Si Von confient de prendre pour potentiel thermodynamique 
interne d'un système formé de deux parties à la même tempéra-
ture, infiniment éloignées l'une de l'autre, la somme des potentiels 
thermodynamiques internes des deux parties, on aura identique-

ment, d'après l'égalité (20), 

/(S) = o. 

Les égalités (20) et (21) deviendront donc 

( 20 bis) S = i{-f- i. H- EX, a, 

(21 bis) S — Σ, -+-Σ2. 
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Lorsqu'un système est formé de plusieurs parties indépendantes, 
toutes à la même température, le potentiel thermodynamique in-
terne du système s'obtient en faisant la somme des potentiels ther-
modynamiques internes des parties, et en y ajoutant l'une des dé-
terminations du potentiel des actions mutuelles de ces parties, 
celle qui s'annule lorsqu'on éloigne infiniment ces parties les 
unes des autres. 

L'entropie du système est égale à la somme des entropies des 
diverses part ies. 

Ces théorèmes ont de fréquentes applications en Thermodyna-

mique; on peut les rapprocher d'un théorème analogue, relatif à 

l'énergie interne, démontré dans lai1'® Partie (Chap. Ill, n° 2); mais 

ce dernier était général, tandis que les théorèmes que nous venons 
de démontrer supposent que les diverses parties du système sont à la 
même température, et que chacune d'elles vérifie les conditions indi-

quées au Chapitre III de la IIe Partie. 

L'égalité (21 bis) entraîne une nouvelle conséquence importante: 
Les coefficients calorifiques du système 1 en équilibre sont 

Ra,> Rp,? ···? Rx.) C,. 

Les coefficients calorifiques du système 2 en équilibre sont 

Roc,) Rp,? ···, RX
5

? CO· 

Les coefficients calorifiques du système (1, 2) en équilibre sont 

Ρα,? pp,> ···? pX,? Ρα,? Pp,? ···? pX.j *(· 

Nous avons, en vertu des égalités (3), 

P
, = F(â)g, *=F(9)g, 

Px, = F(â)f- ft. = F<9)£, 

γ=*(*)§· 
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Si l'on tient compte de l'égalité ( 21 bis) et si l'on observe que 

~ = O, -r— = O, 

0Σ, ds2 

dl
2
 ~ °' dX, ~ °' 

on pourra écrire 

fi.. = F(&)g, p^ = F(&)g, 

fc = F(&)g, p»=F(&)g, 

ï =
 F

<*)(§ + §> 

ou bien, en vertu des égalités (3), 

Ρα, — R#,î Ρα, — Httj? 

(22) 

p>. = R).
t

? pk =Ry-1 
γ = C, H- C2. 

Ces remarquables égalités ( 22) sont soumises aux mêmes restric-

tions que l'égalité (21 bis). 

5. Hypothèse fondamentale; variables normales. — Nous allons 
maintenant invoquer une hypothèse fondamentale qui, en général, est 

admise implicitement dans les traités de Thermodynamique. 

Soit un système indépendant 1, ayant la même température en tous 

ses points, défini par des variables α«, β
η
 ..., λ

η
 ; soit ensuite un 

autre système indépendant quelconque 2, n'ayant pas forcément la 

même température en tous ses points, défini par des variables a2, 
β

2
, ..., λ

2
, formé des corps étrangers au système 1. 
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L'énergie interne U du système (ι, 2) pourra s'écrire 

U— Y,(α,, β,, ..λ,, S,) 

-+- Υ
2
(α

2
, βίΐ ···»y2 

-+- Ψ(α,, β,, ..., λ,, , α
2)

 β
2
,..., λ

2
), 

Y, étant l'énergie interne du système ι et Y
2
 l'énergie interne du sys-

tème 2. 

L'hypothèse que nous voulons énoncer est la suivante : 

On peut choisir les variables α,, β,, ..λ,, de telle sorte : 

i° Que lorsque S, varie, α,, β,, ..., λ, gardant des valeurs con-

stantes, aucun point matériel du système ι ne se déplace dans l'espace ; 

la force vive du système ι est alors indépendante de S, et dedv1/dt 

i° Que la fonction Ψ ne dépend pas de la variable S,, et cela 

quels que soient les corps qui composent le système 2. 

Lorsque les variables α,, β,, .λ, ont été choisies de la sorte, 

nous dirons que le système α,, β,, ..λ,, à, formée un système de 
variables normales définissant le système χ. 

Le travail virtuel des actions extérieures auxquelles est soumis le 

système 1 est une expression de la forme 

A, δα, -h Β, δβ, . .H- L, δλ, h-Θ, δ£,. 

D'après les égalités (4) du Chapitre III (Ire Partie), on a 

01 = -E dy/dv 

Si donc le système de variables α,, β,, ..., λ,, S, est un système de 

variables normales, on a 
Θ, = o. 

Si un système, ayant la même température en tous ses points, 
est défini par des variables normales, quels que soient les corps 
étrangers à ce système, les actions qu'ils exercent sur ce système 
n'effectuent aucun travail lorsque la température du système varie 
seule. 
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Cette proposition ne suppose pas le système en équilibre. 

Que deviennent les propriétés d'un système en équilibre lorsqu'il 

est défini par des variables normales? 

Pour un tel système, la quantité 

Θ —β, · · ·, λ, &) 

est identiquement nulle. 

Dès lors, les équations (4), (5), (6) et (η) deviennent 

(4*0 A =
 s

, Β = jjjj» ···. L =
 ar

. 

(S bis) EF'(&)S=-g, 

(6 bis) EU = ;f-£gg, 

τ> _ F(&) d*§ 
EF'(S)d«d|3J 

p _ F(9r)s2q 
EF'WdïâSr' 

{η bis) 
t> _ F(Sr) 

x~ EF'Wdlte' 
r_ F(S) F(9r)F"(9r) 

C =-EF'(3r) <&« + E[F'(S)]
2
 te' 

Lors donc qu'un système est défini par des variables normales, 
il suffit de connaître le potentiel thermodynamique interne de ce 
système pour pouvoir déterminer les équations d'équilibre, l'éner-
gie, l'entropie et les coefficients calorifiques. C'est la proposition 

bien connue de M. F. Massieu. 

Dorénavant, lorsque nous considérerons un système dont tous les 

points sont à la même température, nous le supposerons défini par des 

variables normales. 

4. Le problème de l'équilibre. — Comment, en général, le pro-
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blême de l'équilibre d'un système se pose-t-il, lorsqu'on connaît 

l'expression du potentiel thermodynamique interne de ce système? 

On suppose donné l'état des corps extérieurs à ce système ; ces 

corps sont portés k une température uniforme Θ. On se propose de 

déterminer l'état pris par le système sous l'action de ces corps. 

La fonction Ψ, considérée au numéro précédent, devient, puisque 

l'état des corps extérieurs au système est supposé déterminé, une 

fonction des seules variables α, β, ..λ, en désignant par α, β, ..., 

λ, Sr les variables normales qui définissent le système. 

En vertu des égalités (4) (Ire Partie, Chap. Ill) et des égalités (4 bis) 
du présent Chapitre, on a 

F
 dw d$

 Λ 

dx dx 

(23) 

dw d$ 
Edp + dp ~~ °' 

E dy/dy + dF/dy =0 

Si l'on y joint l'équalion 

(24) â=0, 

qui exprime l'égalité entre la température du système et celle des 
corps extérieurs, on aura un nombre d'équations égal au nombre des 
variables α, β, ..λ, Sr, dont on veut déterminer la valeur. Ces équa-
tions permettront donc de déterminer l'état d'équilibre du système, 
pourvu que l'on connaisse l'expression des quantités 

άΨ άΨ dv 
da ' dp ' ' dï ' 

en fonction de a, β, ..., λ; c'est-à-dire pourvu que l'on sache com-
ment les actions extérieures appliquées au système varient avec l'état 
de ce système. D'ailleurs, si les variables α, β, ..., λ, &, sont des va-
riables normales, ces actions ne dépendent pas de la température du 
système. 

Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. II, 1894.29 
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Une fois l'état du système connu, les équations (5 bis), (6 fa's), 
(7 bis) en feront connaître l'énergie, l'entropie et les coefficients calo-
rifiques. 

CHAPITRE II. 

PROPRIÉTÉS D'UN SYSTÈME EN MOUVEMENT. 

1. Sens du mot mouvement. — Nous prenons, dans ce Chapitre, 
le mot mouvement pour désigner non seulement un changement de 
position dans l'espace, mais encore un changement d'état quelconque, 
lors même qu'il ne serait accompagné d'aucun déplacement. Ainsi, il 
y aurait mouvement si les variables que nous avons désignées par «, 
/>, / (Ire Partie, Chap. Ill, n° 4) variaient seules, les variables 
α, β, ..., λ gardant des valeurs fixes. De la sorte, le mot mouvement 
s'oppose non pas au mot repos, mais au mot équilibre. 

2. Mouvement d'un système qui a la même température en tous 
ses points. — Imaginons un système qui ait la même température en 
tous ses points, cette température n'étant pas forcément celle des corps 
extérieurs; ce système n'est pas en équilibre; il s'agit de déterminer 
les lois de son mouvement. 

A chaque instant t, l'état des corps extérieurs est supposé donné. 
Les actions extérieures qui agissent sur le système sont, en générai, 
des fonctions des variables α, β, ..., λ, qui définissent le système, et 
des variables qui définissent les corps extérieurs; ces dernières étant 
des fonctions données de t, les actions extérieures sont, en définitive, 
des fonctions données de α, β, ..., λ, t \ nous les désignerons par 

A'(«, 8, ..·,λ, t), 

B'(a, λ, t), 

L'(«> β, ···,>·, ')· 
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Posons, pour abréger, 

a' = da/dt B'= dB/dt 

Lorsque le système est en équilibre, on a [Chap. I, égalités (23)], 

A'-di=0' Β-# = °> ···' Β-3λ=0· 

D'autre part, on a identiquement 

dt d OU. dt d dt dt d <Hl 
dï~~ didï1 ~d$~ dtdï1 ~~ °' "·' âl ~ dtdT ^ =0 

On a donc, dans le cas où le système est en équilibre, 

», d$ dt d dt 
d« da dt άτ.' 

0) 
.ν àj _ dt d dt 

dp d? ~~ dt df' ~~ °» 

1 / ddf dt d dt 
J). ôï " dtàï' ~=0 

Lorsque le système n'est pas en équilibre, il n'est pas certain que ces 
égalités soient vérifiées; les premiers membres pourront avoir des va-
leurs différentes de ο ; désignons par — /

a
, — /p, fi ces valeurs; 

nous pourrons écrire, sans aucune hypothèse, 

*(*-*) A, .
 F

 _
 0 

OO ~~dp diW H~B +/P=°» 

d(e-j) d d0 
dl ~ dt dX7 "^~/λ °· 

Les quantités/
a

, /p, fy seront nommées les résistances pas-
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sives que le système a à surmonter; la quantité 

,/a du + /p c/β ■+■... -h f\ ctk 

se nomme le travail élémentaire des résistances passives. 
Jusqu'ici, nous l'avons dit, les équations (2) n'ont rien d'hypothé-

tique; elles ne prennent un caractère hypothétique qu'à partir du mo-
ment où nous assignons une forme particulière aux résistances passives ; 
or, voici, à cet égard, quelles suppositions nous ferons : 

PREMIÈRE CONVENTION. — Les résistances passives /
a

, /G, ..., /λ 
dépendent uniquement des variables 

α, β, ..., λ, S, 

a' =dt' * — dt' *"\ ~ dt' 

relatives au système, et des variables analogues relatives aux corps 
extérieurs. 

DEUXIÈME CONVENTION. —Les résistances passives ne changent pas 
de valeur, si l'on change la position absolue ou le mouvement absolu 
du système complexe formé par le système étudié et les corps qui lui 
sont étrangers; elles ne dépendent que de la position relative des par-
ties du système et des corps étrangers, du mouvement relatif des par-
ties du système et des corps étrangers. 

Comme toutes les hypothèses que nous faisons, ces suppositions, 
bien que très naturelles, n'ont rien de logiquement nécessaire ; elles 
ne peuvent être vérifiées qu'en constatant l'accord des conséquences 
des équations (2) avec les faits d'expérience. 

Lorsque l'état des corps extérieurs est donné à chaque instant l
)
 les 

résistances passives deviennent des fonctions des variables 

α, β, ..., λ, Sr, a', β', ..., λ', t. 

Les équations (2) deviennent alors des équations différentielles du se-
cond ordre, qui détermineraient les valeurs des variables α, β, ..., λ, 
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Sr, en fonction de /, et, partant, le mouvement du système, si elles 
étaient en nombre suffisant; mais le nombre des variables dont il 
faut déterminer la valeur à chaque instant excède d'une unité le 
nombre des équations du mouvement fournies par la Thermodyna-
mique; il faudra donc, pour compléter la mise en équations du pro-
blème, emprunter une dernière équation à une théorie physique étran-
gère à la Thermodynamique; telle serait, par exemple, l'équation 

& = <p(i) 

qui ferait connaître à chaque instant la température du système. 

5. Coefficients calorifiques d'un système en mouvement. — Les 
coefficients calorifiques d'un système animé d'un mouvement quel-
conque sont définis par les égalités [Ire Partie, Chap. HI, égali-
tés ( 12 yi, 

<-£+S£-
A

'=
ER

«> 

(3) E dU dc d dc Λ - 5λ+3<5λ'- " 

E dU/dv = EC 

Mais on a [Chap. I, égalités (ι)], 

EU = # + EFra)s. 

Les égalités (3) peuvent donc s'écrire 

£-£+£J+ef<*)|-a'=er« 

I-^+j^+EF(s)f-L'=ER;.. 
d£ + EF(&)^ + EF'(&)S = EC', 
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ou bien, en tenant compte des égalités (2) du présent Chapitre et de 
l'égalité (5 bis) du Chapitre I, 

ERi-EF(&)^+/„ 

(4) EK; = Ε F(&) !+/,., 

EC' = EF(S)§. 

Soient R
a

, Rp, Rx, C les coefficients calorifiques du système en 
équilibre dans l'état (α, β,..λ, S). Si nous comparons les égali-
tés (4) que nous venons d'écrire aux égalités (3) du Chapitre I, nous 
aurons 

r;=R.+^, 

(5) 
RÎ=R»+$. 

C'=C. 

La chaleur spécifique d'un système pris dans un état déterminé 
est la même, que le système soit en équilibre ou en mouvement; si 
l'on considère une variable autre que la température, le coefficient 
calorifique correspondant à cette variable n'a pas la même valeur, 
selon que le système est en équilibre ou en mouvement ; la seconde 
valeur surpasse la première d'une quantité équivalente à la résis-
tance passive qui, correspond à celte variable. 

4. Propriété fondamentale des résistances passives. — Soient A, 
B, L les actions extérieures qui maintiendraient le système en 
équilibre dans l'état (α, β, ..λ, S); ces forces sont données par les 
égalités (4 bis) du Chapitre I. 
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Les égalités (2) peuvent s'écrire 

A A~ d*^dtd*' ^a' 

β — β — dt dp' *^
β

' <6) 

L ~l-~3X "'"Λίλ7 _/*· 

Nous donnerons aux quantités (A' — A), (Β' — Β), ..(L' — L) 
le nom d"*actions efficaces exercées sur le système; à la quantité 

(A' - A)dot h- (Β7 - B)4 -κ.. + (L' - L)dX 

le nom de travail efficace. 
Les égalités (6), multipliées respectivement par da, d(3, dX, et 

ajoutées membre à membre, nous donnent 

(A' - A) da 4- (B# - B) d$ 4-... + (L7 - L) dX 
(7) — d% — {f

a
da. -Η/Ρ^Β 4-.. .H-/X dX). 

Cette égalité obtenue, voici l'hypothèse fondamentale cpie nous 
ferons : 

HYPOTHÈSE. — Le travail efficace des actions extérieures à un 
système est, dans toute transformation réelle, au moins égal à 
l'accroissement de force vive. 

D'après cette hypothèse, on a, dans toute transformation réelle, 

(A'- A) da 4- (Β' - B)d$ +...4-(L7 — L) dX >Λ, 

et, par conséquent, d'après l'égalité (7), 

(8) fttdtx. 4-/pdf H-...4-/xdX<o. 

L'hypothèse précédente équivaut donc à la proposition suivante : 

Dans toute transformation réelle d'un système, le travail des ré-
sistances passives est nul ou négatif. 
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Multiplions de même par efô, dβ, .d\> d% les deux membres 
des équations (4) etajoutons membre à membre les résultats obtenus; 
nous aurons 

E(R; ώζ 4- R'4 4- + R+ ccfâ) 
— EF(2r) -f- do. -+- /ρ ί/β ■+■... -+- f\ cTK

r 

ou bien, en désignant par dQ la quantité de chaleur dégagée par le 
système dans une transformation élémentaire, 

(9> ΕdQ = - EF(5) dS - (f
a

d* 4-/^Β 4-. ..+/*<&)· 

Écrivons une semblable égalité pour tous les éléments d'un cycle 
fermé et ajoutons membre à membre toutes ces égalités, après avoir 
divisé les deux membres de chacune d'elles par F(5); comme l'inté-
grale 

fds, 

étendue à un cycle fermé, est égale à o, nous aurons 

Γ dQ Ι Γf&da. 4- /JJ d$ 4-... -+· f ι cil 
J F(&)~ Ε J F(Sr) 

La quantité (/
a
 dcf. 4- d$ -H... 4-/χ d\) ne pouvant jamais être 

positive, on voit que, pour tout cycle fermé réel, on a 

0°) / i§j=°· 

Cette inégalité célèbre est due à Clausius. 
Clausius a donné à la quantité 

— (/α^α ■+"· · ·+/λ^), 

qui est égaie au travail des résistances passives changé de signe, et 
qui, par conséquent, n'est négative dans aucune modification réelle 
du système, le nom de travail non compensé accompli <tait£nt ceïte^ 
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modification. La quantité EF(S) dS est au contraire, pour lui, le tra-
vail compensé accompli durant cette même modification. 

D'après les égalités (2), on a 

(/a d«. ·+■ /β *+■ · · · + f\dX) 
A' dot + B' d$ -f-... -h L' dk 

- (/adot -h/p d§ -κ..-4- f\dk) = de — d€. — dê -+- d%. 

ou bien,~en désignant par de le travail des actions extérieures au 
système, 

(11) — (/
a

dot -h/p d§ -κ..-4- f\dk) = de — d€. — dê -+- d%. 

Dans le cas où la modification est isothermique, clS est égal à o, 
et l'égalité (11) devient 

(11 bis) — (fxda -f-/p d$ +.. .-h f\dX) — de — dZ — d$. 

Pour calculer le travail non compensé accompli dans une modi-
fication isothermique, prenez le travail externe et retranchez-en 
la somme des accroissements de la force vive et du potentiel ther-
modynamique interne. Ce théorème a de fréquentes applications. 

Appliquons l'équation (9) aux transformations d'un système isolé 
dans l'espace ; pour un pareil système, nous avons, par définition, 

dQ = o. 

L'équation (9) devient donc 

,/ç fa -+-/β d$ -h. .. -t- fi cfk 
EF (v) 

Le second membre ne peut être négatif pour aucune transformation 
réelle du système; donc, aucune transformation réelle d'un système 
isolé ne peut faire décroître l'entropie de ce système. On sait que 
cette proposition est due à Clausius ; il l'avait démontrée seulement 
dans le cas où la force vive du système est égale à o. 

Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. ICI, 1894. 3θ 
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5. Systèmes sans viscosité. — Dans chaque cas particulier, on 
devra ajouter aux hypothèses déjà faites sur les résistances passives 
d'autres hypothèses propres à déterminer la forme des fonctions /

a
, 

/(î> ···»/>· 
Parmi ces hypothèses, la plus simple que l'on puisse faire, et qui est 

celle que l'on essayera toujours, au moins comme première approxi-
mation, consiste à faire 

(12) /« = 0, /p = o, ..., /χ = ο. 

Lorsqu'on suppose satisfaites ces égalités (12), on dit que Ton sup-
pose le système dénué de viscosité. 

Pour étudier les propriétés des systèmes dénués de viscosité, 
distinguons les variables α, β, ..., λ, dont dépend la force vive des 
variables a, b, /, qui n'y figurent pas ; à ces dernières, doit être 
adjointe la température &. 

Moyennant les égalités (12), les égalités (2) deviendront 

d&x dt d*' ^α' ' ' *' ' a* ' ' ^ — °' 
(i3) 

d5λ ' ' *' ' a> ···»'> 0 — °> 

dJ ^ Λ (a, ..., λ, a, ..., I, = o, 

( 13 bis) 

~ τι +-c'(a> ···>*>a> ··■> *>0 = °· 

Ces équations sont moins nombreuses que les variables à détermi-
ner; pour achever de déterminer le mouvement du système, il faut 
leur adjoindre une dernière équation fournie par des hypothèses spé-
ciales. 

Ces équations appartiennent à deux types bien distincts. Les équa-
tions (i3 bis), qui correspondent aux variables a, b, ..., /, sont des 
équations au sens ordinaire du mot. Les équations (13), au contraire, 
qui correspondent aux variables α, β, ..., λ, sont des équations aux 
dérivées partielles du second ordre du type donné par Lagrange. 
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L'équation supplémentaire, qui correspond à la variable Θ, peut évi-
demment appartenir à un troisième type. 

Dans le cas où cette équation supplémentaire fait connaître la tem-
pérature en fonction du temps, ce qui a lieu, en particulier, dans le 
cas où la température est constante, on peut traiter de la manière sui-
vante le problème du mouvement du système. 

On résoudra les équations (i3bis) par rapport à a, b, ..., on 
connaîtra ainsi a, b, ..., /, en fonctions de «, β, ..., λ, -Sr, t et, 
puisque S est connu en fonction de /, en fonctions de α, β, .λ, t. 
Si l'on reporte ces valeurs des variables a, 6, / dans la fonction 
#(α, β,..., λ, α, b, /), celle-ci se transformera en une fonction des 
variables α, β, ..., λ, /, que nous désignerons par 

£(α, β, ..., λ, ί). 

De même, les fonctions 

■A· (α> · · ·, ctj b) ..., /, i\ 

L (κ, β, ..., λ, β, b
}
 ..., /,t 

deviendront des fonctions des variables α, β, ..λ, /, que nous dési-
gnerons par 

5t'(«, β, λ, I), 

*'(«, β, ·■·» A, /)· 

Les variables α, β, ..., λ seront alors déterminées en fonction de l 
par les équations 

d/dx gβ> '··> ')+ d( fa, fa — Λ'(«ι β, ·· ·, λ, /), 

('4) 

dX
(j(a> .··» \ 0 + dt dV dl — f(«, β,..., λ, /), 

qui ont la forme la plus générale des équations classiques de la Dyna-
mique. 
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La méthode que nous venons d'indiquer est celle qui sert à étudier 
le mouvement des corps bons conducteurs électrisés, des corps parfai-
tement doux aimantés, etc. 

Dans le cas du problème classique de la Dynamique, la question 
se présente sous une forme encore un peu plus simple. En Dyna-
mique, on n'introduit pas la variable &; c'est supposer implicitement 
que la température garde une valeur invariable; les autres variables 
introduites figurent toutes dans l'expression de la force vive ; le pro-
blème est donc ramené à l'intégration des équations 

-
a
 S(a, β,..λ) H- à~, — A'(o, β,..λ, l), 

(ι5) 

φ'τ(α>β>
 (ii ô)

, — L '(α, β, . ..,λ,/), 

qui diffèrent des équations (i4) en ce que la fonction § ne dépend 
pas explicitement du temps, tandis que la fonction § en dépend. 

Le problème classique de la Dynamique se trouve ainsi rattaché 
d'une manière logique, à titre de cas particulier, à la Thermodyna-
mique. Nous avons signalé (il'e Partie, Chap. Ill, n° 4) une méthode 
qui s'offrait pour opérer ce rapprochement et nous avions marqué en 
quoi cette méthode laissait place au doute. Nous voyons maintenant 
que cette méthode conduirait, en général, à des résultats inexacts; en 
effet, elle conduirait à remplacer, dans les équations (15), le potentiel 
thermodynamique interne § par le produit EU de l'énergie interne et 
de l'équivalent mécanique de la chaleur; et ces deux fonctions ne 
sont pas ordinairement égales entre elles. 

Il est cependant un cas, particulier en théorie, mais à peu près le 
seul que l'on traite dans la Dynamique classique, et principalement 
dans la Mécanique céleste, où les deux méthodes conduisent à des ré-
sultats identiques. 

Concevons un système formé d'un certain nombre de parties indé-
pendantes r, 2, ..., n, dont chacune peut se déplacer dans l'espace, 
mais en gardant un état invariable. Soient Y,, Y,, ... Y,„ les éner-
gies internes de ces diverses parties, qui sont des constantes; soient 
F1, F2,..., §

n
les potentiels thermodynamiques internes de ces parties, 
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qui sont également des constantes. Nous savons que nous avons d'une 
part (Ire Partie, Chap. Ill, n° 2), 

U = Y, η-Τ2-+-...+ Τ
λ
 + Ψ 

et, d'autre part (IIIe Partie, Chap. I, n° 2), 

éf ~i~ · · · H~ d~ ΕΨ, 

ΕΨ étant l'une des déterminations du potentiel des actions mu-
tuelles des parties 1,2celle qui s'annule lorsque ces parties 
sont infiniment éloignées les unes des autres. Les trois quantités 
#, EU, ΕΨ, ne diffèrent donc les unes des autres que par des con-
stantes. 

Ainsi, pour écrire les équations du mouvement d'un système 
formé de parties indépendantes qui se déplacent sans changer 
d'état, on peut substituer les unes aux autres, dans les équations 
de Lagrange, les trois fonctions suivantes : 

Le potentiel thermodynamique interne; 
Le produit de l'énergie interne par l'équivalent mécanique de 

la chaleur ; 
Le potentiel des actions mutuelles des diverses parties du sys-

tème. 
En dehors de ce cas particulier, une pareille substitution entraîne-

rait en général une erreur; cette erreur a été commise fréquemment. 
Revenons aux propriétés générales des systèmes dénués de visco-

sité. Pour un semblable système, les équations (4) deviennent 

R

« =
 F

(
&

)§' ···>
 R

> =
 F

(
a

)sf· 
(.6) 

,C' = F(&)G. 

Dans un système dénué de viscosité, les coefficients calorie 
fiques ont la même valeur, que le système soit en équilibre ou en 
mouvement. 
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Pe ces équations (16), on déduit 

P~y (R« doc. -+-...h- R)4- G'd%) = î/S, 

ou, en désignant par dQ la quantité de chaleur dégagée dans une mo-
dification élémentaire, 

dQ/F(v) = - dS 

En intégrant cette équation pour un cycle fermé, on trouve la pro-
position suivante : 

Lorsqu'un système dénué de viscosité parcourt réellement un 
cycle fermé, on a, pour ce cycle entier, 

J F(3r) -°-

Appliquons les équations (16) à un système formé de η parties in-
dépendantes qui se déplacent les unes par rapport aux autres en gar-
dant un état invariable. Désignons par Σ,, Σ3, ..., Σ

η
 les entropies 

de ces diverses parties, qui sont des constantes. Nous aurons [Chap. 1, 
égalité (21 bis)], 

S — Σ, H- Σ.> ... H- Σλ ; 

l'entropie du système sera aussi une constante; les équations (16) 
nous donneront alors la proposition suivante : 

Lorsqu'un système est formé de parties indépendantes qui se 
déplacent sans changer d'état, tous les coefficients calorifiques de 
ce système sont égaux à o. 

Ce théorème nous fait comprendre pourquoi la méthode indiquée 
dans la Ire Partie (Chap. Ill, n° 4) pour relier le problème classique 
de la Dynamique à la Thermodynamique devient légitime dans ce 
cas particulier. 

Pour terminer ce qui concerne les systèmes dénués de viscosité, 
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énonçons une CONJECTURE. Il nous semble probable que l'on pourra, 
dans tous les phénomènes physiques, admettre la supposition sui-
vante' : 

Les résistances passives qui correspondent aux variables α, ά,..., ' 
/, qui ne figurent pas dans l'expression de la force vive, sont tou-
jours égales à o. 

On pourrait alors, en toutes circonstances, remplacer les égalités (2) 
par les égalités 

a{â — S) , d d$ _ A, , f 
d* + dt àα' ~ ~*~J" 

VI) 

dΛ— + dt Λ' ~ L +·"' 

dF/dA = A' 

(.8) 

™ = t'. 

Ce serait la forme générale des équations de la Thermodynamique 
pour un système de température uniforme; nous le répétons, nous ne 
donnons cette hypothèse qu'à titre de conjecture; les développements 
qui suivent en sont indépendants. 

6. Système formé de parties indépendantes qui ont des tempé-
ratures différentes. — Nous allons maintenant examiner un cas beau-
coup plus général que tous ceux qui précèdent; nous allons étudier 
un système formé d'un nombre quelconque de parties indépendantes 
les unes des autres; nous supposerons que la température de chacune 
de ces parties soit uniforme à chaque instant, tout en étant suscep-
tible de varier d'un instant à l'autre; nous ne supposerons pas que 
celle température ait à chaque instant la même valeur pour toutes 
ces parties. 

Pour ne pas compliquer inutilement les écritures, nous considérerons 
seulement deux parties indépendantes, que nous désignerons par les 
indices 1 et 2. 
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Soient α,, β<, ..., λ,, S, les variables normales qui définissent 
l'état de la partie i, y compris sa position absolue dans l'espace ; soient 
α

2
, β

2
, ..., λ

2
, S

2 les variables normales qui définissent l'état de la 
partie 2, y compris sa position absolue dans l'espace. 

L'énergie interne du système aura une valeur 

U = Υ,(α„ β„ ..., λ
η
 £,)4-Υ

2
(α

2
,β

2
, S

2
) 

("9) H- Χ,
2
(α,, β,, ..., λ,, α

2
, β·2, ..., λ2). 

Soit 

Α'ί d,0L
t
 -+- B'j d$

{
 -κ.. + L" dX, + A"2 doL2 4- B2 d$2 +... H- L* dX2 

le travail virtuel des actions extérieures qui agissent sur le système. 
Chacune des deux parties 1 et 2 peut être regardée comme un sys-

tème indépendant. Le travail virtuel des actions extérieures à chacun 
de ces deux systèmes est représenté par les expressions 

A', doL
t -h B', dfi, -h...+ L, dk

n 

A
t>

 doi
2
 B„ c?32 . · H- L

2
 c?X

2
, 

avec 

A; = A", - Ε Α:,=Α;-Ε^. 

(2θ) 

L» ~~
 L

« dli '
 2 ~ 2

 " dli ' 

La partie 1 forme un système indépendant, de température uni-
forme, cette température n'étant pas forcément la même que celle des 
corps étrangers; on peut appliquer à ce système les considérations 
exposées dans les paragraphes précédents; il admet un potentiel ther-
modynamique interne et l'on a, à chaque instant, 

dÇ^i — fti) d ύ%, _ », f 
Ja, dt dxx 1 J 

(2l) 
d(3x Φι) , d ί)δ.( τ ' ι /* 

<?λ, ~ dt ~d\\ — 1 
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On a de même, en désignant par le potentiel thermodynamique 
interne du système 2, 

d-(F2-d2) + d dc2 —àït + di dït - = A'2 + f 

(21 bis) 

dïT~ ^dtW
2
- ̂  -^/V 

Tenons compte des égalités (20); observons que ne dépend pas 
de α

2
, β

2
, ..λ

2
, non plus que de α,, β,, λ, ; que€< ne dépènd 

pas dea
2
, β3,..., λ2, α!,, (^, non plus que de α

η
 β,, ..., λ<, 

«',» β'ι> ···» λ',;-posons 

(22) = 4-^-2) 

(23) $ = cî, 4- £> -H EX, 2, 

et nous pourrons remplacer les égalités (21) et (21 bis) par les éga-
lités 

à(# — fc) , d dt A» , /· 
d»i dt d*\ ~ 1 

d' à)., " + S 3F, -Li+A. 
(«4) d(i-t) , d di _ A, , , 

0*1 dt d*', _ 2 •/"·' 

d (éf — d® Τ " 1 f 
dy2 dt dy'2 

Ces égalités (24) sont tout à fait de même forme que les égalités (2) 

qui régissent le mouvement d'un système de température uniforme; 
leur nombre est inférieur de deux unités (de Λ unités, si le système se 
compose de η parties indépendantes) au nombre des variables dont les 
valeurs doivent être déterminées en fonctions du temps. On devra 
donc leur adjoindre deux équations empruntées à des considérations 
étrangères à la Thermodynamique; telles seraient, pâr exemple, les 

Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc·, III, 1894. ^I 
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deux équations 

(25) 2",— φ,(/), So— 9a(^)' 

qui feraient connaître, à chaque instant, la température de chacune 
des deux parties indépendantes dont se compose le système. 

Calculons la quantité de chaleur dQ dégagée par le système durant 
une modification élémentaire. 

Nous avons (ïre Partie, Chap. Ill, n° 3) 

dQ = dQ
t
 -h dQ.2, 

dQ
t
 et dQ» étant les quantités de chaleur dégagéespar les parties ι 

et 2, durant la même modification. 
Soient S<, S2

 les entropies des parties ι et 2. Nous aurons [éga-
litè (9)], 

Ε dQ, = — Ε F( â, ) dS, — (/„, d«, + /Pi cl}, -+-... +· fK ri/·., >, 
(26) 

Ε dQ» = — Ε F(22 ) dS2 — (/*, dv.., ■+■ fa d$
2-+■... -h /λ. </λ

2
). 

Nous déduisons de ces égalités (26) 

dQ1/F(v2) + dQ2/F(v2) = - d S1+S2) 

(27) 
/«,d%i j -l·/)., dïj 

EF(art) 
/«a ̂ g2 i d$ 2 -H ■ . . ~+·/λ. dl

 2 

EFtSfj) 

Intégrons cette égalité (27) pour un cycle fermé, et nous aurons cette 
généralisation du théorème de Clausius, due à M. H. Poincaré : 

Lorsqu'un système formé de η parties indépendantes, dont cha-
cune a une température distincte, mais uniforme, décrit un cycle 
fermé, on a 

/9q\* Γ Γ rfQt , dQj dQn 1 > 

Dans le cas particulier ou le système est aenue de viscosité, le 
signe d'inégalité disparaît. 
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On voit ainsi comment plusieurs des propriétés d'un système de 
température uniforme s'étendent à un système composé de parties 
indépendantes, portées à des températures différentes les unes des 
autres. 

CHAPITRE III. 

LES LIAISONS. 

1. Liaisons bilatérales et liaisons unilatérales. — Imaginons un 
système formé de parties séparées, indépendantes les unes des autres, 
Pour simplifier et préciser les raisonnements, sans d'ailleurs nuire 
à leur généralité, réduisons le nombre de ces parties à deux et dési-
gnons-les par les indices ι et 2. 

Supposons chacune de ces parties de température uniforme et défi-
nie par des variables normales; soient α,, β,,..., λ,, a,,l1 v1 
les variables normales qui définissent la partie 1 et a

a
, β

2
, ..λ

2
, α

2
, 

b
a

, ../
2

, les variables normales qui définissent la partie 2. 
Imaginons que, par un déplacement continu, on amène ces. parties 

au contact. Tandis que ces parties tendent à se mettre au contact, les 
variables 

κ,, ..., X|, c£|, 2r
1} 

Ko, · · ·, 2 , ^ 2 ) ■ » « ] ^2, rJ 2 

tendent vers des valeurs limites, et nous admettrons que la connais-
sance de ces valeurs limites suffit à déterminer l'état du système au 
moment où le contact est établi. 

Cela revient à faire I'HYPOTHÈSE suivante : L'état du système au 
moment où les parties 1 et 2 sont contiguës diffère infiniment peu 
de l'état du système au moment où ces parties sont infiniment près 
de se toucher. Ce qui va suivre ne pourrait s'appliquer à un système 
pour lequel on ne supposerait pas vérifiée cette hypothèse. 

En général, une fois le contact établi, les parties 1 et 2 cessent d'être 
indépendantes. 
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En premier lieu, il est parfois possible d'imposer au système, une 
fois le contact établi, des modifications virtuelles dans lesquelles l'état 
de chacune des parties ι et 2 éprouve des variations qui seraient incon-
cevables si ces parties n'étaient pas contiguës. 

Si, par exemple, les parties 1 et 2 sont des corps électrisés, la dis-
tribution électrique peut varier sur chacune d'elles, mais, tant qu'elles 
sont séparées, la charge totale de chacune d'elles demeure forcément 
constante; au contraire, lorsque le contact est établi entre elles, la 
charge totale de l'une peut diminuer, pourvu que la charge de l'autre 
augmente d'une quantité égale. 

De même, lorsque les parties 1 et 2 sont au contact, il peut se faire 
qu'elles se mélangent l'une à l'autre, modification inconcevable tant 
qu'elles sont séparées. 

Laissons de côté ces cas où le contact des diverses parties introduit 
de nouveaux modes de variation dans le système ; supposons que, dans 
toute variation virtuelle du système, chacune des deux parties 1 et 2 
éprouve une modification qui serait encore une variation virtuelle de 
cette partie si elle était isolée; ces deux parties ne seront pas, néan-
moins, deux systèmes indépendants. 

En effet, une fois le contact établi, les déplacements virtuels de cha-
cune de ces deux parties ne sont plus absolument arbitraires; ces dé-
placements virtuels peuvent ou bien maintenir le contact des parties, 
ou bien faire cesser ce contact soit en certains points, soit en totalité, 
ou bien encore établir de nouveaux contacts; mais, puisque nous 
excluons l'hypothèse du mélange, ils ne doivent pas tendre à faire pé-
nétrer les deux parties l'une dans l'autre, à amener en un même lieu 
une portion de l'une et une portion de l'autre. 

Cherchons une méthode analytique propre à exclure les déplace-
ments qui amèneraient les deux parties à se pénétrer. 

Imaginons que la surface S,, qui termine la partie 1, et la surface S2, 
qui termine la partie 2, soient en contact en un certain point p. Soient 
p

{
 le point matériel de la partie 1 et p

2
 le point matériel de la par-

tie 2 qui se trouvent en p. Soient N,, N
2
 les normales en ρ aux sur-

faces S,, S
2

, dirigées respectivement vers l'intérieur des parties 1 et 2. 
Pour qu'un déplacement , δζ,) du point p

K
 et un déplacement 

(&r
2

, δ/
2

, δ*2) du point p
2
 amènent les parties 1 et 2 à se pénétrer au 
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voisinage de ces points, il faut et il suffit que l'on ait 

cos(N,, χ) δα?, H- cos(N
n

y) δ/, 4- cos(N,, z)sz1 

4- cos(N
2
, α?)δα?

2
4- cos(N

2
,y)Sj

2
 + cos(N

2
, s)§s

2
< o. 

On exclura donc les déplacements qui tendraient à faire pénétrer les 
deux corps l'un dans l'autre en imposant aux déplacements virtuels la 
condition 

cos(N,, x) δα?, 4- cos(N,, y) Sy, 4- cos(N
n
 z) Sz, 

4- cos(N
2
, X) ôx

2
-t- cos(N

2
,/)5y

2
4- cos(N

2
, ζ) 8z

2
> o. 

Or δα?,, δ/,, δζ, s'expriment en fonction linéaire et homogène de 
δα,, .δλ, ; δα?

2
, Sy

2)
 Sz

2
 s'expriment en fonction linéaire et homo-

gène de δα
2
, ..δλ

2
 [Ire Partie, Chap. I, égalités (a)]. La condition 

précédente peut donc s'écrire 

Μ,δα,4-Ν,δβ,4-...4-Ρ,δλ, 

4- M
2
 δα

2 4- N2 δ32 4-... 4- P2
 δλ

2
> o, 

M
4
, Ν,, ..., P, étant des fonctions des variables α,, β,, ..., λ

4 et Ma, 
N

2
, ..P

2
 étant des fonctions des variables α

2
, β

2
, ..λ

2
. 

Ainsi, les déplacements virtuels d'un système formé de diverses 
parties au contact sont soumis à un certain nombre de conditions de 
la forme 

M, δα, 4-.. .4- Ρ, δλ, 4- M, δα
2
 4-.. .4- P2

 δλ
2
>ο, 

(0 M; δα, 4-.. .4- ρ; δλ, 4- Μ; δα24-.. .4- Ρ; δλ2>0, 

que l'on nomme les conditions de liaisons du système. 
Si l'on voulait conserver seulement les déplacements virtuels qui 

n'altèrent pas le contact des parties ι et 2, on devrait remplacer les 
conditions (1) par les équations 

M, δα, 4-... 4- P
4
 δλ, 4- M

2
 δα

2
 4-... 4- P

2
 δλ

2
 = o, 

<*> M; +...+P; sx,+M; SA
2
+...+P; sx

2
=O, 
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Lorsqu'on exclut les déplacements virtuels qui feraient cesser un con-
tact, lorsque, par conséquent, on suppose tous les déplacements vir-
tuels soumis aux équations (2), on dit que le système est soumis seule-
ment à des liaisons bilatérales ; dans ce cas, si 

δΰί,, · . », ι, 0CC>>, ···,dy2 

est un déplacement virtuel du système, 

(-Sa,), .··, (— δλ, ), 
(-Sa.), (—SX,) 

est aussi un déplacement virtuel du système, en sorte que tous les dé-
placements virtuels du système sont renversables. 

Lorsque, au contraire, on laisse libres les déplacements qui peuvent 
faire cesser des contacts, les liaisons du système, exprimées par les 
conditions (»), sont dites liaisons unilatérales; les déplacements vir-
tuels ne sont plus tous renversables. 

2. Énergie interne d'un système à liaisons. — Imaginons un 
système formé de deux parties 1 et 2, susceptibles d'être séparées ou 
au contact. Désignons par Ό l'énergie interne du système lorsque les 
deux parties 1 et 2 sont au contact. 

Séparons infiniment peu ces deux parties ; l'énergie interne du sys-
tème prendra la valeur 

^ \ (^1 ? · · · ) " ·) "Ό ^2 (^2 } · · · J ^2 ) 5 · · ·» ^2 J ^2) (3) •4- Ψ , ..., λ,, Λ,, ..., Ζ,, , .. ., , β2> · · · ?l2), 

les variables ayant des valeurs infiniment voisines de celles qui assurent 
le contact des parties 1 et 2. 

Mais la modification que nous venons de considérer change infini-
ment peu, par hypothèse, l'état du système; par conséquent, l'œuvre 
accomplie dans cette modification est infiniment petite ; par conséquen t 
aussi l'énergie interne du système varie infiniment peu ; la quantité Ό 

est égale à la limite vers laquelle tend la quantité (3) lorsque les par-
ties 1 et 2 tendent à s'appliquer l'une contre l'autre. D'où la proposi-
tion suivante : 

L'énergie interne d'un système formé de plusieurs parties en 



COMMENTAIRE AUX PRINCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE. 243 

contact est égale à la limite vers laquelle tend l'énergie interne du 
système lorsque ses diverses parties, séparées les unes des autres, 
tendent à s'appliquer les unes contre les autres. 

Prenons un système isolé formé de plusieurs parties, dans un état où 
ses diverses parties ι et 2 sont infiniment près d'être au contact; cal-
culons les quantités 

ε
£"=-

λ
<·
 e

£=-
a

» 

L3T, Jj"E dy/dy2 = -L2 

F*ï--i E^--i <)αΛ~ " das-

1- άΨ ^ 0Ψ 
àh ~~ d/2

 — v-* 

Calculons les valeurs limites vers lesquelles tendent ces quantités 
lorsque les parties 1 et 2 tendent à s'appliquer l'une contre l'autre ; 
par définition, les limites des quantités An · · ·? · · ·> Ό 
seront les actions que la partie 2, appliquée contre la partie 1, exerce 
sur cette partie 1; de même, les limites des quantités A

2
, ..., L2

, 
Λ,.,, ..£2 seront les actions que la partie 1 exerce sur la partie 2. 
Les travaux virtuels de ces actions auront pour valeurs respectives 

A, G oc 1 -+-... -f- L, <Α>| ba
( -κ...-f- , δ/,, 

A 2 OOCO LO ΘΧ
2

 "4~ <A>
2
 ΔΊΊ

2
 ■+"··· "+" LJ2 ' 

δαη ..., δλ
η

 δοε
2

, ..., δλ
2
 étant d'ailleurs soumis aux conditions de 

liaisons. 
Ce que nous venons de dire constitue une définition; en effet, les 

actions mutuelles de deux systèmes 1 et 2 n'étaient définies jusqu'ici 
qu'autant que ces systèmes étaient indépendants et ce n'est pas ici 
le cas. 
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5. Entropie et potentiel thermodynamique d'un système à liai-
sons. — Imaginons encore un système formé de plusieurs parties, 
deux p~ar exemple, les parties ι et 2, et supposons que ces parties 
soient toutes à la même température ; ce système aura alors une en-
tropie et un potentiel thermodynamique interne, que les parties qui 
le composent soient ou ne soient pas au contact. En raisonnant 
comme dans le cas précédent, on prouvera que l'entropie et le poten-
tiel thermodynamique interne d'un système de température uni-
forme, formé de plusieurs parties en contact, sont égaux respecti-
vement aux limites vers lesquelles tendent l'entropie et le potentiel 
thermodynamique du système lorsque les diverses parties, isolées, 
tendent à s'accoler les unes aux autres. 

Si nous conservons nos notations habituelles, cette entropie s et ce 
potentiel thermodynamique interne § seront les valeurs limites des 
quantités 

S — Σ, (oc,, . . ., λ,, Λ,, . .., , -h 2
2 (θί2> · · · > ^·2> ®2 7 · · · 7 ϊ'2ΐv), 

eF Û | ^0· 15 · · · j λ, , a^ , · · · , 1\ , S") 4" cfο (y*, · · · , ^2 ) ®27 ' ' ' 1 ^2 7 *Ό 7 
-4- Ε ψ (θ£, , . . . , Χ, , ίΖ, , ···, l\) &

2
, ···, ^27 ^2 7 * · ·7 ^27 ^)· 

4. Équilibre d'un système soumis à des liaisons bilatérales. — 
Imaginons un système formé de deux parties ι et 2, entre lesquelles 
existent des conditions de liaisons 

M, δα, 4-.. .4- Ρ, δλ, 4-M
2 ..4- P2 δλ

2
>ο, 

(0 M; δα, +...4- Ρ; δλ, M; δα2+..Ρ; δλ, >0, 

Supposons que nous soyons assuré d'une manière quelconque que 
le système ne peut prendre aucun mouvement durant lequel quel-
qu'une des inégalités 

M, δα, .. -h Ρ, δλ, 4- M,δα
2
 +... -h P

2
 δλ

2
 > ο, 

M', δα, -h ... 4- Ρ', δλ, 4- m; 4-... 4- ρ; δλ, > ο, 

serait satisfaite. 
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Dès lors, en remplaçant les conditions de liaisons (i) par les équa-
tions de liaisons (2), nous sommes assurés de ne rien modifier à llétat 
d'équilibre ou de mouvement du système; nous pouvons donc consi-
dérer le système comme soumis uniquement aux liaisons bilatérales 

M, δα< -κ. .-hP4
 δλ, 4- M

aδα2-κ. .4- Ρ2
δλ

2 = ο, 
(=) M; &*;+...+Ρ; SX, + MIS*,+..P;Sxs = o, 

Supposons que les deux parties 1 et 2 soient à la même tempéra-
ture θ. Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équi-
libre du système que forment ces deux parties. 

Donnons à ce système un déplacement virtuel, isothermique, compa-
tible avec les égalités (2). Les actions extérieures effectuent un travail 
virtuel dis ; le potentiel thermodynamique interne subit une variation 
δ#; d'après ce que nous avons vu au Chapitre I, les conditions néces-
saires et suffisantes que nous cherchons s'obtiendront en écrivant que, 
pour tout déplacement virtuel isothermique du système, on a 

(4) $$=dis. 

Or, on peut écrire 

dis = A, δκ, .. 4- L,dïhi■-+- aft®, δίζ, ■+·... + .Çj δ/| 

4- A
2
 δα

2
 4-... 4- L

2
 cfX

2
 4- <jt>

2
 δ#

2 4-... 4- £2
δ/

2
, 

+ Ε^δα, +·..:·+-Ε^δΧ,+Ε^ δα,+.,.+ Ε^δί, 

+ w,6Xi+-· ·+ Λ, àXs+55; 6α>+· ■ ·+ iûdl2 

+ Ε^δα, +·..:·+-Ε^δΧ,+Ε^ δα,+.,.+ Ε^δί, 

+
 EgSa

a+
...

+
 EjjX

J +
 Eg8a

a+
...

+
 E^«i, 

J our η, de Math. (4* série), tome Χ. — Fasc. Ill, 1894. ^2 
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L'égalité (4) peut donc s'écrire 

(A<-ES-S)8a'+-+(L'-E^-S>· 

+
(*·-

Ε
£-£)

ίβ
.
+

···
+
(^-

Ε
£-&

,
)
ΐι

' 
(5) 

+ (a=- E£~ ^)
Sa

'
+

- ■ -
+

 {
l

* ~
 E

W, ~ wï)®"3 

+ ^+···+ (<J - Ε^ζ ~ gç) Ο. 

Mais cette égalité doit avoir lieu non pas quelles que soient les va-
riations 

δα j j · ι « ^ , δα,, * * * 9 δ/,, δα2, · « « , δ^2, δα
2, · * ■ ^ δ/ο « 

mais seulement lorsque les égalités (2) sont satisfaites. 
Il faut et il suffit pour cela qu'il existe des facteurs Π, ΙΓ,..., en 

nombre égal à celui des équations (2), ces facteurs dépendant uni-
quement des variables α,, ..., λ,, a

2
, ..., λ

2
, tels que l'égalité(5) 

ait lieu quels que soient 

δα,, *··9 δΧ,, δα,, ···? δ/,, 

δα2, . » ., δλ2, δα,, . ·., δ/2, 

lorsqu'on ajoute à son premier membre l'expression 

Π (M, δα, -κ. .4- Ρ,δλ, 4- Μ2δα2 + ...4- Ρ2
δλ

2
) 

+ Π' (Μ; δα, 4-... 4- Ρ; δλ, + Μ; δα
2
+... + Ρ ; δλ

2
 > 

En d'autres tenues, pour que le système soumis aux liaisons bilaté-
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rales (2) soit en équilibre, il faut et il suffit que l'on ait 

Al
-Eg+nM

1+
irM;+... = g. 

(6) 
Ε
·-

Ε
^ +

 πρ
. +

 π
'
ρ
'.+··· = £' 

veJloj — Ej -5— XT' 

(7) 

*■' il, ~~ 01, ' 

Α

»-
Ε

^
+ΠΜ

«
 + π

'
Μ

>
+

···
 =

 3ί· 

(6 bis) 
L
.-

E
£ +

 np
.+n'F.+... = g. 

Λ.-
Ε

£ = *, 

<7 6ώ) 
ρ _Ε — ~dF2/dl2 

Examinons les conséquences de ces égalités (6), (7), (6 bis), 
{7 bis). 

D'après la définition des actions exercées par la partie 2 sur la 
partie 1, nous pouvons dire que 

A|-Eg. .... L,-Eg. x.-Eg. ··., f-Eg 

sont les actions exercées sur la partie 1 par les corps étrangers à cette 
partie. Nous voyons alors que les égalités (6) et (7) conduisent à 
l'important théorème quë voici : 

• Les conditions d'équilibre d'un système qui} au lieu d'être indé-
pendant, présente des liaisons bilatérales avec les corps qui l'envi-
ronnent s'écrivent comme les conditions d'équilibre d'un système 
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indépendant> pourvu qu'aux forces extérieures auxquelles ce sys-
tème est soumis on adjoigne des forces fictives 

F
EI
 = NM

L
 + N/M'

L
+..., 

(8) 
Fx, = ΠΡ, -i-n'p; +.... 

Ces forces fictives, nommées FORCES DE LIAISONS, ne dépendent que 
des variables qui fixent la position relative du système et des corps 
extérieurs, et non des variables qui changeraient l'état du système 
ou des corps extérieurs sans faire varier leur position relative. 

Le travail virtuel des forces extérieures de liaisons appliquées au 
système (i) a pour valeur 

F
a
,δα, -h... + FXi δλ, = (ΠΜ, + Π'm; H-...) δα, 

4-(ΠΡ, + irp;+... dy 

Le système ι exerce de même sur les corps extérieurs des forces de 
liaison 

F
es

 — ΠΜ2 h- II'Mj -μ..., 
(8 bis) 

Fy2= ΠΡ. -+- Π'Ρ'2+.., 

dont le travail virtuel a pour valeur 

F., &x
a
+... + = <ΠΜ

2
+π-M;+..) da2 

+ (πρ
2
+πτ;+...)δλ2. 

Le travail virtuel total des forces de liaisons qui s'exercent entre les 
deux systèmes ι et ι a pour valeur 

F
a
 Sa, -μ...-μ F^X, -h F

ai
£a

2
 4-.. .-μ F^X2 

= Π (M, δα, -μ.. .-μ Ρ, δΛ, -μ Maôa2 -μ...-μ Ρ2δλ3) 
+Π'(Μ; &*,+...+ Ρ; sx, + M;S«

2
-K ..+ P;&

2
> 
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Si Ton tient compte des égalités ( 2), on peut énoncer le théorème 
suivant : 

Le travail virtuel de toutes les forces de liaisons qui s'exercent 
entre les deux systèmes (1) et (2) est nul pour tout déplacement 
virtuel qui respecte les liaisons bilatérales existant entre les deux 
systèmes. 

Les conditions d'équilibre d'un système qui est assujetti aux corps 
étrangers par des liaisons bilatérales diffèrent en un point essentiel 
des conditions d'équilibre d'un système indépendant. 

Supposons que l'on donne à un système indépendant une modifica-
tion virtuelle δα,..., δλ, Sa, ..., δ/, l'état des corps étrangers demeu-
rant invariable ; le travail virtuel des actions extérieures sera, dans ce 
cas, la différentielle totale d'une fonction des variables α, ..., λ, 
a, ..., I (ί>οζ>Chap. I, n° 4). Considérons au contraire un système 
assujetti à des liaisons bilatérales avec les corps extérieurs; le travail 
virtuel des actions extérieures et des forces de liaison, qui doit, dans 
ce cas, remplacer le travail des seules actions extérieures, ne sera plus, 
en général, une différentielle totale. Comme nous avons eu soin de ne 
jamais supposer, dans nos démonstrations, que le travail virtuel des 
actions extérieures fût une différentielle totale, les résultats de ces 
démonstrations s'appliquent aux systèmes qui présentent, avec les 
corps extérieurs, des liaisons bilatérales. 

5. Équilibre d'un système soumis à des liaisons unilatérales. — 
Pourquoi, en traitant, au numéro précédent, de l'équilibre d'un 
système soumis à des liaisons, avons-nous dû ajouter cette restriction 
que ces liaisons étaient bilatérales? La raison en est simple. Nous avons 
fait usage des lois de l'équilibre des systèmes telles qu'elles ont été 
établies au Chapitre I. Or, tout, dans l'établissement de ces lois, sup-
pose que le système soit défini, au voisinage de l'état étudié, par un 
système unique de paramètres, variables arbitrairement d'une manière 
continue. Cette condition n'est pas réalisée dans un système soumis à 
des liaisons unilatérales. Prenons un système formé de diverses parties 
qui, dans l'état étudié, sont au contact; deux systèmes différents de 
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variables devront être employés pour définir les états du système voi-
sins de celui-là, selon qu'en ces états le contact sera conservé ou sup-
primé. On voit donc bien que nos raisonnements tomberaient si le 
système présentait des liaisons unilatérales. 

Les raisonnements précédents supposent que l'on soit assuré de la 
proposition suivante : Le système ne peut, à partir de l'état considéré, 
et les vitesses des diverses parties étant toutes égales à o, prendre un 
mouvement dont le premier élément représenterait un déplacement 
virtuel non renversable ; nous aurons donc les conditions nécessaires 
et suffisantes de l'équilibre du système si, aux conditions établies dans 
le numéro précédent, nous joignons des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que tout mouvement de ce type soit exclu. 

Malheureusement, nous ne pouvons établir avec une entière rigueur 
ces conditions nécessaires et suffisantes; nous ne pouvons indiquer 
d'une manière assurée qu'une condition qui est suffisante pour rendre 
impossible tout mouvement du système débutant, sans vitesse initiale, 
par un déplacement non renversable. 

Cette condition est la suivante : 

Si, pour toute modification virtuelle non renversable, on a Viné-
galité 

+~ ^2)δ"2+· - · ^ (lra ~ ο)δ*2 > °> 

"KDI ~
Λ|

)
ΔΑ|+,

""
+

"(5Ί-L1) sl1 

+(fe ~ Aa) 5aâ + ~ La)dy2 

+~ ̂ 2)δ"2+· - · ̂  (lr
a
 ~ ο)δ*2 > °> 

on est assuré que le système ne peut prendre, sans vitesse initiale, 
aucun mouvement commençant par un déplacement virtuel non 
renversable. 

Imaginons, en effet, que le système puisse prendre un semblable 
mouvement. Soit tQ l'instant initial de ce mouvement. Soient ..., 
ύ?λη da

K
, ..., d/,, c?a

8
, ..., dk

2
, da2, ..., dl2 le premier élément de 
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ce mouvement. Supposons que l'on ait 

dF/da1-A,)rf«,+... + (||--Ç.
2
)^

a
>o. 

Le premier membre de cette inégalité varie d'une manière continue 
durant le mouvement du système ; nous pourrions donc déterminer un 
instant i,, postérieur à t

9
 et assez voisin de £

0
, pour que, entre les in-

stants et t„ ce premier membre demeure constamment positif ; nous 
aurions certainement alors 

Π(£~Α^α·+···+(ί-^Η>0· 
Mais, le système ayant rompu à l'instant t

0
 certaines liaisons uni-

latérales, on peut toujours supposer l'instant t
t
 assez voisin de l'in-

stant pour que, entre ces deux instants, le système soit soumis 
exclusivement à des liaisons bilatérales. Pendant ce temps, son état 
sera défini par un système unique de paramètres, variables arbitraire-
ment d'une manière continue; sa température étant uniforme on 
pourra lui appliquer les lois du mouvement d'un système de tempéra-
ture uniforme, telles qu'elles ont été établies au Chapitre II ; ces lois 
nous donneront immédiatement l'égalité 

f,. [(^ — -<-·· *-^(H —L2) dl2 

= Φ
0
-OLf-i-f (f

ai
dot

{
 -κ.+fl2 dl2 

Les vitesses initiales étant toutes égales à ο par hypothèse, il en est 
de même de et l'égalité précédente nous donne l'inégalité 

f,, [(^
_ Α

0
Λ

*
+

'··
+

(^~^
2
)

Λ!,
]
<ο

' 

qui est en contradiction avec la précédente. 
Cette contradiction démontre l'exactitude de la proposition énon-

cée. 
La condition précédente, suffisante pour entraver tout mouvement 

qui débuterait par un déplacement non renversable, est-elle en même 
temps nécessaire à cet objet? Fourier, Gauss, Gauchy et, depuis, 
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beaucoup d'autres géomètres l'ont pensé; mais il nous semble diffi-
cile de le démontrer rigoureusement en s'appuyant uniquement sur 
ce qui précède. 

6. Mouvement d'un système, de température uniforme, soumis 
à des liaisons bilatérales. — Pour ne pas allonger outre mesure le 
présent travail, nous n'étudierons le mouvement d'un système qu'au-
tant que les liaisons entre ses diverses parties demeurent bilatérales. 

Considérons un système formé de deux, parties ι et 2, entre les-
quelles existent des liaisons bilatérales; supposons les deux parties 1 
et 2 à la même température à. L'ensemble de ces deux parties for-
mera alors un système auquel on pourra appliquer les lois générales 
du mouvement exposées au Chapitre II. 

Nous pouvons, sans avoir besoin de connaître explicitement les va-
riables indépendantes qui définissent ce système, énoncer les lois du 
mouvement de la manière suivante : 

Soient 

ds le travail virtuel des actions extérieures ; 
δ# la variation isothermique du potentiel thermodynamique interne ; 
d'Z le travail virtuel des forces d'inertie ; 
d<ρ le travail virtuel des résistances passives. 

Pour tout déplacement virtuel du système, nous devons avoir 

(9) d% -h dy — Bê = di. 

Or, nous pouvons écrire 

dfô — A, δα, -f- · ·.-H L, δΧ, -f- χ, δ#, -f-...-t- £, δ/, 
-f- Aa δα2

 -+-···H- L
2
 δΧ

2 H- X2
 δβ

2 -}-... -f- 4^.2 ^2) 

df = + Sa···+■ ■ ■+ 557 +33; Sa>+· ■ ·+ κ *l> 

+ Sa···+■ ■ ■+ 557 +33; Sa>+· ■ ·+ κ *l> 

+ E%t*,
+

...
+

 E%Sk, + Egta,
+

...
 +

 E%H, 

+ E
£s«

3+
...

+
 EfSX

i+
EgS

e2+
...

+
 E^, 
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d? = A, ^Of, -+-·· · + Λ, ·+"A. ^ai +··· + //,dl1 
^ Α. δα

2
 + . . · 4-A, όλ

2
 4- fa

x

 ôa
a
 H-... 4-Adl2 

*- (ê-aS fc'+-+(a-®8fc·' 

+ (S-AG)
4

«.
+
-

+
(G-AS)

IX

·· 

L'égalité (9) peut donc s'écrire 

A, δα, 4-...4-4L2 ^4 — δα, 4-...— δ/
2 

(ç)Wi) = Uï ~ a ^Γ'+·:·+{άΤ, - It Λί)δλ-

= Uï ~ a ̂ Γ'+·:·+{άΤ, - It Λί)δλ-

Mais, dans cette égalité (g bis), les quantités δα,, ..., δλ
2
 n'ont pas 

des valeurs arbitraires ; elles sont soumises aux équations de liaison 

M, δα, 4-.. .4- Pt
 δλ, 4- M2 δα2-κ. .4- P2

 $λ
2
 = ο, 

(*) m; δα, 4-.. .4- ρ; δλ, 4- m; $«,+...+ρ; δλ
2
 = ο, 

Dés lors, il existe des facteurs Π, IT, ..., tels qu'en multipliant 
par Π le premier membre de la première équation (2), par Π' le pre-
mier membre de la seconde, etc., et en ajoutant les résultats obtenus 
au premier membre de l'équation (9 bis), celle-ci ait lieu quelles que 
soient les quantités δα,, ..., δ/ο. 

Les facteurs Π, ΙΓ, ... dépendent uniquement des variables α,, ..., 
λ,, a2, ..., λ

2
 et de leurs dérivées premières et secondes par rapport 

au temps et point des variables <2,a
2

, ..., /
2

, ni des dérivées 
de ces variables par rapport au temps. 

On doit donc avoir, à chaque instant du mouvement, 

Α
'--Ε?+ΠΜ

1
-Ι-Π'Μ;+... 

-I-f _ Ë!l _l. .£ _Ëi=n A1 da, dt dt\ da, ' 
(10) 

L,-E^+np, + irp;+... 
/· Λ, d Λ, (ifι 

+ fy1~~ jx7+ ̂  _ 5x7 " 0 ' 
Journ. de Math. (!\* série), tome X. — Fasc. III, i8y4< di 
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LS-E^ + ΠΡ. + Π'Ρ;+... 

00 
LS-E^ + ΠΡ. + Π'Ρ;+... 

Α,-Ε^ + ΠΜ. + Π'Μ: + ... 

. / d d&
z 

Ja* d*z dt da'z d*2 ' 
(ίο bis) 

L
S
-E^ + ΠΡ. + Π'Ρ;+... 

+A~ ^ζ"4" dt dl[ dT*+A~ ^ζ"4" dt dl[ dT* 

A>_Ed5;+/«·- 35;-0' 
(ι l Wi) 

•^2 E d/
2
 ^ d/

2
 °* 

Si l'on joint à ces équations une dernière équation indiquant de 
quelle manière la température S du système varie avec le temps, on 
aura toutes les équations du mouvement du système. 

Les équations (io) et (10 bis) conduisent à la conséquence suivante : 

On peut étendre à un système qui présente, avec les corps exté-
rieurs, des liaisons bilatérales, toutes les lois du mouvement d'un 
système indépendant des corps extérieurs, pourvu que l'on ajoute 
aux forces extérieures des forces fictives 

F
ei
 = nM

l
 + n,M;-t-..., 

Fi, = ΠΡ, + n'p; + .... 

Ces forces de liaison dépendent uniquement des variables oc,,..., 
λ

η
 a

2
, ..., λ

2
, qui fixent la position du système et des corps exté-

rieurs, et des dérivées premières et secondes, par rapport au temps, 
de ces variables. 
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Cette proposition, toutefois, n'est démontrée qu'autant que l en-
semble formé parle système et les corps extérieurs a, à chaque instant, 
une température uniforme. 

Considérons line modification infiniment petite quelconque du sys-
tème dont les deux parties ι et 2, à la même température, ont entre 
elles des liaisons bilatérales; le travail total des forces de liaisons qui 
s'exercent entre ces deux parties aura pour valeur 

(ΠΜ , + Π'Μ; +.. ,)^ + · · ·+(π P, + IR Ρ; ) ̂  

+ (ΠΜ
2
 + Π'Μ:+...)^+...+(ΠΡ

2
+-Π'Ρ'

2
)^]Λ. 

Mais les équations de liaison (2) doivent être vérifiées si l'on pose 

wdt = i*»dx2/dt dt = sa2 

$Λ = ίλ„ &Λ = 8Χ,. 

Le travail précédent est donc égal à o. 

7. Mouvement d'un système dont les diverses parties, portées à 
des températures différentes, sont assujetties à des liaisons bilaté-
rales. — Tout ce que nous avons dit jusqu'ici sur les liaisons a été dé-
duit de ce qui a été établi dans les deux Chapitres précédents, sans 
que nous ayons eu besoin d'invoquer aucune hypothèse nouvelle. Il 
n'en sera pas de même de ce qui va être exposé au présent numéro. 

Nous avons traité, au Chapitre II, n° 6, le mouvement d'un sys-
tème formé de diverses parties indépendantes portées à des tempéra-
tures différentes. Les équations que nous avons obtenues peuvent être 
condensées dans la proposition suivante : 

Supposons que le système soit formé de deux parties 1 et 2. Soit 

o= Y, + 4- Ψ 

l'énergie interne de ce système, et posons 

£ = ΕΨ, 
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F1et £f
a étant les potentiels thermodynamiques internes des parties ι 

et 2, supposées isolées. Si nous donnons au système un déplacement 
virtuel quelconque, nous aurons 

(12) d$ + dy — = efa, 

les divers symboles ayant le même sens qu'en l'égalité (9). 
Cela posé, voici l'hypothèse que nous admettrons : 

HYPOTHÈSE. — Le résultai précédent demeure exact même dans 
le cas où les diverses parties qui constituent le système sont portées à 
des températures différentes et présentent entre elles des liaisons 
bilatérales. 

Cette hypothèse admise, il suffit de reprendre les considérations 
exposées au numéro précédent, pour être en droit d'étendre tous les 
résultats obtenus dans ce numéro à un système dont la température 
n'est pas uniforme. 

8. Coefficients calorifiques d'un système soumis à des liaisons 
bilatérales. — Nous ne connaissons jusqu'ici le sens du mot quantité 
de chaleur dégagée par un système qu'autant que ce système est 
indépendant des corps étrangers. S'il s'agit d'un système présentant 
avec les corps étrangers des liaisons bilatérales, nous ne pourrons pas 
employer ce mot avant d'en avoir donné une définition. 

Considérons donc un système soumis à des liaisons bilatérales avec 
les corps extérieurs; soit U l'énergie interne de ce système; soient 
F

a
, ..., F> les forces de liaisons. 
Posons 

εΛ - d-,+53y-(A + i») = ER«· 

ΕΛ -3>+Λ5Γ-(Α + Ρ>·)=ΕΚ>·' 
(,3) 

E sU/da - A = ER 

Esr-<=E*<· 
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La somme 

— (Rx δα -f-... -f- Κ
λ
 δλ -f~ oa H—... —|— Λ/ 81) 

sera, par définition, la quantité de chaleur dégagée par le système 
durant la modification réelle ou virtuelle δα, ..., δλ, δα,..., δ/. 

Il résulte évidemment de cette définition, qui renferme comme cas 
particulier celle que nous avons donnée pour un système indépendant 
(p« partie5 Chap. Ill, n° 5), qu'âne modification réelle ou vir-
tuelle d'un système isolé entraîne un dégagement de chaleur égal 
à o. 

Considérons un système formé de deux parties ι et 2. Soient α,, ..., 
λ,, α,, les variables qui définissent la première partie; α

2
, ..., 

λ,, α
2

, ..les variables qui définissent la seconde partie. 
Ces deux parties présentent entre elles des contacts qu'expriment les 

équations de liaisons 

M, δα, -κ . .-f- Ρ, δλ, π- M2 δα,-Κ..+ P2 δλ,= ο, 

04) m; δα, +... +- ρ; δλ, + μ; δα
2
 -κ..+ ρ; δλ

2
=ο, 

En outre, elles présentent avec les corps extérieurs des contacts qu'ex-
priment les équations de liaisons 

m1 sa0-f-. · . -H ρ\ [Aj ôcl + , . · tUj ôlj 

(.5) 
m.j δα, -|—... —H ρ2 δλ, -f- P., δη -}-... -j— GT, δΐ, 

a, ..., 1 étant les variables qui définissent la position des corps exté-
rieurs. 

L'énergie interne du système formé par l'ensemble des deux parties 
sera désignée par 

Ό = γι4-Τ24-Ψ. 

Les actions extérieures appliquées au système formé des deux parties 
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seront désignées par A,, ..L,, A2, ..., L2, Λ,, ..<A>2)..£a. 
Dans une modification quelconque du système, la partie ι dégagera 

une quantité de chaleur dQ
t
 donnée par l'égalité 

— Eî/Q, = [
E
g-g+*g 

-ΓΑ, - EG +NM
1
+N

,

M;+...+«
1
m,+...)l&, 

dr dc d de 
L dix ~~ Wi cltâïF

l 

-(L,-EG +ΠΡ, + Π·Ρ;-1-... + «,ρ, +...)] SX, 

+
 (

Ε

55;
 + Ε

^;
_ Λ Ι

)
ΊΑ

'
+

"'
+

(
Ε

^
! + Ε

^~'
Ζ

·')
?/|

· 

De même, la partie ι dégagera une quantité de chaleur dQ
a
 donnée 

par l'égalité 

— ErfQ
a
 = +d/d/t dc2/dx 

— f A
a
 —

 E
g +ΠΜ..+ ITM

2
4-..Ç

a
m

a
+. .Λ Sa

3 

+ L dT2 ~~~ ~àï* dû dl'2 

- (L, -
 E
g +- ΠΡ

2
-ι- Π'Ρ;+...+<ε.,ρ,+.. .)] δλ, 

+ (Ε3^ +E3S; -A,)Sa
a

-K..+(Eg -t-
E

g-{
a

)&
a

. 

On a, en vertu des égalités (i4)> 

Π(Μ, δα, +...4- Ρ, δλ, 4-M
2
 δα

2
 4-.. .4-P

a
 δλ

2
) = ο, 

Π7(Μ; δα, +...+ Ρ; δλ, -Η Μ; δα
2
+...+Ρ; δλ

2
) = ο, 
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Les deux égalités précédentes donnent alors sans peine 

- Ε W.= [E g - g + A g - (A. + «. «,+· ··)] *■-

+[Ε3Γ, - g + is g ~ (L*+ 9*p>+· · ·)] &· 

+
 (

E

G ~·*■')*
A
'
+
''

-+

 (
E

RFT, ~~L2) sL2 

Si l'on désigne par dQ la quantité de chaleur dégagée dans la modi-
fication considérée par le système que composent les deux parties ι 
et 2, le second membre de l'égalité précédente représente la quantité 
— Ε dQ ; on a donc 

dQ = dQ{ -f- c/Qo. 

Si donc un système, qui peut présenter des liaisons bilatérales 
avec les corps avoisinanls, est formé de parties qui peuvent présen-
ter entre elles des liaisons bilatérales, la quantité de chaleur que 
le système dégage dans une modification quelconque est la somme 
algébrique des quantités de chaleur que dégagent, dans la même 
modification, ses diverses parties. 

Si l'on rapproche cette proposition de la précédente, on obtient 
celle-ci : 

Lorsqu'un système isolé est formé de deux parties ayant entre 
elles des liaisons bilatérales, la quantité de chaleur dégagée par 
l'une de ses parties, dans une modification réelle ou virtuelle du 
système, est égale à la quantité de chaleur absorbée par l'autre, 

Nous avons étudié (Ire Partie, Chap. Ill, n° 5) les procédés calori-
métriques; nous avons considéré trois systèmes S,, S2, S3, que nous 
avons supposés indépendants; les propositions qui précèdent permet-
tent d'étendre la théorie de la calorimétrie au cas où les systèmes S,, 
S

a
, S

3
 présentent entre eux des liaisons bilatérales; c'est ce cas qui 

est, en général, réalisé dans la pratique. 
Des égalités (i3), on déduit aisément la conséquence suivante : 
Soient, dans une modification réelle ou virtuelle d'un système qui 
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présente, avec les corps extérieurs, des liaisons bilatérales, d& le tra-
vail des actions extérieures et des forces extérieures de liaisons; dz le 
travail des forces d'inertie ; nous aurons 

E$L + <fr = efe4-EdQ. 

Dans le cas d'une modification réelle, cette égalité devient 

Εδϋπ-δβ = + EdQ. 

Ces égalités expriment le principe de l'équivalence de la chaleur et 
du travail pour un système soumis à des liaisons bilatérales de la part 
des corps qui l'environnent. 

Tout ce que nous venons de dire demeure vrai lors môme que la 
température du système n'est pas uniforme. Supposons maintenant 
que cette température soit uniforme. Les égalités 

E£-!^5?-<A + F') = ER« 

E Λ-5Γ+ Λ5λ'-(Ε + 1^) = ΕΕ" (ι 3 bis) 

Ε^-λ = ΕΛ
λ

, ..., Ε^—ς = Ε*<. 

L te ~ LU> 

qui définissent les coefficients calorifiques du système, jointes aux 
équations du mouvement 

ES -5Ϊ + λ57-(Α + 1,« + />) = 0' 

( ι o ter) 
E&-& + z&-(L + IW»> = »>■ 

Eg-(*+/.) = ». Eg-«+/
<
) = o

> 

et aux identités 
3? = E[U-F(S)S], 

§=F(*)| 
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donnent 
ER

a
=EF(3)^+/„ 

ER,. = EF (S)fj+/i, 

(.6) E«. = EF(S)g+/
(

, 

Ea, = EF(3)§+,/„ 

EC = EF (3) §, 

égalités semblables à celles que l'on obtient pour un système indé-
pendant. 

On déduit de là, pour une modification réelle quelconque, 

Kl7) F(^) L,aT) F(3) 

Imaginons un système formé de η parties i, 2, ..., n> indépen-
dantes ou offrant entre elles des liaisons bilatérales; chacune de ces 
parties a une température uniforme, mais cette température n'est 
pas forcément la même pour toutes ces parties; le système lui-même 
peut présenter avec les corps a voisinants des liaisons bilatérales. 

Pour chacune de ces parties, écrivons une égalité analogue à l'éga-
lité (17) et ajoutons membre à membre ces diverses égalités. Si nous 
posons 

(18) s—S1+S2+.. Sn 

nous trouverons 

E dQ1/F(v1) + dQ2/F(v2) +... DQn/F(vn) 

fx^dx, + .-hfi^dlx /α.^*9+■···+//. dli 
F (*,) " F(Sr

2
) 

/«„ dx
a
 -H... fi

n
dl

n 

F(vn) 
Journ. dé Math. (4e série), tome X. — Fasc. III, i8g4· ^4 
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Intégrons cette égalité pour un cycle fermé, en observant que 
l'on a 

fd$= o, 

Ad α, -κ.. + /Λ<//,<ο, 

Λ, da
2
 -H... dl

2
 < o, 

/«„ + · · · + ,/I„ DL
N
 5 O, 

et nous trouverons l'inégalité 

( J lF»i) F(?») F(».)J =0. 

Cette inégalité est ainsi étendue aux systèmes que forment des par-
ties portées à des températures différentes et présentant entre elles 
des liaisons bilatérales. 

CHAPITRE IV. 

STABILITÉ ET DEPLACEMENT DE L'ÉQUILIBRE. 

1. Du potentiel thermodynamique total. — Le travail virtuel des 
actions extérieures à un système (en y comprenant, au besoin, les 
forces de liaisons extérieures) 

A Sa H- Β δβ -H... L 6A + <A·) oa -+- \jl> Sb h- ... —f- c/ 

n'est pas, en général, la différentielle totale d'une fonction uniforme 
des variables normales α, β, ..λ, a, b, ...,£. Cependant, s'il n'en 
est pas ainsi en général, il en est ainsi dans un grand nombre de cas 
particuliers importants. 

Lorsqu'il existe une fonction uniforme Ω telle que l'on ait 

( Ι) A da H- Β -H...-+- L cÎA -1- <A> da IFE dh -+-... -4- i(jdl = — dÇi, 

on dit que les actions extérieures au système admettent un potentiel 
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et que Ω est ce potentiel. Ce potentiel, lorsqu'il existe, est évidem-
ment déterminé à une constante près. 

Lorsque les actions extérieures admettent un potentiel, nous don-
nons le nom de potentiel thermodynamique total du système à la 
somme 

(2) Φ = 3* 4-Ω 

du potentiel thermodynamique interne et du potentiel des actions 
extérieures. 

Voici un cas important où un système admet un potentiel thermo-
dynamique total : 

Imaginons les variations réelles ou virtuelles des corps extérieurs 
tellement liées aux variations réelles ou virtuelles du système que les 
actions extérieures A, B, ..., L, A, iu>, ..., £ gardent des valeurs 
invariables. On pourra alors écrire 

A dot + Β +... ·+■ L dX eAi a 4- ilï> b 4—... 4- f / 
— d(^ A Κ 4- Β Β 4-... 4- LX 4~ <Λ> a 4- il!» Δ 4... 4Ll) 

et le système admettra pour potentiel thermodynamique total la quan-
tité 

(3) Φ — CI — F Act 4- Β Β 4-... 4- 4- X da 4~ iiî> dh 4~· · · 4- .P dl\ 

Nous donnerons à cette quantité, que l'on a souvent à considérer 
dans les applications, le nom de potentiel thermodynamique sous 
actions constantes. 

2. Stabilité de l'équilibre à température constante. — Il nous 
est désormais inutile de distinguer les variables a,b,..., I des varia-
bles α, β, ..., λ. Considérons donc un système dont la température 
soit uniforme et qui soit défini par les variables normales α, (3, ..., 
λ, S. Pour tout mouvement réel de ce système, nous aurons [Chap,II, 
équation (11)], 

d£ — ̂  d'à — ( A dy. 4- Β d$ 4-... 4- L dX) 

— — d(& 4- (y*
a

i/ci 4- f$dQ 4-...4- J"\dX\ 
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Si les actions extérieures admettent un potentiel Ω, cette égalité, 
jointe aux égalités (i) et (2), deviendra 

ί/Φ — d% — — d$L + /a da -f- dft cTh. 

Si la modification est isothermique, cette égalité deviendra 

(4) d<& — — -i-fadoL -i-fpdfi rf-. . .-t-/xcA. 

Intégrée entre un état initial ο et un état final 1 du système, elle 
deviendra 

(4 bis) Φ
0
 — Φ,—HT, — Φ

0
 — jf (/α^5ί -h/β^β /χ cA). 

Il suffit alors d'observer que la quantité 

f (fa.duf$d§ ■+■... +fidX) 

ne peut jamais être positive, et de répéter presque textuellement la 
démonstration, devenue classique, de Lejeune-Diriclilct (1 ) pour par-
venir au théorème suivant : 

Un système dont la température est maintenue constante est 
assurément en équilibre stable dans un état où son potentiel ther-
modynamique total présente une valeur minima parmi toutes celles 
qu'il peut prendre à la même température. 

Il n'est pas du tout certain qu'il n'y ait, pour un système, d'autre 
état d'équilibre stable que ceux qui correspondent à un minimum du 
potentiel thermodynamique total. 

Dans ce qui va suivre, lorsque nous parlerons d'un système en 
équilibre, nous entendrons désigner abréviativement par là un sys-

(1) LEJEUNE-DIRICHLET, Ueber die Stabilitàt des Gleichgewichts (Journal de 
Crelie, t. 22, p. 85; i846). 
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tème dont le potentiel thermodynamique total a une valeur minima 
parmi toutes celles qu'il peut prendre à la même température. 

5. Déplacement de l'équilibre par une variation de tempéra-
ture. — Un système est en équilibre, à une température donnée S, 
lorsqu'il est soumis aux actions A, B, ..L; les variables normales 
α, β, ..., λ, qui, avec la température achèvent de déterminer ce 
système, ont, dans cet état, des valeurs données par les équations 

Off 1 0·1 T, Ôèf τ 
di = 1 dp ' ···' dX * 

Supposons que les actions A, Β, ..., L admettent un potentiel Ω, 
qui sera une fonction de α, β, ..., λ, mais point de & (Chap. I, n° 5) 
et posons, conformément à l'égalité (ι), Φ = $ H- Ω. Les équations 
précédentes pourront s'écrire 

(°) ds~°' dp"
- 0

' ·"' dX °* 

Résolues par rapport à α, β, ..., λ, ces équations deviennent 

α = α(&), β = β(2τ), ..., λ = λ(&). 

A la température (S -h efà), sous l'action des mêmes corps étrangers, 
il s'établira un nouvel état d'équilibre, dans lequel les variables nor-
males qui définissent l'état du système auront les nouvelles valeurs 

«' = *(3)+^ A 

β' = Κ&)+^«Β, 

β' = Κ&)+^«Β, 

Les équations d'équilibre (5), différentiées par rapport à 2r, donnent 
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le système d'équations 

^ΐφ flî φ dx ^2φ ^2φ d\ 
dx d2r dx* d$ âx dp efâr ' ' ' âxdX d3r 

<)2Φ ά3Φ dx ά3Φ d$
 t

 <?2Φ d\
 λ 

5p5 + 5MÏ35 + W te +···+ dpâï35 — («) 
^2 φ 0

3
Φ dx t ()

2
Φ d)> ( <}

2
Φ cDv 

âïâï * dXchdZ + dÛp ifô "+-··:+ -fiT — °-

Multiplions les deux membres de la première de ces equations 

par ^g·» les deux membres de la seconde par les deux membres 

de la dernière par ̂  et ajoutons membre à membre les résultats ob-

tenus: nous obtiendrons l'égalité suivante 

d2Φ dx d$ ά3Φ cfk 
dx dS dX dz <& 

il) 
ό*Φ ( dx\3 ά*Φ /dp\! <22Φ / d).\2 

~<h* \Έ) + dp2 V^y ·,4_ dp" \dï) 
+2Σά

2
 Φ dX d(x 0. 

Dans cette égalité, on doit attribuer au symbole 2 'a 

signification suivante : 
On considère toutes les valeurs, distinctes les unes des autres, de la 

quantité ^ ̂  que l'on peut obtenir en remplaçant [A et ν par 

deux lettres, distinctes les unes des autres, prises dans l'ensemble a, 
β, ..., λ, et l'on fait la somme de toutes ces valeurs distinctes. 

Par hypothèse, les valeurs de α, β
}
 .λ, que définissent les éga-

lités (5), donnent à Φ une valeur minimum parmi toutes celles qu'il 
peut prendre à la température S. Dès lors, si l'on donne à α, β, ..., λ 
ces valeurs, on est assuré que la forme quadratique 

3?°+
 w

b
'
+
-

+ +22éà^mn 
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csl positive, quelles que soient les valeurs, différentes de o, que Ton 
attribue aux quantités a, b, ..., I. 

Il en sera ainsi, en particulier, si l'on fait 

a = -ττ-) b=-£, ···> / = -ïT · 
On a donc 

d? \35/ + dp2 + dX7 VdS/ + 22i d^dà^0./d? \35/ + dp2 + dX7 VdS/ + 22i d^dà^0. 

Cette inégalité, jointe à l'égalité (7), donne l'inégalité 

()2Φ da <)2Φ d$ <?2Φ d\ ^ 
dïdà dà + dFdS dà^'"^ dX~dS tâ <0, 

Posons 

da = £dè, <φ = §Α rfx = ^ifô. 

L'inégalité que nous venons d'obtenir pourra s'énoncer de la ma-
nière suivante. 

La quantité 

d*dS H~ dps +···+ dy fâ 

est de signe contraire à d%. 
Les actions extérieures A, B, ..., L, égales au signe près aux déri-

vées partielles de la fonction Ω par rapport à α, β, ..., λ, sont indé-
pendantes delà température S; on a donc 

d2u d'û daii 
da dS °' dp dS °' ' ' ' ' dX dSr °* 

Dès lors, en vertu de l'égalité (1), le résultat que nous venons d'ob-
tenir peut s'énoncer ainsi : 

La quantité 

(8) ~^
da + Wàsd$+---+Wtedk 

est de signe contraire à d%. 
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En vertu de l'égalité (5 bis) du Chapitre I, la quantité (8) peut 
s'écrire 

- ΕF'(&) (β do. + H α!β -κ..H-dS/dy dy 

En vertu des égalités(3) du même Chapitre, elle devient 

- ̂ y(l^rf« + Rf,rfp+...+ Rx<A). 

La quantité p^y étant assurément positive, on voit que la quantité 

R« de. + Rp cfp +... -4- R> ί/λ 

est de même signe que cfô, ce qui exprime la loi suivante : 

Considérons un système soumis à des actions qui admettent 
un potentiel. Ce système est en équilibre à une température don-
née. Si l'on élève cette température, il s'établit un équilibre diffé-
rent du premier; les variables normales qui caractérisent l'état 
du système subissent certaines variations; si elles subissaient ces 
mêmes variations à température constante, la modification virtuelle 
imposée au système entraînerait une absorption de chaleur. 

Cette loi, entrevue par Lavoisier et Laplace, a été énoncée par 
M. J.-H. Van t' Hoff. 

4. Déplacement isothermique de l'équilibre. — Un système est 
soumis à des actions constantes A, 13, ..., L, et porté à la tempéra-
ture S; il prend un certain état d'équilibre stable rendant minimum 
le potentiel thermodynamique sous les actions constantes A, 13, ..., L. 
Les variables normales α, β, ..., λ ont des valeurs définies en fonc-
tions de À, Β, ..., L, Sr, par les équations 

^9) da~~A' dî ' 

Laissons à la température la valeur S et donnons aux actions A, 
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B, ..L, de nouvelles valeurs, voisines des précédentes, (A4- dA), 
(B 4- dB), ..(L 4- c?L); le système prendra un nouvel état d'équi-
libre défini par des valeurs (a 4- da), (β 4- d$), ..(λ4- dk) des 
variables normales α, β, ..λ, en posant pour abréger 

da=Pk dK+m dB +· · +dx/dL dL, 

d$ ~ Isdk + Ib rfB +· ·-+ Ë dL' 

dl = ~dA + ^dB+...+ ^-dh. 

Les égalités (9), différentiées, nous donneront 

~<v da + +· · ·+ 5ί5λΛ - rfA' 

àfài ψ dP+--+ rfpî^-^B, 

5D;ifa"t"SnaiiP+···"1" 55?dy =dL 

Multiplions la première de ces égalités par da, la seconde par 
d$, ..la dernière par dk, et ajoutons membre à membre les résul-
tats obtenus; nous trouvons 

d2f / dxaW + w (4)" + · · ·+ y? (<&)*+ 2^ jÂ, dpd, 
(10) 

= dA da 4- f/B ί/β 4-... 4- dh dk. 

Proposons-nous de déterminer le signe du premier membre de l'é-
galité (10). 

Considérons le potentiel thermodynamique sous les actions con-
stantes A, B, ..L. 

(11) . Φ = ^(α, β, ..., λ, ^) —(Αα 4-Ββ 4-. · .4-LX). 
Journ, de Math. (4e série), tome X. — Fasc. III, 1894. 35 
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Par hypothèse, les valeurs de α, β, ..λ, que définissent les éga-
lités (9), font prendre à ce potentiel une valeur minima parmi toutes 
celles qu'il peut prendre à la température Si donc on donne à a, 
β, ..λ ces valeurs, la forme quadratique 

Wa +
W

b +···+7>?1+ *2 wn 

sera positive quelles que soient les valeurs non nulles attribuées aux 
quantités a, b, ..l\ elle le sera, en particulier, si l'on pose 

a = da.
y
 b = οίβ, ..l=cH. 

On aura donc 

Jfcï (da) + (^) + · · ·Η- (^O" C^TcT,
 ( 1

 > °· 

Mais les actions Α, Β, ..., L, qui figurent dans l'expression (11) 
de Φ, étant des constantes, on a 

<)2Φ d2É ά2Φ d2$ <?2Φ d2$ ά2Φ ΰ2§ 
άζ2~ό*' άβ* ~ <?β2' ' ~ύϊ2 ~ dî2' d'i7(h~df(F> 

et, par conséquent, 

ji w+0 w ■+ · · · ■+ a? w+» Σ S ̂
 Λ

 > °· 

L'égalité (10) nous conduit donc à l'inégalité 

dA dv. -4— ί/β ί/β + ·. · ~H d\a (Th 0, 

qui exprime la proposition suivante : 

Un système est en équilibre, à une température donnée, sous 
certaines actions extérieures; à ces actions extérieures, on ajoute 
certaines actions perturbatrices infiniment petites, la température 
demeurant la même ; l'équilibre primitif est troublé, et un nouvel 
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état d'équilibre s'établit; dans le passage de l'ancien état d'équi-
libre au nouveau, les actions perturbatrices effectuent toujours un 
travail positif. 

Un cas particulier de cette loi avait été énoncé par M. H. Le Cha-
telier. 

5. Stabilité isenlropique de l'équilibre. — On nomme, d'après 
M. Gibbs, modification isenlropique une modification durant laquelle 
l'entropie du système demeure invariable; dans une semblable modi-
fication, les variations du, ..., βίλ, d'à des variables normales 
sont liées par la relation 

(>2) + d* — °· 

Les modifications isentropiques sont intéressantes à considérer en 
ce que si le système qui décrit une modification isenlropique est à 
chaque instant en équilibre sous l'action des corps extérieurs, la modi-
fication isentropique qu'il décrit est ce que nous avons nommé une 
modification adiabatique réversible; réciproquement, toute modifi-
cation adiabatique réversible est isentropique. 

Imaginons un système soumis à des actions extérieures qui admet-
tent un potentiel Ω, et supposons ce système en équilibre. Nous 
avons 

d(,f h- fi) d(,?4-n) _
 %

 d(etf-f-a) 
d« ~°' d3 "~0' dX ~~0, 

Ces égalités peuvent encore s'écrire 

E ί(Γ E Ew dp + °' 

E ί(Γ E Ew dp + °' (.3) 

E dX EF(^dX+dX ' 
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Joignons-y L'identité 

dU/dv - F(v) dS/dv =0 

qui peut encore s'écrire, puisque Ω peut toujours être pris indépen-
dant de 3", 

(.3 6«) E^-EF(S)|
 +
 | = o. 

Multiplions les deux membres de la première égalité (i3) par dct, 
les deux membres de la seconde par les deux membres de la 
dernière par dX, les deux membres de l'égalité (i3 bis) par cfô, dct, 
ί£β, <A, dS définissant une modification isentropique ; ajoutons 
membre à membre les résultats obtenus en tenant compte de l'éga-
lité (12) et nous trouverons 

(ι4) <£(Εϋ + Ω) = ο. 

Ainsi toute modification isentropique imposée à un système à 
partir d'un état d'équilibre vérifie l'égalité (i4)j du reste, cette 
égalité exprime simplement que la modification considérée est adia-
batique. 

Reprenons l'égalité générale [(Chap. II, égalité (11)], 

di — ~ dx + d£l — — d% 4- /«dtx. 4-/p d$ -h ... 4-/j. cTh. 

Elle peut s'écrire 

E d
*
 +

 %
 d

$
 +·· ·+ 31dy) 

- ef(S) (| d* +1 4+... +1 a) + da 

— — dît 4- f
a
 dn -h /p d$ 4- ... -4- fi dX 

et l'identité 

dU/dv - F(v) dS/dv =0 
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permet de la transformer en 

d(EU ■+■ Ω) — EF(£)dS = — d& 4- /
a
da 4·/pdf 4-...4-f\cVk. 

Pour une modification isentropique, celte égalité se réduit à 

(i5) d(EU 4* Ω) =— 4- fa,dcL 4-fydfi 4-.. ·4-fy fy 

La quantité 
A fxdk 

ne pouvant jamais être positive, on peut, à partir des égalités (i4) 
et (i5), construire une démonstration semblable à celle de Lejeune-
Dirichlet, et obtenir le théorème suivant : 

L'équilibre d'un système est assurément stable pour toutes les 
modifications isentropiques que l'on peut lui imposer si la quantité 
(EU 4- Ω) a une valeur minima parmi toutes celles qu'elle peut 
prendre sans changement de valeur de l'entropie. 

Ce théorème a été énoncé par M. J.-W. Gibbs. On peut dire avec 
lui que si la quantité (^4-Ω) est le potentiel thermodynamique à 
température constante, la quantité (EU 4- Ω) est le potentiel ther-
modynamique à entropie constante. 

Considérons un système en équilibre. Si l'équilibre de ce système 
est stable pour toutes les modifications isothermiques qu'on peut lui 
imposer, est-il stable aussi pour toutes les modifications isentropi-
ques? En d'autres termes, s'il est stable lorsqu'on suppose le système 
entouré de sources de chaleur qui en maintiennent la température 
constante, est-il encore stable lorsqu'on suppose le système entouré 
d'une enceinte imperméable à la chaleur? 

Pour répondre à cette question, il nous faut invoquer un postulat 
fondamental, que nous nommerons Postulat d'Helmholtz, M. H. von 
Helmholtz étant le seul physicien, à notre connaissance, qui l'ait 
explicitement énoncé ('). Ce postulat est le suivant : 

(L) H. von Helmroltz, Zur Thermodynamik chemischer Vorgànge. I. 

(Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1882, Ier semestre, p. 12 et 19). 
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Postulât d'Helmholtz. — Lorsqu'un système est rapporté à des 
variables normales, la capacité calorifique de ce système est posi-
tive . 

Ce postulat s'exprime par l'inégalité 

(16) C>o, 

que les égalités 

C = ÔE' 

C = F(&)fj, 

r
_F(S)F"(2r )d$ F(2r) d-§ 

E F'(v)2Λ EF'(Sr)dv2 

permettent d'écrire sous l'une quelconque des trois formes 

au. 
ϊ§>°> 

( ι G bis) as. 
λ>°-

F"(Sr) d§ d*-3 . 
F'(Sr) d3r aS2^0' 

Il faut bien observer que ce postulat pourrait cesser d'être conforme 
à l'expérience si le système n'était pas défini par des variables nor-
males; c'est ainsi que la capacité calorifique de la vapeur d'eau sous 
tension de vapeur saturée est négative. Cette remarque montre en 
outre que le postulat qui précède, pour naturel qu'il paraisse, n'est ni 
évident, ni nécessaire. 

Ce postulat admis, nous allons montrer que la stabilité isothermique 
de l'équilibre entraîne la stabilité isentropique. 

Conservons le symbole d pour désigner les variations isentropi-
ques et servons-nous du symbole 8 pour désigner les variations iso-
thermiques. La proposition à démontrer se ramène évidemment à 
celle-ci : Sachant que, pour un système en équilibre, on a 

(17) δ2(^Η-Ω)>ο, 
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démontrer que Von a 

(18) g?2(EU + Ω) >o. 

L'inégalité (17) peut s'écrire plus explicitement 

d2(F+s)/dx2 (sa)2 
(17 bis) 

+
 ̂ (

5λ)2+22
^)8,8ν>ο. 

Dans une modification isothermique, les quantités δα, δβ, .δλ 
sont absolument arbitraires; l'inégalité précédente (17 bis) aura donc 
encore lieu si l'on remplace δα, δβ, ..., δλ par les variations dct, 
dB..., dXj qui correspondent à .une modification isentropique. Nous 
aurons par conséquent, pour toute modification isentropique, 

02 f+s/dx2 da2 
('<>) 

d~(■+■ Ω ) t -t- \ 2 d*{§ -f- u) , » ^d~(■+■ Ω ) t -t- \ 2 d*{§ -f- u) , » ^ 

D'autre part, l'identité 

(12) — «a +... + αλ + — α2τ = o, 

qui définit une modification isentropique, donne par differentiation 

_ (
ώ

). +. . . + _ ( rfX)- +
 2 2 j-y A 

(2θ) H—r— d'α H-.. H—77 d2\ 

+ Lp^dz+... + 2^cfo + ̂ tâ)d'3+l§-d*$ = o. 

Ajoutons membre à membre l'inégalité (19) et l'égalité (20), cette 
dernière ayant été au préalable multipliée par Ε F(3r) ; tenons compte, 
en outre, de l'identité 

(21) i+.EF(&)S = EU, 
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et nous obtiendrons l'inégalité 

e>apû
w+

... 

+ EF<a)(2 rfa+· ■·+2 ira» Λ+ 5P d*)>® 

(22) + EF (a)(^rf»«+...+ |^x) 

+ EF<a)(2 rfa+· ■·+2 ira» Λ+ 5P d*)>® 

+ EF(S)2| d>ï>o. 

Mais le système étant en équilibre, on a 

d(<?4-i2) __ ^ ^(3+Ω)_λ 

~~Tx ···' dï 

et, par consequent, 

d(i.+ a) d'à +.. ■+ +
 0) <Ρλ = o, 

ce qui, en vertu de l'identité (21), peut s'écrire 

d(EV + a)
d
,a+_ ri(El)->-a)^

x 

= ΕF(&)(|rf»>+...+ § *λ). 

Moyennant cette égalité, l'inégalité (22) devient 

d' EU+s/dx2 

+ w+
9 Σ ̂  4* * 

(23) rf(EU4-a)rf3it d(EU + a) 

+ EF

(
s

)(
2
â

rfK+

-"
+2
^

rf>

"
1
"^^)

rf& 

H-EF(&)grf»a>0. 
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L'identité 

§=F(*)| 
peut s'écrire, en observant que Ω est indépendant de S, 

EF(S)^|efâ= d(E",+ a) <fô. 

Dilîérentiée, elle donne 

Ε F' (â) ^ (<fô)> + EF(&)^rfaèΕ F' (â) ^ (<fô)> + EF(&)^rfaè 

+ Ε F' (â) ̂  (<fô)> + EF(&)^rfaè 

= Γ^Ευ+Ω)(/ da +..; 

+
 ίί®^£) Λ

 + Λ +
] + ̂ tii) * s. 

Comparée à l'inégalité (23), cette égalité nous permet d'écrire 

*(1%,+û)w+.·· 

+
 ίί^(

Λ)
.
+ 92

ί^^Λ 

Γ d*(EU -ι- Ω) j 
+ dx dv da +.. 

+ d'(EU + 0) ίΓλ + «y(EU +n) rfç,l rf& / dy dv dv2 
(24) 

+ d EU + s/dx d2 a+ 

+ ?
(E

"X
+Q)

 rf>X +
 d(E

^J
t
~

a)
 tf

2
S 

+ EFKSd»+---+a35<ft)'® 

-EF'(â)|(rf&)2>o. 

L'identité 

£=*<»>£· 
Journ. de Math. (4e série), tome X, — Fasc. III, 1894. ^6 
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que l'on peut écrire 

dEU+s/dv = EF(v) dS/dv 

donne les identités 

ÎÎ™+H>=EF(&)^. 

(25) 

dldï — ^WdXdSrdldï — ^WdXdSr 

Moyennant ces égalités (20), l'inégalité (24) devient 

*(Ε£·+η) (<*«)'+·· + —E^+Q) (dxy + (<»)= 

+ 21 fr»+s du dv 

+ 2 *(Ε£·+η) (<*«)'+·· + —E^+Q) (dxy + (<»)= 

+
 diEU + a,

 d>x +
 _

+
 diEU + β} ̂

 + ̂  m 

— EF'(â) (<BY > ο, 

ou bien 
*(EU + Q) - Ε çg| C(d*y > 0. 

Les quantitésE, F(â), F'(S)
5
 sont essentiellement positives; d'après 

le postulat d'Helmholtz, il en est de même de la quantité G; l'inéga-
lité précédente exige donc que l'on ait 

da(EU H- Ω) > o. 

C'est l'inégalité (18) que nous voulions démontrer. 

6. Déplacement isentropique de l'équilibre. — Prenons un sys-
tème en équilibre stable, pour les modifications isothermiques, sous 
les actions constantes A, Β, ..L. La quantité 

Φ==^(#,β, ..λ, — (Αα -+- Ββ -κ.. ·+"Ελ), 
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dans laquelle les quantités -A, B, ..., L sont indépendantes des va-
riables α, β, ..., λ, a une valeur minima parmi celles qu'elle peut 
prendre à la même température θ. On a donc, en premier lieu, 

( ) da A — 0> ·"» dl 1 

en second lieu, 

(27) ^ 0)a+·. ·+S (
δλ

^
+2

 Σ |r| ν
1sv > o. 

Cette dernière inégalité a lieu quelles que soient les valeurs non 
toutes nulles de δα, δβ, ..δλ. 

Donnons aux actions A, Β, ..L des variations infiniment petites 
dK

)
 dB, ..., dL, tandis que le système ne peut échanger de chaleur 

avec l'extérieur. Le système éprouvera une modification isentropique 
et parviendra à un nouvel état d'équilibre. Dans cet état, les variables 
normales qui définissent le système auront les nouvelles valeurs 

ol h— d&) ..X -t- cCh) S* -f- d'à. 

La modification étant isentropique, on devra avoir l'égalité 

dS/dx da+...+^ dl + ̂ dà-o, 

que l'identité 
EF'(S)S= - df/dv 

permet de transformer en 

( ) dtfà d\te fà* F'(3r) dS °* 

D'autre part, les égalités (26) donnent, par différentiation, 

d2F/da2do. + ...+ d'à - dk, 

(2!>) 
d2F/dy dxΛ+...+ £? =dL. 
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Multiplions la première des égalités (29) pari/a, la dernière 
par et ajoutons membre à membre les résultats obtenus; nous 
trouvons 

"37 ( ) +···+3χ5(<,ίλ) +ai3iTdirftlrfv 

+(êdï dx+---+wkdx)dè 

= dA dx +.. .·+· dhcTK, 

égalité que la relation (28) transforme en 

y (dot)2
 4-... + (dX)

2
 + 2^ ̂  dy. dy 

_ - ûiîi dl~\ (dSY_ - ûiîi dl~\ (dSY 

— dA doc +..« -H c?L cTh) 
ou bien en 

dA dcc + · · · "H d\j d\ 

(3o) = EF' F(3") àz2 ( ' +···F(3") àz2 ( ' +··· 

+ d2F/dy2 (dy)2 + 2 d2F/dudv du dv 

L'inégalité (27) ayant lieu quels que soient δα, δβ, ..., doit avoir 
lieu si l'on fait 

δα = rfa, ..., δλ = (Tk. 
On a donc 

y (da)2 +...+ yt (diy + 2]^~ dpdv > o. 

D'autre part, le postulat d'Helmholtz donne 

W c (d$y > 0. 

On a donc 

(3i) dAdondhdX^> o. 
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Cette inégalité (3i) équivaut au théorème suivant : 

Un système est en équilibre sous certaines actions extérieures ; il 
ne peut éprouver que des modifications isenlropiques; on ajoute 
aux actions extérieures des actions perturbatrices infiniment pe-
tites; le système parvient à un nouvel état d'équilibre; dans le 
passage de l'ancien état d'équilibre au nouveau, les actions per-
turbatrices effectuent toujours un travail positif. 

Ce principe du déplacement isentropique de l'équilibre est utile 
dans la discussion de certains problèmes relatifs à la détente des 
vapeurs. 

7. La chaleur spécifique sous actions constantes. — Imaginons 
un système maintenu en équilibre par des actions extérieures con-
stantes A, B, ..L. Il passe d'un état défini par des valeurs α, β,..., 
X, S, des variables normales, à un nouvel état défini par des valeurs 
(α + Da), (β-h Dp), (X + DX), (S-i-DS) des variables nor-
males. 

Les équations d'équilibre 

dF dF â% °' dl 0 

donnent par differentiation 

d** dzàl d*dï d** dzàl d*dï 

(32) 

^
Da+

...
+
 ^DX

+
^DS = o. 

Ces égalités nous donnent pour Da, D(3, ..DX des valeurs pro-
portionnelles à D3, les coefficients de proportionnalité dépendant des 
variables α, β, ..X, S. . 

Il en résulte que la quantité de chaleur absorbée dans la modifica-
tion Drécédente, 

R
a
DaRxDX +CDS, 

peut s'écrire TDSr, Γ étant une fonction de α, β, ..X, Sr. 
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Γ est ce que nous nommerons la capacité calorifique sous les actions 
constantes A, B, L. C'est la capacité calorifique relative au sys-
tème de variables (') non normal A, B, ..., L, S. 

On a donc, par définition, 

(Γ — C) DS = R
a
 D<x +... H- R> DX, 

ou bien [Chap. I, égalités (7 bis)], 

(33) g(D«)-+...+ g(Diy+a2isD|»D» 

Mais des égalités (3a), on déduit aisément l'égalité 

g(D«)-+...+ g(Diy
+a

2isD|»D» 

g(D«)-+...+ g(Diy+a2isD|»D» 

Cette égalité, comparée à l'égalité (33), donne 

(Γ — C) (D3·)2 

(34) 
g(D«)-+...+ g(Diy+a2isD|»D»g(D«)-+...+ g(Diy+a2isD|»D» 

Si le système est en équilibre stable lorsque les actions extérieures 
A, B, ..., L sont maintenues constantes, la quantité 

g(D«)-+...+ g(Diy+a2isD|»D» 

est, comme nous l'avons vu au n° 4, positive quels que soient oa, 
δβ, ..., Si. L'égalité (34) nous donne donc l'inégalité 

r-C>o. 

('),Au sujet de ce système de variables, voir notre Mémoire sur tes équa-
tions générales de la Thermodynamique, Chap. V ( Annales de VÊcole Nor-
male, 3e série, t. VII, 1891). 
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Par conséquent, si un système est en équilibre stable lorsqu'on 
maintient constantes les actions extérieures qui le sollicitent, sa 
capacité calorifique est plus grande lorsqu'on maintient constantes 
les actions A, B, ..., L, que lorsqu'on maintient constantes les va-
riables normales a, β,..X. 

Imaginons que Ton veuille imposer aux variables α, β, ..λ les 
variations D«, D(3, DX, la température S étant maintenue con-
stante. Il faudra adjoindre aux actions extérieures A, Β, ..., L des 
actions perturbatrices SA, SB, ..., 8L. On aurait, d'après l'éga-
lité (10), 

SADa+.-.+ SLDX 
(35) 

= g(D«)-+...+ g(Diy+a2isD|»D» 

Imaginons que l'on veuille imposer aux variables α, β, ..., λ les 
mêmes variations Da, .DXpar une modification isen tropique ; la 
température variera alors d'une quantité^ définie par l'égalité 

(36) |Dà + ...+ «DX+|da=o. 

Pour accomplir cette transformation isentropique, on devra ad-
joindre aux actions extérieures des actions perturbatrices dA,dB,..., 
dL, et l'on aura, d'après l'égalité (3o), 

dA Dot -i-... -h dL DX 

(37) ~ T7irLW + +··4 

+ d2F/dy2 (DY)2 + 2 E d2F/dudv Dv Du 

Les égalités (34), (35), (37) donnent 

EF'/F(v)(Γ - C)(DS)! = SADa +... + SL DX, 

EF'/F(v)C(<fâ)» =(dA - SA)Da +...+ (dh - 8L)D1. 
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On déduit de là 

Κ™) ~(Γ~ \dï) = (rfA-ÔA.)Da-t-... + (rfL-8L)DX' 

Cette relation, où DS vérifie les égalités (32) etcfô l'égalité (36), 
est la généralisation de celle par laquelle Laplace a expliqué l'expé-
rience de Desormes et Clément. 

CONCLUSION. 

Les physiciens qui ont traité de la Thermodynamique ont placé 
cette science, vis-à-vis de la Dynamique, dans deux positions dis-
tinctes. 

Les fondateurs de la Thermodynamique ont presque tous incliné à 
faire de cette science une application de la Dynamique ; regardant la 
chaleur comme un mouvement très petit et très rapide des particules 
qui constituent les corps, la température comme la force vive moyenne 
de ce mouvement, les changements d'état physique comme des mo-
difications dans les éléments caractéristiques de ce mouvement, ils ont 
tenté de déduire les théorèmes de la Thermodynamique des théo-
rèmes de la Mécanique rationnelle ; leurs tentatives ont été aisément 
couronnées de succès dans le domaine du principe de la conservation 
de l'énergie ; elles ont été moins heureuses lorsqu'elles ont abordé le 
principe de Carnot; malgré les essais audacieux de Clausius, de 
M. Boltzmann et de M. H. von Helmholtz, le principe de Carnot n'a 
pu, jusqu'ici, être déduit d'une manière pleinement satisfaisante des 
propositions de la Dynamique. ' 

Beaucoup de physiciens ont cherché à rendre la Thermodynamique 
indépendante de toute hypothèse sur la nature de la chaleur; ils ont 
essayé de l'établir non sur des théorèmes empruntés à la Mécanique 
rationnelle, mais sur des principes qui lui soient propres; Clausius 
avait déjà été guidé, dans la rédaction de ses plus beaux Mémoires, 
par le désir de faire de la Thermodynamique une science indépen-
dante; G. Kirchhoff, comme en témoignent ses Leçons récemment 
publiées, avait montré, dans son enseignement, que ce désir pouvait 
être réalisé; élève de G. Kirchhoff, M. G. Lippmann a préconisé en 
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France cette tendance qui domine, aujourd'hui, dans l'enseignement 
de nos Facultés. 

Nous avons essayé, dans le présent travail, d'indiquer une troisième 
position de la Dynamique par rapport à la Thermodynamique; nous 
avons fait de la Dynamique un cas particulier de la Thermodyna-
mique, ou plutôt, nous avons constitué, sous le nom de Thermodyna-
mique, une science qui embrasse dans des principes communs tous 
les changements d'état des corps, aussi bien les changements de lieu 
que les changements de qualités physiques. 

Les principes de cette science sont les lois Jexpérimentales que Sadi 
Carnot, Mayer, Joule, Glausius, W. Thomson, Helmholtz ont établies 
ou éclaircies. Sa mise en équations, ébauchée par Clausius, perfec-
tionnée par Massieu, Gibbs et Helmholtz, nous ramène à une forme 
analytique semblable à celle que Lagrange a donnée à la Mécanique; 
ainsi se trouve maintenue, au travers des évolutions de la Science, 
cette continuité de tradition qui en assure le progrès. 

Il nous semble qu'une conclusion générale se dégage de cette étude : 
si la science des mouvements cesse d'être, dans l'ordre logique, la 
première des Sciences physiques, pour devenir seulement un cas par-
ticuler d'une science plus générale embrassant dans ses formules toutes 
les modifications des corps, la tentation sera moindre, pensons-nous, 
de ramener l'étude de tous les phénomènes physiques à l'étude du 
mouvement; on comprendra mieux que le changement de lieu dans 
l'espace n'est pas une modification plus simple que le changement de 
température ou de quelque autre qualité physique; on fuira dès lors 
plus volontiers ce qui a été jusqu'ici le plus dangereux écueil de la 
Physique théorique, la recherche d'une explication mécanique de 
l'Univers. 
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