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SUB LE SOUS-DISCRIMINANT. 129 

Sur le sous-discriminant (ou covariant biquadratique lié à 

l'avant-dernier terme de l'équation aux carrés des diffé-

rences) ; 

PAR M. R. PERRIN. 

1. Soient U la forme binaire générale d'ordre Λ, et Y = ο l'équation 
aux carrés des différences des racines de U. On sait que chacun des 
coefficients de Y est la source d'un certain covariant de U. Le degré 

de Y étant m = n(n~1\ [\ existe ainsi m covariants liés respective-

ment au second, au troisième, etc., au dernier terme de Y; le dernier 
se réduit d'ailleurs, comme on sait, au discriminant de U, et le pre-
mier au hessien. Je me propose, dans le présent travail, d'étudier en 
particulier celui de ces covariants de U qui est lié à Y avant-dernier 
terme de Y, et que je désignerai par ce motif sous le nom de sous-
discriminant de la forme binaire : après avoir établi d'une manière 
générale les propriétés de ce covariant, j'indiquerai une méthode spé-
ciale pour le calculer en partant du discriminant supposé connu, et 
pour trouver rapidement son expression en fonction des covariants 
simples, pourvu que l'on connaisse la chaîne des syzygies qui relient 
le discriminant lui-même aux η — ι covariants principaux (associés à 
la forme). Je ferai l'application de cette méthode aux formes binaires 
des troisième, quatrième, cinquième et sixième ordres, en insistant 
plus spécialement sur le cas de la forme du cinquième ordre, où la 
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considération du sous-discriminant conduit, comme on le verra, à 
plusieurs conséquences nouvelles et intéressantes. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU SOUS-DISCRIMINANT. 

2. Le sous-discriminant de la forme binaire d'ordre η est un 
covariani du quatrième ordre par rapport aux variables, el du 
degré 2(n — i) par rapport aux coefficients de la forme. 

Cette propriété découle immédiatement de la proposition suivante, 
facile à établir : 

Le covariani lié au ρ -H iième terme de l'équation aux carrés des 
différences des racines de la forme d'ordre n, est de degré 2 ρ par 
rapport aux coefficients de la forme, et d'ordre 2p(n — 2) par 
rapport aux variables, si p<n — 1; de degré 2(11 — 1) et d'ordre 
4(m — ρ), sip^n — 1. 

En effet, la source de ce covariant étant la somme des produits ρ 
à ρ des m carrés des différences des racines, l'une quelconque des 
racines figure, dans l'un au moins des produits, au degré 2p, si 
pSn — 1, et au degré 2(η — 1), sip>n — 1, comme combinée par 
différence avec chacune des η — ι autres racines; d'après un théorème 
connu, le degré par rapport aux coefficients de la forme est donc 
aussi 2ρ ou 2(η — 1). Le poids de la même expression est d'ailleurs 
évidemment dans tous les cas 2 p. Mais l'ordre du covariant d'une 
forme de degré n, dont la source est de degré S et de poids ττ, est 
fourni, comme on sait, par la formule n8 — 2π; ce qui conduit à la 
proposition énoncée ci-dessus. 

Ainsi, dans l'équation aux carrés des différences, l'ordre des cova-
riants liés aux termes successifs commence par croître de 2(n — 2), 
en partant du premier terme dont le coefficient est l'unité, et du 
second dont le coefficient est la source du covariant hessien, jusqu'au 
terme de rang n pour lequel l'ordre du covariant atteint sa valeur 
maxima 2(/ι — 1) (n — 2) ; l'ordre décroît ensuite par 4 unités jusqu'à 
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l'avant-dernier terme ( de rang m) qui fournit le sous-discrimmant, 
covariant biquadratique, et au dernier qui fournit le discriminant, in-
variant de la forme. 

Il est donc possible,* étant donnée une forme binaire d'ordre quel-
conque, de la transformer par substitution linéaire, par la résolution 
d'une seule équation du quatrième degré, de manière à annuler la 
somme des inverses des carrés des différences de ses racines. 

5. Si une forme binaire admet un facteur carré et un seul, le 
sous-discriminant de cette forme se réduit à la quatrième puis-
sance de ce facteur. 

En effet dans ce cas le discriminant est nul, l'équation aux carrés 
des différences a une racine nulle. Effectuons une transformation li-
néaire en prenant pour nouvel y un des facteurs linéaires du sous-
discriminant : la source de ce covariant devra s'annuler, l'avant-der-
nier terme de l'équation aux carrés des différences disparaîtra comme 
le dernier ; cette équation aura donc deux racines nulles, ce qui est 
incompatible avec l'hypothèse d'un seul facteur carré dans la forme 
binaire. La transformation linéaire considérée est donc impossible : ce 
qui exige que tout facteur clu sous-discriminant soit aussi un facteur 
de la forme. Mais, par raison de symétrie, si un facteur simple de la 
forme est un facteur du sous-discriminant, il faut qu'il en soit de 
même de tout autre facteur simple : ce qui est évidemment impossible 
pour η > 6. Donc enfin le facteur double de la forme est le seul fac-
teur du sous-discriminant, et il y entre à la quatrième puissance. 

Nous vérifierons directement qu'il en est bien ainsi pour n = 3, 
4 et 5. 

4. Si une forme binaire admet un facteur triple, quadruple, etc., 
ou au moins deux facteurs carrés, le sous-discriminant s'évanouit 
identiquement. 

En effet, dans ces divers cas, l'équation aux carrés des différences 
admet au moins deux racines nulles, et le coefficient de son avant-
dernier terme doit rester constamment nul, de quelque manière qu'on 
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transforme linéairement les variables. Le sous-discriminant devrait 
donc rester constamment divisible par y, ce qui revient à dire qu'il 
est identiquement nul. 

5. Le sous-discriminant s'exprime, en fonction des racines a,, 
a2, ..., 0L

n
de la forme binaire, par la formule 

(0 w = 2,S%(x-*ryy(x-*
s
yy, 

ou $
rs
 désigne le produit des m — ι différences de racines autres 

que a
r
 — a,, et où le signe de sommation s'applique à toutes les 

combinaisons possibles de valeurs, depuis ι jusqu'à η, données 
à r et s. 

En effet l'expression (i) représente bien un covariant, puisque 
toutes les racines α y figurent au même degré 2(η — 1). Ce covariant 
est du quatrième ordre, et sa source (coefficient de x*) se réduit bien 

*2 Ksi coefficient de l'avant-dernier terme de l'équation aux carrés 
r, s 

des différences ; c'est donc bien le sous-discriminant. 
L'expression (1) rend évidentes les propriétés précédemment dé-

montrées. pour le sous-discriminant. Si α, = a
2
 par exemple, tous 

les δ autres que δ
12

 s'annulent comme renfermant α, — a
2

, et w se ré-
duit à £j2(a? — ̂ yY'i si la forme admet un facteur triple ou plus 
d'un facteur double, tous les δ s'annulent, et il en est de même de «p. 

MÉTHODE POUR CALCULER LE SOUS-DISCRIMINANT. 

6. J'ai montré ailleurs (*) que si l'on applique à un péninvariant 
relatif à la forme binaire (a

0
, a

{
,..., a

n
) (x, y)n l'opérateur 

(2 ) ζ„ = an — -f- —j—j~ -j -(-... —j—r- a~ j h..., 

(*) Comptes rendus, t. CVI, p. 1131 ; 1888. 
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le résultat est un péninvariant de la forme. Cet opérateur ne modifie 
pas le degré, mais diminue de ρ le poidi du péninvariant ; il augmente 
donc de ip l'ordre (par rapport aux variables) du covariant corres-
pondant. 

Ceci rappelé, je vais étâblir le théorème suivant : 

Si Δ est le discriminant d'une forme binaire, ζ2(Δ) est (à un 
fadeur numérique près) la source de son sous-discriminant. 

Désignons en effet par A0, A,, ..., ΑΛ les coefficients de la forme 
binaire écrite sans les coefficients binomiaux, de telle sorte que 

A?~ q\n-q\ a 

par α, β, γ, ..., ε les racines de la forme. L'opérateur ζ2, rapporté aux 
coefficients A, devient 

η = κ—l 

(3) K, = j 2 (n-q + i)(n-g)A^,d/dAq+1 
<7 = 1 

D'autre part, on a (voir SALMON, Algèbre supérieure) 

dA/dAq= a ΑΓ'2^(β - γ)«(ρ - Sy.. .(8 - ε)» 
(4) 

Χ [(α - β)(α-γ)...(α —ε)-+-(α-β)(> —8)...], 

où le signe^ s'applique, pour les diverses racines telles que a, au 

produit des carrés de toutes les différences où n'entre pas a, par la 
somme des produits n — 2 à 11 — 2 des différences où entre a. Si donc 
nous désignons par P

a
 l'inverse du produit des carrés de toutes les 

différences de racines où entre la racine a, et par Q
a
 la somme des pro-

duits n — 1 kn — 2 de ces.mêmes différences, nous pourrons écrire 
ainsi la formule (4) 

(5) £ =2A/A0 an-q PaQa 
Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. II, 1894.18 
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et l'application de la formule (3) nous donnera 

^<Δ)= r,2p«Q« 
(6) χ [n(n — ι)αΜ~2Α0

 + (/ι — ι)(η — 2)a"~3A, + ... 
-b(n — q)(n — q — i) a*-*-2 A

7
 + ...-t- 2.τ A

n
_,]. 

Mais si S
e
,9 désigne la somme des produits q à q, des racines autres 

que a, on a généralement 

A q —( i)' A
0
(^

a>
y 4- Οίδ

α|
^_

4
 ). 

Remplaçant Aq par cette valeur dans la formule (6) et ordonnant 
par rapport aux puissances de a, il vient 

ζ
2
 (Δ) = 2Δ ̂ P«Q

a
[(n - ι) an"2 - (n-i) a"-8 S

a>
, 

-h- ( η - 3) a"-4 S
a

, ο -... + ( - ι)"-2 S«,
 rt

_
2
 J. 

Mais il est facile de voir que, si l'on développe Q
a
 suivant les puis-

sances de a, on obtient précisément l'expression écrite ci-dessus entre 
parenthèses dans le second membre; de sorte qu'on peut écrire sim-
plement 

(7) ζ.(Δ) = aA^P.QÎ· 

Formons maintenant directement le carré de Q
a

, défini comme la 
somme des produits η — ι à η — ι des η — ι différences où figure a. 
Ce carré se composera évidemment de deux parties : 

i° La somme des produits η — ι à η — ι des carrés de ces η — ι 
différences ; 

2° La double somme de tous les produits obtenus en multipliant 
entre eux η — 3 de ces mêmes carrés, et les multipliant encore par les 
deux différences non employées. 

Par conséquent, PaQ« se composera de la somme des inverses des 
carrés des différences de racines où entre a, plus deux fois la somme 
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des inverses des produits deux à deux de ces mêmes différences; 
savoir . 

P(XQ«~" | (α-β)8 + (α —γ)2 («-ε)2 

+2 L(a — P) (« — γ) + (.a — β) (a —δ) 

+ (α_^)'(α-δ)+···]1· 

Formons enfin ^P«Qj. Il est clair que dans cette somme chacune 

des quantités telles que ^ figurera deux fois, comme provenant 

de PaQ« et de PpQjr, quant aux quantités telles que1/a-B a-y 

nous pouvons les associer ensemble trois par trois, pour former des 
groupes tels que 

I I I 

(β — β)(* —γ) + (β —«HP — τ) (γ — «)(γ — β)> 

chaque élément d'un tel groupe étant fourni par trois termes distincts, 
savoir : par PaQ«5 PpQjn PyQ?· Mais il est facile de vérifier que cha-
cun de ces groupes est identiquement nul. Toutes les quantités telles 
que ça _ disparaissent donc du résultat, et il vient simple-

ment 

2
P

«Q« -
2
 [(DRPY +

 +

 (T=T?
 +

" 1 

et, par suite, (y) devient 

C2(A) = 4A E 1/a-B 

c'est-à-dire, enfin, 

(8) ζ
2
(Λ) = 4ΑΓ2Π^„ 

n
m

_, étant la somme des produits m — ι à m — ι des carrés des diffé-
rences des racines : ce qui démontre le théorème. 
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Si A est exprimé au moyen des coefficients de la forme écrite avec 
les coefficients binomiaux, l'opérateur ζ2 doit être pris sous la forme (2), 
et il s'introduit un coefficient numérique que l'on trouve facilement 
être égal à jiin. Autrement dit, le dernier terme de l'équation aux car-
rés des différences étant supposé (— n)nA, le coefficient de l'avant-der-
nier terme sera — {( — nnA\ où 

(9) Α' = ζ
1
(Α)=(β.^+3β

1
^

 +
 6β,^+ιοβ,^-

ι
+...) A 

Le théorème qui vient d'être démontré fournit immédiatement 
l'expression de la source du sous-discriminant en fonction des coeffi-
cients de la forme, si l'on connaît celle du discriminant; et la source 
du covariant une fois connue, le covariant tout entier est aisément cal-
culable. 

Mais on peut aussi utiliser ce théorème pour obtenir l'expression du 
sous-discriminant en fonction des covariants distincts qui appartien-
nent à la forme, pourvu que l'on connaisse une chaîne de syzygies re-
liant le discriminant aux covariants principaux : il suffit de considérer 
ces syzygies comme des relations entre les péninvariants sources des 
covariants, et d'appliquer l'opérateur ζ2 à ces relations, en écrivant 
que le résultat est nul : on obtiendra ainsi, de proche en proche, en 
partant des péninvariants simples pour lesquels le résultat de l'opéra-
teur ζ2

 est facile à calculer directement et à exprimer comme péninva-
riant le résultat de ce même opérateur sur les péninvariants intermé-
diaires et finalement sur le discriminant, ce qui fournira l'expression 
demandée. C'est ce qu'éclairciront les applications que je vais faire 
maintenant aux formes binaires des troisième, quatrième, cinquième 
et sixième ordres. 

SOUS-DISCRIMINANT DE LA FORME CUBIQUE. 

7. Soit la forme cubique 

U = αχ* -t- 3 bx2y -t- 3cxy2 --h dy3. 

Son discriminant est 

A — cPdl— Sb* c2 — tiabcd 4- i\acz -+- [\bzd. 
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On en déduit 

(ίο) ζ,(Δ)=(α% + 3bi\b = iz(ac- b')*. 

Et comme ac — b2 est la source du hessien H, on en conclut que le 
sous-discriminant de la forme cubique se réduit au carré de son cova-
riant hessien. 

Lorsque U possède un facteur carré, il est connu que H se réduit au 
carré de ce facteur; le sous-discriminant devient donc bien la qua-
trième puissance de ce facteur. Quand U possède un facteur triple, le 
hessien et, par suite, le sous-discriminant s'évanouissent identique-
ment. 

SOUS-DISCRIMINANT DE LA FORME BIQUADRATIQUE. 

8. Soit la forme biquadratique 

U = axh -h 4bx3y -h 6cx2y2-{- 4dxy3 + ey*' 

Les sources des covariants principaux sont : 

h = ac — b2, source du hessien H ; 
il = a2 d — 3abc H- ι b3, source du covariant sextique Ν ; 

S = ae — (\bd -h 3 c2, invariant quadratique, 

auxquels on peut ajouter l'invariant cubique 

Τ = ace -+- 2 bed — ad* — b2e — c3. 

On trouve immédiatement, d'après ces formules, 

Ç
a
(S)-=i2à, Ç

2
(T) = aS. 

D'ailleurs le discriminant ayant pour expression 

Δ == S3— 27 T2·; 
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on en conclut 

ζ,(Δ) = 3S»^(S)- 54Τζ,(Τ) = I8S(2SA - 3Ta). 

Mais a est la source de la forme U elle-même ; le sous-discriminant a 
donc pour expression 

*(II) W' = S(3UT-2HS). 

Ce covariant biquadratique est bien du sixième degré par rapport 
aux coefficients de la forme. Au moyen des formules connues, on trouve 
que ses deux invariants quadratique S' et cubique T'ont respective-
ment pour expressions 

(12) S' = JAS», T' =1/27 A2 S2 

et, par suite, son discriminant 

(Ι3) Δ'= SCTAA3. 

On trouve aussi pour le hessien H' de W 

(14) H' = -iAS-"H, 

et, par suite, le sous-discriminant de ΛΥ a pour expression 

(I5) W == S'(3WT'- 2H'S') = {A3S7TU. 

On est ainsi ramené à la forme primitive elle-même, ce qui donne 
cette proposition : 

Les racines du sous-discriminant d'une forme biquadratique sont 
composées avec les racines de la forme, comme ces dernières avec 
celles du sous-discriminant. 

C'est ce que l'on voit aussi en formant les invariants absolus 1= -gs» 

Γ = gT-
3
 de la forme et de son sous-discriminant : ils sont liés par la re-
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lation symétrique 

<«6) I + I' = A· 

Lorsque Δ = ο, la formule (i4) donne H' = o, et, par suite, en 
vertu d'une propriété connue des formes biquadratiques, W devient 
la quatrième puissance d'un facteur linéaire, lequel ne peut être que le 
facteur double de U, puisque ce dernier divise U et H, et, par consé-
quent, W. 

Lorsque S = o, avec Δ<ο, W s'annule identiquement. Mais on sait 
que S = ο indique que les quatre racines de la forme sont en rapport 
équi-anharmonique. D'où cette proposition, aisée d'ailleurs à démon-
trer directement : 

Si quatre points sur une droite sont en situation équi-anharmo-
nique, la somme des inverses des carrés de leurs distances mutuelles 
est nulle. 

Lorsque Τ = ο sans que Δ soit nul, W se réduit à — 2HS2, et ne 
diffère de son propre hessien que par un facteur constant; il se réduit 
donc à un carré parfait, comme il est connu pour le hessien. 

Enfin on sait que la condition nécessaire et suffisante pour que la 
forme U soit un carré parfait (admette deux facteurs doubles distincts) 
est qu'elle ne diffère de H que par un facteur constant. Le sous-discri-
minant doit alors s'annuler identiquement, et, effectivement, on a 
dans ce cas comme il est connu, = —5 · 

En tenant compte des valeurs connues de S et de 3 UT — 2HS 
en fonction de a? et des racines α, β, γ, δ de U, ainsi que de la for-
mule (1), on obtient la relation identique suivante entre cinq quanti-
tés quelconques oc, α, β, γ, δ, ou plutôt entre les différences de ces 
quantités prises deux à deux (j'écris αβ au lieu de α — β) : 

(αβ γδ Η-αγ βδ + αδ βγ)(βγ γδ δβ ocol Η-αγ γδ δα α?β ·+-...) 

= 4(αβ αγ αδ βγ βδ xy χδ -h αβ αγ αδ βγ γδ α?β χδ Η-...). -

Si l'on annule séparément le coefficient de chaque puissance .de χ, 



14° R. PERRIN. 

cette identité se décompose en cinq autres qui ont lieu entre quatre 
quantités quelconques α, β, γ, δ. 

SOUS-DISCRIMINANT DE LA FORME QUINTIQUE. 

9. Soit la forme générale U du cinquième ordre 
U 5= α a?5 4- 5 bx*y 4- ίο ex* y2 4- io dcc*y3 4- $cxyk 4- /y5. 

Elle possède en tout, comme on sait, 23. invariants ou covariants 
distincts (y compris la forme elle-même), que je désignerai comme suit, 
chacun par une lettre majuscule : 

Formes droites. Formes gauches. 

4 invariants J(4),"K(8),L(i2) I(.8) 
4 covariants linéaires Ρ(5), PW(I3) P'(

7
), P'(n) 

3 » quadratiques.. S(a), S'(6) S" ( 8 ) 
3 » cubiques T(3) T'(5), T"(9) 
2 biquadratiques Q(4) Q'( 6) 
3 quintiques VU) U'(3),U"(7) 
2 sextiques H ( 2 ) H'(4) 
ι du septième ordre » R(5) 
ι du neuvième ordre » N(3) 

Soit ii formes droites dont 3 invariants, et 12 formes gauches dont 
1 invariant. Dans le Tableau ci-dessus, le nombre entre parenthèses 
placé à droite de la lettre qui désigne chaque forme indique le degré 
de cette forme par rapport aux coefficients de U. 

Pour préciser le sens de ces désignations, il est indispensable de dire 
comment les péninvariants, sources de ces divers covariants, peuvent 
se calculer de proche en proche en partant des coefficients de U. En 
affectant à chaque péninvariant la même lettre qu'au covariant dont il 
est la source, mais en caractères minuscules, on aura tout d'abord pour 
les sources des covariants principaux (associés de U), 

u = a, 
h = ac — b", 
η =a2d — 3abc 4- 2b3, 07) 
s '= ae — !\bd 4- 3c2, 

iï = a%f— 5abe-\- 2acd-l· 8 b*d — 6bc2. 
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Les autres ρéninvariants et invariants droits se déduiront ensuite 
des précédents par les relations 

a* ι = η2 As — n2 — 4 A3, 
u2q = «2s2 — tiuht — nu' — 4 A2 s, 

η2 J —i2ust-\- u'2 + 4 As2, 

up = JA 4-2ns — sa4-ςί2, 
(.8) 

mî' — s* l — 3^/ — A/), 
iiK = (Js — 125') * — -h ,92), 

3nL — (p2 + 4Js' — Ks)i — 3pss', 

up'" = (sJsJ-h s' / — ps*)p — (J2 — 3K)J2, 

et les péninvariants et invariant gauches par les relations 

uh' = hu' — ns, 
a/· =2hh'—3nl, 
ni' = 3/m' — aA's, 

uq'= «' q — 2/'.s, 
ίφ' = pu' + 2<y's, 

(l9) uu''= — np — ihq\ 

us" = u' s' 4- h' ρ — hp' 4- .9" ί', 
ul" = ~ 'ill s' — 3 ta" — 3sll', 
up" = ρ η" 4- 2ρ.9ί' — y's' — Su' — Κ A', 
6ni = (6s'2— Κq)p' 4- (tipl — 6ss' — Jq)p"· 

Les relations (i8) et( 19) deviennent des syzygies entre les inva-
riants et les covariants eux-mêmes, lorsqu'on y remplace les péninva-
riants par les covariants dont ils sont respectivement les sources, c'est-
à-dire les lettres minuscules par les majuscules correspondantes. Ce 
sont ces mêmes syzygies que j'ai données dans un travail antérieur 
(Comptes rendus, ier semestre i883, p. 426, 479 et 563), comme 

Journ. de Math. (4' série), lome X. — Kasc. Il, 1894. 1 9 
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constituant, avec les suivantes 

u (ps — J/) — q* -+- 3 si2 h- 4hs' =0 

ΚΛ -4- 3Jl2 — 4j9s/ — s'(q -+- s2) = o, 
(20) L h — K.12 — ps' i— ss'2 = o, 

12s'2 — [\p2s — Jss' 4- 3J/?i -h K(s2 — 3q)~ o, 
4J0·'2 — Ks.s' — 3Ls2-h 4pV-h 3Kp/ 4- = o, 

qui s'en déduisent par des éliminations faciles, la base de toute elude 
sur les formations dépendant de la forme du cinquième ordre. 

10. On sait que le discriminant de la forme du cinquième ordre a 
pour expression 

(21) D = J2 — 128K. 

Pour obtenir la source du sous-discriminant W, nous avons à ap-
pliquer à D l'operateur 

ζ., — Cl r- + jû —} H- OC j h IO u. -j-.' 

Or les formules (17) donnent directement 

ζ
2
(«) = 0, 1.,(/ΐ)=ΙΓ, ζ

2
(/ι) = ο, ζ2(«) = Ι2 Λ, 

ζ
2
(«') = ΐ2 η. 

En appliquant alors l'opérateur ζ2 aux deux membres de chacune 
des relations (18), et tenant compte des relations (18) et (20), on 
trouve successivement 

ζ
2
(ί) = us, 

iï(q)= but — 2 As, 

'C>(J) ~ 4°$" — 24 q, 

ζί(ρ)= «J + 3os/, 
ζ

2
 (S') — — 2 up — qs — gl2, 

ζ
2
(Κ) = ross' H- 3o pt — J y, 
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cVoii Ton conclut 

ζ,(Ο) = 2Jζ
2
(J) — ΐ28ζ

2
(Κ) = 8o[i(q 4- s") — i6(.?s' 4- 3/?/)]. 

En négligeant le facteur numérique, nous obtenons donc le résultat 
que voici : 

Le sous-discriminanl W de la forme du cinquième ordre a pour 
expression 

( 22) W = I6(SS' 4- 3PT) - J(Q 4- S2), 

où S el S'sont les deux covarianls quadratiques droits (du deuxième 
et du sixième degré) ) Ρ le covarianl linéaire le plus simple (du cin-
quième), Τ le covarianl cubique droit (covariant canonique), Q le 
covarianl biquadratique droit

} et J l'invariant du quatrième 
degré. 

11. Je vais maintenant étudier le sous-discriminant W considéré 
comme forme biquadratique fondamentale, mais dont les coefficients 
dépendent de ceux de la forme quin tique U en vertu de la for-
mule (22). 

Je me servirai dans ce but des formules et des procédés indiqués 
dans le travail déjà cité ci-dessus (p. /$° et 563). U étant supposé 
ramené à la forme type 

U = m [xh 4- 10ha?y* 4- 10 nx*y* 
(23) 

4- 5 ( u~s — 3h* )xyh 4- (u~ u' — 2hn)y5 j, 

les formes types des divers covariants sont 

S = sx2 4- u'xy — (hs 4- 3«/)y2, 
S' = s' x~ — (u" h- si') xy 4-[m(J/ — ps) — hs'\y·, 
P = px — q'y, 

<>4) Τ = /.χ·3 h- h'x*y — (uq -+- 3hl)xy* 4- (ni — M')/3, 
Q = qxs + 4rx*y — 6(usl 4- hq)x2y-

— 2 (u21' 4- uu! t 4- ihr) xy3 

— (u*p 4- u~ qs ~ ]2u~t2 — luhst — h~q)y 
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et, par suite, la forme type de W sera 

W = wx* -h w, x2y -+- w2x* y~ -h w
2
 xy* -+- w

A
y*, 

avec les valeurs suivantes de w, w2, 

w = i(W -4- 48/?/ — 3q — Js2, 

iv, == iG[wV — ,ç(w" h- si')] H- 48 (h'ρ — q't) — J(4'' ■+■ 2«'s), 

vv
2
 = — ups — lis') — w'(V'-f- s/') — s'(Its -+- 3««/)] 

— 48[/>(î^ 4- 3ht) -h h'q'] 
— J [—b(ust H- hq)-±- u'~ — 2s(hs H- 3w/)J. 

Les valeurs de UP.,, wa sont inutiles pour 1 étude que nous avons 
en vue. 

Formons d'abord le hessien$ de W. Sa source sera évidemment, 
aune certaine puissance près de u, 

05) iww.-f.·»'?. 

et comme le covariant, dont cette expression serait la source, serait du 
quatorzième ordre, tandis que le hessien cherché n'est que du qua-
trième ordre, il faut que l'expression (26) soit divisible par u2. D'autre 
part, ij étant du quatrième ordre ne peut renfermer dans son expres-
sion H qui est du sixième; nous pouvons donc simplifier le calcul en 
supposant nul le péninvariant h qui doit disparaître de lui-même du 
résultat; ce qui revient à supposer que l'on ait opéré préalablement 
une transformation linéaire en prenant pour nouvel y un des facteurs 
de H. Sous le bénéfice de cette hypothèse, nous pouvons prendre 

w = 16ss' -t- 48/?/ — J q — J s2, 
icp, =(8s' — — 8su" — 8.y2i'-h il\p1t! — i(\lq' — 2,Τ7*, 

w., = m(28Js/ — 48s'£ — 16 ps2 — 48 pq) 
— J u"2 — 48 h' q' — 16wV— 1657//'. 

Mais on trouve facilement, de proche en proche, au moyen des for-
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mules (18), (19) et (20) dans lesquelles on a supposé h = o, 

u'2 = w2J — 1 iusU n% = —u*l
y
 nu'= u2(s2 — q), 

nh' — u2sl, u'ti = us(q — s2), h'2 = — us2l, 

nr = 3u2l% u'r=3ul(q— s2), 

h'r = — 3usl2, 7,2= —qw/3, 
m/' = //2.ç', m7' = M(3J/ — 2/75) 4- 2s(^s— 9^2), 

h'ï = — uss 
/7' = — 3ws'/, /'2 = 2s2s'-H 6^s'-f-12ps/ — 9J/2, 

nq' — u2(^l—'ips) + us:i(3q — S2), u' q' = W(Jq 4-6ss'), (26) 
h'q'=zu2 K.4- u(2pq 4-15s7), /' = 3 w(2 Jz2 — 2/7S/ — ^s'), 

q I' — — M(KS 4- Js') 4- ps(s2 — 3q), 

^'2 = 7«| J/7S 4- 3/js2 — (J2 — 3K.)Z|, 

nu" ■— u2pl, M" = up(q — s2 ), Λ' M'' = — w/?sZ, 
M" r — — 3ui)l2, u"t' ~ — UDS' . 

u"q' — up(2ps — J/)4- ps2(s2 — 3#), 

u"2 — — up21. 

Grâce à ces formules et aux syzygies (18) et (20), on peut obtenir 
Wo et ivj en fonction des seuls péninvariants droits, sous la forme sui-
vante : 

W
2
= M2(I6K— J2)4- '2Î[ii[Î\p(s2 — q) — 3JS/]-H 32S2(Q/2 — <jrs) 

J«»Î= 1/-[J3A·2— i6J2ss'-|- 64JV2 — II52K/;Z] 

4- 4 u 19 (48 K. — J2 ) /3 -1-64 ps* s' — c)6Ks8 / — 57 6p2 ql-h\'2&p· s- i 
— 48J/7S/2— 16. 2,{3jOS'Z2 — 768ss'2/— 8Jj9^S24- 64/7^5' 

H- i5J2^sZ — 72Js2s7 — i^iqs't 4- 6J2sV| 
4- 32S3[4^3«'+ l\èps2t 4- J qs24- 72s'/2 

— 27 J s/2 4· 4?®?' — 72/^0> 
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et dès lors il vient pour la source du covariant ialPg, 

2WW.> — f w'2 = 32 As2 + 12 A' U -h À" w2, 

où A, A', A" ont les valeurs suivantes 

A — 72S.S /2 — l[liqs2s' 4- 864pi3 ■+■ 120pqsi — 18J7/34- 2Jq'2s 
-4 63 J«a ï2 — J qs'2 — 12.?1 s' — 144 ps3 /, 

A' = 192pszsr — $20pqsd— r20 J s2s'l -h 64opas2/ — ic)np-qt 
— 528J-t- 8Jogtfa4- i6ipq2 — SPqst — i6J/w' 
4- 6(J24- I6K).?3/ 4- 7685s'2/ 4- 9(J2 — 48K)/S 

4-16.243/).?'i2 4-192 J 7s'/, 

A" = — [92J5'2 4- i6(J2 4- 32K)S.S' — J(J2 4- 3aK).ç2 

4- 2,Ι(,Γ — r6Iv)^~ 96(J2 — 02K)pt. 

Pour mettre en évidence dans A le facteur u qui doit nécessaire-
ment s'y trouver, il suffit d'ajouter la quantité suivante, qui est iden-
tiquement nulle, en vertu des syzygies (18) et (20), ou l'on a fait //=0, 

( 96/1/ 4 J q — ψ ss' ) ( ci ρ — 2 qs 4- s3 —912) 
4- (9.Γl 4- ™ps)(us' - s21 4- 3ql) 
— i4^(mK. — isl -+- iis'l -h pq -h ps2) 
— ~ s2 (3 J l2 — 4 psi — qs' — s2 s' ). 

Tous les termes non divisibles par u disparaissent, et il vient 

A = ιι(φρ21 H- Jpq 4- 9Js'/ — i4K.5/ 4- 18pss') 

De mcine ———h 12 A' doit être divisible par u. Cette quantité a 

pour expression 

—- h 12A' = 4 [720/;s35' — ytyopqss' — 288J5V/4- 2688/j2.v2/ 

— 076p2ql — r584Jp·?/2 4- SiJpqs2 -h lfi.)pq2 

— qJ2^5/ — 48J/W4 4- (18J2 -ι- 176K),?3/ 
4- 23o455'2/ 4- 27 (J2 — 48 Κ )/3 

4- 16.7 2C)ps' t'2 4- 576 J qs' l j. 
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Ajoutons à la parenthèse la quantité identiquement nulle pour h=o, 
en vertu des syzygtes (18) et (20), 

(α,Γ2/ 4- βΚ/ 4- γ/w'-l· SJps){up — 2qs 4- s3 — q/2) 
Η-(ερ2 4- 4- ηΚί 4- 0J2s)(w.?' — s2/ 4- 3ql) 
-{-Çkss' -h \xpl 4- viq 4- £Js8)(wK — Js/ 4-12s't 4-/^4-ps2) 
4 (tcs84- py)(3wL — p*l — 4J.ç' / 4- K.s/ 4- 3jow') 

-h aJ/?(w/w — «J/ — q2 4- 3^2) 
4- (τJl -l· yps)(33l2 — Î\pst — qs' — s2s') 
4- ψ*(Κί2 -f- ps'l 4- ss'2), 

ou «, p, γ,..., ψ désignent dix-huit coefficients numériques arbitraires. 
Déterminons ces dix-huit coefficients par la condition que tous les 
termes indépendants de u disparaissent à la fois : nous aurons à satis-
faire à dix-huit équations du premier degré qu'il est inutile d'écrire. 
On trouve qu'elles sont satisfaites en laissant η et ν indéterminés (*), 
et en donnant aux autres arbitraires les valeurs suivantes 

α — T9> β =— 528, γ = — 1968 — 4η, 8 = i(8o4-v), 
ζ = οΰο, ζ = — 1584 — 4 η — 4^1 0 = τ$· (47 4- ν) Χ = 9^5 

[Χ = — 2ΐ6ο - 3η, ξ = ̂ (64-ν), 

Te = 352 4-Tj, p—~~ ιο56 — 3 η, 

α- = 48 4- ν, τ = 48? ? = — 9® ~~ "Ί* ψ = — 3456. 

Dès lors il vient 

^ + ΐψ
=

 /j[(35a + η)(3Γν - gLy - 4/>V) +f(56 + v)J/w 

— (29 4- ν) J*pi — 3(896 4-n) K pt 

— 16(396 4- η 4* ν) J s'2 4-(96 4- Y])Kss' 
4-\ (47 4- v)JV4vJK? 4- £(64 — v)JKs2]. 

(' ) Cette indétermination correspond à la possibilité de modifier la forme du 
résultat du calcul par l'emploi des deux, dernières syzygies du groupe (20). 
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En ajoutant A" à l'expression écrite dans le second membre, nous 
obtiendrons 12$ ; en donnant aux arbitraires η et ν les valeurs respec-
tives — 352 et — 56, il viendra 

i2»j =12]-pi — ι536Κ/)ί — 5i2K$s'-f- 4«PSS' — 206 JK y 
+128 J K..9" — JV -h 2J*q. 

Ce qu'on peut écrire, en vertu de (21) et de (22), 

^ ~ D(4^' h- 1 apt — Js2 H- 2Jq), 

= i D[* + 3 J(3y-.·)]· 

Ainsi le hessien du sous-discriminant W a pour expression, en fonc-
tion des covariants de U, 

(a?) Ϋ = Ώ D[AV -h 3J(3Q - S^)J. 

Cette formule très simple montre immédiatement : 

i° Que si la forme quinlique U a un facteur double, le hessien 
de son sous-discriminant s'évanouit identiquement, ce qui revient « 
dire que le sous-discriminant est un bicarré parfait, comme nous 
le savions d'avance; 

i° Que si l'invariant biquadratiqueJ est nul, le sous-discriminant 
se confond avec son propre hessien, et est, par suite, un carré par-
fait; il se réduit d'ailleurs dans ce cas au covarianl 

SS-t- 3PT. 

12. Proposons-nous maintenant de calculer, en fonction de J, K, 
L, les deux invariants Σ et Θ du sous-discriminant, considéré comme 
forme biquadratique indépendante. 

On sait que, si Σ et Θ sont les deux invariants d'une forme biqua-
dratique Y, dont le hessien est V', les invariants correspondants de 
a'V H- 6 β Y', où a et β sont deux arbitraires, ont respectivement pour 
expressions 

Σ'= Σα2 -Η-ιΒΘαβ H- 3Σ2 β2, 
(28) 

Θ' = Θα3 + Σ2α2 β + 9ΣΘαβ2 + (54Θ2 - Σ3)β3. 
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Prenons pour V et V'le sous-discriminant W et ^on hessien <j, et 

posons α = — β = il viendra, à cause de (27), 

aV4- 6βΥ' = 3Q — S2, 

et nous sommes amené à calculer les deux invariants Σ' et Θ' de la 
forme 3Q — S" : une fois ces invariants connus, les équations (28), qui 
deviennent 

9J D2S'= ϋ2Σ — t44D0 4- 192Σ2, 
(2!)> 27.(*D3®' = — D'0+ 8D!2s - 576DI® -t- 5i2(54®s - Σ"), 

nous serviront à déterminer Σ et Θ. 
D'après les formes-types données plus haut pour L et Q (24), on a 

pour la forme-type de 3Q — S2, 

3 Q — S2 = F
0

.Z·* -F- R, x* y 4- \>.xx~y~ 4- ν.
λ
χ/Λ -H P.,Y'' ; 

i-o=3 q — Ά 
Γ, = I 2/' — 2 u's, 

ν.> — — 17.ust -h 2hs~ — 1 Shq — a'2, 

p
;
> = — Gu'W 2 hu's — 12/<,/·, 

r, = — 3u*p -4- 3a'"(9/" — qs) -h h*(ôq — s"). 

Puisqu'il s'agit de calculer des invariants, rien n'empêche de sup-
poser h — 0, comme dans le calcul du numéro précédent, et de poser 
simplement, en vertu des relations (26), 

v
{y
 — "$q — s*, p, = 2(6/ — u's), pa =—u~ J, 

(3o) 
P;t — — 611*1', p., = 3u*( — up 4- 9t* — qs). 

L'invariant Σ' est par définition 

(3i ) u*Z' = P
0

P, - ^Ρ, P
3
 4-1/12 v22 

Remplaçant P0, Ρ, , ... par leurs valeurs (3o), puis r/', u'I' au moyen 
Jour a. de Math. (4' série), tomeX. — Faso. II, 1894.20 
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de (26), il vient 

α'Σ = ~ w2 J2 — 9u(pq — ps" 4- 6.s'/ 4- Js/) 
4- 3(27 ql2 -h 9s2/2 — 3 q2s — qs3). 

Ajoutons au second membre la quantité identiquement nulle, en 
vertu des syzygies (18 ) et (20) où l'on a fait h — o, 

3q(up — 2qs 4- s9 — q/2)— 1 8l(us' — s2l 4- 3ql) 
— i5s(ups — «J/ — q1 4- 3s/2), 

nous pourrons diviser les deux membres par u, et il viendra 

11Σ' — ~uP 4- 6(Js/ — 12s'I — pq — ps2). 

Mais la parenthèse du second membre est précisément égale à «K, 
en vertu de la sixième des syzygies (18). Il vient donc enfin 

(32) Σ' = 6K 4-77J2. 

Un calcul tout semblable, dont il est inutile d'indiquer les détails, 
fournit 

(33) θ' = ̂ -ΐ JK. 

D'autre part, les équations (29) montrent immédiatement que Σ et 
Θ doivent être respectivement divisibles par D etD2; comme d'ail-
leurs ils sont respectivement des degrés 16 et 24 par rapport aux 
coefficients de U (puisque W est de degré 8), on peut poser 

(34) Σ = D(aD 4- βΚ), Θ = D2(TD -4 δΚ), 

α, β, γ, δ étant quatre coefficients numériques qu'il nous reste à dé-
terminer. Pour cela, il suffit de remplacer dans les deux équations (29) 
Σ' et Θ' par leurs valeurs (32) et (33), Σ et Θ par leurs expressions 
(34), J2 par D 4- 128K, et, puisqu'alors ces deux équations doivent 
se réduire à des identités, d'annuler séparément les coefficients des 
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diverses puissances de On obtient ainsi sept équations de condition, 
savoir 

7G8 oc" 4- 4α — £767 — 3 = °> 
384αβ H- β — ι44 δ — 246 = °> 
Ba — 100 = o, 

2,aa8 — 2".38γ3 — 2e aa — 29.32αγ 4- 2®γ -t- ι = o, 
(35) 

2Μ.3α3β — 2,,.3'γδ — 2e αβ +· 28.32αδ 
4- 28.32βγ 4- a2δ 4- 3 = ο, 

2°.3αβ2 — 27,33 δ2 — β2 4- 2:,.32(3δ — 2®.3. 3ι = ο, 
β3 — ιοοο = ο, 

auxquelles doivent satisfaire les coefficients numériques α, β, γ, δ. Une 
discussion facile montre que les seules valeurs convenables sont les 
suivantes 

K Ι2> Ρ IU> I — 2ΙΙΊ> 0 12» 

en sorte que les expressions cherchées sont 

S=D(^D4-IOK), 0 = D2(
T

L
i
-D-+-J_K), 

ou encore 

(36) Σ = TâD(J2 — 8K), 0 = ̂ D2(P- aK). 

On en conclut pour le discriminant de W, 

(37) Δ = Σ3 - 27Θ2 = 1
i
ïï
J2KDî(J2 - 3lv), 

et pour le sous-discriminant de W, toutes reductions laites, 

(38) W'=^JD*(J2-8K)[4.1(SS'4-3PT)~ 2KS*-(Ja - 6K)Q]. 

La formule (3y) est particulièrement simple et remarquable; elle 
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fait connaître quatre cas différents où W admet un facteur double, 
savoir : 

i° Quand la forme primitive U admet elle-même un facteur double 
(D = o); 

2° Quand elle est divisible par le covariant linéaire P, sans que Τ 
le soit (J" — 3Κ = o); 

3° Quand le covariant quadratique S est carré parfait (J = o); 
4° Quand l'invariant Κ est nul. 
Remarquons en passant que, lorsque toutes les racines de U sont 

réelles, toutes celles de W sont nécessairement imaginaires; il faut 
donc que Δ soit positif. Comme D = J2 — 128Κ est d'ailleurs positif, 
et, par suite, aussi J2 — 3K, la formule (37) montre que Κ doit ctre 
aussi positif, comme l'a trouvé M. Henni te. 

13. Je vais maintenant calculer les résultants du sous-discrimi-
nant W et des deux covariants Ρ (linéaire) et Τ (canonique) de la 
forme fondamentale. Je suivrai pour cela la méthode que j'ai indiquée 
dans les Comptes rendus (voir au n° 9 ci-dessus), en écrivant les six 
relations 

w — 16ss' H- tifipl — S(q H- s-) = o, 

up — J/i — 2qs H- s3 — 91~ = o, 

us' — s1 L -h 3 <7/ -h hp = o, 
(39) mIv — J si -h \ is't Λ-pq -f- ps~ = o, 

3mL — ρ" l — 4 Js'£ -t- 3pssf — o, 

ups — u J 3 sf -h 4 hs' = o, 

ajoutant une septième relation qui s'obtient en égalant à zéro la source 
du covariant dont on veut obtenir le résultant avec W, éliminant 
entre ces sept relations six des péninvariants w, h,p, s, s'

t
 l, q \ le sep-

tième disparaît de lui-même en vertu de l'homogénéité, et il reste une 
relation entre les invariants J, K, L qui donne le résultant cherché 
égalé à zéro. 

Appliquons cette méthode au résultant de W et de P, qui doit être 
de degré 28 par rapport aux coefficients de U. Il suffit d'ajouter aux 
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écrua lions (3q) celle-ci 
ρ = ο. 

La quatrième et la cinquième du groupe (3q) donnent alors 

(J2— 3K).ÇF (K2 -H 3JL).Y 
u =JK 4-9L * S * 4(JK+9L) ; 

d'où, au moyen de la première, 

_ 4K2— J2K + 3JL
 A 

q= J(JKH-9L) ,Ç * s2 

Ces valeurs de a, s', q étant portées dans la troisième, s11 disparait 
de lui-même, et il reste, tous calculs faits, pour le résultant de-
mandé 

(P - 3K)(5JKa - J2L 4- 48KL). 

Cette expression montre que, lorsque J2 — 3Κ = ο, le facteur li-
néaire fourni par le covariant Ρ divise W en même temps que U ; 
•I3 — 3K doit donc entrer en facteur dans le résultant de U et de W. 
D'autre part, si D = o, l'expression ci-dessus se réduit à 

Ô25K2(JK-I6KL) 

et s'annule, par conséquent, si U admet deux facteurs carrés; ce qui 
devait être, puisqu'alors W doit s'annuler identiquement. 

Passons au calcul du résultant de W et de T, qui doit être de 
degré 36. 

Il suffit d'ajouter au groupe (39) l'équation 

/ = o. 

La première et la quatrième équation du groupe (39) combinées 
donnent 

kJK + 16 pss' = o. 

Comparant avec la cinquième, savoir 

uh pss' = o. 
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Il vient simplement 

w(JK. — 16L) = o. 

Le résultant demandé est donc 

(JK-16L)3. 

14. Le résultant de la forme U et de son sous-discriminanl VV peut 
s'obtenir par un calcul analogue, bien qu'un peu plus compliqué. 
Ajoutons au groupe (3g) l'équation 

u = 0, 

et comme l'invariant L disparaîtrait des données, remplaçons la der-
nière relation du groupe (3g) par une autre qui contienne L, par 
exemple par la troisième syzygie du groupe (20), 

(4o) LA — K./3 — ps'l — ssr~ = o. 

Les cinq premières relations du groupe (3g) deviennent d'ailleurs, 
pour u = o, 

.1 h + 2 cjs — sA H- j)/- — ο, 

.s't — Sql — hp = ο, 

(40 ,1ό7 — 12 s'( — p(q -t- S') = o, 
p-l -f- 4 is'l — 1\.st — 3/;.v.y' = o, 

ibs.ç' -f- \Spl — J (q h- .v") = o. 

L'élimination de y + ί2 entre la troisième et la cinquième relation 
du groupe (40 donne tout d'abord 

. 16 pss' 
J 4.V— 12 J.Ç'— 48P2 

De la quatrième on tire directement 

3 ps.r 
/>aH- 4 Ji' — KÎ 
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D'où par comparaison, en posant, pour abréger les calculs, 

= J2 — 3K = N, J2 — 128K = D : 
s' (16N— D)s — 25.5! 

pi 2*.58J 
et, par suite, 

1 — — D)-s — 2s.52] 
ρ3 22.5J(NS — 45) 

La dernière équation du groupe (/μ) donne alors 

7 _ _2
 4s(Ns -+- 3o) [(16N — D)^ — ta®.5*J 

p> ~ 5 H o3J2(N^ —45 

D'autre part, si l'on élimine h entre les deux premières relations 
du groupe (41) et la relation (4o)?

 on obtient les deux relations 

ps* — gpt2 -h q( '$5l — 2ps) — Λ.ϊ2ί — ο, 

L(.?2— $q) l — Κpt~ — p2s' t. — ps$'~ = o. 

Remplaçant dans ces deux relations s
y
 s', t et q par leurs expressions 

données ci-dessus, on obtient 

2'DN2::,+ 5(28N-~ 2c.3DN -t- 32D2>s2 

O) — 21.3.5î(2îN — 3.5D)z-t- 2'°.32..!>3 = O, 

Nî[2".5,L — J(a'N — D)]z2 

+ [2'.3.5,(3D-2"N)L 
(43) -t- 5 J( 23. [ I N2 + a2 ND - D2 )] s2 

+ 2!.52|>,.32.5jL-.T(2\3.I3N + 3iD)]3 
+ a\32.51J = o. 

Le résultant de ces deux équations en ζ sera, comme il est facile de 
le voir, de degré 84 par rapport aux coefficients de U, et il sera formé 
du résultant cherché de Û et W (de degré 44) multiplié par un fac-
teur parasite de degré 4o· 

Pour obtenir ce résultant, on pourrait employer la formule connue 
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qui donne le resultant de deux formes cubiques en fonction de leurs 
coefficients. Mais on peut éviter ce calcul pénible et fastidieux en 

remarquant que l'équation (42) admet la racine et se décom-
pose par suite en deux, savoir 

(44) Ds + 2'.5 = o, 

(45) 21 Ν2ν* 4- i5(3D - 2°N)s -+- 2°.32.52 = 0, 

en sorte qu'il suffit de calculer successivement le résultant de (44) el 

de (43), celui de (45) et (43), et de former leur produit. 
Le résultant de (44) et (43) s'obtient immédiatement; son expres-

sion est, toutes réductions faites, 

R,=:(2IN4-32D) 

Χ [2°.5:,(
2
,NH-3D)L - J(aI

N
I
 + A

,
3DN + I3DA)|. 

Pour obtenir le résultant de (45) et de (43), remarquons que le 
premier membre de (45), multiplié par 2*. 5donne précisément le 
coefficient de L dans le premier membre de (43). On peut donc rem-
placer ( 43 ) par 

(46) 
J[N2 ( D - 2* Ν) ;" + 5( 2\ u N2 + 22 ND - Β2 ) ;2 

- ÏS.5S(2'.3.I3N + 3ID)S + 2,.3,.5'| = O 

et celte équation, à son tour, par la suivante, obtenue en la combinant 
avec (/| 2 ), 

(47) 
J[N»(D—2*N)S»H-5(2,.3N' + 2Î.ND —D"); 

— 2.5a(25.3a i\ 4- jo7D)| = o. 

On est ainsi ramené à calculer le résultant des deux équations qua-
dratiques (45) et (47), et la formule connuè fournit aisément, toutes 
réductions faites,. 

IL =,1ÏN2D2(2',N 4- 32D). 
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D'où enfin, pour le résultant des deux équations en s, 

R
1
R2 = N2DaJ4(2,N + 3aD)a 

(48) χ [2».53(2*Ν + 3D)L - J(Ï'N2 + 2\3DN H- I3D2)], 

expression qui est bien du degré 84. 
Pour savoir quels sont les facteurs parasites, examinons ce que de-

viennent les relations (4o) et (40 lorsqu'on annule successivement 
les divers facteurs de (48) : 

i° Supposons J = o; il vient successivement 

10p2 10 10p3 1 s—~k~'3 s —-P y 3K' ~~ 3K y 3K.' 0 

et la relation (4o) n'est pas satisfaite. Le facteur J4 doit donc être 
rejeté. 

20 Supposons 24NH-32D = O, c'est-à-dire J2 — 48Κ = ο. Ce fac-
teur, existant à la fois dans R, et dans R2, correspond aussi bien à la 

racine s
{
 = de (44)? qu'aux deux racines de (45), qui dans 

cette hypothèse deviennent l'une — et l'autre égale àz
{

. 

Si donc on fait d'abord s = on trouve que les relations (4o) 

et (40 ne sont satisfaites que par l'une des deux hypothèses Κ = o, 
J3 — 2°.32L = o, qui l'une et l'autre annulent le second facteur de R,. 

De môme si l'on fait s =— > on trouve que la relation (4o) n'est 

pas satisfaite. Il faut donc rejeter aussi le facteur 24 Ν -j- 3aD. 
Ces deux facteurs étant supprimés, l'expression de R

1
R

2 se réduit 
au degré 52, et ne contient plus qu'un facteur parasite de degré 8; ce 
ne peut donc être que Ν ou D ; et on arrive finalement à ce résultat, 
que le résultant de U et de W est le produit des trois facteurs inva-
riants 

J2 — 3K, J2— 128K, 
(49) 

64(I
9
JJ - 43

2
K)L - J(J' - 80JK + I856K2), 

dont l'un des deux premiers est élevé au carré. 
Journ. de Math. (4* série), tome X. — Fasc. II, j894·21 
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Nous savions déjà (n° 15) que J2 — 3K devait être un facteur du 
résultant de U et W, et que lorsque J2— 3 Κ = o, le facteur linéaire 
commun à U et W n'est autre que le covariant linéaire P. Il est facile 
d'exprimer en fonction de ce covariant P, du second covariant linéaire 
droit P'" et des invariants, le facteur commun à U et W, dans les deux 
autres cas où il en existe un, en employant par exemple la syzygie 
suivante, qui se déduit aisément de celles que j'ai données (loc. cil.): 

(So) 3pp" = Kp2 + (JK + gL)/- {(Κ2 + 3JL>. 

Supposons par exemple que le troisième des invariants (4q) s'an-

nule, ce qui correspond à ζ — ̂ = - 24.5/D 

Les relations données ci-dessus fournissen t 

s' = 4(48K-j2p2/JD 

et la syzygie (5o) devient 

(51) JD/>" H-[JK(J2 — 28K)— 8L(J2-t- 72K)]/) = o. 

Le covariant linéaire composé qui forme le premier membre de (5i) 
est donc le facteur linéaire commun à U et W dans cette hypothèse. 

Supposons maintenant D —- o; en suivant la même marche, nous 
devons prendre pour s^ou^l'une des racines de (45); les deux 

racines de cette équation deviennent dans ce cas égales à -^· On en 

conclut s' = ̂  et la syzygie (5o) devient 

(52) ► ioJ/)'"-h (96L — 3K)p = o. 

Le premier membre de (02) donne par conséquent l'expression, 
en fonction des deux covarianls linéaires droits et des invariants, 
du facteur double de la forme fondamentale U, lorsque son discri-
minant D est nul. 

15. Cet important résultat est facile à vérifier. J'ai donné en effet 
pour le cas général (sous la seule condition que l'invariant gauche I ne 
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soit pas nul) la syzygie 

I4 u = (9L4 + 2 KL2 M — M3) p* 
+5(KM2 - 6L2M - K3L2)/>Y" 

(53) + io(6KL!— 3MJ — JLM) ρ' ρ*· 
+ io(JKL 4- 2KM — 9L2)p2p'n 

- A5(M + JL)ppm* - ( J2 - 3K)p"*, 

où l'on a mis pour abréger M pourj(K2 — JL). Or il est aisé de vérifier 
que cette syzygie peut s'écrire 

2,4i4m = i [10 j/?'"(96L - JK )ργ 
Χ [(16L2 -+- 3JKL — 2K3)JD3 

+ 1 Ο JL p*pm — 4O Κpp'"- — 160p'n ] 
+(J2-I28K)[(2K5-2O8K2L2-3JK3L+

2
56JL3)D5 

(54) h- io(i6oL24- 5JKL — 4K3)Κpkp"f 

-H 20(12K3 - 5 JKL - 528L2)P*P 

— 4O(I6K2H- 25JL)/?3/'3 

-f- 800 Kpp"'4 — 384 pW5J j, 

et, sous celte forme, elle met en évidence le mode de décomposition 
de U quand le discriminant est nul, Γ expression du facteur double 
telle que nous l'avons trouvée directement, et celle du facteur cu-
bique qui le complète. 

Le discriminant de ce facteur cubique a d'ailleurs pour expression 

2ΒΚ° — 2S.3.I I JK4L-+- I I.37J2K2L2 — 100 J3L3 

- 27.59K3L2 + 2,e.33L4 + 23.32. I3JKL3, 

et, si l'on suppose J2 — 128 Κ = ο, il devient 

J'2 — 3.ii.2,0J°L -h 3.29.23,J°L2 — 83.232J3L34- 33. 243L4, 

ce que l on peut encore écrire 

(J3 — 2nL)3(J3 — 2,0.3SL). 
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Cette expression semble indiquer que la forme U admet deux fac-

teurs doubles, lorsque, outre le discriminant, l'un des invariants 
j3_ 2

hL, J' — 2*°. 3
8
L s'annule. Mais cette conclusion serait erronée 

pour le dernier, car Ia s'annule aussi dans ce cas, et la syzygie (54) 
cesse d'exister, ou plutôt de donner la représentation de U en fonction 
des covariants linéaires droits, qui se confondent l'un avec l'autre. 
De même, si l'on exprime que, pour J2 = 128K, le reste de la divi-
sion du facteur cubique par le facteur linéaire double est nul, ce qui 
doit donner la condition pour que U admette un facteur triple, on 
trouve I2 = o, ce qui rendra syzygie illusoire; et, en effet, on sait que, 
si-U possède un facteur triple, tous ses invariants doivent s'annuler. 

16. Pour terminer ce qui concerne le sous-discriminant de la forme 
du cinquième ordre, je vais donner l'expression de ce sous-discrimi-
nant en fonction des deux covariants linéaires droits, Ρ, P'", et des 
invariants. 

La formule (22) et les sixième et septième syzygies du groupe (18) 
donnent tout d'abord l'identité 

pw = — J(Y + ®
2
)] + J(WK —JSF 12s't + pq 4-ps~) 

— — p2l—+ Kîî -4- 3pss'), 

qui conduit à la syzygie suivante 

(55) pw = ti(JK— 16L) -h£[i6op2-1- iooJs' — (3J2 h- i6K)s]î. 

Cette syzygie montre en passant que, lorsque JK— 16L est nul, 
sans que I (résultant de Ρ et de T) le soit, W admet non seulement 
un des facteurs de T, comme nous V avions trouvé (n° 13), mais les 
trois facteurs de T ; et en outre que, dans la même hypothèse, Ρ di-
vise 100JS' — 3(J2h- i6K)S. Cette dernière circonstance est d'ailleurs 
une conséquence immédiate des deux syzygies suivantes, que j'ai don-
nées dans le travail déjà cité plusieurs fois (' ), 

I25 =-L(M +ΐί)/?2-4-(3ΐα+ΐΜ)^- (jK + 9Ly2, 
(56) 

IV= (3KL2— M2)z>2 + (KM - oL2 W" - (M + JLW"2. 

Ο Une erreur d'impression y avait fait mettre dans la première de ces syzy-
gies (3KL—JM)pp'e au lieu de (3KL + JM)pp'". 
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Au moyen des trois syzygies (55) et (56) et decelle-ci que j'ai éga-
lement donnée dans le même travail, 

(57) I21 = — L2/?8 + M p'p'" — Κ ppmi 4- p"'\ 

il est facile d'exprimer en fonction de ρ, ρ"1 et des invariants le second 
membre de (55), qui devient divisible par p; d'où, toutes réductions 
faites, la syzygie 

Vw = [(16L- JK)M3- i2JLaM2 -h (J-~ i44K)L8M 
+ (ii7K — Ja)JL4 H- I296L5]JD4 

+ 2 [20 JM8 H- (3 J2 4- i6K)LM2 

+ (J3-o3JK- 288L)L2M 
+ (198!, — JK) JLa]p3p'" 

(58) 
-[(Js + 22JK + 32L)M2 

4- 2(7 JK — 2o8L)JLM 
4- 2 J3 KL2 - ( 187 J2 + 432 K) L3 ] p-p"ri 

4- 2(J2—3K) [(JK i6L)M -h 7JL2]ρρ""< 
- (J2 - 3K)(5JM 4- 12KL 4- r-L)p"'\ 

qui fournit l'expression cherchée. Le coefficient de p"'* reproduit, 
comme cela devait être, le résultant de W et de P, tel que nous l'avions 
obtenu au n° 13 par une autre méthode. Celui de ph donne évidem-
ment le résultant de W et de P'". 

Si l'on suppose J2 — 3Κ = ο, W devient divisible par P2 : P est 
donc bien le facteur double de W dans cc cas. 

Si l'on suppose J = o, l'expression de W se réduit à 

[ί(Κ3 - 72L2)p2 η- 2K-pf - 6Kp'"2]2, 

ce qui confirme le résultat trouvé au n° I !, savoir que le sous-discri-
minant devient carré parfait quand J = o. 

Si l'on suppose Κ = o, l'expression de W se réduit à 

^L(Jpw4- 6Lp)2[J2p'"24- i2JLpp"'4-L(i44L — Η8)^8]» 
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ce qui met en évidence le facteur double correspondant à cette hypo-
thèse. 

Enfin, il est aisé de vérifier que la syzygie (58) peut s'écrire 
encore 

l 230Ρφ = (i6L - JK)[ioJp"'H-(96L - JK)/>]« 
(569) ^ | 4- (Ja — 128K) (Ap1"* 4- Bpp'"3 -+- Cp2p"'2 + T)p3ρ'" Ep4), 

avec ces valeurs des coefficients invariants 

A== 2
8.3L(I33J2 - 384K) + a\5 JK(I25J2 - 384K), 

Β = 212.32JL2 - 2eKL(i49J2 - 384K) - 2
5JK2(i25J2 - 384K), 

C = _ 2,7.38L3 - 2
<SJL2(2J2 4- 27K) 

-t-VK2L(49J2 + 128K) 4- 23 JK8(75 J2 4- 1408K), 
D = —

 2
17.3L3(2J2 — 3R) 4- 242. ΙΟΊ JK2L2 

4- 2
tK3L(95J2 — 128K) — 28.5JK4(J2 4- 128K), 

Ε = - 2,8.32JL· 4- 2HKL»(Ja 4- 18K) 4- 2,2.3JK3L2 

- s8 KL(25 J2 4- 128K) 4- JK5(J2 + 128K). 

La syzygie (59) montre de nouveau que W devient, lorsque le 
discriminant de U est nul, la quatrième puissance du facteur double 
deU. 

Si l'on suppose que l'invariant 16L — JK soit nul, tous les coeffi-
cients A, B, ... deviennent divisibles par J2 — 3K, en même temps 
que I2 qui se réduit à 

JK2(J2-3K)(J2-i28K). 
2ia > 

et la syzygie (09) devient 

Ι2Κφ = 2ep'"A - 25Kpp'n - K(J2 4- 16K)p2p"2 

-Ç(3J«-32K )ρ>ρ"-ψρ'. 

En même temps la syzygie (57) devient 

K j2-16K J2 K2 Vt=p«-Kppn--±-^ '-p'p"-
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D'où l'on déduit immédiatement 

Kw = 32t (2p'''+K/>), 

relation qui concorde avec les résultats trouvés au n° 16, et fournit 
une expression simple du quotient de W par le covariant canonique T, 
lorsque 16L — JK = o. 

SOUS-DISCRIMINANT DE LA FORME SEXTIQUE. 

17. Soit la forme générale U du sixième ordre, 

U = αχύ 4- 6bx5y -t-15 cxKy* 4- 20 dx*y% 

-+- 15 ex*y* H- 6/xy* -+- gy°. 

J'ai donné dans les Comptes rendus (t. XCYI, 1883, p. 1717, 
1776 et 1842) les résultats de l'application à la forme du sixième ordre 
des mêmes méthodes que j'avais employées pour celle du cinquième 
et qui ont été utilisées dans les paragraphes précédents. Je vais rap-
peler sommairement ici ces résultais. 

La forme sextique possède en tout 26 invariants et covariants dis-
tincts (y compris la forme elle-même) dont voici le Tableau : 

Formes droites. Formes gauches. 

5 invariants A(2), B(4), C<6), D(io) E(i5) 
6 covariants quadratiques S(3), S'(5),S'(7) S'(8),S"(.o),S'(n) 
5 covariants biquadratiques Q(a), Q'(4) Q"(5), 0"'(7), Q,v(Q) 
5 covariants sextiques U(i), U'(3) U"(4), U"(6.)

f
 Uiv(6) 

3 covariants du huitième ordre H(2) H'(3), H"(5) 
1 covariant du dixième ordre » P(4) 
τ covariant du douzième ordre » N(3) 

Soit 12 formes droites, dont 4 invariants, et 14 formes gauches 
dont 1 invariant (le nombre entre parenthèses à droite de chaque 
lettre indique le degré de la forme correspondante par rapport aux 
coefficients de U). 

Les sources des 6 covariants principaux (associés de U) sont don-
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nées par les formules suivantes : 

u — a) 

h =ac — &2, 
11 = a2d — Zabc 4-2&3, 

(60) 
q = ae — [\bd -1- 3c2, 
h! — a'f— 5abe 4- lacd 4- &b3d — 6ftc2, 

A = ag — 6bf-\- i5 ce — iorf2. 

Les autres péninvariants et invariants droits se déduisent des pré-
cédents par les relations 

M3 u' = u?hq — /i2 — 4/i3, 

if q' = iiuiïq + h'~ -!- l\liq2, 

M8 S = ur(Ah 4- AÇR) — 18 uhu' — ?>nh' — iilfq, 

3M2B = M(3AM' — iqs) -h q3 — 27 M'2 4- h{iKq — 3q') 

(60 3MS' = — «Ai + (A2 — 36B)/i + 36M's 4- M(3 M' — I\Aq), 

3MC = — 4«AB 4- (A2 — 36B)M' — qs' -h S(3A^ — 4Y')» 

MS" = M'(3S' — Ai) 4- q'(zAq — q') -H (4B — A~)q~, 
MD = 3(BY — s")sf 4- {q' — Aq)s'r + (As~ 4- 4B^')S 

— (4C4-9AB)^Î 4- (A2B 4-3AC 4-108Β2)m', 

et les autres péninvariants et invariants gauches par les relations 

up = hh' — nq, 
uh" = 3 h' u' — 2 pq, 

(62) uq" = u"q — h's, 

MM1V = zps — 3 M' M", 

mm'" = l\ps -h 2h"q -\-(q' — Aq)h' — 6m'm", 

MJ"" = (A«"4- 2u"')q — h's', 

M2M" = M(AM — hfq)-hi2hp — 18MM', 
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aqtvz= | A(//V — ii!'q') — h" s' — u'"q\ 
us'" = (A«"+2K").S- U"S', 

w.s,v = (/[]3.s —· s")u" 4- f (A w,v H- 5q"s)s, 
(62) asY = ('4Bs' - As'') u''-2u'' s'' 

•4- !(A«,V+ 5q"s)s\ 
u Ε = (Ai2 — 2 s s' — 2B q' — Cq)s"' 

-4- 2('2l3^ — s'-)slv -h(q' — Aq)sy. 

Les relations (61) et (62) deviennent des syzygies, quand on y 
remplace les péninvariants par les covariants correspondants. Il existe 
d'ailleurs entre les formes droites d'autres syzygies qui se déduisent 
des précédentes par des éliminations faciles, et dont voici les plus 
importantes : 

(1 2 A q — \)q')u' — \q2s 4-(As — 3 s')k — u{s- viBq) = o, 

3m'(Y — A.Ç)+ Y(3.?2-4- Î\Bq) — (3CH-4AI3)A4-4«BS = O, 

q(s" — A s') 4- q'(s' — A·?) -+- ( A2 — 8 B)qs 
4- 3(3C -4- 4A13W— «fAC 4- A-13 4- 12B2) — o, 

/m"-h u's2-+-(Aq — q')(2qs — Au')— u(Cq 4-I3çr')= o, 

u'Çôs" — A .y' -f- 1213,y) 4- (C 4- 4 AB)gra 4- qs(s' — As) 
-h q'(s~ — 4Bcr) 4- μΓΒ-ϊ' 4-(C 4- AB)sl = o, 

(63) 
s''1 — 4 s s" — 4B92 — 4 (AC 4- A213 4- 12 B2) q 

4-(3C 4- 4AB)^' = o, 
As"3· — 4s's" —- îôBss' —■ 4(AB 4- C).s2 

4- 4(13 — 3BC — L\AXy)q —(AC 4- 48B2 W = o, 
s''2M* 4_ (AC 4- A

2
Β 4- 8B2)s2 - 2(C 4- AB)ss

f 

4-(48B:t- 3C2 - 9ABC - 8A2B2 - AD)q 
4-(D 4- 4AB24- 3BC)</' = O. 

Enfin le discriminant de la forme U s'exprime en fonction des quatre 
invariants fondamentaux A, B, C, D, par la formule 

(64) A = As-375A3B-25OOOAB2-62OA2C-46875BC4-3I25D. 
JOUM. de Math. {4" série), tome X. — Fasc. II, i8g4. 22 
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18. Pour obtenir le sous-discriminant de U, il suffit d'appliquer 
l'opérateur ζ

2
, qui est ici 

C,= a -τ- -h 3b -τ-, 4- bc-r- 4- ιοd-^ 4- «oe-j-

aux péninvarianls principaux définis par les formules (Go), puis aux 
relations successives (6i), enfin à la relation (64), en utilisant au be-
soin les relations (Gi) et (63). On trouve ainsi successivement 

'Ç,{u)= o, 

£„(/*) = M3, 

l,(n)=o
r 

î
a
(y)= 12 //, 

ζ
2
(Λ') = 1 2fl, 

ζ
2

( A) = 3o^, 
L2{u)r=uq, 

ζ
2
 ( ) = 8 ( A h -h 4 q2 — w-v), 

'(
2
(.s)= A -+-18«', 

£
2
(B)=Ag>-<jr', 

ζ
2
($') = 3o Ad/' — l'iqa — 36« B, 

Ç
3
(C) = I 2 (.Ç2 — 2li<7), 

ζ
2
 (.9") = 3 «(5G 4- 4AB)+ 2(A2 4- 36B)«'-t-(36^' — 4oAy)s, 

*(
2
(D) = (22A2B -F- 27 AC -F- 600 B2)^ 

-t- 3(A2 4- 2OB)S2 — GASS' —(I5C 4- 28ABW — I5s'2, 
et enfin 

'C
2
(A)=75|5(A34-4OOAB4-375C)^-[3A34-2DOO(C4-AB)]A^ 

4- 25(A2— 3ooB).s·2 -- 25oA.y.9' — 25oo.s*.9"|. 

En supprimant le facteur numérique 70, et tenant compte de la 
sixième syzygie (63), on peut donner au sous-discriminant W de la 
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forme sextique diverses expressions équivalentes en fonction des inva-
riants et covariants de U; par exemple celle-ci : 

W = 25 (A8 — 200 B) S2 — aSoASS'-C^oS'2 

(65) 
— 3(A< — iooooB3)Q -+- 5A(A2 — iooB)Q', 

W = (A2 - iooB)[5oS2- 3(A2 + iooB)Q +- 5AQ'J (06) 
- 25(ASH-5S#y·. 

On voit que le sous-discriminant ne dépend explicitement que des 
deux premiers invariants A, B, des deux premiers covariants quadra-
tiques S, S', et des deux premiers covariants biquadratiques Q et Q'. 
L'expression (06) montre, en outre, que lorsque l'invariant composé 
A2 — 100B est nul, le sous-discriminant devient un carré parfait. On 
sait d'ailleurs que cet invariant s'annule en même temps que le discri-
minant Δ, lorsque U admet un facteur triple; dans cette hypothèse, 
VV doit s'annuler identiquement : il faut donc que AS H- 5S' s'annule 
aussi identiquement. C'est ce que l'on vérifie aisément en supposant 
que l'on ait pris pour y le facteur triple : e,/, g sont nuls; les for-
mules (60), (Οι) et (62) permettent de calculer les divers péninva-
riants en fonction de a, b, c, d\ comme on a, d'ailleurs, d'une manière 
générale, en ramenant U à sa forme-type, 

S = sx- 4- u"xy -h[u(Aq — q') — As]/2· 
S' = s'x1 + (Aw"-t- 2u"')xy-t- — s2) — As']/2, 

il est aisé de s'assurer que 

As-h 5s', 3AM'"H- DU'", (A2 -t- 20B)^ — Aq' — 1 os2, 

sont nuls, et que, par suite, AS 4- 5 S' s'évanouit bien identiquement. 
Je ne pousserai pas plus loin ici l'étude du sous-discriminant de la 

forme sextique, étude qui, pour être complète, exigerait des dévelop-
pements étendus, et dont je me propose de faire le sujet d'un travail 
ultérieur. 


