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THÉORIE GÉNÉRALE DES SURFACES 1ÏYPERELLIPTIQUES. 361 

Théorie générale des surfaces hyperelliptiquvs (1 ) ; 

Par M. G. HUMBERT. 

TROISIÈME PARTIE. 
SU H l*'.\CKS H YPEIUiLLIPTIQUES GÉNÉRALES. 

CHAPITRE I. 

Premières propriétés. 

101. Nous abordons maintenant l'élude des surfaces bypercllip-
liqucs générales, dont M. Picard a déjà fait connaître quelques 
propriétés importantes (2); nous donnerons d'abord des propositions 
géométriques applicables à l'ensemble de ces surfaces; nous insiste-
rons ensuite avec plus de détails sur certaines catégories de surfaces 
ou sur certaines surfaces particulières. 

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par # une surface hypcrel-
liplique générale; nous savons (n°2) que les coordonnées homogènes 
d'un de ses points, #2, #

s
, xAi

 sont proportionnelles à quatre fonc-
tions thêta normales d'un même ordre, h

y
 et de caractéristique nulle; 

nous donnerons à ces fonctions (fonctions coordonnées) les notations 
r), x.2(u, p), a?3(w, c), xfu, ν). 

(') Voir même Tome, p. 29. 
( -) Journal cle Mathéni.

y 4e série, I. I, p. 3i2 et suiv.; t. V, p. 223 et suiv. 
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ICM2. En général, c'est-à-dire si les quatre fonctions x(u, p) sont 
arbitraires, à un point de # ne correspond, aux multiples prés des pé-
riodes, qu'un seul système de valeurs des paramètres u, e ; nous dirons 
en ce cas que la sur face esl représentable point par point sur if 
champ hyperelUplique. 

M, Picard a démontré qu'une telle surface esl de genre un; l'inté-

grale doublej*Jdu dv est en effet, sur la surface ô, de la forme 

/J z)dj;dy, 

où φ est une fonction rationnelle des coordonnées cartésiennes χ, y, s, 

c est-à-dirc — d'un point de $. 

Il y a donc une intégrale de cette dernière forme qui reste finie sur 
toute la surface; il ne peut en cxisler une seconde, car toute intégrale 

JJo(x,y, z)dxdy
9
 quand on y remplace//;, /, 5 par leurs valeurs 

en u et r, prend la forme j j* F(«, d)dudv, ou J'( //, v) esl une fonc-

tion quaclruplemcnt périodique uniforme de u, e, et celte intégrale 
ne peut rester finie que si F(z/, e) est une constante. 

Il est a observer que la démonstration s'applique aussi au cas où à 
chaque point de 0 correspondent les deux couples d'arguments u, Ρ el 
— w, — ν, comme cela se produit pour la surface de Rummer (' ). 
En effet, a?, y, ζ sont alors des fonctions quadruplcmcnl périodiques 
paires de ρ el toute fonction quadruplerucnl périodique paire aux 
mêmes périodes pourra s'exprimer rationnellement en j, 5 : il en 

est ainsi, en particulier, de la fonction ~ ~ et comme 

on a 

//**- f fwwzkT?: 

(') Noue verrons plue tard qu'on peut ramener à ce cas le cas plus général 

oU, é chaque point de fi, correspondent deux couples d'arguments, abstraction 

faite des multiples des périodes. 
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on voit que l'intégrale 

J*J* du dv 

est bien de la forme 

í f?(xtyts)d£dy, 

o étant rationnel. Il existe donc sur la surface une intégrale double 
rationnelle ne devenant pas infinie et l'on démontre comme plus haut 
qu'il n'en existe qu'une : la surface est encore de genre un. 

105. Une intégrale double rationnelle qui reste finie en tous les 
points d'une surface algébrique S(a;,y, ζ) — o, d'ordre λ, est, comme 
l'on sait, de la forme 

JJDx, r,z) dxdy 

D( ,/·, y, z) étant un polynôme d'ordre η — 4 î la surface Γ) = ο est 
urie surface adjointe de la surface S = o, c'est-à-dire que toute 
courbe multiple d'ordre / clc la surface S = o est multiple d'ordre 
/ — ι sur D = o, et que tout point multiple d'ordre l sur S = o est 
multiple d'ordre /— 2 sur D = o. 

11 résulte de là que la surface hypcrclliplique £» admet une cl une 
seule surface adjointe, de degré inférieur au sien de quatre unités. 

Dans tout ce qui su it nous désignerons par D cette surface adjointe; 
1) = o sera son équation, et S = ο sera l'équation de 5. 

D'après ce qui précède, on aura 

J j ~rdcdv= fJ dit de-

d'où 

(U Γ) fd.c dv d.r ày\ 

104. Une propriété fondamentale des surfaces représentâmes 
point par point sur le champ hyperelliptiquc est, comme l'a montré 
M. Picard, de posséder deux intégrales de différentielles totales de 
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premiere espèce : ce sont les intégrales Jdu et Çdv. Π est clair en 

clîet qu'on a, en chaque point de 

du — M dx -+- X dv, dv = M, de -h X, dv, 

M, X, M,, X, étant des fonctions rationnelles de x, y, ζ. M. Picard 
a fait voir que leur dénoininalcur corrnnun est SI, et qu'on peut 
écrire 

dll -;V7 - —' ' dv ~ ~ ' 

A, Β, A,, B, étant des polynômes entiers en x, y, ζ d'une forme par-
ticulière. 

D'après cela on a, sur la surface 6, 

f (du (h- = (fir£ ( ΒΛ, - ΛΙ>, ) 

et, en comparant celte forme à celle du numéro précédent, on trouve 
avec M. Picard 

(2) DS1= BA,- AB,. 

Cette relation importante, vérifiée en tous les points de la surface 
S = o, nous sera utile à chaque instant. 

lOo. Ilevenons à l'expression des coordonnées homogènes d'un 
point de $ à l'aide des fonctions the·la ( 1 ) : soit// l'ordre des quatre 

ί1) Ο11 peut se demander si la smTiice S est susceptible de plusieurs modes 
de représentation hyperelliplique, c'est-à-dire si, le tétraèdre de référence 
restant le même, les coordonnées λ·,, ,r3, peuvent être proportionnelles à 
quatre autres fonctions llièla de caractéristique nulle .z·', ( a, r), (w, r ), .. 
x;(«, r), aux mêmes paires de périodes que xl{u,v), ..., x„ ( u

f
 v). Cette 

question revient évidemment à celte autre : la surface 6 adinet-elle des transfor-
mations Irrationnelles en elle-même? Soit alors (u, c) 1111 point de S; (11r') le 
point transformé; 011 aura nécessairement, puisque du et dv sont les seules dit'-



T1IÉ01UE GÉNÉRALE DES SURFACES MYI'KRELI.IPTIQUES. 365 

fondions (·') ; si ces fondions n'ont pas (le zéro commun, c'est-
à-dire si elles ne s'annulent simultanément pour aucun système de 
\alours de m, γ, le degré de 6 sera égal à ihr. En ellel, une droite 
quelconque, x

t
 = 0, x.> = o, par exemple, coupe 6 en des points dont 

les arguments sont les solutions commun es aux equations 

.Χ·,(Μ, Γ) = ο, x.,(u, Γ) = ο, 

et ces solutions sont au nom lire de ίΙγ, d'après le théorème de 
M. Eoincaré. Cela suppose, bien entendu, que =5 est représcntahlc 
point par point sur le champ hypcrellipliqiic. 

Si les quatre fondions Xj(u, c) s'annulent simultanément pour un 
nu plusieurs systèmes de valeurs des arguments w, c, le degré (Je 15 

férenliellcs lotales de première espèce sur la surface 

du' χ du -j- j dv, 
dv' ~ γ du -r 0 r/e, 

χ, ·ί, γ, o élaut des couslautes. Ou eu tire 

//' -- ι a -f- [ir -h λ, 

e' γ m - j- δ e -t- μ. 

lJour (jue a' et e' aient les mêmes systèmes de périodes simultanées rpie u et r, 
il faut que χ, γ, δ soient entiers; si l'on suppose de plus, comme nous l'avons 
fait jusqu'ici, qu'il n'y a pas de relation linéaire à coefficients entiers entre les 
périodes b, c, ·?.τζϊ, on voit qu'il est nécessaire que 3 et γ soient nuls. Kniin. 
pour qu'à un point (id, e') corresponde un seul point (u, c), il faut que χ et δ 
soient égaux simultanément à ±;i. 

On a donc les deux types de transformation 

té c u -j- λ, 
ν' — dz c -f- \J , 

les signes supérieurs ou inférieurs étant pris ensemble. 
Il en résulte que la surface 6 n'admet qu'un seul mode de représentation 

liyperelliptique, si l'on ne considère pas comme distinctes les représentations 
qui se déduisent de l'une d'elles en substituant u' et vr à u et r. Une telle sub-
stitution n'altère pas d'ailleurs, comme on le voit de suite, l'ordre h des fonc-
tions .£*/(«, v) de la représentation; la quantité k est donc un nombre lié à. S: 
nous en verrons la signification géométrique au u* ΙΛο. 
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devient inférieur à ih- ; nous reviendrons plus tard Là-dessus, nous 
bornant à signaler ici les particularités intéressantes qui se présentent 
dans cette hypothèse. 

Il est clair d'abord, et c'est là un résultat bien connu dans la théorie 
des surfaces rcprésentables sur un plan, que si les quatre fonctions 
xj{u, e) s'annulent pour u = w„, ν = r„ ainsi que toutes leurs déri-
vées partielles par rapport à u cl ρ jusqu'à l'ordre k exclusivement, il 
correspond en général sur la surface 6, au système d'arguments f/

0
, r„, 

non pas un seul point, mais tous les points d'une courbe unicursale 
d'ordre k. On a en effet, en posant u = u

9
 + £,(? = e

e
 -+- η, ε et η étant 

très petits, 

Xj ( //, C) = a ji* -h h j ε*-1 r
t
 -h... -h /

Y
· Y/' H- pj ε'"*"' -h... 

(j — 1 » -» 'b I h 

«y, bj, ... désignant des constantes. (les développements montrent 
que le point de 15 qui correspond aux arguments u

e
 -h ε, e

0
-t- r

(
 décrit 

la courbe unicursale définie par les équations 

£·>·,· «y λ'-i- Λ/λ' : 

λ désignant un paramètre variable. 
\ous appellerons cette courbe conrhe unicursale singulière. 
Les courbes imieursales singulières (Courbes atisgczeielinelc de 

M. \olher) jouent un rôle important dans la théorie des surfaces 
byperellipliques; M. Picard a démontré loutd'abord (pie la surface 15 
est roupéc par son adjointe D suivant ses courbes multiples cl suivant 
les courbes unicursales singulières. 

Nous présenterons cet le démonstration de la manière suivante, 
afin de pouvoir lui donner une certaine extension. 

lOfi. Considérons en premier lieu la relation ( ij. 

D(■!'. V,Z)( -r — —- — 

Llle montre que les points de 15, non situés sur S_ = o, et dont les 
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coordonnées aniuilenl D(.r, y, z), rendent infinie la fonction 

O.v Oy d-r dy 
du ov dv du 

Celle fonction peut s'écrire, si l'on remplace χ et y par leurs valeurs 

ϋ et iï, 
xx x., ! 

ι à-f'% O rs d.r·. , ^ 
x\ Ou du du '* 

âcx O.v* d.r% ' 
dv dv dv j 

elle devient infinie sur $ le long de la courbe x.
t
 — o, et ne peut le 

devenir le long d'aucune autre courbe, les courbes uηicursales singu-
lières exceptées. Or la surface D = o ne passe pas par la courbe 
x

s
 = o, si le tétraèdre de référence a éLé choisi arbitrairement; elle ne 

peut donc couper £ que suivant des courbes luiicursales singulières el 
des courbes situées sur la surface SI = o. Mais celle-ci rencontre é\ i— 
déminent 6 : ι" suivant les courbes multiples; 2° suivant d'autres 
courbes dont la définition dépend du choix du tétraèdre de référence, 
et qui dès lors ne peuvent être surD, si ce tétraèdre est quelconque: 
on voit ainsi que les surfaces ϋπ et D ne peuvent avoir en commun, en 
dehors des courbes multiples, que des courbes unicursalcs singulières. 

Réciproquement soit une de ces dernières courbes, il s'agit d'établir 
qu'elle est sur ]P. 

Reprenons à cet effet les relations (ri° 104) 

O) S!, du = 13 dv — A dy ; S!, dv = B, dx — À, dy ; 

BA,-AB, =DS;. 

Le long d'une courbe unicursale singulière, u et ν sont constants; 
du et dv sont donc nuls et par suite on a I3A, — Λ13, — o. La dernière 
relation montre alors que la couilm unicursale singulière est sur la 
surface DS!. = o, c'esl-à-dirc sur l'une au moins des surfaces D = o, 
S'. = o. Or elle ne peut être sur St = o, le tétraèdre des coordonnées 
étant quelconque, que si elle est'une ligne multiple de £i, el en ce cas 
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nous savons qu'elle est encore sur D- La proposition est donc dé-
mon Irée. 

107. Il est à observer que celle dernière partie de la démonstration 
suppose essentiellement que $ est représenlable point par point sur le 
eliamp hypercllipliquc, les formules (') ) n'étant valables que dans 
cette hypothèse; si nous supposons (j //'à un point de correspondent 
h's couples d'arguments u, cet — //, — <\ on doit la niodiliercomine 
il suit. 

Les coordonnées ./·, γ, ζ d'un point de 6 sont alors des fond ions 
(piadrupleinent périodiques paires de w, c; dès lors leurs dérivées pre-
mières par rappori à u cl e sont impaires. 

( )n a d'ailleurs 
</.<■ = ~ du + </.·, 

dv ·=■ ~ (lu -l· γ* de. 

Pour lii'er (lu et il·: de ces équations, multiplions les dciiv membres 
de chacune d'elles par une même fonction qundruplemcul périodique, 
impaire : le carré de cell*' fonction sera une fonction ration-

nelle. ---» de ./·, r. et de nié me les produits de P( n.c) par-^-» —■>. 

Ί'<»»«">"* qi,adni]>{eiiienl. périodiques paires, seront 

rationnels en j:, r, r. On a ainsi, eu tous les points de la surface 6, 
pour les ηuels la fonction F( //, e) n'est ni nulle ni infinie. 

de y'- ί = M du -f- S de, 

r/ry - = M,r/// -r- \,<r/r. 

M, M,. étant rationnels en .e, r, On en lire 

du = y/ - ( G d.r -ι- II dv). 

de — ̂ /~ (G, dx -h II, dy), 
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fi. Il, fi„11, étant également rationnels. Cela posé, le long d'une 
courbe unicursalc singulière, 

du = υ, dv = o, 

et par suite, en éliminanU/ur et dy, 

Î'(fiH,-MC,)^o. 
V 

Nous savons d'ailleurs qu'on a, sur la surface ô, 

Ç=dû^) = g^U'-",1(j>'-)' 

ce qui montre que D(.c, y, z) s'annule en tous les points des courbes 
unicursales singulières, comme dans le cas général. 

ïl n'y a d'exception à ec raisonnement que si la fonction F(«, e) 
est nulle ou infinie le long d'une courbe unicursale singulière, c'est-
à-dire si c

0
) est nul ou infini, en désignant toujours par w

0
, i „ 

les valeurs des arguments qui correspondent à tous les points de la 
courbe. Or F(tf, c) est une fonction impaire quelconque, quadruple-
inenl périodique; clic est toujours nulle ou infinie pour les seize demi-
periodes, comme on le voit sans difficulté; il est clair d'ailleurs que 
les fonctions quadruplement périodiques impaires ne deviennent toules 
nulles ou infinies pour aucun autre système de valeurs, r

0
, de u et 

de e; notre analyse établit donc que la surface D(#, y, z)= ο passe 
par toutes les courbes unicursales singulières de 6, celles qui cor-
respondent à des demi-périodes exceptées. 

Nous rencontrerons plus tard des exemples de l'exception intéres-
sante indiquée ici. 

108. Dans lout ec qui suit, nous supposerons, sauf avis contraire, 
que la surface $ est représentable point par point sur le champ hyper-
elliptique. 

Toutes les surfaces 6, dont les coordonnées des points s'expriment 
par des fonctions quadruplement périodiques uniformes aux mêmes 
périodes, se correspondent point par point, de telle sorte qu'à une 

Journ. de Math. (4e série), torae IX. — Fasc. IV, 1893. 47 
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courbe Θ(μ, r) = ο, tracée sur Tune, correspondent sur Les autres les 
courbes représentées par la même équation Q(u, e) = ο. Il résulte de 
cette remarque que la courbe Θ(«, r) = ο jouira d'un certain nombre 
de propriétés indépendantes de la définition de la surface hypcrellip-
tique sur laquelle on la suppose tracée : telles seront les propriétés qui 
se rattachent à la notion de genre, et qui possèdent le caractère d'in-
variance dans les transformations birationncllcs. On peut constituer 
ainsi une Géométrie des courbes algébriques dans le champ hyper-
elliptique, et c'est cette élude que nous allons lout d'abord es-
quisser. 

CHAPITRE II. 

Géométrie des courbes dans le champ hyperelliptique. 

109. Nous appellerons courbe algébrique du champ 1ι\ριτ<·1-
Γι ρ tique toute courbe tracée sur une surface hyperelliptique représen-
table, point par point, sur le champ (n"I02l, et qui n'est ni ιιιι<* 
ligne multiple, ni une courbe unicursale singulière de la surface. 

La propriété caractéristique des courbes algébriques ainsi définies 

est de posséder deux intégrales abéliennes de première espèce, jdu 

cl j de, n'ayant que quatre paires de périodes simultanées : il est 

clair, en eiîet, puisque f du el j de. sont, sur la surface hyperel-

liptique, des intégrales de différentielles totales de première espèce, 
qu'elles seront des intégrales abéliennes de première espèce le long 
de toule courbe, non multiple, tracée sur la surface. Nous disons non 
multiple parce qu'à un point d'une courbe multiple correspondent 
plusieurs systèmes de valeurs de u et de c, et que du et de peuvent, 
dès lors, n'être plus des différentielles abéliennes. Il est également 
évident que les courbes unicursalcs singulières doivent être exclues 
de la catégorie des courbes du champ hyperelliptique. 

Cela posé, rappelons (n° 8) que, sur line surface hyperelliptique, 
l'équation d'une courbe algébrique peut toujours se mettre sous la 
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forme 
&(u — λ, ρ — μ) — ο, 

ou λ et α sont des constantes, et B(u, P) une fonction thêta de carac-
téristique nulle. 

Introduisons de plus, pour simplifier le langage, les définitions 
suivantes : 

\011s appellerons courbes de même ordre, dans le champ liyper-
ellfpliquc, l'ensemble des courbes dont les équations sont de la forme 

Θ(« — λ, Ρ — α) = ο, 

où Θ( U. r) est une fonction thêta d'un ordre donné ; parmi les courbes 
d'un même ordre, nous appellerons courbes d'une même famille 
celles dont l'équation peut être mise sous la forme 

0(tt — λ, ν — p.) = o, 

où &(u, v) est une fonction à caractéristique nulle, d'un ordre donné, 
ol où λ cl α sont des constantes données ('). 

Si les équations de deux courbes s'obtiennent respectivement en 
égalant à zéro deux fonctions 0, d'ordres m et n, la première sera 
dili! d'ordre supérieur ou inférieur à l'ordre de la seconde, selon 
que m sera plus grand ou plus petit que n. 

110. Remarque f. — Il convient d'observer que, sur une surface 
h vperclliplique 6, les courbes dont l'équation est de la forme 

0(# — λ, ρ — p.) —ο , 

Θ( «, ν) désignant une fonction thêta quelconque, d'ordre m, seront 
de même ordre, dans le sens ordinaire de ce mot, c'est-à-dire de 
même degré. En effet, si les coordonnées homogènes x

t
, x2, χ.

Λ
, x

h 

(*) Ces définitions concordent avec celles que nous avons données des courbes 
d'un même ordre et d'une même famille — uoivoques ou non — sur la surface 
de Kummcr. 
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d'un point de $ sont des fonctions thêta (à caractéristique nulle), 
d'ordre h, le degré de la courbe 0(u — λ, ν — μ.) = ο sera égal au 
nombre des solutions communes aux deux équations 

E) = ο, 0(u — λ, ι* — JJL) — ο, 

c'est-à-dire à 2mh. Toutefois, si les quatre coordonnées xj(u. v) oui 
des zéros communs u

0
, c

e
; u

n
 e,;la courbe précédente sera d'ordre 

inférieur à irnh quand la fonction 0{u — λ, e— \x) s'annulera pour 
un ou plusieurs des systèmes de valeurs M„,C

0
; .mais 2 m h sera 

toujours le degré de la courbe obtenue en égalant à zéro la fonction 
tliêla la plus générale d'ordre ///. 

ill. Remarque II. — D'après la remarque faite au 11" II, si 
0(w, e) et Θ

0
(«, c) désignent deux fonctions quelconques d'ordre //t. 

à caractéristique nulle, les deux courbes du même ordre 

0«(u — A
0

, e — (j.
0
j = ο, Θ(// — Λ, e - μ) η 

appartiendront à la même famille, si les constantes λ, u, A„, u,, vérifient 
les relations 

m(A — λ„ ). : ο, Μ\μ — μ«) ο ( mod. périodes). 

112. Remarque HI. — Soient θ,(*/, r), 0.
J
(u,i)

1
 (·)ρ(//, cj 

des fonctions lbèia de earactérisliqne null·· el d'ordres respectifs 
«/,, ///2, ..La fonction 

0
t
(u - λ,, e - u,)0

3
(« - A

2
, e — [x, )... 0p(u - Ap, e - apj 

où les λ;, [A/SOIIL des constantes, pourra, eoinme on le voit de suit»! en 
écrivant les relations auxquelles elle satisfait quand on augmente u 
el ede périodes simultanées, se mettre sous la forme 

0(tt — λ, e - - (A ), 

où Θ(//, c) est nue fonction de earacléristi(jiie nulle, d'ordre 
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m, 4- m, 4-... 4- mp

 et où les constantes λ et α vérifient les rcla-
I ions 

h(*nt 4- m., 4- ... 4- mÀ = m, A, 4- w2 λ2 4- ... 4-

u(m, 4- w/
a
 4- ... -h /wp) = m, p., 4- [a

2
 4-... 4- /WptA

f
. 

115. Les deux courbes 

0( u — λ, «· — ρ) = ο, Θ( u — λ', r — p/) = ο 

se correspondent point par point (nrt 91); on peut, pour étudier, 
dans le champ hypcrclliplique, les propriétés des courbes d'un même 
ordre cl d'une même famille, faire choix d'une famille particulière; 
nous choisirons, dans ce qui suit, celle qui correspond à λ = ο, p. = ο ; 
mais nos raisonnements, absolument généraux, s'étendront à toutes 
les courbes et à toutes les familles de courbes du champ hypcrcllip-
tique. 

114. Nous savons que j duc l J"dv sont des intégrales abélieimcs 

de première espèce le long d'une courbe quelconque du champ hypcr-
clliplique; il est aisé de trouver l'expression des autres intégrales de 
première espèce appartenant à cette courbe. 

Soit, en effet, Θ
0
(α, e)=o l'équation de la courbe considérée, 

désignant une fonction thêta d'ordre m, de caractéristique nulle; 
désignons par 0(tf, v) une autre fonction, quelconque (railleurs, de 
même ordre et de même caractéristique, l'intégrale 

(υ 
/'τττώ, 

prise le long de la courbe Θ
0

— ο, est une intégrale abéliennc de pre-
mière espèce. 

IL lie est abéliennc comme l'établit le raisonnement fait au n° 92, 
répété mot pour mot; elle est de première espèce, car elle ne peut 
devenir infime qu'aux points de la courbe qui annulent -—· Or la rela-
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lion 

(7θ„ ; ()θ0 j 

monlrc que l'intégrale ne deviendra infinie que s'il existe sur la 
courbe Q(u, ν) ~ ο des points dont les arguments vérifient les équa-
tions 

Jû Ί)ΐ -

c'est-à-dire des points doubles, 011 plus généralement des poinls sin-
guliers d'un ordre quelconque. 

Si donc la courbe Θ„(α, c) = ο n'a pas de tels points singuliers, 
l'intégrale ci-dessus est de première espèce. Or les fonctions Θ(α, c), 
d'ordre m et de caractéristique nulle, s'expriment en fonction linéaire 
et homogène de m2 d'entre elles, parmi lesquelles ligure la fonction 
Θ«(/έ, e) : il en résulte qu'on obtient, sous la forme (4), m2 — r inté-
grales abélienncs de première espèce linéairement distinctes, ce qui 

donne en tout, avec j du el J de, />/*4- ι intégrales de première 
espèce. 

il est aisé de voir qu'on a obtenu ainsi toutes les intégrales de celle 
nature linéairement dislinclos, c'est-à-dire que le genre ρ de la 
courbe proposée est égal à /;/24-1. Bn effet, les deux courbes 

θ
0
(ίί,ρ) = ο el (-)(«, ν) = ο 

ont 2m2 poinls communs, qui varient tous avec 0(«, c); d'un autre 
coté, on sait qu'une différentielle abélienne de première espèce appar-
tenant à une courbe de genre ρ s'annule en ·ι(ρ — ι) points de 
celle-ci. On a donc, d'après la forme (4) de l'intégrale, 

2(p ~~ ]) — 'lm~i d'où ρ = ni1 1. 

Nous pouvons énoncer maintenant ce ihéorème : 

Dans Le champ hyperellip tique, les courbes d'un même ordre el 
d'une même famille, sans point singulier, découpent l'une sur 
l'autre des groupes (j

2(/
,_0. 
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Dans cet cnoncc et clans toutes les recherches qui vont suivre, 
quand nous parlons de systèmes de courbes dans le champ hyper-
elliptique, il s'agit de courbes tracées sur une même surface hyper-
elliptique quelconque d'ailleurs; les points communs à deux courbes 
sont ceux dont les arguments u, ν vérifient les équations de ces courbes. 

La réciproque de la proposition précédente n'est pas vraie; il y a, 
sur une courbe du champ hyperelliptique, à cause de l'existence des 

deux intégrales de première espèce j*du et d'autres groupes 

que ceux découpés par les courbes du même ordre et de la 
même famille. 

115. Remarque. — Il importe d'observer, pour appliquer le théo-
rème ci-dessus, que tous les points multiples d'une courbe algébrique 
iracée sur une surface hypercllipLique ne sont pas nécessairement des 
points singuliers dans l'acception indiquée plus haut. Ainsi, par 
exemple, une surface hyperelliptique S a généralement une courbe 
double, cl toute section plane a, 4- a.,;c.2 4- 4- ci

k
 r,,

t
 =. ο de a 

dos points doubles aux points oii elle coupe la courbe double; mais, 
dans le champ hyperelliptique, ces points 11c sont pas singuliers si les 
fonctions Xj(u

r
\>), qui définissent les coordonnées d'un point de 

ne sont soumises à aucune condition particulière. 

11β. On peut donner quelques propositions simples, relativement 
aux groupes de points découpés sur une courbe du champ hypercllip-
lique sans point singulier, par certains systèmes de courbes mobiles. 

Observons d'abord que sur une courbe fixe, Θβ(κ, 0) = o, les 
courbes d'un même ordre et d'une même famille découpent des 
groupes équivalents, car, si 

— λ, ν — a) 4- p202(a — λ, e — a) 4- ... = ο 

est l'équation générale des courbes sécantes, λ et ρ désignant des con-
stantes fixes et p,, p.j, ... des constantes variables d'une courbe à 
l'autre, il est clair que la somme des valeurs que prend une différen-
tielle abélienne de première espèce appartenant à la courbe fixe Θ„ = o, 
aux points communs à cette courbe et à l'une des courbes mobiles, est 
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<le la forme 
A, dp, +A,rfpj + 

les A étant des fonctions rationnelles de pn p2, — Pour que celle 
dernière expression reste finie, il est nécessaire que À, = A

2
 = ... = o. 

Par suite (n° 85), les groupes formés par les points communs à la 
courbe fixe et à l'une des courbes sécantes sont équivalents entre eux. 

Eludions, en particulier, les groupes de points déterminés sur une 
courbe du champ hypcrelliptique sans point singulier, Θ„ (υ, c) = <>, 
par les courbes ayant pour équation générale 

(·>) 
?,©;(« - λ', >■ - jj·') 

+ ?·.©!(« - A', ν —a')jV©l'0 - λ', ν - α ) = ». 

Ρ) désignent les /P fonctions thèla d'ordre// 
et de caractéristique nulle, à l'aide desquelles on peut exprimer linéai-
rement toutes les fonctions de même nature. Nous supposerons que // 
est inférieur à l'ordre, /?*, de Θ

0
(ί/, p), c'est-à-dire que les courbes 

sécantes sont d'ordre inférieur à celui de la courbe fixe. 
H est aisé (le démontrer que les courbes représentées par Γ équa-

tion (5), où λ', μ' sont supposés fixes, et ρ,, p», ..., variables d'une 
courbe à l'autre, découpent sur la proposée des groupes appartenant à 
η 11 .système spécial : soient en effet 

Θ;0,Ρ), e:,(u,ρ), ..., Θ^,,,-Ο,γ), 

(/// — uf fonctions llièta, linéairement distinctes d'ordre m — η et de 
caractéristique nulle; désignons par Λ", JA" deux constantes, liées à λ' 
el μ' par les relations 

(«o 
η Κ' -+- (/η — η) λ" ΞΞ= Ο 

η μ -{m — η) μ"-:·, ο 
(mod périodes). 

La courbe qui a pour équation 

°= l?t®\ iu~ *Λ'» — À'j c— 

X [σ, %\{u — λ", ρ — μ") -h σ20! (u — Λ", ρ — ΙΑ") -h...], 
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011 p
n

 p.
J9

..., <7,, σ
2

, ... sont des constantes quelconques, est, d'après 
les remarques des nos 111 et 112, une courbe du même ordre et 
de la même famille que la courbe Θ

0
(η, ρ) —ο; elle détermine donc 

(n° 114·)sur cette dernière, quand on fait varier ρ,, p
a

, ..., σ
η
 σ

2
, ... 

des groupes ÛV-). Or chacune des deux familles de courbes 

(>) ρ,Θ', (u — λ', ν -- a') -h ρ.Θ',Α a — λ', ρ ~ f) = υ, 

(ο his) s, Θ'ί (u — λ", ν — a") -f- ( η — λ", γ ~ α" ) -4-... = ο 

découpe sur la courbe de genre ρ, Θ
0
(α, P) = O, des groupes équiva-

lents qui appartiennent respectivement a deux systèmes de groupes, 
I' et 2"; les groupes de l'un des deux systèmes contiennent moins de ρ 
points, puisque l'ensemble d'un groupe de Σ' et d'un groupe de Σ" 
comprend 2(/> — 1) points. On en conclut (n° 85) que l'un des deux 
systèmes est spécial, et Tau Ire l'est également, en vertu du théorème 
de Kiciminii-Koch. Donc : 

Dans te champ hyperelliplique, les couches d'un même ordre el 
d'une même famille découpent, sur une courbe quelconque du, 
champ sans point singulier cl d'ordre supérieur à l'ordre des 
courbes sécantes, des groupes de points qui appartiennent à un 
système spécial. 

Lu démonstration de ce théorème nous fait de plus connaître une 
seconde famille de courbes d'un même ordre, découpant sur la courbe 
lixe des groupes qui appartiennent au système spécial complémen-
taire du précédent. 

117. Ces résultats auxquels nous sommes parvenu si simplement 
vont nous conduire à des propriétés géométriques intéressantes des 
courbes du champ hyperelliplique, propriétés qui n'appartiennent pas 
aux courbes algébriques générales. 

Supposons d'abord que la courbe θ
0
(η, P) = 0 soit d'ordre pair, 

c'est-à-dire que l'ordre, ni, de Θ„(//, Ρ) soit égal à 2q : nous pourrons 
allors choisir/* de façon que les courbes (5)ct (5 bis) soient du mémo 
ordre; il suffit pour cela de faire Η — q. Si de plus on choisit λ' et IJ.' 

Journ. de Math. (\8 série), lome IX.— l7asc. IV, 18y3. /,8 
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de façon que l'on ait λ' = λ", ιχ' = «χ", ce qui entraine, d'après 

(6) 2(j W ΕΞ 0 , 2<y ΙΧ'ΞΞΟ (inod périodes), 

les deux familles de courbes (5 ) cl (5 bis) seront identiques. A chaque 
système de valeurs de λ', fx' vérifiant les congruences précédentes cor-
respond ainsi une famille de courbes représentée par l'équation (5); 
cherchons combien nous obtiendrons, par cette méthode, de familles 
différentes. 

Soient Φβ, <£'
0
 et Φ, Φ' deux couples de périodes simultanées: nous 

aurons pour λ', |x' les solutions 

ÎÎL, îk rt 1, £. 

pour que les courbes représentées par l'équation (5), ou l'on remplace 
successivement λ' et \j! par ces valeurs, appartiennent à deux familles 
distinctes, il faut, d'après ce qui a été dit au n° 111, et puisque les 
fonctions Θ' sont d'ordre que les quantités 

71 ~ )' c est-a-dire > 

cl 

7 b c est-a-dire > 

11e soient pas égales à des périodes simultanées, et, par suite, que les 

couples de demi-périodes -ξ- et — soient difi'érenls, â des pé-

riodes près. 11 en résulte qu'il y aura autant de familles différentes de 
courbes (5) répondant au problème qu'il y a de couples distincts de 
demi-périodes, c'est-à-dire seize. 

Deux courbes quelconques d'une de ces seize familles découpent 
sur la courbe Θ0(#, P) = O deux groupes de points dont i'cnscrnblr 
forme un groupe ; cri particulier, si les deux courbes considé-
rées coïncident, on obtient, sur la courbe &

0
(u, <-*) = o, un groupe 

particulier ·)> formé de points deux â deux confondus. L'équa-
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lion (5) renfermant Λ
2—i, ici q2—i, paramètres, il y aura un 

nombre q-— ι fois infini de ces groupes particuliers. 
Or il est à remarquer que, sur une courbe algébrique quelconque, 

il n'existe qu'un nombre fini de tels groupes : on sait en effet 
que, parmi les courbes d'ordre Ν — 3 adjointes à une courbe plane 
d'ord re iV et de genrep, le nombre de celles qui touchent la courbe plane 
en tous leurs points non singuliers de rencontre avec elle, est égal, en 
général, à 2p~l (ίρ — ι) ; c'est seulement pour des courbes particu-
lières que ce nombre pourra devenir infini. Nous avons ainsi trouvé, 
pour les courbes du champ liyperelliptiquc, une propriété géométrique 
qu'on peut énoncer ainsi : 

Soil Cw
 une courbe du champ kypcrelliplique, sans point singu-

lier, obtenue en égalant à zéro une fonction thêta d'ordre pair, 
2</('); désignons par C'

u
 sa projection sur un plan quelconque, et, 

plus généralement, une courbe plane qui lui corresponde point par 
point; soil X le degré de C'

0
 : il existe seize familles de courbes 

d'ordre X —- 3, adjointes à C'
0

, et touchant cette courbe en tous 
leurs points mobiles de rencontre avec elle; l'équation des courbes 
d'une même famille dépend de q1 ~ \ paramètres arbitraires. 

Les points de contact des courbes d'une famille forment des 
groupes équivalents de fi q2 points qui appartiennent à un système 
spécial, cl par les points de deux de ces groupes on peut faire 
passer une courbe adjointe d'ordre Ν — 3. 

Par un raisonnement tout h fait semblable à celui qui précède, on 
établit la proposition plus générale suivante : 

Si l'équation de la courbe C
0
 du champ hyperelliplique s'obtient 

en égalant à zéro une fonction thêta d'ordre rq, il existe r% fa-
milles de courbes d'ordre Ν — 3 adjointes à C'

0
 et ayant avec cette 

dernière courbe un contact d'ordre r — ι en chacun de leurs points 

(') Le genre de C0 est (n° 114) égal à 4y84-»; réciproquement une courbe 
du champ hyperclliptiquc, sans point singulier, de genre s'obtient en 
égalant à zéro une fonction thêta d'ordre ι q. 
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mobiles de rencontre m ec elle; l'équation des courbes d'une même 
famille dépend de (f— ι paramètres arbitraires. 

Les points de contact des courbes d'une famille forment des 
groupes équivalents de irq* points qui appartiennent à un système 
spécial, et par les points de r de ces groupes on peut faire passer 
une courbe adjointe d'ordre Λτ — 3. 

En particulier, cl ce Lie proposition s'applique à toutes les courbes 
sans point singulier du champ hypcrelliplique : si l'équation de i\

v 

s'obtient en annulant une fonction thêta d'ordre ///, desl-à-dire 
si. C'

e
 est de genre m2-+-1, il existe m'' courbes d'ordre \ — 3. ad-

jointes à C'„ et ayant avec celte dernière courbe un contact d'ordre 
m — ι en chacun de leurs points (non multiples) de rencontre avec 
elle. 

Les im points de contact d'une de ces courbes avec ('„ correspon-
dent aux points déterminés sur la courbe C„. c'est-à-dire Θ„ (η. ν > — ο. 
par les courbes 

Z
e
(u — λ', ν υ.) — ο. 

où λ' et u/ sont définis par les congruences 

m~k===o. nu! ~=o unod périples i. 

et où z
(}
 ( a. v) désigne toujours la fonction lliêta d'ordre ni», de earac-

térisLique nulle. 
licite dernière propriété n'appartient pas non plus aux courbes 

algébriques générales, car soit p — nr-ri le genre d'une de ces 
courbes, supposée plane et d'ordre Λ : pour trouver une courbe ad-
jointe d'ordre \ — 3 ayant avec elle en im poiuls ιιιι contact d'ordre 
m — i, il faut satisfaire à im(m — i) conditions; or im(m — i) est 
supérieur au nombre de paramètres, ρ — ι ou «z2, dont dépend l'équa-
tion des courbes adjointes d'ordre Ν — 3, dés que m dépasse i. 

118. Remarque. — Les théorèmes ci-dessus s'étendent d'eux-
mêmes aux courbes uriivoqucs tracées sur la surface de Rummer, 
lorsque ces courbes n'ont pas d'autres points multiples que les points 
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doubles (jui leur appartiennent nécessairement en vertu de leur defi-
nition. 

On peut en ce cas donner â nos résultats une forme géométrique 
simple. 

Soit en effet Θ0(a—λ, ν — ιχ)=ο l'équation d'une courbe uni-
voque de la surface de Kumioer; si θ0(α, ν) est d'ordre m, celle 
courbe, d'ordre 4ni, est l'intersection de la surface de Kummer avec 
une surface d'ordre m, louchant la précédenlc en m2 points (n° 91): 
par suite les groupes et les groupes spéciaux sont découpes 
( ii" 80) sur elle par des surfaces d'ordre m passant par les m2 points 
doubles. 

Colle remarque permet, par exemple, d'énoncer ainsi le dernier 
ibéoréme du numéro précédent : 

Par le# mr points double# d'une courbe uuivoque d'ordre '\ ht 
1 racée sur la .surface de Kummer, ou peul faire passer m '' sur-
faces d'ordre ///, ayant avec la courbe proposée un contact d'ordre 
m — 1 en chacun de leurs 2/// points (non multiples) de rencontre 
axer elfe. 

Les 2 m points de contact d'une de ces surfaces et de la courbe 
smd dans un même plan langent de la surface de Kummer. 

Lorsque m dépasse 4, on doit entendre qu'il y a m'' systèmes de 
surfaces d'ordre m répondant à la question, les surfaces d'un inertie 
système coupant la surface de Kumrncr suivant la même courbe : niais 
il n'y a jamais que ni' groupes de points de contact. 

119. Arrivons maintenant aux courbes du champ byperelliplique 
douées de points singuliers, c'est-à-dire aux courbes représentées par 
une équation v) = o, telle que les trois équations 0„(u, v) = o, 
~ — o, = o aient un ou plusieurs sysLèmes de solutions com-

munes en u cl e. 
Soit u

01
 v9 un quelconque de ces systèmes ; il est clair qu'on ob-

tiendra une intégrale de première espèce, appartenant à la courbe 
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β
Λ
 = ο, par l'expression 

<-ί) J m 
où Θ(#, ν) désigne une fonction de même ordre et de même famille 
que 0„(«, c), telle que l'intégrale précédente reste finie en tout point 
singulier u

01
 c„. Si a01

 r„ est un poinL double, c'est-à-dire si les déri-
vées secondes de 0O(&, c) ne s'y annulent pas, il faut et il suffit, pour 
que l'intégrale (4) reste finie, que la courbe 0(u, r) = ο passe par ce 
point; si u

0
, ç

0
 est un point multiple d'ordre 7r, c'est-à-dire si toutes 

les dérivées de Θ0(α, ν) par rapport à u et ν s'annulent en ce point 
jusqu'à l'ordre /f, exclusivement, la courbe 0(iî, r)= ο devra avoir 
au même point un point multiple d'ordre h — i. On le démontre par 
un raisonnement identique à celui que l'on connaît pour les points 
singuliers des courbes algébriques planes : sur une courbe plane, 
o, les propriétés d'un point multiple dépendent en 
effet uniquement d'un certain nombre des premiers termes du déve-
loppement de f {</:, y) suivant les puissances croissantes de ./; — 
y — y

0
, et ces propriétés s'étendent d'elles-mêmes aux points singu-

liers d'une courbe 0„(«, r ) = ο du champ bypcrelliptique, puisque 
0o(tf, r) est toujours développablc en série convergente suivant les 
puissances croissantes de u — u

0
, r — c

ft
. 

D'après cela, et d'une manière générale, si la courbe &„(u, c ) = o 
a, en un point u

01
 <·„, une singularité <r

e
, il faudra, pour que l'inté-

grale (4) reste finie en ce point, que la courbe 0 = ο possède en u„. 
r„ une singularité bien déterminée : nous dirons que la singula-
rité σ

η
 est adjointe de σ

α
. 

Si l'on considère, dans le développement de 0O(#, c), suivant les 
puissances croissantes de u — u

0
, c — c

0
, les termes (dont les coeffi-

cients peuvent être nuls) qui caractérisent la singularité σ
01

 il est clair 
qu'une courbe algébrique plane /(w, e) = o, telle que le développe-
ment de /(u, v) commence par les mêmes termes, les autres termes 
étant quelconques, aura, au point ι/

0
, υ„, la singularité σ

#
, et les 

courbes adjointes à /(ÎÎ,C)=O auront, en ce même point, la singu-
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larité adjointe σ'
9

. On ramène ainsi la recherche de la singularité 
au problème analogue pour une courbe algébrique plane. 

Une courbe possédant, en chaque singularité de la courbe, 
θ

β
(«, r) =. ο, la singularité adjointe sera dite adjointe à la proposée. 
Cela posé, nous allons établir que les intégrales abélicnnes de ple-

in i ère espèce relatives à une courbe quelconque 0
O
(M, ν) = ο du 

champ hypcrellipticjue sont, à part fdu et fdv, de la forme 

ou 0(c) = ο est une courbe du même ordre et de la même famille 
que 0

O
O, c) = o, cl adjointe à celle-ci. 

120. Observons d'abord que, si deux courbes ont en un même 
point deux singularités, σ,, σ

2
, elles ont, en ce point, un certain 

nombre d'intersections confondues : ce nombre ne dépend évidem-
ment que des termes qui caractérisent les singularités σ, et σ

2
 dans les 

développements des premiers membres des équations des deux 
courbes; il est égal au nombre analogue relatif à deux courbes planes 
qui auraient en un point les singularités σ, et σ

2
; nous le désignerons 

pari(cr
n

*
2
). 

En particulier, le nombre l(*0) σ<>) dee intersections, réunies en 
un point singulier, d'une courbe et d'une quelconque de ses courbes 
adjointes ne dépend que de la singularité σ

0
; il jouit de plusieurs 

propriétés importantes que nous allons exposer. 
Tout d'abord, dans le champ hypcrclliptiquc comme dans le plan, 

le nombre I(*„, cr'
w
) est double du nombre qui exprime l'abaissement 

du genre dû à la singularité σ
Λ

. 
Soit en effet 0O(«, e) une fonction thêta d'ordre /;/, supposons que 

la courbe 0
o
 = o n'ait qu'une seule singularité, σ

0
, et désignons par 

0(w, p) = o la courbe adjointe la plus générale, du même ordre et 
de la même famille que la proposée. La différentielle 

m du 

J m ' 
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étant, par hypothèse, abélienne et de première espèce le long de la 
courhe 0

O
 = o, s'annulera en 2(p — i) points, non fixes, rie cette 

courbe, /; désignant le genre de 0„ = o. tën d'autres termes, le nombre 
des points, distincts du point singulier, où les deux courbes Θ

β
 = ο 

et Θ — o se rencontrent, est égal à 2(ρ — 1), et l'on a 

>i(p - 1 )= 2//r -
d'où 

h) P = m~ + 1 - i !(*„< *«) 

ce (jui démontre la proposition à établir. 
Mil second lieu, le nombre ^Ι(σ

4)
, cr'

()
) est égal au nombre des comb-

lions auxquelles équivaut la singularité σ'
0

. Ce théorème est évident 
dans le plan : soit en cilèt c\ le nombre de conditions dont il s'agit: 
pour une courbe phuic d'ordre // sans points singuliers, les courbes 
adjointes d'ordre η — 3, linéairement distinctes, sont en nombre égal 

à puisque toute courbe d'ordre η — .3 est adjointe à la 

proposée. Si la courbe a une singularité σ
0

, le nombre des courbes 
adjointes d'ordre// — 3 est diminué de ej, par définition, et par suiter

n 

est égal à l'abaissement du genre du à la singularité <?„, c'esl-à-dire à 
i 1(*<m *'„)· 

La |)ro])Osilion subsiste dans le champ liyporelliplique, |)iiis(|ue les 
nombres \ (z0, i'

0
) et c'

(>
 ne dépendent (juc de la nature do la singula-

rité il en résulle que, dans le développement suivant les puissances 
croissantes de a — a

0
, e — r

0
, du premier nombre de l'équation (fune 

courbe supposée adjointe à une autre courbe, douée en */„, c0 de la 
singularité σ

β
, les coefficients doivent salisiaire à ^1( σ„. σ

η
) équations, 

et ces équations sont linéaires comme dans le cas du plan. Toutefois 
on pourrait objecLer qu'en raison delà nature spéciale des fonctions 
thêta, un ccrlain nombre des équations précédentes peuvent être des 
conséquences nécessaires des autres; le nombre e'0 des conditions 
cherchées serait donc inférieur à ^ 1 (σ

(|
, σ'

((
). 

Nous allons montrer que cette hypothèse est à écarter. 
Supposons toujours que la courbe 0O(//, <·) = o n'ait pas d'autre 
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singularité que σ
β

; le nombre des courbes adjointes linéairement 
distinctes du même ordre et de la même famille est égal à m2 — c'

e
, et 

si l'on retranche la courbe Θ„ = ο elle-même, il reste m*— c
0
 — ι de 

ces courbes, fournissant par la formule (4) autant d'intégrales abé-
liennes de première espèce, sur = ο. Si l'on ajoute les intégrales 

j du et J c[<>, on voit que le genre, p, delà courbe Θ
0
 = o est au moins 

égal à m- — c'
0
 -h i, 

Ρ ï tl>~ ~ c'
0
 "Η I -

Or on a 

(7) 7p-ni2-hi — 

cToù l'on lire 
li V s°,s°) 

et par suite, comme c
n
 ne peut dépasser ^Ι(σ

β
, σ'

#
), il'aprés ce quia 

été dit plus haut, on a nécessairement 

11 (\ = ÏI(® 

Donc : 

Pour une courbe du champ hypercllipliquc possédant en un 
point une singularité σ

0
, le nombre £1 («7

0
, Σ'

Β
) est égal : I° au 

nombre des concluions linéaires auxquelles équivaut la singularité 
adjoin,le σ„ ; 2W au nombre qui exprime Vabaissement du genre du 
à la singularité a

0
. 

121. Nous sommes maintenant cn mesure d'établir la proposition 
que nous avions cn vue relativement aux intégrales abéliennes de pre-
mière espèce qui appartiennent à une courbe du champ hyperellip-
tique. 

Soit Θ
0
 = ο cette courbe; supposons qu'elle ait cn des points r,, 

u.
2

, p
a

, ... des singularités σ,, cr
2

, ..., soit ρ son genre, désignons 
par m l'ordre de &

9
(u, P). 

Journ. de Math, (V strie), tome IX. — Fasc. IV, 189Î. 49 
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On a, d'après le raisonnement du numéro précédent, 

2(jp — ι) -- 2m2 — ΣΙ(σ, σ') 
ou 

(8) p = m2-h I -- 1ΣΙ(σ, σ'), 

la somme s'étendant à toutes les singularités σ
η

 σ
2

, 
D'un autre coté, les courbes du même ordre et de la merne famille 

que Θ
0
 = ο, adjointes à celle-ci et linéairement distinctes, sont en 

nombre au moins égal à 

ni" — 4ΣΙ(σ, σ'), 

puisque chaque singularité σ', adjointe d'une singularité σ, équivaut 
à - ί (τ, σ') conditions. Nous disons au moins parce que les conditions 
imposées par les diverses singularités σ' pourraient ne pas être indé-
pendantes. En retranchant des courbes adjointes qui précèdent lu 
courbe Θ„ = ο elle-même, il reste au moins m- — ι — -J-ΣΙ (σ, σ ) 
courbes distinctes, donnant par la formule (4) au moins autant d'in-
tégrales de première espèce le long de la courbe Θ

0
 = ο; en ajoutant 

main tenant les deux intégrales J du et J de, on arrive à l'inégalité 

p> m2 -+■ ι — ·ίΣΙ(σ, σ') 

et, en comparant à la relation (8), on voit qu'on doit prendre le 
signe =, et par suite la restriction au moins doit être supprimée. 

11 en résulte : 

i° Que les conditions imposées aux courbes du même ordre et 
de La même famille qu'une courbe donnée, par les singularités ad-
jointes des singularités de cette courbe, sont indépendantes les unes 
des autres; 

2° Que toutes les intégrales de première espèce appartenant à 
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une courbe du champ hypcrelliplique sont, à part J"du et Jdv, 
comprises dans le type (4) (1 ). 

Nous voyons ainsi qu'une courbe de genre ρ admet ρ — ι courbes 
adjointes, linéairement distinctes, du même ordre et de la même 
famille qu'elle, parmi lesquelles figure d'ailleurs cette courbe même. 

122. M. Guccia a démontré, pour les courbes algébriques pJancs, 
le théorème suivant, qui s'étend aussi, en vertu des explications que 
nous venons de donner, aux courbes du champ bypcrelliptique (2). 

« Le nombre des conditions auxquelles équivaut pour une 
courbe une singularité donnée en un point donné est égal au 
nombre des intersections, réunies en ce point, de deux courbes 
quelconques douées de cette singularité, diminué du nombre qui 
exprime l'abaissement du genre que celle-ci produit (*). » 

Nous aurons occasion d'appliquer cette belle et importante propo-
sition, ainsi que la suivante, duc au même auteur et que nous énon-
çons tout de suite pour le champ bypcrelliptique. 

Soit un système linéaire de courbes, du même ordre et de la même 
famille, 

ο — Λ,Θ^μ, c) -h X20J'(m, e)-K. .-h Α«Θι
α
η(^, r) -κ.. 

tel que la courbe mobile du système possède en un point une singu-

(*) Cette seconde conséquence était évidente a priori; la proposition a été 
en effet démontrée pour les courbes sans point singulier, et il est clair qu'elle 
subsiste quand on fait varier les coefficients de l'équation d'une courbe sans 
point singulier cle manière à lui faire acquérir un ou plusieurs de ces points. 

(*) Comptes rendus, 4 octobre 1886. 
(3) On suppose dans cet énoncé que si les deux courbes θύ ~ ο, θ = o ont en 

un point la singularité considérée, les courbes du système λ0θ0+·?.,θ, =~o ont 
en ce point la même singularité. 
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larité σ, ; soient de même d'autres systèmes linéaires 

ο = Σβ}λρΘι
ρ
3,(ί/, r)=o: 

ο = νγνγ Θγ"(ί/, V), 
......... 

ο = ΣδσίΘ^(//,ρ)» 

dont les courbes mobiles possèdent un même point des singularités 
respectives σ2, σ3, ..., σρ. 

On appellera singularité composée (σ, H- σ
3
 + ... 4- crp) la singu-

larité bien déterminée que possède au point considéré, quelles que 
soient les constantes a, toute courbe représentée par Γ équation 

ο —Ζαα,ρ
)
...,?β<ι&ρ) ... ΘςΡ', 

la somme s'élendanl à toutes les valeurs de α, β,..., ο. 
Cela posé, on a ce théorème ( ' ) : 

« Le nombre cle conditions auxquelles équivaut la singularité 
(σ, +· t., -+-...-t- σρ) en un point donné est égal à la somme des 
nombres analogues relatifs aux singularités <7,, n.,, crp, «wg-
menlé de la somme des intersections deux à deux des mêmes singu-
larités, c'est-à-dire de la somme des nombres 1(g7, rsf, \ if j\-

Il est à remarquer que M. Guccia n'a pas établi les théorèmes qui 
précèdent en parlant des développements dans le domaine du point 
singulier; mais les résultats sont applicables aux courbes du chump 
hypercllipLiquc puisqu'ils ne dépendeiil en réalité que des termes 
caractéristiques de ces développements. D'ailleurs M. Nothcra indiqué 
une méLliodc pour déduire les propositions de M. Guccia de l'équation 
même des courbes au voisinage des points multiples (■). 

Il est aisé de voir, à l'aide des principes qui viennent d'èlre posés 
relativement aux courbes adjointes, dans quelle mesure les proposi-

(') RencliconLi del Circolo malem. cli Palermo, t. III, p. ί!\i. 
(2) Ibid., t. IV, p. 3oo. 
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lions établies plus haut pour les.courbes du champ hyperellip tique 
sans point singulier s'appliquent aux courbes possédant des singula-
rités; nous n'insisterons pas sur ces extensions qui n'offrent aucune 
difficulté dans chaque cas particulier, et que nous présenterons d'ail-
leurs sous une autre forme en exposant les propriétés des surfaces 
adjointes aux surfaces hyperelliptiques générales. 

CHAPITRE III. 

Théorie des surfaces adjointes. 

Γ23. Reprenons la surface hyperellipliquc to dont les coordonnées 
d'un point./;,, ./;

2
,sont proportionnelles à quatre fonctions thêta 

d'ordre h et de caractéristique nulle Χ·,(Μ,Ρ), #
3

(Μ·, Γ), A.;
3
(#, PR 

v). Nous supposerons que, dans le champ hyporelliptiquc, c'est-
à-dire sur mie surface hvperclliptiquc choisie à volonté, les quatre 
courbes .//,·( u, r ) — o, ou, d'une manière plus précise, les courbes 

O) <> A, ·/*, ( U, C J -+- λ2 ./'.j, ( Il, C } A., X'
;
, ( Il, Γ j Λ

 5
 X

 4
 ( u, cM, 

ou les λ soul <l«;s couslanles quelconques, ont un certain nombre de 
singularités communes cq, <r

2
,..., ̂  aux points £/,, r,; //

2
, tq;rp. 

Dans cette hvpolbèse Lout à l'ait générale, nous allons établir, entre 
h's surfaces adjoinlt'x de to et les fonctions thêta, une liaison iin-
porlaulc qui csL la généralisation de notre théorème fondamental pour 
la. surface de Ruminer cl qui se prêtera à de nombreuses applications 
géométriques. 

La surface to définie plus haut étant toujours supposée rep rose η tab le 
point par point sur le champ hyperellip tique, on obtiendra son degré 
h, en cherchant le nombre des solutions non fixes communes aux 
deux équations 

(o A,X·, ( «, ç) -h ... A
/(
 x,(w, Ρ) = o, 

<»> |A,X-, («,,·) H- ... + [Λ, Xt( U, V) = O, 
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où les λ et les p. sont des constantes quelconques. Ce nombre est 
égala ili2 diminué de la somme des intersections des deux courbes 
( ι) et (2) réunies aux points singuliers ρ, ; &2, c2,·.., hp,pp; c'est-
à-dire, d'après la notation du n° 120, de la somme des nombres 
ΚσΛ, Ο-

Donc : 
η — ih2— ΣΑ ί(σΑ,σΑ), (k = 1,2, ...c). 

Si le point Μ
λ
, vk est un point multiple d'ordre k à branches séparées 

pour les courbes (1) et si en ce point ces courbes n'ont aucune bran-
che commune, Ι(σΑ, σΛ) est égal à k2. 

Le genre, ρ, des sections planes de B, c'est-à-dire des courbes (1), 
est donné par la formule du n° 121 : 

ρ = /ι*-μι — ±ΣΑ1(σΑ, rt), 

Gk désignant toujours la singularité adjointe de Gk. 
Dans le cas ou uk, vk est un point multiple d'ordre k de la nature 

indiquée tout à l'heure, jI(cA
, a

k
) est égal à --

124. Arrivons maintenant à l'étude des surfaces adjointes à 6 et 
d'ordre η — 3 ; soit posé 

Υ(χ
 n

X^.X^X
A
) — λ,ΛΓ, -h λ., Χ, 4- λ,Λ?8Η- λ.,Λ74, 

λ,,...,λ
4
 étant des constantes. La surface F = ο est un plan, qui 

détermine sur la surface $ une section s. 
La fonction de u et Ρ 

V(ic, ρ) = F[.r, (M, P), ...
 r

c
k
(u, P)| = A, #,(//, E) -h.. .H- \axa(u, PJ 

est une fonction thêta, d'ordre Λ, ayant en chaque point singulier uk,vk 

la singularité σΑ: désignons par Θ, («, ρ),...,Θ^, (w, P) les premiers 
membres des ρ — ι courbes, linéairement distinctes, du même ordre 
et de la même famille que S, et adjointes à cette courbe (remarque 
finale du n° 121), parmi lesquelles figure d'ailleurs la courbe 
F («, Ρ) = ο elle-même; les intégrales abélienncs de première espèce 
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appartenant à la courbe considérée seront, à part jductj dv, de la 
forme 

(4) 
'-m*· 

où Θ(α, P) est l'une quelconque des fonctions θ,, ..., 0y_,. 
L'intégrale 3 peut être mise sous une autre forme qui conduit à des 

conséquences importantes, relativement aux surfaces adjointes. Repré-

sentons en effet comme d'habitude par J;, y, ζ les rapports — , —, 
on a (n° 104) sur 

(5) 
S, du = Β dx — A dy, 
S'

s
 dv = B, dx — A, 

(5 bis) DS; = BA, - AU,, 

S -- ο étant toujours l'équation de 6 et D = ο celle de la surface ad-
jointe d'ordre η — 

Οι*, le long de la courbe F = o, S = o, on a 

dxF
x
+-dyFy+dzF

s
^a, 

dxS'j.-h dy S' -h dzS'
z
 — o; 

d'où 

S^Î-STF;, ~ s;- s^FV-sp^ 

étant posé, bien entendu, 

1' y·)z) — λ,# H- \
2
y + λ,:+ λ

4
. 

De ces relations et des relations (5), on tire, le long de la courbe a. 

(G) 
dx S'- du 

— β ( s;.Fl _ S'.Fp - A (SI FX-^%¥Ç) ' 

ce qui donne la valeur de du, en fonction de dx. 
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Rcslc à calculer, pour transformer l'intégrale (/§), la valeur de 

en fonction de #,y, s; or on a 

C*®·» *^2' *^'0 — *^4 y ι *) ; 

d'où, le long de la courbe S = o, F = o, 

(Ci bis) de 'V/i\dx de dy de ds dey 

Les. relations (5), résolues par rapport à <Lc et dy, donnent, en 
tenant compte de (5 bis). 

D dx ~ Axdu — A dv, 
Ό dy ~ 13, du — 13 dv ; 

d'où 

dx A dy Ji 

et, par suite, 

à ζ S^. dx S'v dv A S',, -h H S'v 

Portant ces valeurs de ^ dans (6 bis), il vient 

((> ter) % = *.[.'Î(S;.F; - S;F,) -A(s;F,- S;F;>| ,^· 

d'où, finalement, en remplaçant dans (\) du et — par leurs valeurs 
tirées de (G) et ((3 tw), 

0| /'«(", »") J)(.r, y, s ) dx 

Supposons que le plan F = ο soit le plan s = s
0

, qui est évidem-
ment un plan arbitraire de l'espace; il restera 

J) — f e^tf'^ ·γ'dj; 
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Puisque cette intégrale reste finie en tous les points de la courbe 

plane d'ordre /i, S(#, y, ζ
ϋ
) = ο, il est nécessaire que la fonction 

v) (') D(x,y,z,) 

soit égale, le long de cette courbe, à un polynôme entier d'ordre 
η — 3 en χ cl y, C(x, y), dont les coefficients sont d'ailleurs fonc-
tions de -e« De plus, la courbe C = ο sera adjointe à la courbe 

y 1 *0)—**· 

tën d'autres termes, la fonction qui est, en 

chaque point de la surface $ une fonction quadrupicmcnt périodique 
de P, et par suite une fonction rationnelle dcx,y, z, doit être une 
fonction entière de χ et de y : on verrait de même qu'elle est une 
fonction entière de χ et de z, et par suite de χ, y, z. On a ainsi, en 
chaque point de 6, 

(7) Q(k, c) C{x> y, z) 

C désignant un polynôme entier. D'après ce qui précède, le degré 
de C est 11 — 3 par rapport à deux quelconques des variables x9 y, z : 
le tétraèdre de référence étant arbitraire, il en résulte nécessairement 
que C est d'ordre η — 3, par rapport à l'ensemble des trois variables. 

De plus, la courbe commune à la surface C = ο et au plan z = zu, 
qui est un plan arbitraire de l'espace, étant, comme on l'a vu, ad-
jointe à la section de $ par le même plan, cette surface G = ο aura 
pour courbe multiple d'ordre l — t toute courbe multiple d'ordre / 
de 

La relation (7), qui peut s'écrire, en revenant aux coordonnées 
homogènes, 

(8) 1J\X 1, XJ, ΛΓ3, X>4) 

mettait d'ailleurs ce dernier résultat en évidence, car le premier 
Journ. de Math. (4* scrie), tome IX.— Fasc. IV, 1893. 5o 
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membre restant fini pour toutes les valeurs de u et de c, il faut, pour que 
le second membre soit également fini, que la surface C = ο passe par 
les courbes communes aux surfaces D = ο et S = o, les courbes uni-
cursales singulières pouvant toutefois être exceptées, puisque le long 
des courbes .r,, x

s
 s'annulent. On en déduit que toute courbe 

multiple d'ordre / de $, qui est multiple d'ordre l— ι sur la surface 
adjointe jP, doit être aussi mulLiple d'ordre l — ι sur C = o. Si celle 
courbe multiple était en même temps une courbe unicursalc singu-
lière, le raisonnement précédent ne s'appliquerait plus, niais nous 
venons de voir, par une autre voie, que la proposition subsiste encore. 

125. La relation (8) montre également comment se comporte la 
surface C = o aux points multiples (isolés) de la surface ô. 

M. Picard a fait voir que la surface 1) = o passe par les points dou-
bles de £», et qu'elle a pour point multiple d'ordre au moins égal à 
/—2 tout point mulliple d'ordre / de cette même surface; de plus, 
si l'ordre de multiplicité est / — 2, les lermes de degré / — 2 dans 1 ) ne 
sont pas complètement arbitraires. 

Dès lors, pour que la fonction 0(w, r), ou jj* reste finie en un point 

mulLiple d'ordre /de il est nécessaire que la surface C = o ail en ce 
point un point multiple du même ordre? que la surface 11 = o; el l'on 
voit ainsi que la surface C = o est une surface (d'ordre n — 3), ad-
jointe à £», el qu'elle se comporte comme la surface I) = o, aux points 
multiples isolés. 

Il est également à observer que si la surface l) = o, en 1111 point 
multiple isolé, avait Je même cone des tangentes que la surface la 
surface C = o jouirait delà méine propriété. Celle condition est en 

effet nécessaire pour que la fonction * . ' reste finie quand le 

point (ΛΓ, y, z) s'approche du point multiple en restant sur $. 

I2tf. A chacune des ρ — ι fonctions linéairement distinctes Θ,, 
0

2
, ..., correspond ainsi par la relation (8) une surface d'ordre 

// — 3 adjointe à ô : les ρ — ι surfaces obtenues sont distinclcs linéai-
rement; sinon, en vertu de la relation (8), les ρ — ι fonctions θ ne le 
seraient pas. 
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Réciproquement, nous allons établir que, si C = ο est l'équation 
d'une surface d'ordre η — 3 adjointe à $, la fonction 

.C «**3t 

est égale, en chaque point de $, à une fonction linéaire et homogène 
de 0jf θ.», * · ·j θρ—ι· 

Nous admettrons d'abord, non seulement que la surface C = ο est 
adjointe à 6 dans le sens ordinaire du mot, c'est-à-dire qu'elle a pour 
courbe multiple d'ordre / — ι toute courbe multiple d'ordre /de 6, et 
pour point multiple d'ordre au moins égal à i — ι tout point multiple 
d'ordre / de cette surface; mais encore que l'expression 

ET* («,*>) C(*> /,*! Oía-, r.«: 

reste finie, sur la surface 6, pour toutes les valeurs de u, ν qui corres-
ponde/il à des points multiples isolés. 

Nous reviendrons ensuite Sur celte restriction, pour nous en débar-
rasser, ou tout au moins pour lui donner un énoncé géométrique 
simple et précis. 

127. Soient C(x, y, ζ) = ο une surface d'ordre η — 3 adjointe à ô, 
Fy, ζ) = ο le plan λ, χ -f- \%y ■+· -+- λ, = ο ; l'intégrale 

3 —J*C(x·, y, z)
 g

,
 ]7

, _s.
5
j^ 

est évidemment, d'après l'hypothèse et la théorie générale des inté-
grales abéliennes, une intégrale de première espèce le long de la 
courbe plane S = o, F = o, du moins tant que les λ restent quelcon-
ques, c'est-à-dire tant que le plan F = o ne touche pas ô ou ne passe 
pas par un des points multiples isolés de cette surface. 

Si maintenant on refait en sens inverse les calculs du n° 124, on 
met 3 sous la forme 

A f Ο (Λ!|) du 
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étant toujours posé 

F(«, ν) = λ,x
t
(u, r) -h...-t- λK

x,(u, c). 

On voit ainsi que la fonction de u et r 

f-* (*^1 > *^2» *4*3» «^4 ) 
D ( «2?j , X2, , j 

reste finie en tous Les points de la courbe F(a, r) = o, considérée dans 
le champ hypcrelliptique ; on en déduit, en faisant varier les λ, qu'elle 
reste finie en tous les points de J5, les poiails multiples isolés pouvant 
seuls être exceptes. Mais cette restriction est inutile, car nous avons 

admis a priori, que ^ restait fini en chacun de ces points. Soit alors 

0(m, r) la fonction g(#,c); on a évidemment, puisque les xj(u, ν) 

sont des fonctions thêta d'ordre h, à caractéristique nulle, et que le 
degré de C(xt, ·.-r4) surpasse d'une unité celui 

Θ(ί/ -4- 2ζΐ, ο) = Θ(ιι, e Η- 2ΐ:/) — 0(w, r), 

Θ(ιι-h α, ν + (>) — e " '"©(w, r), 

&(u -h b, e-h c) = e 2Θ(Μ, c), 

ce qui montre, puisque 0(&, e) est une fonction entière, que c'est 
aussi une fonction thêta, d'ordre h, de caractéristique nulle. 

Enfin l'intégrale ,3 restant finie tout le long de la courbe F(a, P)=O, 

il est nécessaire (n" 121) quc0(w, e) soit une combinaison linéaire 
des ρ — ι fonctions Θ,, Θ

ΰ
, ..., ..0,,-,, et c'est là précisément la 

réciproque qu'il s'agissait d'établir. 

128. Supposons maintenant que C = ο soit l'équation d'une sur-
face d'ordre η — 3 ayant pour courbe multiple d'ordre l— 1 toute 
courbe multiple d'ordre / de Si, sans aucune condition relative aux 
points multiples isolés; La démonstration précédente établit <jue la 
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fonction de u et p 

C · · · 1 
]J(X„ 

reste finie en tous les points de 5, les points multiples isolés pouvant 
seuls être exceptés. 

Deux cas sont à distinguer suivant la nature analytique du point 
multiple : 

En premier lieu, et c1cst le cas le plus intéressant, il peut arriver 
qu'à un point multiple, O, de corresponde une infinitédesystémes 
de valeurs des paramètres u et P. 

Supposons par exemple, ce que nous pouvons toujours admettre, 
que Ο soit le point x

K
 = x

2
 = x

3
 = o; pour que le cas indiqué se pré-

sente, il faut que les trois équations x
4
(u, P) = O; x

2
(u, P) = o; 

χ
Λ
(ιι, P) — o aient une infinité de solutions communes et, par suite, 

il est nécessaire que les fonctions xt
(u, e), x

2
(u, P), x3(u, P) soient 

divisibles par une même fonction tliêta, G {u, P). 

La surface # est alors définie par des relations de la forme 

A-, = 0(u,v)0
4
(u,v), 

A
2
 = 0(tf,p)0

2
(TT, P), 

X,
T
 = ()(ΙΙ, P)03(M,P), 

#4=0
4
(U, P), 

les 0 et Θ étant des fonctions thêta. 
Inversement, on vérifie sans difficulté qu'une surface ainsi définie 

admet le point x
t
 = x

2
 = x

3
 = o pour point multiple, et à ce point 

correspondent les couples d'arguments vérifiant l'équation 

fj(«, p) = o. 

Soit u
01

 P
0
 un de ces couples; si u et p s'approchent respeclivernciit 

de et p„, le point (A, , x2,x9, x4) s'approche de O, dans la direction 
définie par les relations 

Μ"·, (,o) ~~ i'o) ~~ <)3(w0, r0)' 
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Nous appellerons point multiple de première catégorie un point 
multiple de cette nature. 

Reprenons maintenant les deux surfaces C = o, l) = ο ·, si la pre-
mière a au point Ο un point multiple du môme ordre que la surface 
D = o, le quotient .x\, reste évidemment fini, quand .r,y, ζ 

s'approche de Ο en restant sur 6, c'est-à-dire en suivant une des di-
rections tangentes à $ en ce point. 11 n'y a d'exceptions que pour 
les directions tangentes simultanément aux surfaces £>cl D, en d'au-
tres termes le quotien t 

C(x, y, s) C(.-rr,
t
) 

' * y* s) I) («T| » Λ'ΐ, x
%
 ) ' 

considéré comme fonction de u, o, reste fini pour tous Jes systèmes de 
valeurs de u, ο qui correspondent au point multiple, sauf peut-cire 
pour certains systèmes en nombre limité. Ces systèmes de valeurs 
ne pourraient être en nombre infini que si les cônes formés par les 
tangentes en Ο aux surfaces 6 et D avaient une partie commune; 
c'est là un cas d'exception sur lequel nous reviendrons. 

Eu second lieu, à un point multiple de $ peut ne correspondre 
qu'un nombre limité de systèmes de valeurs de u, P; nous n'avons rien 
à dire de spécial sur ce cas particulier. 

Cela posé, nous savons que le quotient ^ reste fini en tousles points 

(non multiples) de 6, dès que la surface C = ο a pour ligne d'ordre 
/—ι Loute ligne d'ordre l de si de plus celte surface a en chacun 
des points multiples de 6 un point multiple de même ordre que la 

surface £), le quotient y) considéré comme fonction de u et de ν ne 

pourra devenir infini que pour un nombre limité de systèmes de va-
leurs de u et de P. 

On en conclut alors qu'il reste fini pour toutes les valeurs de u, P. 

En effet, la fonction thêta D[a?, (w, p),... ,#4(w, P)] s'annule pour 

une infinité de systèmes de valeurs de u et Ρ ; si le quotient ̂  ne de-

vient infini que pour un nombre limité de ces systèmes, il faut que les 
deux équations C(u, ρ) = ο et D(w, ρ) = ο aient une infinité de 
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solutions communes, ce qui ne peut se présenter que si C(w, v) est 
divisible par D( w, v), ou par une fonction thêta divisant D. Dans cette 
dernière hypothèse on pourrait poursuivre le même raisonnement, et 
on arrive ainsi à établir que C(ie, P) est divisible par D(w, P), le quo-
tient étant une fonction thêta. 

lin d'autres termes, le quotient ~ reste fini en lows les points de $, 
sans exception. 

Kcslc à examiner le cas spécial signalé plus haut, celui où les cônes 
formés par les tangentes aux surfaces ô et ,0 en un point multiple, 

auraient en commun un cône γ: en ce cas, pour que ^ reste lini au 

point considéré, il faut que la surface C =o y ait un point multiple 
du même ordre que la surface D = ο et que les génératrices du coney 
louchent également en ce point la surface C = o. On démontre par 
la méthode suivie plus haut que la condition est nécessaire et suffi-
sante. 

12«). Voici la conclusion de cette analyse : 
Appelons surface, adjointe a une surface hyperclliptiquc £ une 

surface qui a pour ligne multiple d'ordre ί— ι toute ligne multiple 
d'ordre / de 6, et qui, en tout point multiple isolé de £, se comporte 
comme la surface adjoin Le D d'ordre η —l\. 

Le sens de l'expression se comporte est donné par l'analyse précé-
dente; en général il suffira que la surface ad jointe ait, au point multiple, 
un point multiple du même ordre que jD ; si le cône des tangentes de D 
en ce point est le même que celui des tangentes de $, ou s'il comprend 
une partie de ce dernier cône, la surface adjointe devra jouir de la 
même propriété que D. 

Sous le bénéfice de celte explication nous pouvons énoncer la pro-
position géométrique suivante, résultat des recherches des numéros 
précédents. 

L«>0. THÉORÈME 1. — Le nombre des surfaces d'ordre η — 3, 

linéairement distinctes, adjointes à une surface hyperetliplique 
quelconque £, d'ordre //,, est égal au genre des sections planes de 
celle surface, diminué d'une unilé. 
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Si les coordonnées d'un point de la surface hyper elliptique pro-
posée sont proportionnelles à des fonctions thêta, de caractéristique 
nulle et d'ordre h, ayant en des points uK, vs ; ... ; ukr vk ; ..., des 
singularités communes, σ,, σ9, ..., ok, ..., les surfaces adjointes 
d'ordre η — 3 découperont sur la proposée $ le système linéaire de 
courbes ayant pour équation 

λ, Θ,(m, v) -h λ
2
 0

2 (u, ν) h-. . r) =», 

0,, 0
2
,..Θ^ι désignant les ρ—ι fondions thêta, linéairement 

distinctes, de caractéristique nulle et d'ordre h, qui ont en chaque 
point uk, vk la singularité ak adjointe de la singularité σΑ. 

151. Une méthode analogue a celle qui vient d'être exposée est 
applicable à la determination des surfaces adjointes d'un ordre quel-
conque, n-\-q — 4 l'expression surfaces adjointes ayant toujours la 
signification indiquée au n° 129. 

Considérons en effet une surface d'ordre q, quelconque : 

F(«„;e„a?„ar,) = o; ou V(:c,y,z) = o. 

La fonction de u et e, F\x,(u,v),... ,x.,(u,v)\ est une fonction 
thêta de caractéristique nulle, d'ordre !tq, ayant en tout point singulier 
uk, vkla singularité composée (n° 122). Il en résulte que les inté-
grales abélicnnes depremière espèce appartenant à la courbe 

F[.r,(«, P), ...| = o 

seront, à part (du et jdt>, de la forme 

3= A 

()(u, c) désignant une fonction thêta de caractéristique nulle d'ordre 

hq, ayant en chaque point u
k

, v
k
 la singularité adjointe de la 

singularité (q^k)-

Cette intégrale peut être transformée comme au n° 121. 
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Considérons la courbe algébrique intersection des surfaces 

ζ) = ο et F(.x*,r, *) = ο. 

On a, le long de cette courbe, 

clu cl ν 

et 

?,I<
5
-S;K;. ~ IHS;.F'

S
-S;K;.)1 A<s,^* 

D'ailleurs, 

<Î>; b O,, » «£3 5 ) — '^4 b ( «£> X? ·" ) j 

et par suite, le long de la courbe S = o, F = o, 

(10) dv dv dy dv dz dv) 

d'où, par les calculs du ηυ 124, 

£ = AI B<S;»·",- S;Ι·, ) - A<S; 1·;- S;,K
5

)| fa, 

ce qui donne pour l'intégrale $ la forme définitive 

ui) «51 _ Γ 0( w, f ) D(,r,.r, y) du 

On a ainsi ramené l'intégrale qui est prise le long de la courbe 
gauche S = o, F = o, à une forme simple; pour qu'elle soit de pre-
mière espèce, il faiit d'abord que, en chaque point de cette courbe, 
la fonction 

Of a, v) D(a?, y, z) 

soit égale à un polyn6mc entier d'ordre /1 4- q — 4> C(#, y, s). Or 
cette fonction, étant quadruplement périodique en u et c, est en 

Journ. de Afalh. (If série), Lome IX.. — Fasc. IV, 1893. II 
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chaque point de 15 une fonction rationnelle de x, y, z\ la surface F = ο 
étant quelconque, on voit qu'il est nécessaire qu'e/a chaque point 
de £ la fonction rationnelle précédente soit entière, et l'on a ainsi 

— — y, - j, 

ou, en coordonnées homogènes, 

(12) 0 (11 (Λ C ^2> J,S) Ά) 

De plus, la surface C = o doit être adjointe à la surface 15 : on le 
voit, soit à l'aide de la relation qui précède, soit en exprimant direc-
lement que l'intégrale 

Y dx S'v F'.-S'. F' 

est finie aux points où la surface F = o coupe les lignes multiples 
de 15. 

La réciproque de cette proposition se démontre sans difficulté, en 
suivant la marche inverse, comme au il» 127. 

Si en cfi'ct C = ο est l'équation d'une surface adjointe à 15, d'ordre 
// 4- q — 4) l'intégrale 

1i = fC(x, _ V dx y'z> scf. 

prise le long de la courbe S = o, F = o, peut se mettre sous la forme 

rc (.r,, ,r.,
;
 α·3, jç.

t
) du 

J D (.*·,, λ·
3

, ,r
3

, Λ·ν) / ' 
\<h'J 

Comme Jï, d'après la première forme, est une intégrale abélienne de 

premiere espèce, on voit que la fonction D|>· (// '«·)— j
 res 

finie le long de la courbe considérée et par suite (n,,s 127-128) en 

tout point de Β ; g est donc une fonction entière de a, 0, et, en vertu de 

son expression même, c'est une fonction thêta, d'ordre <^Λ, et de carac-
téristique nulle, 0(u, v). La courbe 0(M, P) = O doit d'ailleurs avoir 
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en chaque point uk, eAla singularité (<7?*)', pour que l'intégrale reste 
finie en ce point. Donc : 

THÉORÈME II. — Les surfaces adjointes d'ordre η -t- ^ — 4 déter-
minent sur la surface 6 le système de courbes ayant pour équation 
générale 

03) 7^,0, (u, P) -HX202(m, P)h~ .. .= o, 

les 0 étant des fonctions d'ordre hq, ί/e caractéristique nulle, 
ayant en uk) νk la singularité (q σΑ)' ; réciproquement toute courbe 
( 13) es/ .swr «/ze surface adjointe d'ordre ηq — ί\. 

152. Calculons maintenant le nombre des surfaces adjointes, linéai-
rement distinctes, d'ordre η ■+■ q — 4· 

D'après ce qui précède, il est égal au nombre des fonctions G (//, P), 

linéairement distinctes; toutefois, si q atteint ou dépasse /\, on obtien-
dra d'autres surfaces adjointes par l'équation 

SQ = o, 

où Q est uri polynôme quelconque d'ordre q — renfermant 

i(?-3)('/-2) (?~ 0 

coefficients arbitraires, et l'on devra ainsi ajouter au nombre des 
fondions 0 (u, r ) distinctes le nombre 

Vi'l - 3)(<7 — 2)(if— |). 

Les fonctions thêta linéairement distinctes d'ordre hq et de caracté-
ristique nulle sont en nombre égal à Jrq2·, il faut chercher combien, 
parmi elles, ont en chaque point uk, vk la singularité composée (q^s)'-

Nous allons d'abord démontrer que les conditions imposées à une 
fonction thêta d'ordre hq et de caractéristique nulle par les singu-
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larités (qa/i)' sont indépendantes entre elles; le nombre cherché des 
fonctions b(u, P) sera donc égal à Wq* diminué de la somme des 
nombres des conditions auxquelles équivaut chacune des singularités 
considérées. 

Il a été en effet établi au n° 121 que, si une courbe Θ„(//, c) = η a 
en des points ; u

2
, r

3
 ... des singularités σ,, σ3, ..les condi-

tions imposées par les singularités adjointes σ2, ..., aux courbes 
du même ordre et de la même famille que 0„(w, c) = ο sont indépen-
dantes ; or si 0o(w, (-) est un polynôme arbitraire d'ordre q en x

K
 ( m, p), 

./:
2
(w,c), x

3
(u, c), xA(u,v), la courbe Θ„ = ο n'a pas d'autres sin-

gularités que la singularité en chaque point uk, cA, et par suite 
les singularités (qGk)' sont indépendantes, comme nous voulions l'é-
tablir, pour les courbes dont l'équation générale s'obtient en annulant 
une fonction thêta d'ordre hq, de caractéristique nulle. 

Cherchons maintenant à combien de conditions équivauL la singu-
larité (^σΑ)'. 

Soient 

Chq le nombre de conditions auxquelles équivaut la singularité (//Gh): 
ck le nombre analogue pour la singularité σΑ; 

le nombre analogue pour la singularité 

on a, d'après le premier théorème de M. Guccia (n° 122) et celui du 
n" 120, 

1(?^, q*i,)- Q,y; 

le second théorème de M. Guccia (n° 122) donne 

C
Ay

 — qc
k
 H- ^ I ( ct

a
 ). 

Enfin l'on a 
'-V.· = 1 (5A·, *b) ~ G'k)i 

en vertu du premier théorème de M. Guccia et de celui du n° 120. 
Égalant les deux valeurs de C

/7
, et éliminant c

A
, on obtient la valeur 

cherchée de C
A(/

, 

Q? — Iq^h) — ?q(q H- 0 I (<**·> *h) + j K^/f, <*
t
). 
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On a d'ailleurs évidemment, d'après la définition même de la singu-
larité (qvk) (<), 

q*k) = (f 
et, par suite, 

- ')■('*> **)+ \ l(**> =*)· 

Il est à remarquer que la somme des nombres C
A?

, pour tous les 
points est indépendante des quantités Ι(σ>, af) cl Ι(σ>, 0,1 

a en effet (n° 125) 

04) 
η = Ί/f — 21(Σ

Α
,<7

Α
), 

ρ = h- -h ι — l (σΑ, ; 
d'où 

-(
 —Ό + qih* +

 1
 - />)· 

Le nombre des fonctions Ô(«, r) est ainsi égal à 

h-tf- - Σ<
 T

 " H + t/(p— J ). 

Dans cette expression figurent seulement /*, />, y. 

155. Nous pouvons.main tenant énoncer ce théorème : 

THÉORÈME III. — Le nombre des surfaces d'ordre η q — L 
linéairement distinctes, adjointes à une surface hyperelliplique 
d'ordre ri et dont Les sections planes sont de genre p, est égal ci 

\=ïfl(fl - l)u + q(p - ') -+- '.(// ~ ')('/ —·*)('Ι - '-*) Ο >· 

Dans cette formule ^ est supposé au moins égal à un. Donc aussi : 

Les surfaces adjointes d'ordre Λ -H q — 4 découpent sur la pro-

(]) Voir GUCCIA, Rendiconti del Circolo matem. di Palermo, t. III, p. 259. 
(2) Le terme complémentaire {(7 — 1) (7 — 2) (7 — 3) ne doit figurer que 

si 7 est au moins égal à quatre; mais, comme il s'annule pour <j~i, 2, 3, la 
formule subsiste pour 7^1. 
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ponce une série linéaire de courbes, dont l'équation renferme 
%,<f(q — ι)n -+- q(p — ι)— ι paramètres arbitraires. 

loi Remarque. — Le nombre Nf des surfaces adjointes d'ordre 
η -τ- q — 4 peut aussi être trouvé sans faire usage des formules de 
M- Guccia, par la voie géométrique suivante. 

Il résulte des raisonnements faits aux nos 119-121 que le nombre des 
fonctions 0(«, C) est égal au nombre des intégrales abéliennes de pre-
mière espèce appartenant à la courbe F = o, S = o, diminue de deux 

unités à cause des intégrales Jdu el Jd\\ et augmenté d'une unité, 

puisque parmi les fonctions 0( u, <*) figure la fonction 

F[ar,(tf,r), .c
s
(«, i )\. 

Soit xs le genre de la courbe F= o, S-o, c'est-à-dire le nombre d<· 
ses intégrales abéliennes de première espèce; il esL toujours entendu 
que la surface d'ordre F = o, est quelconque, c'est-à-dire η "a aucune 
relation particulière avec 6. 

Pour calculer es, cherchons en combien de points, distincts de ses 
points multiples, la courbe est coupée par une de ses surfaces adjointes 
d'ordre η -τ-q — : on obtient évidemment une telle surface eu com-
binant la surface Ό. d'ordre η — 4 adjointe à et une surface quel-
conque d'ordre y; celle dernière coupe la courbe en q-n points, ei 
l'on a ainsi 

2(ϋ7— I ) — q-n -Ç-Il,r 

étant le nombre des points, situés en dehors des courbes multiples 
de 5, ou la courbe considérée coupe la surface Ό, cesl-à-dirc le 
nombre des points où la surface F = o coupe les courbes unicursales 
singulières de 6. 

Pour q — i. la surface F = o est un plan ; σ> est alors égal à p. et il 
vient 

o.(ρ — ι ) = // -h 11,. 

Il est clair d'ailleurs que Ry — //Κ, ; si donc on élimine 11,, et H,, on 
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trouve pour σ> 
ϋί = T,q{q - 1 )n H- q(p — i)-f-1. 

Par suite, le nombre, CÏ — 1, des fonctions 0(«, v) linéairement dis-
tinctes est égal à 

iq (</ - i)n + q(p - 1), 

comme nous l'avions démontré par une voie purement analytique. 

155. Parmi les surfaces adjointes, celles qui passent par toutes les 
courbes unicursalcs singulières offrent un intérêt spécial. 

Soit C = ο une de ces surfaces, d'ordre // ■+■ q — 4; reprenons la 
rclalion 

(12) ft(//,«') __ C(.r, r, c) 

vérifiée en tout point de &. La surface C = ο passant par les courbes 

unicursalcs singulières, la fonction jp considérée comme fonction de 

./·, y, ζ, reste finie en un point quelconque d'une de ces courbes, 
pourvu toutefois que ce point ne soit pas à l'infini, c'est-à-dire dans le 
plan χ, = o. 

il en résulte que considérée comme fonction de uel c, ne devient 

pas infinie quand on y remplace «c te par les valeurs «*, vk des para-
mètres u, ç qui correspondent à la courbe unicursafc considérée; la 

fonction } jouira d'après (12) de la même propriété, et par suite 
V 

la courbe 0(u, c)= ο aura, en chaque point (&A, c*), la même singu-
larité que la courbe x'{ = o, c'est-à-dire la singularité composée (qnk). 

Réciproquement, soit 0(&,e) une fonction thêta d'ordre hq, de 
caractéristique nulle, ayanL en chaque point (#/, vk) la singularité 
on a évidemment (n° 151) 

ft Κ c) Cjx,.r,s) 

C = o étant l'équation d'une surface adjointe d'ordre n-\-q — L\ 
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Le premier membre reslc fini par hypothèse quand u et e s'appro-

chent de c
A
 ^le rapport U~'

k étant arbitraire^; le second membre· 

jouit donc de la même propriété, et par suite considérée comme 

fonction de x, y, z, reste finie le long des courbes unicursales singu-
lières, ce qui exige que la surface C = ο passe par toutes ces courbes. 

Ainsi : 

THÉORÈME IV. — Les surfaces adjointes d'ordre η -H q — '\ qui 
passent par les courbes unicursales singulières découpent sur 6 la 
série linéaire des courbes comprises dans Véquation 

7», 0, (//, (") -+- AO 0
2
 (U, T") ... — O, 

où 0,(//, c), 0 .,(//, <?),... désignent les fondions thêta linéairement 
distinctes d'ordre hq, de caractéristique nulle, ayant en chaque 
point uA, ck la singularité composée (q ζf), et réciproquement. 

156. Le nombre des surfaces adjointes d'ordre η -+- q — 4» linéai-
rement distinctes et passant par les courbes unicursales singulières est 
égal d'après cela au nombre des fonctions ()(u, r) qu'on vient de con-
sidérer, augmenté de £(q — ι)(q — 2) (q — 3). 

Or ce nombre est au moins égal à Ir q2, diminué de la somme des 
nombres des conditions auxquelles équivaut chacune des singularités 
iq^k) nous disons au moins, parce qu'il peut arriver, et qu'il arrive en 
efl'et, que les conditions imposées aux fonctions thêta, d'ordre hq et 
de caractéristique nulle, par les singularités (qik), ne soient pas indé-
pendantes les unes des autres. 

Le nombre CA? des conditions auxquelles équivaut la singularité q zu 

se tire des relations du n° 132; on trouve ainsi 

OA
q
 — r,q(q ■+· «) I(*A, σ/<) — i(i *A ) 

et, par suite, en tenant compte des équations (i4)» 

= ■+■ 0(2Ir — n) — q(lr-h r — p). 
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Il vient donc 

frq'-ZCkq = ^q{q + i)n-q(p - 1). 
Ainsi : 

Le nombre nq des surfaces adjointes, linéairement distinctes, 
d'ordre η -h q — 4 » passant par les courbes unicursalcs singulières 
cle $ est AU MOINS égal à 

Ï?(? +- 0 « - i(p - 0 +■ K? - 0 (? - 2) (? — 3). 

Si <7 dépasse une certaine limite, on peut voir que le nombre nq est 
toujours égal à cette quantité. 

157. Une surface adjointe d'ordre n-\- q — 4 coupe ô, en dehors 
des lignes multiples, suivant une courbe dont le degré, dv s'évalue 
aisément. 

J] est clair tout d'abord qu'on a 

dq = ά
χ
 H- n(q — 1); 

on le voit en supposant que la surface adjointe d'ordre u-h q — 4 
décompose en une surface adjointe d'ordre η — 3 et en une surface 
quelconque d'ordre q — 1. 

Pour calculer d
K
 observons que l'équation de la courbe déterminée 

sur ίίpar une surface adjointe d'ordre ri — 3 a une équation delà 
forme 

0(m, ç) = ο 

0(w, v) étant une fonction thêta d'ordre h, douée en chaque point 
singulier, uk, eA, de la singularité ak. 

Le degré de cette courbe sera égal au nombre des solutions com-
munes aux deux équations 

0(«, p) = o, x1(u,v) = o, 

abstraction faite des solutions qui coïncident avec un des systèmes 
singuliers uk, vk. 

Journ. de Math. (4e série), tome IX. — Fasc. IV, 1893. 
y. Ύλ 
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On a ainsi 
d

t
 — ih- — Σΐ(σΑι

 <s
k
) 

et par suite, d'après (i4)> 

d, = i(p-i); 
<f où 

dq = ι( ρ — ι ) 4- ri(q — ι ). 

Si la surface adjointe d'ordre η -h q — 4 passe par les courbes uni-
cursales singulières, le degré oq

 de la courbe suivant laquelle elle 
coupe en outre $, est de même égal à 

o, + n(q — i); 
or ici on a 

G, = 2liz — ll(7k, ûk) ~ /i: 
d'où > 

lq — nq. 

GÏ résultat est évident, si l'on observe que la surface adjointe con-
sidérée peut se décomposer en une surface d'ordre y, quelconque, cl 
en la surface adjointe D, d'ordre η — (\. 

La différence d
t
 — c, représente la somme des degrés des courbes 

unicursalcs singulières; on a 

d
t
 — G

f
= 2 (ρ — ι) — n. 

Applications géométriques. 

158. Les résultats généraux auxquels nous sommes parvenus re-
lativement aux surfaces adjointes, donnent lieu à des applications 
géométriques nombreuses, qui vont nous occuper maintenant. 

159. I. Tout d'abord ces résultats permettent de vérifier, pour les 
surfaces hyperellipliques, la proposition générale si remarquable el 
si importante qui est due à M. Nothcr, et qui est connue sous le nom 
de Théorème du Reste (*). 

(J) Math. Annalen, t. Ill, p. 5og. 
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Ο théorème s'énonce ainsi : 

Si une surface d'un ordre donné, adjointe à une surface algé-
brique ô, coupe celle-ci (en dehors des lignes multiples) suivant 
deux courbes c, et c', ou dit que c, et c' sont résiduelles. Toute 
courbe c", résiduelle de c,, est dite corèsiduelle de c', par rapport 
à c,. 

Cela posé, le théorème du Reste est le suivant : 

Lorsque, sur des courbes cc", ... sont corésiduelles par rap-
port à une même courbe c,, elles le sont également par rapport à 
toute courbe c.,, résiduelle de l'une quelconque d'entre elles. 

Dans le cas d'une surface hyperellip tique, soient 9, = 0 et 0'= ο 
les équations de deux courbes résiduelles, situées sur une surface 
adjointe d'ordre η q — f\. Le produit 0,0' sera une fonction thêta, 
d'ordre hq, de caractéristique nulle, ayant en chaque point uk, vk

 la 
singularité Soient 0"= ο une courbe résiduelle de 0, = 0, cl 
02= ο tine courbe résiduelle de 0'= 0; les produits 0,0" et Û20' joui-
ront des mêmes propriétés que le produit 0,0'. 11 en résulte, sans 
diflicullé, que la fonction 030" sera aussi une fonction thêta, d'ordre 
hq, de caractéristique nulle, ayant en u

k)
 v

k
 la singularité (qak)', ce 

(jui démontre que les courbes 0o = ο, 0"= ο sont bien sur une même 
surlace adjointe d'ordre η -+■ q — 4-

Lc théorème du Reste est ainsi vérifié. 

140. II. Soient c
n
c..., c? les courbes d'intersection de £ avec 

ρ surfaces adjointes, passant par les courbes unicursales singulières, 
et d'ordres respectifs η -+· q

{
 — 4, η H- q> — 4r · · ·» fl + Çp — 4- Ces 

courbes sont sur une même surf ace adjointe, passant par les courbes 
unicursales, et d'ordre η +■ (q, -h q^-l·... -l· q9) — 4· 

En effet, soient Ο, = 0, 0
2
 = ο, ..., Θρ = ο les équa tions des ρ courbes 

considérées; %j(u, ν) est une fonction thêta d'ordre hqj, de caracté-
ristique nulle, ayant en uk, vk la singularité (qj^f) ' donc la fonction 
thêta, de caractéristique nulle, 

Θ,Θ,...Θρ 
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est d'ordre 
/«(«τ/,-Η^-Η ... 4-^) 

cl a en uk, vk la singularité 

(%t ~+- + (lï)*k-

Ce dernier point découle de la définition même des singularités com-
posées. En d'autres termes, la courbe 0,0

2
...0p= ο est, d'après le 

numéro 15», sur une surface adjointe d'ordre 

ft -{-(</, 4- ... -f- qj) — \, 

passant par les courbes unicursales singulières, ce qui est la proposi-
tion énoncée. 

Nous ne donnerons de ce résultat que l'application suivante : 

Soil c la courbe d'ordre qn suivant laquelle $ est coupée par 
une surface adjointe d'ordre n-h q — 4 passant par les courbes 
unicursales singulières ; il existe une surface adjointe, d'ordre 
u -+- rq—L\, passant par les courbes unicursales singulières, et 
ayant en outre, avec un contact d'ordre r — ι tout le long de la 
courbe c. 

Voici une autre proposition de même nature que la précédente. 
Soient cq et ct

 deux courbes, intersections de $ avec deux surfaces 
adjointes d'ordres « + q — 4 cl η 4- s — 4? dont la première passe 
en outre par les courbes unicursales singulières : ces deux courbes 
sont sur une surface adjointe d'ordre ri 4- q 4- s — 4· 

En effet, si Θ = ο, 0'= ο sont les équations des deux courbes, la 
fonction 0 est d'ordre hq ct a, en uk, vk, la singularité (^σ*)·, Θ' est 
d'ordre sq et a, en uk, vk, la singularité (s^k)', c'est-à-dire, comme on 
le voit aisément, la singularité composée (s — \)uk + dh. Le produit 
00' est donc une fonction thêta, d'ordre s 4- q, ayant en uk, vk la sin-
gularité (q 4- s — i) ak-h dh, c'est-â-dire [(q ■+■ sj*k]'i elle est d'ailleurs 
de caractéristique nulle, comme les fonctions 0 et0'. La proposition 
est donc établie; la réciproque est vraie et se démontre de la même 
manière. 
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141. III. Proposons-nous de traiter le problème des surfaces de 
coniacl adjointes, passant par les courbes unicursalcs singulières, 
c'est-à-dire de déterminer celles de ces surfaces, de degré n~\~ q — f\

} 

qui ont un contact d'ordre donné, r — ι, avec la surface $ tout le 
long de la courbe suivant laquelle elles coupent celte surface (en de-
hors des lignes multiples et des courbes unicursalcs). 

Soit 
0(« — λ, ρ— α) = ο 

l'équation de la courbe de contact d'une des surfaces cherchées, 0{u, P) 
étant une fonction thêta d'ordre ρ et de caractéristique nulle; il faut 
et il suffit, pour que la courbe réponde au problème géométrique, que 
ΘΓ(α — λ, ρ — (A) soit une fonction thêta, d'ordre hq, et que la courbe 
0r(& — λ, E — (JL) = ο soit l'intersection avec £ d'une surface adjointe 
d'ordre n-\- q — 4> passant par les courbes unicursalcs singulières. 

La condition relative à l'ordre de 0r donne l'égalité 

/·?=H-

Nous supposerons que /* est un diviseur de q, c'est-à-dire que 
(j = rni\ on aura donc 

ρ = Jun. 

En second lieu, pour que la courbe 0r(# — 7v, ν — p.) = ο puisse 
être l'intersection de J5 avec une surface adjointe d'ordre n-h q — 4 
passantpar les courbes unicursales, il faut d'abord qu'elle appartienne 
à la même famille que la courbe 0o

(u, p) = o, ou 0ti(u, r) est une 
fonction d'ordre kq, de caractéristique nulle: ccllc'condition entraîne 
les congruences (nws 111 et 112) 

rpA^ri- ο 

rp{j.~ ο 
(mod. périodes), d'où 

λ = ! 

α — — 

if et pétant deux périodes simultanées quelconques. 
Il faut ensuite que la courbe &"(u — λ, ρ — p) =oait la singu-

larité (qaf) en chaque point uk) vk1 ce qui exige que la courbe 
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0(«— λ, ν — ια) = ο ait en u
k
, v

k
 la singularité (γ.

σ
κ^> c'est-à-dire 

(m σΑ) ('). 

(.les conditions sont d'ailleurs suffisantes. 
Nous pouvons maintenant former l'équation générale des courbes 

de contact. 
En effet, ces courbes appartiennent tout d'abord à un certain nom-

bre de familles, déterminées par l'ordre ρ ou hm des fonctions thêta 
correspondantes et par l'un des systèmes de valeurs de λ et (A obtenus 
plus haut. Pour calculer le nombre de ces familles, il suffit d'observer 
que deux courbes 

Θ0 u » ν = o, 

0,1 U 1 V L = O, 

où 0O(«, e) et 0,(m, p) sont des fonctions (l'ordre ρ ou hm, de carac-
téristique nulle, appartiendront à la même famille si l'on a (n° 111) 

Ζ Ξτ—, Ο, c'est-à-dire ' ΞΞΟ 

<iv _ tjp' c'est-à-dire Ι' - r, 
(mod. périodes). 

On aura donc autant de familJcs distinctes qu'il y a de rÎ"nQes de pé-
riodes simultanées, c'est-à-dire /**. 

Soit une courbe d'une des r* familles, 0(w — λ, ν — (A) = o ; pour 
qu'elle soit une des courbes de contact cherchées, il ne nous reste qu'à 
exprimer qu'elle a, en uk, vk) la singularité mak. 

Or l'équation générale des courbes d'une de nos familles dépend 
linéairement de p2, c'esl-à-dire h2m2, coefficients;celles de ces cour-
bes linéairement distinctes, qui ont en chaque point wA, cA la singula-
rité m<jk sont en nombre au moins égal à 

h2m2 — lCkm, 

(1 ) C'est à ce point de l'analyse que nous sommes obligé de supposer g = rm. 
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CAm étant le nombre des conditions auxquelles équivaut la singularité 
mfsk. Or on a trouvé (n° 136) 

A2m2 — SCkm = {m(m -M)n — m(p — i). 

Ainsi, les courbes de contact cherchées se répartissent en r* fa-
milles; et, dans chaque famille, elles forment une série linéaire 

— m(p — ι) — ι fois infinie, au moins. 
Ces courbes jouissent de propriétés géométriques simples. 
Considérons d'abord r courbes de contact, appartenant à une même 

des r* familles trouvées plus haut; soient 

t>, U > V = o, 

) = 0' 

> 

ί ) = ° 

leurs équations; la fonction 

©.(«-ν*- '5)
 &

°-(
u-

 ί' ■") ■"
 &r

i
u
 - ί - ···) 

est évidemment une fonction thêta d'ordre rp, c'est-à-dire d'ordre qh, 
et de caractéristique nulle ; de plus, elle a en chaque point w

A
, eAla sin-

gularité (^σΑ), puisque chacun des ρ facteurs du produit a la singula-
rité (mvk) et que l'on a 

q = rm. 

lin d'autres termes, les r courbes considérées sont sur une surface ad-
jointe d'ordre η-h q — 4 passant par les courbes unicursales singu-
lières. 

On démontrerait de même que par r — ι courbes de contact don-
nées, appartenant à des familles différentes, et parles courbes unicur-
sales singulières, on peut faire passer des surfaces adjointes d'ordre 
η H- q — 4> φ1* découpent sur Β une des r4 familles de courbes de 
contact. 



416 G. HUMBERT. 

142. L'énoncé suivant résume ces résultats : 

Soit 15 une surface hyper elliptique quelconque, d'ordre η et dont 
les sections planes sont de genre p\ désignons par q, r, m trois 
entiers positifs quelconques, tels que 

q — rm. 

Les surfaces d'ordre η. -t- q — l\, adjointes à passant par les 
courbes unicursales singulières de 15, et ayant avec cette surface, 
tout le long de la courbe suivant laquelle elles la coupent en outre, 
un contact d'ordre r — i, se répartissent en rs systèmes. 

Pour les surfaces d'un même système, les courbes de contact 
appartiennent à un même ordre et à une même famille; elles 
forment, dans cette famille, une série linéaire dont l'équation 
renferme 

5m(m -f- τ)/2 — m(p — r) — ι 

paramètres, au moins. 
Les r courbes de contact de r surfaces d'un même système sont 

sur une surface adjointe d'ordre n-\-q — l\, passant par les 
courbes unicursales singulières. 

Par r — ι courbes de contact appartenant à des systèmes quel-
conques et par les courbes unicursales singulières, on peut mener 
une infinité de surfaces adjointes d'ordre η -h q — qui: décou-
pent en outre sur 15 une des ιΛ séries de courbes de contact. 

Parmi les r* systèmes de surfaces de contact, celui qui correspond 
aux valeurs Φ = ο, Φ' = ο est particulièrement remarquable : les 
courbes de contact correspondantes ayant pour équation générale 

0(w, e) = o, 

où 0(w, v) est une fonction d'ordre hm, de caractéristique nulle, douée 
on chaque point uh, vh de la singularité mah, sont les intersections 
de £ avec les surfîmes adjointes d'ordre η -t- m — 4, menées par les 
courbes unicursales singulières. 

Ce résultat concorde d'ailleurs avec une application faite au n° 140. 
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Le problème des surfaces de contact, dans les conditions qui vien-
nent d'être exposées, n'est possible, en général, que si le nombre 

m(m H- ι) n — m(p — ι) — τ, qui est celui des paramètres variables 
dont dépend l'équation des courbes de contact d'une môme famille, 
est supérieur ou égal à zéro. On doit donc avoir, sauf en certains cas 
exceptionnels, 

^m(m -+· i)n — m(p — ι)—i^o ('). 

Celte condition est toujours remplie, n et ρ étant fixes, dès que m 
dépasse une certaine limite. 

En particulier, en faisant m = i, on voit que, si l'inégalité 

n>p 

est vérifiée, il existera, quel que soil q, q* systèmes de surfaces ad-
jointes d'ordre «+ q — 4 passant par les courbes unicursales singu-
lières, cL ayant avec J55, tout le long du reste de leur intersection avec 
celle surface, un contact d'ordre q — ι. 

145. Terminons par l'exposé de nouvelles propriétés des courbes de 
contact, dans le cas général. 

Soient deux courbes de contact, appartenant à deux familles diffè-
re n Les 

Θ u ,v =o, Θ, u -, ν 1 =o. 

La fonction 

o(«, Ρ) = β(« -1, Ρ - ï) e, (« - % -S) 

est une fonction thêta d'ordre 2p, c'est-à-dire ihm, ayant en chaque 
point v

k la singularité (2/?ζσ*). Pour que la courbe 0(u, v) = o 
soit sur une surface adjointe d'ordre n -+- im — 4, passant par les 
courbes unicursales singulières, il faut et il suffit qu'elle soit de la 

(') Le système remarquable de surfaces de contact signalé plus haut existe 
toujours, même si l'inégalité n'est pas vérifiée. 

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. IV, iSgî. 53 
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même famille que la courbe 0
O

(W, Ρ) = o, ou 0O(M, P) est une foncliou 
thêta, d'ordre il un et de caractéristique nulle, c'est-à-dire (11e 111 ) 
que l'on ait 

4- <£ 1 = (mod. périodes). 

Si - et ~ sont donnés, il est toujours possible, et d'une seule ma-

nière, de choisir — et de manière à satisfaire à ces congruences. 
Donc : 

Par une courbe de cordacl quelconque et par les courbes uuicu r-
sales singulières, on peui faire passer une infinilé de surfaces 
adjointes d'ordre η -f- 2.m — 4, qui découpent en outre sur $ une 
des r* séries de courbes de contact. 

Cette série reste la même quand la courbe primitivement consi-
dérée varie sans cesser d'appartenir à une même famille. 

On démontre de même la proposition plus générale qui suit : 

Par s t courbes de contact appartenant à des familles quel-
conques et par les courbes unicursales singulières, ou peut faire 
passer une infinité de surfaces adjointes d'ordre η H- s m — 4, qui 
découpent en outre sur £ une des /·'* séries de courbes de contact. 

Dans cet énoncé, le nombre positif, s, est quelconque, niais supé-
rieur à 1. 

Ο11 peut ajouter que chacune dos r' séries de courbes de eonlael 
peut être obtenue par ce procédé, les s — 1 courbes primitives étant 
convenablement choisies, ou plutôt étant prises arbitrairement dans 
des familles convenablement choisies. 

Enfin il existe des relations géométriques entre les surfaces de 
contact qui répondent à des problèmes différents; en voici un exem-
ple, qu'il serait aisé d'étendre. 

Considérons deux multiples consécutifs de /*, 

q = rm, 
q

t
 = r(m + 1); 
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soient c

m
 et c

m
+t les courbes de contact avec 6 de deux surfaces 

adjointes d'ordres respectifs η-h q — 4> n ·+■ <1% —'4» passant par les 
courbes unicursalcs singulières, et ayant avec $, tout le long du reste 
île leur intersection, un contact d'ordre /* -1. 

Les équations de ces deux courbes sont de la forme 

(<£ <P' \ 

Θ, U — ν ί 9 — T.; r 1 = 0, 

el l'on démontre, comme plus haut, que, si l'on a 

- -h 1 Ξ=ο 

h 1 ΞΞΞΟ 
(mod. périodes), 

les deux courbes considérées sont sur une même surface adjointe 
d'ordre // -f- un — 3, passant par les courbes unicursalcs singulières. 

i ii. IV. Sériions planes. — Le nombre des surfaces d'ordre 
// — 3 adjointes à 6 étant égal au genre des sections planes de celte 
surface diminuée d'une unité, on voit de suite que les courbes 
d'ordre //— 3, adjointes à une section plane, ne sont pas toutes si-
lures sur des surfaces adjoin Les d'ordre η — 3. 

Pour étudier la question de plus près, observons que, parmi les 
ρ — ι surfaces adjointes d'ordre η — 3 figurent les surfaces decompo-
sable^ 

J}( λ|.7/, -+- Λ2«^2 ~t~ ~ O, 

où les Λ sont des constantes arbitraires, et où D — ο est toujours l'é-
quation de la surface adjointe d'ordre η — 4· 

Soit alors = o, par exemple, une section plane de Β : le plan 
— ο coupe le système linéaire, ρ — ι fois infini, des surfaces ad-

jointes d'ordre u - 3 suivant un système linéaire de courbes d'ordre 
// - 3 qui ne sera que ρ — 3 fois infini, puisque, parmi les surfaces 
adjointes, figure la surface ï)x\, — o. 
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On obtient ainsi ρ — 2 courbes d'ordre η — 3, linéairement dis-
tinctes, adjointes si la section de $ par le plan considéré ; celte section 
étant de genre ρ admet encore deux courbes adjointes distinctes des 
précédentes, et il résulte des raisonnements faits aux n°* 120,124 que 
ces deux courbes sont nécessairement celles qui correspondent aux 

intégrales J*duct jdv. 

Au contraire, si q dépasse un, toutes les courbes d'ordre η + q — \ 
adjointes à une section plane de 6 sont les sections, par le plan consi-
déré, des surfaces d'ordre η 4- q — 4 adjointes à 6. 

On le démontre aisément comme il suit : 
* En premier lieu, quel est le nombre des courbes linéairement dis-

tinctes d'ordre η -f- </ — 4 adjointes à une courbe plane d'ordre η et 
de genre pt (^>1). Ces courbes découpent sur la proposée des 
groupes équivalents de X points mobiles, formant un système non 
spécial, puisque q dépasse un ; ρ points d'un de ces groupes sont donc 
déterminés par les Ν — ρ autres, et, par suite, le nombre des courbes 
adjointes d'ordre η -h q— f\, linéairement distinctes, est égal â 

A* — ρ H- 1. 

Toutefois, si q atteint ou dépasse f\, on devra ajouter à ce nombre 1«· 
nombre {(q — 3)(q — 2) des coefficients d'un polynôme entier, 
d'ordre q — 4, par rapport à deux variables, afin de tenir compte des 
courbes adjointes qui se décomposent en la courbe proposée et en une 
courbe quelconque de degré q -

Pour calculer X, il suffit de considérer le cas ou la courbe adjointe 
d'ordre n-'r-q — \ se décompose en une courbe adjointe d'ordre u — v> 
et en une courbe quelconque d'ordre q —\ ; on a ainsi 

N=2(p-l) +«('/-!>. 

et le nombre des courbes adjointes linéairement distinctes d'ordre 
η + q — ί\ est égal à 

n(q — \)-srp — \ + 7
i
(q-i)(q-'S). 

Cette formule est vraie pour Loutcs les valeurs de q, supérieures a 
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un, même pour q = 2 et q = 3, puisque le terme complémentaire 
\(q — 2) ( q — 3) s'annule pour ces deux valeurs. 

En second lieu, soit le nombre des surfaces d'ordre η ■+■ q — \ 
linéairement distinctes, adjointes â 0; parmi ces surfaces il en estN^, 
qui se décomposent en une surface adjointe d'ordre η -+- q — 5 et en 
un plan donné : on en conclut que les sections par un plan des sur-
faces adjointes d'ordre n + q — 4 forment un système linéaire, ren-
fermant un nombre de courbes linéairement distinctes égal à 

Nf— N?_i, 
c'est-à-dire (n° 153) 

u(q -i) + p~i 4-ï(S - 2)(? - 3), 

nombre qui est bien égal à celui des courbes d'ordre u q — 4, ad-
jointes a la section plane de la surface 0. 

Donc : 

Les courbes d'ordre // -f- q — 4 adjointes à la section plane géné-
rale d'une surface hyperelliptique sont les sections, par le plan de 
la courbe, des surfaces d'ordre n+ q — 4 adjointes à la surface 
proposée, dès que q dépasse l'unité. 

145. V. Il est difficile d'établir, sur une surface hyperelliptique 
générale, la classification des courbes algébriques d'un degré donné : 
le degré d, d'une courbe Q{u, (?) = o, présentant en un point singu-
lier uk, eh, la singularité sk, est en effet, si l'on désigne par m l'ordre 
de la fonction Θ(υ, ν), donné par l'équation 

d = ?.hm — ΣΙ(σΛ, sk). 

Ce degré dépend donc des singularités dont la fonction 0(u, v) est 
douée aux points singuliers uk, vA. 

Il y a lieu d'observer que si &(u,ç) s'annule au point uk, vk, la 
courbe 0(u, v) = o, sur la surface 0, rencontre la courbe unicursale 
singulière qui correspond aux valeurs uh, vk des arguments, et réci-
proquement. 
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Les courbes qui ne rencontrent aucune des courbes unicursalcs sin-
gulières (') sont donc, d'après la formule précédente, d'ordre ihm\ 
leur degré est ainsi divisible par 2h. Parmi ces courbes, celles de 
degré minimum s'obtiennent en faisant m = 1 ; elles sont représentées 
par l'équation générale 

<»7> S( u — λ, Ρ— p.) = ο, 

où A cl \a sont deux constantes quelconques et 2r une fonction thêta 
d'ordre un. On peut supposer quc£(tf, ç) est la fonction normale, 

d'ordre un et de caractéristique j (n°59). 
Nous appellerons courbes γ les courbes représentées par l'équa-

tion (17); ces courbes, en nombre doublement infini, soul, comme 
on l'a dit, les courbes clu plus pelil degré qu'on puisse tracer sur la 
surface hyperclliptique, sans rencontrer les courbes unicursalcs 
singulières; elles sont d'ordre 2/7, ce qui donne la signification géo-
métrique du nombre /7, ordre des fonctions thêta qui servent à repré-
senter les coordonnées d'un point de $. 

Les courbes γ sont de genre deux et sont représcnlables point par 
point l'une sur l'autre (nM 60). 

Sur une courbe de genre deux, on appelle points conjugués deux 
points formant un groupe _

f)
; d'après ce que nous avons dit au 

n° 02, deux points conjugués sur la courbe 3r(u - /., c - - υ.) -■ ο 
ont pour arguments u, c et 2 A - u, ap. v. Kn particulier, les points 
d'une courbe γ, qui coïncident avec leurs conjugués, sont au nombre 

de six et onL pour arguments Λ -h p. -4- ̂ , en désignant par y 

un des six couples de demi-périodes dont le tableau a été donné au 
II° 59. 

Ces six points seront dits les pôles de la courbe γ à laquelle ils ap-
partiennent; inversement une courbe γ sera dite courbe polaire de 
chacun de ses six pôles. Ou vérifie sans difficulté qu'un point quel-

(J) Ces courbes peuvent couper les lignes unicursalcs singulières en des 
points fixes, qui sont les points multiples de première catégorie (n° 128). 
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conque u
0
, a su7 courbes polaires, correspondant aux valeurs fie 

Ζ», et ρ égalésά u0-h r0 + —· 

Il existe entre les courbes γ et les points de Β une réciprocité re-
marquable que les théorèmes suivants mettent en évidence (■). 

1*6. Considérons les courbes γ qui passent par un point donné 
u

0
, c0

 et cherchons le lieu de leurs pôles. 
Si 

(»7) %(u — \v — ρ) = ο 

est une de ces courbes, on aura 

( 18) u01 ρ c0y— o, 

puisque ζ(u, r) est une fonction impaire. Si U, V est un pôle de la 
courbe (17), on a 

L — λ -h 7, Φ/ί ^ — p -+" } (i — * ) 2, 

liliininant λ et ρ entre ces deux équations et l'équation (18^, ou 
trouve le lieu cherche : 

2r(U — — i^,·, V — e
0
 — = o. 

La courbe représentée par cette équation est une courbe γ, qui 
passe par le point u

0
, e

0
 cl admet ce point pour pôle. Donc : 

Les six pôles d'une courbe γ qui passe par un point sont chacun 
sur une des six courbes polaires de ce point. 

De inèine, on démontre sans difficulté que : 

Les six courbes polaires d'un point d'une courbe γ passent cha-
cune par un des pôles de cette courbe. 

O C'est la réciprocité qui existe entre les plans tangents et les points de la 
surface de Kummer. 
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Ces théorèmes justifient les dénominations de pôles et de courbes 
polaires, et établissent la réciprocité dont nous parlions plus haut. 

147, Par deux points donnés de 6 passent deux courbes γ, et 
inversement deux courbes γ se coupent en deux points. Ces proposi-
tions résultent immédiatement du théorème de M. Poincaré. 

Cherchons les conditions auxquelles doivent satisfaire deux points 
r, et u

2
, v

2
 pour que les deux courbes γ qui passent par ces points 

coïncident. 
Si Z(u — λ, Ρ — y.) est l'équation d'une courbe γ passant par les 

deux points, on a 

£(λ — ut, y. — e,) = ο, £(λ — u
2

, μ — r
s
) = o. 

Os deux équations en λ, y ont deux solutions communes, λ,, y, et 
λ„ y.,, liées (n° 65) par les relations 

λ, H- λ^ΞΞΞu
t
 -H u

21
 ρ, -4- [α.,ξξζ ρ, -h r

3
 (mod. périodes). 

Si 
λ, = λ

2
 et y

{
 — y.

21 

il vient 
2Ï4===u

t -t- u2
, 'iy

{
~ r, -f- p

2 (mod. périodes). 

Kcrivant maintenant que λ, et [A, vérifient la relation 

^(Λ, M,, [A, Γ, ) —O, 

on trouve la condition cherchée 

('i)) U2 C,— e2\ 

On peut donner une interprétation géométrique de celte formule. 
Considérons en eilet les courbes γ qui passent par un point u

2
, c

2
, et 

cherchons le lieu du point conjugué de w2, sur chacune d'elles. 
Soit — λ, Ρ — JA) = o une des courbes γ passant par u

2
, p

2
; on a 

£(λ — u2, (A — = o. 
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Le conjugué de v., SUP cette courbe «ι pour arguments 

u -- 2λ — u*; ν ~ 21JL — v., ; 

il décrit donc la courbe 

( 20) Γ. / // — if, l> — l'A 

Si Γ011 compare maintenant les équations (19) et (20^, on obtient 
cel te proposition : 

fjorsque deux points sont conjugues sur une même courbe γ, ία 
seconde, courbe γ qui passe par ces deux points coïncide arec ία 
première, et réciproquement. 

I ÎH. i Jne autre propriété de la courbe (20) résulte des considéra-
lions suivantes. 

Cherchons l'enveloppe des courbes γ qui passent par un point 
fixe (1.,, i';,. 

Deux de ces courbes , 

x( υ λ, ν — ix) - -- ο ; £r( u — λ', c — fi ) — ο 

se coupent en U
21

 v., et en un second point, u, c, tel que Ton ait 

// 4- /7
2
 -:-λ H- A'; e 4- i\ i . : \x -t- fi (mod. périodes). 

Si les deux courbes primitives sont infiniment voisines, on aura, à 
la limite, 

u - . 2Â — u., ; ν 2[J. — v., ; 

on obtiendra le lieu de u, v, c'est-à-dire l'enveloppe cherchée, en éli-
minant "Λ, α entre les deux équations qui précèdent et la relation 

ir(~A — u.,, α — vfi) = o, 

qui exprime que la courbe γ considérée passe par u.2, il vient ainsi 

( 20 ) r /// — u* r - i>A 

Jour η. de Math. ( \* «crie )
 t
 loinc IX. — Kasc. IV, ιΗιβ. 5·'» 
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Donc : L'enveloppe des courbes γ qui passe/il par un point coïn-
cide avec le lieu des conjugués de ce point. 

Dans ccl cnoncc, nous appelons points conjugués deux points con-
jugués l'un de l'autre sur une même courbe γ. 

149. Cherchons la condition qui exprime que deux courbes γ : 

Z(u — λ,, ν — JJL, ) — o; z(u — c — u, ) = ο 

soul tangentes: on trouve aisément, par des considérations semblables 
aux précédentes, que celte condition est la suivante 

•V — — o. *2 

Par suite : 

Lorsque deux points sont conjugués sur une courbe γ, chacune des 
six courbes polaires de l'un touche une des six courbes de l'autre; 
réciproquement, lorsque deux courbes γ se touchent, chacun des 
six pôles de l'une est conjugué d'un des six pôles de l'autre. 

On en déduit immédiatement, cet autre théorème : 

Le lieu des pôles des courbes γ qui louchent une courbe γ fixe se 
décompose en six courbes, dont chacune est Heu des conjugués d'un 
pôle de la courbe jixe. 

150. Les courbes γ forment une famille doublement infinie : dans 
cette famille considérons une série simplement infinie el algébrique 
de com bes γ; λ el JA seront alors liés par une relation de la forme 

Θ(λ, u. ) — o, 

0(7,, y.) désignant une fonction uniforme quadrupleirient périodique 
de λ, p., ou, si l'on veut, une fonction thêta de 7,, p.. 

Le lieu des pôles des courbes γ considérées est donné par l'équation 

®t " - 7· - -;) = «·> 
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il se décompose donc en six courbes, généralement distinctes, de 
inéinc genre et de mêmes modules. 

Plus généralement, sur chacune des courbes 

■z(u — λ, e — α) = o, 

où λ, a vérilient la relation Θ (λ, **) = «, prenons le point qui corres-
pond à un point fixe u

tn
 de la courbe 2r(«, r) = ο dans la transfor-

mation uiiivoqiic qui lie ces deux courbes; ce point sera ( n° 60) 

u λ Γ — α 4- »·„. 

II décrit par suite la courbe 

Q(u — ν — re) = o. 
Ainsi : 

Soil une série algébrique, quelconque d'ailleurs de courbes γ : 
le lieu du point qui, sur chacune de ces courbes, correspond unico-
quemenl à un même point M de l'une d'elles, est une courbe algé-
brique; si le point M varie, on obtient ainsi une infinité simple de 
courbes algébriques, qui sont toutes de même genre et de meures 
modules : l'équation générale de ces courbes est de la forme 

Θ(α — α, r — fi) — ο, 

Θ( u, ν) étant une fonction thêta, el v., fi deux paramètres, variables 
d'une courbe ci l'autre, liés par fa relation 

-(fli ?)="· 

Inversement, il est clair que, sur chacune des nouvelles courbes, le 
point qui correspond univoquement à un même point de Tune d'elles 
décrit une des courbes γ de la série considérée : la démonstration est 
identique à celle qui précède. 

Ces résultats se généralisent sans difficulté. 

Soit une série quelconque simplement infinie de courbes de même 
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genre et de mêmes modules, tracées sur une surface hypcrelliptique et 
comprises dans l'équation 

( 2l) 0(u — λ, ν — p.) -- o, 

où 0(u, G) est une fonction tlicta donnée et où λ, u. désignent deux 
paramètres liés par une relation de la forme 

Θ (λ, p.) = o, 

Θ(λ, p.) étant une nouvelle fonction thêta. 
Considérons la seconde série de courbes 

0(« — α, r — β) ̂  ο, 

où a et β sont deux paramètres liés par la relation 

G (α, β): - o. 

Les courbes de cette nouvelle série sont aussi de même genre el de 

mêmes modules, et les deux séries jouissent de la propriété suivante· : 

Le lieu du poi.nl qui, sur chacun r des courbes d'une série, cor-

respond unicoquemenl à un même point de l'une de ces courbes, 
est une courbe de l'autre série. 

Si les deux fonctions 0(u, v) el 0(//, ο) sont les mêmes, les courbes 
des deux séries se confondent; il en est de même si 0(tf,c) est une 
fonction paire ou impaire el si 0(4/, ν) — 0(u— u,

t
, e — e

0
 >; //„. r„ 

étant des constantes données. Dans ce dernier cas, les courbes de la 
première série passent par le point fixe u

in
 v

u
. En particulier : 

Considérons les courbes γ qui passent par' un point JUe : le lieu 
du point qui sur chacune d'elles correspond univoquem.cn l à un 
même point d'une courbe γ donnée est une courbe γ passant par 
le point fixe. 

Le théorème du n" 146 est un cas particulier du précédent. 
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loi. "VI. Revenons maintenant aux surfaces adjointes : la formule 

qui fait connaître le nombre des surfaces adjointes d'ordre /i-H q — 4, 
linéairement distinctes, donne lieu à une remarque intéressante. 

On sait que deux définitions ont été proposées pour le genre d'une 
surface d'ordre n. 

Le genre géométrique, P, est le nombre des surfaces d'ordre n — 
linéairement distinctes, adjointes à la proposée; 

Le genre numérique, P', s'obtient en faisant 1S — n — 4 dans la 
formule qui donne le nombre des surfaces distinctes d'ordre N satis-
faisant aux conditions des surfaces adjointes, c'est-à-dire ayant pour 
courbe multiple d'ordre l -- 1 toute courbe multiple d'ordre l et pour 
point multiple d'ordre / - 1 tout point multiple d'ordre / de la pro-
posée. 

Ces deux définitions, en apparence identiques, ne le sont pas réel-
lement : en effet, on ne sait pas déterminer à l'aide d'une formule gé-
nérale le nombre des conditions auxquelles équivaut, pour une surface 
d'ordre N, l'obligation d'avoir pour courbe multiple d'ordre I — 1 une 
courbe donnée, que si N est suffisamment grand par rapport au degré 
de la courbe. Pour ce cas, il existe une formule générale exacte, niais 
on ne sait pas pour quelle valeur minimum de N elle cesse de s'appli-
quer. En d'autres termes, les courbes et les points multiples d'une 
surface.· d'ordre n étant donnés, on sait calculer le nombre des surfaces 
adjointes d'ordre Ν, N étant suffisamment grand : si dans la formule 
ainsi obtenue ori fait .N — n — 'j, rien rie prouve qu'on doive obtenir 
réellement le nombre des surfaces adjointes d'ordre n — 4î 0,1 trouve 
un nombre P', qui peut différer de P, mais qui est également intéres-
sant, parce qu'il possède le caractère d'invariance dans les transforma-
lions Irrationnelles, comme l'ont montré MM. Cayley et Zcuthcri. 

Pour les surfaces représentables point par point sur le champ hvpcr-
elliplique, on a ( n" 102 ) 

P = i; 

quant à P', on le calculera, d'après ce qui précède, en faisant q — ο 
dans la formule qui donne le nombre des surfaces adjointes d'ordre 
n -f- q — 4, et l'on trouve ainsi 

P - 1. 
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Les deux nombres Ρ et Ρ' sont donc différents. Il convient de sup-
poser, dans celte application, que la surface £ n'a pas de points mul-
tiples isolés; en ce cas, notre définition des surfaces adjointes coïncide 
avec celle qui est généralement adoptée. 

CHAPITRE IV. 

Classes particulières de surfaces hyperelliptiques. 

152. Les plus simples des surfaces hyperelliptiques sont celles qui 
n'ont pas de courbes unicursales singulières. 

Pour une de ces surfaces, les fonctions /, (u, r); x
9 (ut ν) ; (u, c): 

u) sont quatre fonctions tliéla, de caractéristique nulle, d'or-
dre //, ne s'annulant siinultanément pour aucun système de valeurs 
des paramètres. 

Les formules du n° 125 donnent alors, pour l'ordre η de la surface 
et le genre ρ de ses sections planes, 

// - ilr, ρ It- ~ \ \ ou ρ — n 

Ainsi : 

Si une surface hyperelliplique n'a pas été courbes unicursales 
singulières, son ordre, est le double d'un carré. 

155. Surfaces adjointes. — Le nombre des surfaces adjointes, 
linéairement distinctes, d'ordre/î-\-rj— a pour expression (n" 155) 

y2//2-h \.(q — ι)iq — — 3): 

ces surfaces découpent, sur la proposée, un système linéaire q-fé- -- ι 
fois infini de courbes ayant pour équation générale ( n" 151 ) 

À, 0, ( W, S?) -h A 2 0.J ( U
1
 V ) -h. . . ~h )y j? fyf/t'd /i, U ) — Ο, 

ou 0, (u, e), ..., 0ν) désignent q-!r fonctions llièLa, d'ordre qh 
et de caractéristique nulle, linéairement dislincLes; en d'autres termes, 
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toute fonction thcta, d'ordre qh et de caractéristique nulle, égalée à 
zéro, représente sur $ une courbe qui est l'intersection de JS avec 
une surface adjointe d'ordre η -+- q — 4 (1 ). 

Le degré de cette courbe est égal à iqh* ou qn(xi° 157). 
Le problème des surfaces adjointes de contact est susceptible 

d'une solution plus complète que dans le cas général. 
Cherchons les surfaces adjointes d'ordre η -h q — !\ qui ont avec S, 

tout le long delà courbe commune, un contact d'ordre r — ι : on voit, 
comme au n° 141, que le problème n'est possible que si l'on a 

hq = rp, 

ρ étant un cnlicr; niais il n'est pas nécessaire de supposer ici que r 
divise q, cl le problème comporte ainsi une solution plus étendue que 
celui des surfaces adjointes de contact passant par les courbes unicur-
sales singulières d'une surface hypercllipLiquc générale. 

Soil Θ (m — λ, r — α) = ο l'équation d'une des courbes de contact 
cherchées; Θ(«·, ν) sera une fonction thêta quelconque, d'ordre ρ et de 
caractéristique nulle; λ, μ. seront deux constantes vérifiant les con-
gruences, 

rp\~= ο 

/•ρ μ. Ξ:-- Ο 
(mod périodes). 

On le démontre par la méthode appliquée au n° 141. 
On en conclut, toujours comme au n° 141, que les courbes de con-

tact sont toutes celles qui appartiennent à r' farrçillcs, et l'on peut 
énoncer le théorème général suivant : 

Soit £ une surface hyper elliptique sans courbes unicursales sin-
gulières, d'ordre rt.(— 2 A2); désignons par q, /·, ρ des entiers po-
sitifs tels que 

qh = r?. 

{') Pour abréger, nous dirons qu'une courbe est l'intersection de S avec une 
surface adjointe quand elle constitue, jointe aux courbes multiples, l'intersec-
tion complète des deux surfaces. 
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Les surfaces d'ordre η -h q \ adjointes à 5, et ayant avec 
cette surface, tout le long de leur courbe d'intersection ( non mul-
tiple ), un contact d'ordre r — i, se répartissent en / ' systèmes. 

Pour les surfaces d'un système, les courbes de contact sont des 
courbes d'un même ordre et d'une même famille, et forment une 
série linéaire z~ — ι fois infinie. Inversemejit toute courbe de 
l'ordre et de la famille considérée est la courbe de contact d'une 
des surfaces du système. 

Les r courbes de contact de r surfaces d'un même système sont 
sur une surface adjointe d'ordre η q — \. 

Par r -- ι courbes de contact appartenant à des systèmes quel-
conques on peut mener une surface adjointe d'ordre η h- q - \. 
qui coupe en outre & suivant une r!e""' courbe de contact. 

Cette théorie est au fond la même que celle qui a été exposer au 
η" 117 pour les courbes du champ byperelliplique sans point singu-
lier. 

En particulier, si Γοιι fait q -- t, /· — //, on voit que : 

Il e.ciste h ' surf accs d'ordre // — \ adjointes à £» et ayant avec 
cette surface, le long de leur intersection, un contact d'ordre h — \. 

Les h* courbes de contact sont des courbes 7: par r 1 d'entre 
elles passe une surface adjointe d'ordre η — coupant en outre £ 
suivant une /de ces courbes. 

On a des théorèmes tout à fait analogues pour les surfaces ad jointes 
d'ordre // -+- '/ — \ passant par une ou plusieurs courbes données 
sur Si et ayant en outre avec 5. tout le long du reste de l'intersection, 
un contact d'ordre r— 1: ces surfaces se répartissent encore en r' sys-
tèmes; les courbes de contact de r surfaces d'un même système rl les 
courbes fixes données sur ô sont sur une même surface adjointe 
d'ordre η -h q — 

Ces propriétés, qui oifrcnt une analogie complète avec celles que 
l'on a établies pour les courbes de contact adjoin les à une courbe plane, 
ne s'élcndent pas, du moins, sous cette forme générale, aux surfaces 
lixperelliptiques douées de courbes unicursales singulières. 
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154. Courbes tracées sur la surf ace. — L'équation d'une courbe 
algébrique quelconque tracée sur B s'obtient en égalant à zéro une 
l'onction thêta: si q est l'ordre de celle-ci, le degré de la courbe cor-
respondante sera 2hq : ainsi, les degrés des courbes tracées sur Β sont 
des multiples de 2h. 

Si q est inférieur à h, on peut, à une fonction thêta d'ordre q, asso-
cier au moins une fonction d'ordre h — q, de telle sorte que le produit 
des deux fonctions soit une fonction thêta d'ordre h et de caractéris-
tique nulle (n° 116); donc : 

Par une courbe quelconque y tracée sur Β, el dont l'ordre est in-
férieur à l'ordre η de la surface, on peut faire passer au moins 
une surface adjointe d'ordre η — 3.' 

De plus : 

Si iqh est l'ordre (le la courbe considérée, le nombre des sur-
faces adjointes d'ordre η — 3, linéairement distinctes, passant par 
la courbe, est égal à(h — (ff. 

De même on démontrerait que : 

Par une courbe d'ordre iqh, tracée sur B, et dont l'ordre est 
compris entre η et m — 1 (c'est-à-dire telle que ih^>q^.h) on peut 
faire passer (ih — q f surfaces adjointes d'ordre 11 — 2, linéaire-
menl distinctes, etc. 

Kien n'est plus aisé que de déterminer toutes les courbes d'un de-
gré donné 2hq, que l'on peut tracer sur B: leur équation générale est 
He la forme 

λ,0,(u — λ,ρ — a) 4- A
3

Gs(a — Λ, ν — u.)-h... 

+ V{)AU — λ, ρ — ρ) = ο, 

où λ, ρ sont des constantes arbitraires, et où θ, ( //, v), 
0
2
(u, P), ... désignent q- fonctions thêta linéairement distinctes, 

d'ordre q et de caractéristique nulle. 
Journ. de Math. ($· série), tomeIX. — Fasc. IV. 1893. O'J 



13 ί G. HUMBERT. 

Les courbes du plus petit degré, que Ton puisse tracer sur la surface, 
ont l'ordre 2 /#, et sont les courbes γ (' ). 

Io«5. Remarque. — Les courbes découpées sur 6 par les surfaces 
adjointes d'ordre η 4- q — 4 forment un système linéaire q7ïr — 1 
fois infini; le genre de ces courbes est q~fi7 -h 1 (n° 114); deux d'entre 
elles se coupent en iq7h2 points, d'après le théorème de M. Poincaré : 
la connaissance de ces nombres nous permet de discuter une formule, 
duc à M. Nôllier, et qui est une extension aux surfaces du théorème 
de Ricmann-lloch relatif aux courbes algébriques. 

D'après M. Nodier, si l'on appelle : 

C des courbes du genre situées sur une surface algébrique B, e! 
formant un système linéaire Ο fois infini; 

s le nombre de points d'intersection de deux courbes C; 
Ρ le genre de la surface B, supposée de degré n\ 
ρ le nombre des surfaces d'ordre n — \ linéairement distinctes ad-

jointes a 6, cl passant par une courbe C, 

on a l'inégalité 
Will + H — ~ — p -h ! * 

Si nous appliquons la formule à une surface hypcrelliplique £*, et 
au système des courbes C découpées sur elle par les surfaces adjointes 
d'ordre u-h q — 4» "ou* trouvons, puisque ρ = ο, 

qiWl—1 yV -h iq-lf — (qz/r -t- 1 ) -f- 1 ou — i^l\ 

(') Il est à observer que les courbes γ, bien qu'étant toutes du même ordre 
et du même genre et formant un système continu, n'appartiennent pas à une 
série linéaire de courbes de même ordre qu'elles, c'est-à-dire de courbes dé-
coupées sur £· par un système linéaire de surfaces, chaque surface mobile ne 
découpant qu'une courbe. Ce fait ne s'est pas présenté sur la surface de Kummer, 
ou toutes les courbes d'un degré donné se répartissaient en une ou plusieurs 
séries linéaires; la raison générale de cette diil'érence tient à l'existence sur S 

des deux intégrales de première espèce Jdu et Jd?) comme nous l'avons mon-

tré dans une Note insérée aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences 
(28 août ι8ρ3). 
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Or le genre géométrique, Ρ est égal à 1 ; la formule n'est donc pas 
vérifiée pour cette valeur de P. Elle l'est au contraire si l'on introduit, 
au lieu du genre géométrique, le genre numérique P', égal ici à —1. 
Il y a donc lieu de penser que la formule générale de M. Nôther doit 
être précisée, soit clans le sens que nous indiquons, soit en tenant 
compte des intégrales de différentielles totales de première espèce 
appartenant à la surface. 

1»>6. Les surfaces hyperellipliqucs qui n'ont pour courbes uni.-
cursales singulières que des droites, c'est-à-dire pour lesquelles les 
quatre courbes coordonnées xj(u, v) considérées dans le champ hyper-
elliptique n'ont en commun que des points simples, jouissent d'une 
propriété spéciale. 

Dans ce cas, en effet, la singularité que présentent les courbes 
j.'j{u, v) =0 en un de leurs points simples communs, n'est pas une 
singularité proprement dite, et les courbes adjointes ne sont pas assu-
jetties à passer par ce point. En d'autres termes, la singularité 
n'existe pas. 

Il en résulte (n° 150) que les surfaces adjointes d'ordre n — 3 dé-
couperont sur Β la série linéaire de courbes dont l'équation s'obtient 
en égalant à zéro une fonction thêta quelconque d'ordre h et de ca-
ractéristique nulle, renfermant, par suite, sous forme linéaire et ho-
mogène, h2 coefficients arbitraires. 

Les propriétés des surfaces de contact adjointes d'ordre n. — 3 
seront ainsi les mêmes, pour la surface Β considérée, que pour les 
surfaces sans courbes unicursales singulières, en particulier il existe Λ4 

surfaces adjointes d'ordre // — 3 ayant avec B, le long de leur inter-
section, un contact d'ordre h — 1, etc. 

\m nombre h est lié ici au genre ρ des sections planes de Β par la 
relation 

ρ = h- -h 1. 
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CHAPITRE V. 

Étude de quelques surfaces hyperelliptiques. 

157. Nous étudierons, dans ce Chapitre, quelques surfaces repré-
sentâmes point par point sur le champ hypcrcllipliquc : nous n'avons 
pas réussi à déterminer d'une manière générale le degré minimum 
des surfaces de cette nature; il résulte des recherches de M. Picard 
que ce degré est supérieur à cinq; nous avons, d'autre part, formé des 
surfaces hyperelliptiques d'ordre huit. Il ne resterait donc, pour com-
bler la lacune, qu'à former des surfaces d'ordre six et sept, ou à dé-
montrer, ce qui semble probable, que le degré doit nécessairement 
dépasser sept. 

Quoi qu'il en soit, nous allons faire connaître et étudier quelques 
surfaces d'ordre huit. 

158. Soienl £r
0
(//, r); j,(w, r); r); r3(r/,c) quatre fonc-

tions thé La normales, du premier ordre, formant un groupe de H ose π-
bain (n° 20) : pour fixer les idées, nous supposerons qu'elles ont 
respectivement pour symboles (n°20) l\r\ , 12', 13', !\\'. 

La fonction ~
0

(w, p) est ainsi la fonction thêta (paire) d'ordre un, 
de caractéristique nulle, et les trois fonctions Srf, £r

2
, r

3
 s'annulent 

pour la demi-période u — o, c = o. 
Déplus, le produit ~ar3 étant une fonction impaire, de carac-

téristique nulle (n°21), il en sera de même du produit 
Cela posé, considérons la surface définie par les relations 

(') A, = ~0.vt, Α., = »||^3) ·1'Λ = — ο ■> y ~ ~ <j ~:j 

on, en coordonnées cartésiennes, 

(2) 
j, ~Ό I ^ y •'b-'î „ ^ υ Ζ s 

Les quatre fonctions coordonnées, Xj(u, p), sonl des fonctions 
thêta, d'ordre trois et de caractéristique nulle, s'annulaut à la fois 
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pour les valeurs de ι/, ρ qui vérifient les équations 

z
a
(u,v) — o, .r, = ο 

et qui sont au nombre de six, d'après le théorème de M. Poiucaré. 
De plus, les fonctions 2rn S.21 £3 devenant nulles pourw = ο, ρ — ο, le 
point u = o, p= o est un point double pour les courbes du champ 
hypcrelliptique x

t
(u, ν) = o, x>(u,v)= o, x9(u, ρ) = o et un point 

triple pour la courbe x,(u, P) =0; par suite, c'est un point double 
pour toute courbe λ, χ

 x
 4- λ*:/;.» H- λ3 Λ·

3
 λ

4
 = ο et il diminue le 

degré de la surface (1) de quatre unités (n° 125). 
EJI résumé, les zéros communs aux fonctions Xj(u, P) diminuent le 

degré de Ci -h \ — 10 unités; ce degré est donc égal à 2.32— 10 = <3. 
Ainsi : 

ÏAI surface définiepar les relations (1) est d'ordre huit. 

Nous la désignerons par 1. 
Il est aisé d'obtenir son équation. 
Les relations(i) donnent en effet sans difficulté 

1 3) *"« — <=. r.i 1 

~ -Λ , , — — Χ.,, Λ/,( = — ./,'j . 

les fonctions S;, .r2, S2 sont donc respectivement proportionnelles 
à x, x

x
x

3
 ; χ.

λ
χ\ \ x

:i
x\, et l'équation de la surface Σ s'obtiendra 

en remplaçant ~2, x2, £2 par leurs valeurs proportionnelles dans 
l'équation homogène classique qui lie les carrés de quatre fonctions 
thêta d'un même groupe de Hoscnhain. 

Celte dernière relation est la suivante 

(A) 

a"* (Î,|z'% ~h ζ], ζ'3) -f- a~2 (^4'(^ -f- .z't z'f) -+- <z~ (ζ^ -f-

-^2^3 ι ) ^ , (^
0
 "Η Ζ.) ) 

— ο.α,α., r:\z\(z\ 4- Ξ,-J) — ·ια.,α3 
2É/, ίί

3
 Z'

t
 (Z | -j- ^ — 2(2, ££·> S2 .ν2 {) 

-F— 2 Λ .W ^.W .G — Ο. 
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Les coefficients α,, α2, ct3, λ dependent des périodes des fonctions 
hyperclliptiqucs considérées; nous renverrons, pour leur expression, 
au Mémoire de Roscnhain. 

On a d'après cela pour l'équation de Σ 

(*) 

«îχ: ν; (x\ -h x\ )■+■ a; x\x\ (xi -+- X ; ) -f- a;x2x'2 (x\ x\ ) 
— ici.,a

3
X\X.

2
X

%
(X\X\ — Λ\) - nà%αΛχ\χ{

x3(Χ'2 x\H- X\ ) 

— ia
K
a.

2
x\x

K
x.

2
 (x]xi -+■ x\)— 2α2α3χ\χ2χ.Λχ\(x\— x\) 

-h 2a
i
a

3
x'2x

i
x

3
x:

i
(x2

i
 -h x\) — 2(ifa.

2
χ'2x

{
 x2x\(x\ 4- xi ) 

■+■ 'lkx\x2,x\x\ — o. 

Remplaçant , — par a;, y, -, on obtiendrait l'équaLion carié-

sienne de Σ, à laquelle nous donnerons plus loin une forme simple (·). 

159. On voit que Σ est bien du huitième ordre ; celte surface, en 
coordonnées cartésiennes, admet pour centre l'origine χ = ο, y = », 
- = 0, ainsi qu'on pouvait s'en rendre compte a priori : en effet, si 
l'on change u et e en — u, — e, les fondions x

t
, x.

2
, x

;f
 restent inalté-

rées et xK
 change de signe, puisque S;, SrJ, &J sont des fonctions 

paires cl que S, S2^3 cst unc fonction impaire. 
La surface Σ est liée d'une manière simple à la surface de Ruminer. 

Posons en effet 

(6) χ = £Ϊ(Η>ρ)» Y = 5f(wo0i z = 5f ("><*)· 

Le point Χ, Y, Ζ décrit une surface de Rummer, puisque SrJ, 
Sri;, S, sont des fonctions thcla d'ordre deux et de caractéristique 
nulle, linéairement distinctes (n° J2); cette surface admet pour plans 
singuliers les plans de coordonnées et le plan de l'infini, qui forment 
un tétraèdre de Rosenhain. 

(l) L'équation (5) représente, quelles que soient les constantes au a.2, aλ, 
une surface Σ, parce que l'équation (4), où les £ sont considérées comme des 
coordonnées homogènes, représente toujours une surface de Rummer (voir le 
nfl 150). 
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Entre les coordonnées Χ, Y, Ζ d'un point de la surface de Kummer 

et les coordonnées ar, 7, ζ d'un point de Σ, correspondant aux mêmes 
valeurs de uy e, on trouve aisément, en éliminant les &, entre les 
relations (2) et (6), les équations 

(7) X=-U Y= —, Ζ = — ; 

d'où l'on tire 

(«) v/XVZ 47 ^/XYZ \JXYZ 

Ainsi à un point de la surface de Kummer correspondent deux 
points de Σ symétriques par rapport à l'origine et à un point de Σ cor-
respond un seul point de la surface de Kummer. 

Soient K(X, Y,Z) = o l'équation de cette dernière surface cl 
Σ(Λ·, y, ζ) — ο celle de Σ ; on a, d'après (4) et (G), 

K(X, Y, Z)= C2(X, Y, Z)+ oB:t(X, Y, Z)4- A;(X, Y,Z), 

C
3

, B
3

, Α., étant des polynômes homogènes en Χ, Y, Ζ d'ordre 
marque par l'indice 

C., = a\ X- 4- a\ Y" 4- aijZ2 — 2a, XY — 2 «j, XZ — 2a., a.t YZ, 

B, — — α2«
:
,Χ( Y2 — Z-) 

4. a%
 a, Y(X- 4- Ζ2) - a, a

3
Z(Xa ■+■ Y2 ) 4- λΧΥΖ, 

A3= «,ΥΖ-α,ΖΧ-α,ΧΥ. 

On en déduit pour le polynôme Σ (a?,/, s) la forme simple 

(9) 
Σ (a;,7, ζ ) = J?y-z-C, (x·, 7, 5) 

-h ?.xyzI3.j(a;,7) s) -4 A2(.'/;,7, 3)5 

on a de plus identiquement 

(10) K(;/;,7, s) = Σ (a?, 7, S). 
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160. Cela posé, les formes (5) (9) et (10) que nous avons données 
à l'équation de la surface Σ mettent en évidence les propriétés sui-
vantes. 

E11 coordonnées homogènes, les six arêtes du tétraèdre de référence 
sont des droites doubles de Σ. Les trois aretes qui partent du point 

= χ., — = o, c'est-à-dire les trois axes des coordonnées carté-
siennes, sont en même temps des courbes unicursalcs singulières: en 
effet, les courbes unicursalcs singulières de Σ, abstraction faite de celle 
qu'on obtient en faisant u = ο, ρ = o, correspondent aux valeurs de 
u, ν qui annulent sirnullancmcnt £„ et S.,. Or les quatre fonctions 
?j

in
 Sr

n Sr2, ΞΓ, forment un groupe de Roscnbain et par suite des deux 
systèmes de valeurs (demi-périodes) de A

)
 Ρ qui annulent à la fois ,R

0 

et Sr, ; l'un annule et l'autre annule &
8

. Même remarque pour les 
systèmes qui annulent à la fois S

0
 et z.

2
, ou et .7.,. 

11 en résulte, si l'on se reporte aux relations (1), que les courbes 
unicursalcs singulières considérées se réduisent aux trois droites 
./·, = o, ,y;2 = ο; .χ, = ο, :/;3 — o; — ), xa — ο; chacune d'elles étant 
obtenue deux fois. 

La courbe unicursale singulière qui correspond aux valeurs u = o, 
ρ = o est une conique, qui est située dans le plan ,/;

4
 = o; eu ell'cl, 

2q, .r
2

, s'annulent pour u = ο, ρ = o, et 3
0
 ne s'annule pas ; si dem-

on donne à u cL Ρ des valeurs très petites, x.,(u, C) est iILIINÎmonI 
petit par rapport aux trois autres fonctions./Λ,, Χ·

Λ
. 

L'équation de cclLe conique s'obtient en faisant :ι\ = o dans ( 5) et 
en divisant par#* χ\ on trouve ainsi 

C2./;2,) — o. 

C'est une conique qui touche les trois arêtes du tétraèdre de réfé-
rence situées dans le plan x

k
-= o. 

En coordonnées carLcsicnnes (9), on voit que l'origine est 1111 point 
quadruple de Σ; le cône des tangentes en cepoinlcsl le cone du second 
ordre 

Λ
2
(.Χ',/, ζ) =o 

compté deux fois; ce cône passe par les trois axes de coordonnées. Il 
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csl à observer que l'origine (ou le pointa?, = a?

2
 = x

3
 = o) est un point 

multiple de première catégorie (n°128); si en effet, dans les rela-
tions (i), on donne à μ, ρ des valeurs annulant 2r0( w, v)

r
 on trouve 

JC | — »Xf j —— (JO n —■ ο · 

161. La surface d'ordre quatre adjointe à Σ se trouve aisément; 
on pourrait la chercher directement par l'étude des lignes doubles, 
mais la marche suivante est plus simple. 

La surface de Kummer, K(X, Y, Ζ) = o, admet, comme nous le sa-
vons, une intégrale double de fonction rationnelle ne devenant jamais 
infinie; la fonction Κ étant .d'ordre quatre, cette intégrale a pour ex-
pression 

JJ u 

Sous le signe jJ*remplaçons Χ, Y, Ζ par leurs valeurs (7) en 

fonclion rationnelle de x,y,zf c'est-à-dire par — ; l'intégrale 
nouvelle restera finie pour tous les systèmes de valeurs de w,y, ζ qui 
correspondent à un point de la surface Σ, et par suite elle sera de la 
forme 

//^ 

γ,ζ) dx dy 

l) étant le polynôme d'ordre quatre adjoint à Σ. 
Or les relations 

X=-, Y = -L 
donnent 

("> hd\ = - X1 r*i3\ dz Oz —i-y — H-* Ú.T ()v A 

^ et ~ étant les dérivées partielles de ζ par rapport à χ et à y, dé-
duites de la relation 

Σ(Λ·, y,z) = o. 

La relation identique (10), 

*<x, Y, Z)= -A, 2 (x,y,*) 

Journ. de Math. (4e série), lome IX. — Fasc. IV, 1893. 56 
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donne, en chaque point de la surface Σ = ο, 

z
~~ PJ^Vs

 M)'' 

—j —3 ̂  ôtanl les dérivées partielles, par rapport à Z, de ./·, r 

considérés comme fonctions des trois variables X, Y, Z. Or on lin-
île (8) 

àr X î?k Y ôz ι 

<;t, en leinplai.aiit X, Y, Z par leurs valeurs en y, z, il vient 

(12) 2 Κ = -φρ ( - χ"Ζ
Χ
 y s; -+- : s; )· 

I bailleurs on a 

- y*,+ *5η< 

et, par suite, d'après (m) et (12), 

//TT 

Colle formule montre que la surface adjointe 1) = 0 a [jour équa-
tion xyz = o, c'est-à-dire, en revenant aux coordonnées homogènes. 
x^x^x^x^ = o, puisque celle surface est d'ordre quatre. 

La surface adjointe du quatrième degré se décompose donc eu 
quatre plans, qui sont les faces du tétraèdre de référence : il en résulte 
que la surface Σ n'a pas d'autres lignes multiples que les a ré Les de ce 
lélraèdre, qui sont des lignes doubles; on le voil de suite en faisant 
successivejuent x, = 0, x

2
 — ο, χ.

Λ
 — o, x

f)
 — 0, dans l'équation (5). 

Jl y a lieu d'observer toutefois que les six arêtes ne jouent pas le 
même ré le géométrique. Si l'on considère en effet la section de la 
surface Σ par un plan quelconque P, cette section a six points doubles 
en chacun des six points ou Ρ coupe les arêtes; mais on démontrerait 
sans difficulté que chacun des trois points doubles situés dans le plan 
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x
i o diminue le genre de la section de trois unités, tandis que les 

trois aulrcs points doubles, situés sur les arêtes qui partent du point 
x

t
 = χ

2 = jp3 =o, sont des points de rebroussement ordinaires. Les 
trois premiers points doubles sont donc d'une nature toute particu-
lière; les deux branches de la courbe passant par chacun d'eux y ont 
un contact d'ordre élevé. 

La section plane de Σ est ainsi de genre 

£•7.6 — 3.3 — 3 = 9, 

coin me on le savait α priori, car les quatre courbes Xj(u, v)= o, con-
sidérées dans le champ hyperclliptiquc, ont six points simples et un 
point double (u = Ρ = o) communs; dès lors la formule 

donne ici 
p-Jd-h ι — £Σΐ(σΑ, σ£) 

ρ = 32 -h ι — ι = 9. 

1(>2. L'étude des courbes algébriques tracées sur la surlace Σ nous 
entraînerait trop loin; nous nous bornerons à parler de celles qui sont 
du plus petit degré. 

Ln dehors des courbes multiples et des courbes unicursales singu-
lières, toute courbe tracée sur une surface représentable point par 
point sur le champ bypcrelliplique est au moins de genre deux, puis-
qu'elle admet les deux intégrales de première espèce jduel jdv : 

les courbes de moindre degré seront donc au moins du quatrième 
ordre. Si elles sont du quatrième ordre, elles seront planes, car les 
courbes gauches de degré quatre sont de genre zéro ou un. 

Sur la surface Σ existe eiï'ec live ment' une série simplement in finie 
de courbes planes d'ordre quatre et de genre deux. Soit en cll'el 
%(u,v) la fonction normale impaire d'ordre un et de caractéristique 

| ° ; désignons par λ et p. deux paramètres liés par la relation 

£(λ, p) = o 
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et considérons sur Σ les courbes représentées par l'équation générale 

( 13 ) Ζ (U -+- 7v, V p.) — Ο. 

Nous allons montrer que ces courbes, en nombre simplement in-
fini, sont d'ordre quatre. 

En effet, dans le champ hyperelliptique, la courbe 

ζ (u -f- λ, ç -f— p.) = ο 

a un point simple en u = o, ç = o, puisque 

£τ(λ, jx)=o; 
la courbe 

Ç
T
X

T
(U,V) + P)+ p,X>,(U, V) = Q 

a un point double au même point. Donc des six points communs à 
ces deux courbes, deux coïncident avec le point u = ο, ν = ο. 

En revenant à la surface Σ, on voit que toute courbe (rd ) tracée 
sur cette surface est rencontrée par un plan quelconque en 6 — Ί \ 
points ; elle est par suite du quatrième degré. 

Voici quelques propriétés des courbes (i3). 
La fonction 

ζ {u -(- A, (' -(- p) *z{u — A, c — p. ) 

est évidemment une fonction thêta d'ordre deux et de caractéristique 
nulle; elle s'exprime donc en fonction linéaire et homogène de quatre 
fonctions distinctes de même nature, par exemple de z'I, r*, Sri;, z\. 
Comme d'ailleurs elle s'annule pour u — o, c = o, ainsi que z'

t
, Srjj, 

rz\ et que *ζ\ ne s'annule pas, on pourra l'exprimer à l'aide de rz'\, S®, *z\ 
seulement, et l'on a ainsi 

ου Ζ(LL -f- A, V -+- p.) Ζ ( U — λ., C — p.) = Λ, S"J· -f- Α., Z"
T
 -+- A

;
, Z~,. 

Observons ici que, si l'on considère la surface de Kummer déjà in-
troduite et définie par les relations (6), le plan 

A, \ -f- À
2
 Y ~h Â;| il — Ο, 
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en vertu de l'équation précédente, est un plan tangent de cetle surface 
(n° 59) dont le point de contact est défini par les deux équations 

%(u 4- λ, ν 4- α)= ο, ΞΓ(Η — Α, ν — α.) = ο: 

c'est donc le point u = ο, ρ = ο, c'est-à-dire le point X = ο, Y = ο, 
Ζ = ο, qui est un point singulier de la surface. En d'autres termes, le 
plan λ, X -4- λ

2
 Y 4- λ,Ζ = ο touche le cône C

S
(X, Y, Ζ) = ο formé 

par les tangentes en ce point singulier (n° 1.59). 
Si nous revenons à Σ, nous voyons que l'équation (i4)> après mul-

tiplication des deux membres par 2τ
0
(κ, ρ), peut s'écrire 

S
0
(«, Ρ)3Γ(Μ 4- λ, ν 4- (a)S(h — λ, r — p.) 

= Ρ)4- Ρ) 4- X,ar,(A, Ρ). 

Le plan λ,#, 4- λ2#24- \χζ
 = ο coupe donc la surface Σ suivant 

les deux courbes du quatrième ordre 

(16) ~ { U 4" A, ρ 4~ |a) — U, ~ ( Il — \ i* — [A j — o. 

Le facteur z>
e
(Uj p) ne donne que l'origine des coordonnées (n° 128). 

Les deux courbes (iG) sont symétriques l'une de l'autre par rapport à 
l'origine, car on passe de l'une à l'autre en changeant u et ρ en — u, 
— ρ (n° 159). Le plan \

%
x 4- \y 4- \z = ο enveloppe le cone 

C
2
 (x, y,z) — ο d'après ce qui précède. 
En d'autres termes : 

Les plans menés par le centre de Σ, langenliellement au cône qui 
a pour sommet ce point el pour base la conique située sur la sur-
face coupent Σ suivant deux courbes du quatrième ordre. 

Ces deux courbes ont le centre (qui est un point quadruple de Σ) 
pour point double; on démontre sans difficulté qu'elles ont toutes 
deux pour asymptotes les trois droites suivant lesquelles leur plan 
coupe les trois plans des coordonnées cartésiennes, et qu'elles sont 
osculatrices entre elles aux points à l'infini sur ces asymptotes, etc. 

Pour six positions du pian sécant, correspondant aux six plans sin-
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guliers de la surface de Kummcr passant par le point u = o, v = o, 
les deux courbes du quatrième ordre coïncident (*) : trois des plans 
sécants ainsi définis sont les plans de coordonnées χ = ο, y = ο, 
ζ — ο, et les quartiques se décomposent en droites; les trois autres 
plans touchent Σ le long d'une quartique de genre deux proprement 
dite. 

Il serait aisé de déduire de ces propositions un mode de généra-
tion de la surface Σ par des quartiques planes; sans insister sur ce 
point, nous nous bornerons à faire observer que toutes les quarti-
ques (i3) sont des courbes γ et ont par suite les mêmes modules. 
Géométriquement on peut donner de cette dernière propriété une dé-
monstration identique à celle du n° 60, basée sur la fixité des rap-
ports ariharmoniquesdessix droites suivant lesquelles un plan mobile, 
tangent à un cône du second ordre (G, = o), est coupé par six plans 
fixes tangents au même cône. 

Enfin il y a lieu de remarquer que les propriétés générales des 
courbes γ passant par un point fixe s'appliquent à nos quartiques. 

i65. On obtient une seconde surface du huitième ordre, analogue 
à la précédente, mais un peu plus générale, de la manière suivante : 

Désignons par £,(w, e); £
2
(«, r); S

3
(w,c); c); c): 

(M, E) les six fonctions dicta normales d'ordre un qui s'annulent 
pour u = o, e = o; ce seront les six fonctions impaires, ayant pour 
symboles respectifs 

12', Τ 3', {Ι', I4', 2I', 3I'. 

Soit toujours £<,(&, v) la fonction d'ordre un et de caractéristique 
nulle, de symbole 44'· Considérons la surface S définie par les équa-
tions 

(') 
X\ == ^2 — 0 ,w

 2 î '^3 ^0^31 
X

K
 — "Ί ^2 3 ~T~ P 5 ̂  r,1 

où ρ est une constante quelconque (pour ρ = o on a la surface Σ). Les 

(' ) L'équation de ces six plans est évidemment Bij — C,Aj =r o. 
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quatre fonctions x
t
, x

t
, x

t1
 x

t
 sont d'ordre trois et de caractéristique 

nulle, comme on le voit aisément; les trois premières sont paires et la 
dernière est impaire. 

Ces fonctions s'annulent simultanément : 
i° Pour les six solutions communes aux équations 

"'•fi Xf-Zg-Sf . O, 

2° Pour le système u — o, P = O; de plus, le point u = o, P = O 

est un point double, au moins, pour chacune des courbes du champ 
hypcrelliptique Xj(u, P) = o; (J = ι, 2, 3,4). 

Il en résulte que le degré de S est égal à 

2.32- 6-4 = 8. 

Celte surface, en coordonnées cartésiennes, a pour centre le point 
./· = n, y — ο, ζ = o, qui est un point quadruple (de première caté-
gorie). Examinons maintenant en quelques mots rapides les courbes 
remarquables tracées sur S, et d'abord les courbes unicursales singu-
lières. 

Les six solutions communes aux deux équations 

O O CL F ^ 2 "'S 

sont deux à deux égales et de signes contraires; soient u0, ve et — u()1 

— P
0
 deux d'entre elles. Donnons à u, Ρ dans les fonctions Xj(u, P) les 

valeurs u
0
 -+- ε, P„ ■+■ η, ε et rj étant très petits, il vient 

x
t
 — α,(Αε -+- Β y,)-H. · 

x
2
 — £Ζ

2
(Αε -f- Β y] ) -f—..., 

.χ-, = a,(Ae ·+■ Bï))-t-,. 

-^4 — A, ε -h Β.,η -f-..., 

les a, A, 15 étant des Constantes et les termes négligés étant du second 
ordre au moins en ε el η. 

Quand ε et η varient, le point ainsi défini décrit la droite 

ax at a? 
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La droite analogue qui correspond aux valeurs — u
Cl

 — P„ des pa-
ramètres coïncide avec la précédente, car dans le calcul ci-dessus α,, 
a

2
, sont les valeurs que prennent les fonctions paires S*, &*, Sr* pout· 

u = */0, ρ = *v 
En d'autres termes, les six droites (unicursalcs singulières) se rédui-

ront à trois, passant par le centre de la surface et dont chacune sera 
une ligne double de S. Nous avons déjà rencontré le même fait pour 
la surface Σ. 

Au système u = ο, ν = ο correspond sur S une courbe unicursale 
singulière qui est une conique, située dans le plan x

k
 — o (n°160); 

l'équation de cette conique, ou plutôt celle du cône qui la contient et 
qui a pour sommet le centre de S, est C2(xifx2,x3) = o, comme 
dans le cas de la surface Σ, car l'équation cherchée ne dépend que des 
valeurs que prennent les fonctions x%,xt, xt

 pour u = ε, ν = η, et ces 
fonctions sont les mêmes pour les surfaces S et Σ. 

On voit également, comme plus haut, que les plans tangents au 
cône C

2
 =o coupent S suivant deux courbes γ, du quatrième ordre, 

symétriques par rapport au centre, et dont les équations sont de la 
forme 

Ξτ(« -t-λ, ν Λ-y.) — o, z(u—~L, r — <a) = O, 

λ et p. étant deux paramètres liés par la relation 3Γ(Λ, JX) = o. 
Toutes ces courbes ont pourpoint double le centre de S. 
On démontre ensuite sans difficulté que, parmi les plans tangents 

au cône 0
2
 = o, il en est six qui touchent la surface S suivant une 

courbe du quatrième ordre ('). Les trois faces du trièdre formé par 
les droites doubles trouvées plus haut, touchent également le cône, et 
coupent chacune S suivant une conique, qui est une ligne double de 
cette surface. 

Enfin le plan xA = o coupe S suivant la conique qui correspond au 
système de valeurs u = ο, ν = o, et suivant une courbe du troisième 
ordre qui est également une ligne double de la surface. 

En résumé, la surface S a pour lignes doubles trois droites, trois 

(') Parmi ces plans figurent les plans de coordonnées x^~ο, #2= o, o. 
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coniques et une cubique; le genre cles sections planes est ainsi égal a 
*.7.0 — 12 = q, comme on le savait a priori. 

La surface adjointe du quatrième ordre se décompose en quatre 
plans, qui sont les faces du trièdre formé par les droites doubles et le 
plan ./;, -- o. 

164. Nous nous bornerons enfin à signaler une troisième surface 
hyperelliplique d'ordre huit, qu'on déduit de Σ en remplaçant χ, 

y, ζ par y elle a pour équation 

C, -+- ixyz\3;, 4- A2x2y-z2 = o, 

étant posé 

C. = d\yizi -§- ά\χ-ζ'1 -+■ ατΆ
χ*y* — ixyz(a

{
 a.,z 4- a, a%y 4- α2αΛχ), 

B
s
 —: - α.,α.

Λ
χ(ζι — y2 ) 

— a
t
 a.

t
y(x'- -f- ζ- ) — a

t
 α.

λ
ζ(χ2

 4-y2) 4- ~l\.xyz, 

A, «, χ — a2y — α.
Λ
 ζ. 

QUATRIÈME PARTIE. 

SURFACES REPRÉSENTA «LES POINT PAU POINT SUR LA SURFACE DE KUMMEK. 

Généralités. 

16d. Nous avons admis jusqu'ici, dans l'étude des surfaces hyper-
elliptiques générales, qu'à un point de la surface ne correspond, aux 
multiples près des périodes, qu'un seul couple d'arguments v. 

Supposons maintenant qu'à un point d'une surface % dont les coor-
données cartésiennes y, ζ s'expriment en fonction quadruplement 
périodique uniforme de deux paramètres w, p, correspondent deux 
couples d'arguments u, ν et w', d. Nous allons démontrer que la sur-

Journ. de Mal h. (/(< série), tome IX — Fasc. IV, 1S9L ^7 
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face est rcprésentable point par point sur une surface clc Kutnmer. 
En effet, considérons, en chaque point χ, y, ζ dc C, la somme 

du -H du' : elle peut se mettre sous la forme M dx H- Ν dy, M et Ν 
étant rationnels en x,y, -, car χ et y étant les variables indépen-

dantes, chacune des deux fonctions H- et — -l· est une fonc-

lion rationnelle dc χ, y, ζ en chaque point de C, puisqu'elle n'a qu'une 
seule valeur en ce point. 

Si maintenant, dans Μώ+ Ndy, 011 remplace x,y, - par leurs 
valeurs en fonction quadruplemen t périodique de u, v, il vient 

du -f- du' — A(u,v) du -+- 13 (u, v) dv, 

A et 13 étant des fonctions quadruplcmcnt périodiques uniformes. 
De mémo on aurait 

dv -+- dv — Λ, ( u, v) du -H 13, (u, v) dv. 

Les deux intégrales J {du-y-du') et J (dv-\-dv') restent évidem-

ment finies sur la surface or l'intégrale j A( u, v)du ■+- I3('H, v)dv 

ne peut demeurer finie que si les fonclionsquadruplement périodiques 
A et 13 se réduisent à des consLantes, et de même les fonctions A, 
et 13,. 

On a ainsi 

O) 
du -+- du! — α du ■+- β dv, 

dv dv' — a, du -+- [3, dv, 

a, β, a,, β, étant des constantes. 
Permutant u et u', ν el Ρ' dans ces relations, on trouve les nouvelles 

équations 

<» α (du — du!) -s- β (dv — dv' ) — o, 

cc
t
(du — du' ) -l· β

{
(dv — dv') ~ o. 

Deux cas sont à distinguer : 

I. Si l'on a 
du' —- du et ar' — dv, 
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les deux relations (2) sont satisfaites. Mais on en conclut m' = u 4-γ, 
ν' = p+ γ, ; γ et γ, étant des constantes, et par suite les coordonnées 
χ, γ, ζ, considérées comme des fonctions quadruplemcnt périodiques 
de u, e, admettent le couple de périodes γ, γ,. Le système d'argu-
ments u.', v' n'est donc pas distinct (aux périodes près) du sys-
tème u, e. 

il. Sil 'on n'a pas simultanément 

du = du' et dv — dv'. 

les relations (2) montrent que le déterminant αβ, -- βα, est nul. 
Distinguons encore deux cas. 
iM Si α, β, a,, β, sont tous nuls, il reste dans (1) 

du 4- du' — o, dv 4- dv' = o; 
d'où l'on tire 

u-hi/'--γ, ρ4-ρ'=γ
1

. 

Posons maintenant 

u = II 4- ±γ, Ρ = V 4- jY,, 

-- U' 4- .· Y, ρ' = V' -1- £γ. : 
il vient 

UH-U'=0, V4V'=:0. 

On voit ainsi que les coordonnées ;z, y) 2, considérées comme fonc-
tions quadruplemcnt périodiques de U et V ne changent pas quand 
on remplace U et Y simultanément par — U et — V ; ce sont donc des 
fonctions paires de U, Y. 

Supposons que l'une au moins des quanti.tésa, β, an β, : a,, par 
exemple, ne soit pas nulle. 

On déduit des équations (1), en tenant compte de la condition 
αβ, - βα, — ο, 

(α
{
du~ cl dv) 4- (α, du' — α dv') = 0 ; 

d'où 

(3) (a, u — ap) + (a, u! — ap') = γ. 
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La seconde relation (2) donne d'ailleurs 

Ci) (a, u -h β, c) - (a, u' 4- β, <>') = γ,. 

Prenons maintenant pour variables, à la place de u et e, les argu-
ments U et V «ainsi définis 

U — x
4
 u — «e — J-γ, 

V = α, u-\-

Les relations (3) et (4) montrent que, à un point de corrcspon-
dronl les deux systèmes d'arguments 

U, V et -- U, V 4- γ,. 

En ce cas, les fonctions quadruplement périodiques considérées se 
ramènent aux fonctions elliptiques. 

Soit en effet F(U, V) l'une quelconque des coordonnées .//, y, ζ 
d'un poinLde €·; on a, d'après ce qui précède, pour toutes les valeurs 
de U, V, 

(S) F(U,V) = F(-U, ν + γ,). 

On en conclut, en changeant encore une fois U, V en - l , Y 4 γ,. 

F(U,V)= F(L, V + 2Yi), 

2γ, est donc une période par rapport à V seulement. 
Soient maintenant ω et ω' un couple quelconque de périodes simul-

tanées de U, \ : changeons dans (5) U et V en L 4- co, Y -h ω'; il 
vient successivement, par des transformations évidentes, 

F(U, V) = F(U 4- ω, Y 4- ω') — F( — U — ω, V 4- ω' 4- γ, ) 

= Ft;—U, V 4-2ω'-ι-γ, ) 
= F(lî, V 4- 2ω'4- 2γ,) 
= F(IJ, Υ + 2ω'). 

Cette dernière relation montre que 2ω' est une période par rapport 
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à V seul; et, par suite, puisque (2ω, 2<υ') est un couple de périodes 
simultanées, que 2ω est une période par rapporta U seul. 

11 en résulte évidemment que F(U, V)est une fonction doublement 
périodique de U et doublement périodique de V. 

166. Résumant toute celte analyse, on voit que, si Ton reste dans 
le champ hyperelliptique proprement dit, toute surface Φ, telle qu'à 
un de ses points correspondent deux points du champ, peut, après 
un changement de variables, être représentée par des équations de 
la forme 

x = F,(A,p), y = F.,(u
1
o), s~F,(u, P), 

ou F,, F2, F3
 sont des fonctions quadrupiement périodiques paires 

de p, c'est-à-dire ne changeant pas quand on remplace u, ν par 
— u, — P. 

Ln d'autres termes : 

La surface OL est représentable point par point sur la surface de 
Κ u m mer. 

167. Les coordonnées homogènes x
n

 .x-2, x.
n
 x.

t
 d'un point de la 

surface IL· peuvent être mises sous une forme remarquable. 
Si l'on se reporte en effet au théorème do M. Appell, rappelé au 

η" 1, on voit qu'on peut écrire (en négligeant le facteur de propor-
tionnalité) 

χ, = 0,(u, ρ), χ., = 0,(u,vf 
x

%
 = 0,(u, Ρ), Χ·, = 0,(W, Ç); 

0, (u, P), ..0.
{
 (u, P) étant des fonctions thêta de même ordre et de 

mêmes multiplicateurs. 

Pour que la fonction ~ soit paire, il faut qu'on ait 

Qi("> v) _ ')|(— u, — v)
m 

0 u(u,v) 0 ,,{—u,~vY 
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d'où Jόιι déduit aisément que le quotient °'^ doit ^'tre entier, 

et par suite ( η· 10) il faut que 0,(u, p) soit une fonction paire ou 

impaire, ou qu'elle le devienne quand on la multiplie par e * 2 , 

p' et q' étant des nombres entiers. 
Désignons par Θ, (u, P) la fonction paire ou impaire 

D<(u,v)e 2" 2\ 

le raisonnement fait au n" 14 montre que Θ, (u, e) est une fonction 
normale, de caractéristique quelconque. 

Les quotients ^-2» pétant des fonctions quadruplement périodi-

ques paires, les trois fonctions 

0j C t f)j(u,v), (y = 2, 3, 4), 

qui sont des fonctions thêta, seront des fonctions normales, de même 
ordre et de même caractéristique que 0,(&, v), et seront paires ou 
impaires avec 0,. 

En d'autres termes : 

Las coordonnées homogènes d'un point de Φ sont proportion-
nelles à quatre fonctions thêta normales, de même ordre et de 
même caractéristique, simultané me ni paires ou impaires. 

On peut dire aussi que toute surface C correspond point par point 
à une surface de Rummer Κ, par les relations 

X j — Sy(X| Ι Χ·_>, Χ :ι, X}) (j — I , 1, 3, L\ J. 

en désignant par Xj les coordonnées d'un point de et par X
y
 celles 

du point correspondant de K. 
Les fonctions S y, égalées à zéro, représentent des surfaces liées d'une; 

manière remarquable à la surface de Kummer; d'après la théorie 
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générale des courbes tracées sur cette surface, cinq cas sont à distin-
guer : 

i° Les coordonnées Xj(u,v) sont d'ordre impair, 2 ρ 4- 1, et s'an-
nulent pour six dcmbpériodcs : les surfaces Sj — 0 sont d'ordre ρ-h 1 
et passent par une môme conique de K. 

2° Les coordonnées Xj(u, 9) sont d'ordre impair, 2p 4- 1, et s'an-
nulent pour dix demi-périodes : les surfaces S

y
· = ο sont d'ordre ρ 4- 2, 

et passent par trois mentes coniques de K, ayant en commun un point 
double de K. 

3° Les coordonnées Xj(u, v) sont paires, d'ordre pair, 2p, et de 
caractéristique nulle : les surfaces S

y
 sont d'ordïe ρ et n'ont en com-

mun aucune courbe située sur K. 
4° Les coordonnées Xj(u,9) sont impaires, d'ordre pair 2p, et de 

caractéristique nulle : les surfaces Sy· sont d'ordre ρ 4- 2 et passent par 
quatre mêmes coniques de K., formant un groupe de Rosenhain. 

5° Les coordonnées Xj(u, v) sont d'ordre pair, 2p, et de caracté-
ristique non nulle; les surfaces Sy = ο sont d'ordre p4-i et passent 
par deux mêmes coniques de K. 

168. Ces principes étant établis, il est aisé, en répétant les raison-
nements faits au Chapitre III de la troisième Partie, d'établir la 
théorie générale des surfaces 

Nous nous bornerons à énoncer les résultats principaux. 
Toute surface d'ordre /1, admet une surface adjointe d'ordre 

u — 4 ( n° 102); cette surface a pour ligne multiple d'ordre /— ι 
toute ligne multiple d'ordre / et pour point multiple d'ordre / — 2 (au 
moins) lout point multiple d'ordre l de C. EUe coupe en dehors 
des lignes multiples, suivant les courbes unicursales singulières 
de £, celles qui correspondent à des demi-périodes pouvant tou-
tefois être exceptées ( n° 107)'. 

La théorie des courbes tracées sur la surface de Rummer, exposée 
au Chapitre IX de la deuxième Partie, s'applique évidemment sans 
modification aux surfaces du moins pour les propriétés qui restent 
invariables dans les transformations birationnelles. 

Le nombre des surfaces d'ordre ri — 3, linéairement distinctes, 
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adjointes à Φ, est égal à ρ -h ι, ρ étant le genre des sections planes 
de 

Le nombre des surfaces d'ordre η -f- q — 4, linéairement dis-
tincles, adjointes à C, est égal à 

ί?(?-ΐ)η + ?<ρ-ΐ)+2+!(?-')(? - 2)(y-3,>. 

Cette formule ne diffère de la formule analogue, relative aux sur-
faces hyperelliptiques générales, que par le terme additif -h 2 (' ). 

Si les quatre fonctions coordonnées xj(u,v) sont des fonctions 
d'ordre h, ayant en commun des singularités σ

η en des 
points ult

 v
n ..uk, vk, les courbes découpées sur it par les surfaces 

adjointes d'ordre η ·+■ q — t\ forment une série linéaire 

■iViy — Ο— ο -t- f 

fois infinie, et ayant pour équation générale 

• Λ, 0, ( a, ν ) h- 'h., f)
 2 ( u, vj -t-... = ο, 

les 0 ( u, v) étant les fonctions thêta normales d'ordre, hq, linéai-
rement distinctes, de même caractéristique que les fonctions u, «- ). 
et paires ou impaires selon que ces dernières sont paires ou im-
paires; de plus, les fonctions 0(u, v) ont en chaque point uk, v

k
 la 

singularité adjointe de la singularité composée (qokj. 

169. Remarque. — Il peut arriver que les fonctions 0(u, v) aient 
en uk, vk une singularité d'ordre plus élevé que la singularité ad-
jointe {qaf)', en raison de la condition particulière qui leur est imposée 
d'être paires ou impaires. Par exemple, si ces fonctions sont des fonc-
tions paires, de caractéristique nulle, et si la singularité ik consiste 
en un point double correspondant à une demi-période, — (η, o) par 
exemple, — la singularité qi

k
 sera un point multiple d'ordre vq, et la 

(' ) L'existence du tenue 4- 2 tient ή ce que les intégralesJrln et jUv ne sont 

j)as des intégrales abéliennes le long de toute courbe tracée sur <£. 
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singularité (qoky un point d'ordre zq —\, correspondant à la même 
demi-période; mais une fonction paire 11c peut avoir au point (0,0) 
qu'un point multiple d'ordre pair; les fonctions b(a, P) auront ainsi, 
en ce point, un point multiple d'ordre iq, cl par suite y seront douées 
de la singularité et non de la singularité adjointe (q*k)' · La 
proposition énoncée plus haut n'en subsiste pas moins, si l'on con-
sidère comme douée a fortiori de la singularité (qak)' toute fonc-
tion qui présente en uk, vk une singularité plus élevée que (q^k)'-

Dans cet énoncé voici ce que nous entendons par singularité plus 
élevée que (q^k)'· Soient &

0
(u, P) une fonction quelconque, ayant ci» 

U/fj P* la singularité et0(a, P) une fonction quelconque ayant 
la singularité adjointe (q*k)'

: fonction 0(u, P) aura une singularité 

plus élevée que (q^k)' SI 1« quotient tend vers zéro quand u, P 

s'approchent respectivement de uk,ck en restant liés par la relation 
0

o
f«, r) = o. 

[7(1. Ou démontre également, comme au n° 13ί>, que : 

Le. s surfaces adjointes d'ordre u ■+■ q — 4 qui passent par les 
courbes unicursafes singulières, communes à%et à la surface ad-
jointe d'ordre η — 4, découpent sur H· la série linéaire des courbes 
comprises dans l'équation 

λ, Ο, (h,p) +* λ
2

0
S
(u, ν) -h... = ο, 

où 0,, 0 .j,... désignent les fonctions thêta normales d'ordre hq, li-
néairement distinctes, de même caractéristique que les fonctions 
■r'j(u, P), et paires ou impaires en même temps que ces dernières; 
de plus, les fonctions Ο,, 0

2
,... ont en chaque point uk, ek la singula-

rité composée (q?k)-

Le nombre des surfaces adjointes, linéairement distinctes, dont il 
est question, est au moins égal à 

h(.<i+0« - ?0> - 0 +3+Κ ? - ')(? - 3)(? -3)· 

il est égal à ce nombre lorsque les singularités (q^j) sont indépen-
Journ. de Math, (p série), tome IX. — Fasc. IV, »8«j3. 
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î la η les pour les fondions llièta normales, d'ordre hq, de même carac-
téristique que les fonctions .//'(*/, c) et paires 011 impaires en même 
temps que celles-ci. 

Ces divers théorèmes donneraient lieu à des applications géomé-
triques analogues à celles qui ont été développées dans le cas des sur-
faces hypcrelliptiques générales, et sur lesquelles nous n'insisterons 
pas-

Surfaces hyperelliptiques du quatrième ordre. 

171. Laissant main tenant de coté l'étude générale des surfaces <£* 
nous dirons quelques mots de celles qui sont d'ordre minimum, 
c'est-à-dire d'ordre 4 ' il est clair, en effet, que les surfaces it sont au 
moins du quatrième degré, puisqu'elles sont de genre un. 

Les surfaces d'ordre quatre, ne peuvent avoir d'autres courbes 
miicursalcs singulières que celles qui correspondent à des demi-pé-

riodes. En effet (il" 105), l'intégrale douille j j<ltnh\ sur une sur-

face <t, d'ordre //, se met sous la forme 

j j !j(/'· y' - )ds'jty. 

Nous savons de plus(n" 107) que la fonction \)(x<y, ζ), d'ordre 
//— 4, s'a ii mi le eu tous les points d'une courbe unicursale singulière 
qui ne correspond pas à une demi-période. Si T(.r, j ,-) est d'ordre 
quatre, D(#,y, z) est une constante non nulle, et par suite il est im-
possible qu'il existe des courbes unicursales singulières, en dehors de 
«'elles qui correspondent à des demi-périodes. 

Les quatre fonctions coordonnées r), (j == 1, 2, 1, qui 
définissent une surface d'ordre quatre, n'ont donc de singularités 

communes qu'aux seize points ( - , — b en désignant toujours par α', 'Γ 
deux périodes simultanées. 

Soient ..., σί6
 ces singularités dont plusieurs ne peuvent pas 

exister; on a, en désignant par h l'ordre des fonctions Xj(u, c), 

4 = ^2/1*- ΣΑΙ(σΑ,σΑ)]; 
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car Tordre de est évidemment égal à ία moitié du nombre des solu-
tions non fixes communes à deux équations xj(u, ν) — o, #/(#, v) = <>, 
puisque ces solutions sont deux à deux égales et de signes contraires, 
et qu'à deux systèmes — u — ν ne correspond qu'un point de C. 

Les sections planes d'une surface £ d'ordre quatre sont de genre 
trois, car la surface £, qui est de genre un, n'a pas de courbe mul-
tiple; par suite, le nombre des surfaces adjointes à %

9
 d'ordre 

n-i-q — 4, c'est-à-dire d'ordre q, est, d'après la formule du n° 170 ('), 
au moins égal à 

iq(q + i)-zq + 2+\(q - i)(?-a)(?-3) 
OU 

Kî+ ')(Î + 2)(? + 3)· 

Or le nombre ~(q -t-1) (q -+- 2) -h 3) est précisément égal au 
nombre des surfaces les plus générales d'ordre q linéairement dis-
tinctes; il en résulte : 

i° Que les surfaces d'ordre q adjointes à une surface it d'ordre 
quaLre sont toutes les surfaces d'ordre q de l'espace, ce qui était évi-
dent « priori; 

2" Que les mots au moins doivent être supprimés dans l'énoncé 
ci-dessus, cl par suite (n° 170) que les singularités (qσΑ) sont indé-
pendantes pour les fonctions thêta normales de même ordre et de 
tué me caractéristique que les fonctions xqj, et paires ou impaires en 
même temps que celles-ci. En particulier, si l'on fait q = 1, on voit 
que les singularités communes aux quatre fonctions xt(u9 v)x2(u, e), 
j.'

a
(u

9
v), xA(ut

v) sont indépendantes les unes des autres, pour les 
fonctions thêta normales de même ordre et de même caractéristique 
que ces quatre fonctions, et paires ou impaires en même temps qu'elles. 

Enfin le nombre des surfaces adjointes linéairement distinctes 
d'ordre un étant égal à quatre, la proposition du n° 170 montre qu'il 
n'existe pas, en dehors des quatre fonctions Xj{u, e) et de leurs com-
binaisons linéaires, de fonction thêta de même ordre et de même 

(') Cette formule donne bien le nombre des surfaces adjointes d'ordre <7, 
puisqu'il n'y a pas de courbes unicursales singulières communes a it et à la sur-
face adjointe d'ordre η — ί\. 
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caractéristique que ces fonctions, paire 011 impaire en même temps 

quelles, ol douce tics inènrics singularités au* seize points — j-

172. Il résulte de là qu'on pourra trouver taules les surfaces ί 
d'ordre quatre en appliquant la méthode suivante. 

Soit Λ un nombre quelconque; on considérera les fonctions thêta 
normales 6(w, p), d'ordre //, paires (ou impaires) ayant une caracté-
ristique donnée. 

Désignons par Ν le nombre des fonctions thêUi considérées, linéaire-

meni distinctes; une singularité 'ik en un des seize points 

vaul pour ces fonctions à c
A
 conditions : ou formera les fonctions 

0(*/, r)qui ont en chacun des seize points précédents des singularités 
<7,, <7

2
, ..., σ·

|β
 choisies arbitrairement, mais de telle sorte cependant 

que l'on ait 

(β) 4=V-Zc, 

On aura donc ainsi formé quatre fonctions 0(u, v) linéairement dis-
tinctes qui sont les fonctions coordonnées .cy-(r/, e) d'une surface 
dont le degré // esL donné par la relation 

(:) η — \ \ik- — XyfeIf^A, ?*)]. 

Les singularités ik devront être choisies de telle sorte que η — f\. 
Toutefois il conviendra de s'assurer que les quatre fonctions f)(u. r) 
trouvées ne sont pas divisibles par une même fonction thêta, et qu'à 
u u point de £ ne correspondent pas d'autres couples d'arguments que 
//, »■ et — — c. 

Voici des applications de celle méthode à chacun des cinq cas con-
sidérés au u" 167. 

J75. 1. Les fonctions 0(u,v) sont d'ordre 2f-hi, paires par 

exemple, et s'annulent pour six mêmes demi-périodes, — ■> 

Le nombre de ces fondions, linéairement distinctes, est égal 
(n"8,7)à 

2p* + 2ρ 4- I; 
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Si 011 les assujettit à avoir un point multiple d'ordre 2 k pour une 

des dix demi-périodes autres que γ» γ> le point (ο, 0) par exemple, 

on trouve aisément le nombre de conditions auxquelles équivaut celle 
singularité. En effet, les développements des fonctions paires Q(tf, e), 
suivant les puissances croissantes de û, P, ne contient que des termes 
d'ordre pair; si l'on annule les coefficients de ces termes jusqu'à l'ordre 
•ik exclusivement, on obtient un nombre de conditions égal à 

ι 4- 3 4-... 4-(2/» — 1), c'est-à-dire h*. 

Si l'on assujettit les fonctions 0(«, P) à avoir un point multiple 
d'ordre 2/f+i pour une des six demi-périodes primitives, on trouve 
de même un nombre de conditions égal à 

2 -(— 4 · · · 4~ 2/1 — K ( K 4- 1 Y. 

Par suite, pour les fonctions 0(u,v) douées de points multiples 
ordinaires, correspondant aux seize demi-périodes, et d'ordres 

a/»·,, 2/1*2, ···> 2 A-19, a/rj+i, 2k.,-hi, ..., 2/^,4-1, 

les relations (G) et (7) deviennent 

4 = 2 ρ2 -h 2f -h I — ( /i'~ -h h'~, ->r ... -h k~n ) 
~ [^« + + + -+- I )]i 

L\ — ^[2(2^ 4-1 )2 — I(A~ . .·+· /C;
W

) 

- (2A'
f
 4- l)2 — — (2/q;4- l)2]. 

On vérifie immédiatement que ces deux relations ne diffèrent pas 
Vune de l'autre, et chacune d'elles peut s'écrire 

(») 
8 8,0-6 

= l\k] 4- 4K -K .. 4- 4/ς
0
 4- (2/i', 4- I)2 4-... 4-k(2/f'e 4- l)2. 

On arrive ainsi à ce résultat remarquable que les surfaces £ du 
quatrième ordre cherchées correspondent aux decompositions du 
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nombre 8p2-b8p — 6, cil dix carrés pairs et en six carrés impairs. 
2ρ -h ι étant l'ordre des fonctions coordonnées. 

Voici un exemple : 
Pour ρ = ι, on a 

Sp- -h 8ρ — (i = ίο. 

Les décompositions du nombre ιο en carrés suivant la formule (8) 
se réduisent à une seule 

ΙΟ = 4 H- î -h I -h I -+- ι -+- I -h !. 

Les fonctions Q(u, v) sont alors des fondions thèla paires, d'ordre 
trois, de caractéristique nulle, s'annulanl pour six demi-périodes, cl 
ayant un point double pour une autre demi-période. 

Géométriquement, la surface it correspondante est définie par des 
équations de la forme 

(9) Xj — S;(X,, X
2
, \3, \ , ), 

où X,, X,, X
;|

, X, désignent les coordonnées d'un point d'une surface 
de K.ummcr, K. Les surfaces S y — ο sont ici des quadriques, passant 
par une des coniques singulières de Κ et par un point double situé en 
dehors de celte conique. La transformation ainsi obtenue est une 
transformation par rayons vecteurs réciproques de la surface K. si 
l'on suppose que la conique considérée sur K soil le cercle à ΓίιιΙίιιί el 

que le pole soit placé en un des points doubles à distance finie. 
L'élude de la surface du quatrième degré trouvée n'offre donc 

aucune difficulté. 

174. IL Les fonctions 0(#,c), d'ordre 2p-f-r, s'annulent pour 
dix demi-périodes. Celles d'entre elles qui sont linéairement distinctes 
sont (nos i5, 7) en nombre égal à 

2 p2 -}~ 2 p. 

On démontre comme tout à l'heure qu'on obtiendra une surface Ζ 
d'ordre quatre, en assujettissant ces fonctions à avoir des points mul-
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liples d'ordres (2&, -h I), (2^,4-1), ..., (2A,
0
4-I) pour chacune 

des dix demi-périodes primitives et des points multiples d'ordres 2 A·',, 

•ik[,,2k'
r
 pour chacune des six autres demi-périodes, les nombres 

A et k' devant vérifier la relation unique 

8c* h- 8? - G = (2Ar, 4- 1)2 4-.. . + (aArM 4- 1)2 4- .. .4- 4*?. 

Example. — Pour ρ = ι, 8p2-h 8ρ — 6 est égal à dix et il n'y a 
qu'une décomposition possible 

IO — f 4- I 4~ I 4- ·.. 4~ I » 

Les fonctions 0 (u, c)sonl alors des fonctions d'ordre trois s'annulant 
pour dix demi-périodes. 

Dans les relations de la forme (9) qui définissent C, les surfaces 
Sy — ο sont des surfaces cubiques passant par trois coniques de Κ 
ÎIyÎI 11L en commun un point double de celte dernière surface. Nous 
reviendrons pins loin sur la surface C ainsi obtenue. 

17,ί. 111. Les fonctions 0(tf,v) sont paires, de caractéristique 
nulle et d'ordre 2p; le nombre de celles qui sont linéairement dis-
linrles est égal (π"·4) à 

2p24- 2. 

On obtient une surface <£ d'ordre quatre en assujettissant ces fouc-
Iions à avoir, pour les demi-périodes, des points multiples d'ordres 
2/1,, 2K<2, ..2 A*,

 f(
, les nombres A* vérifiant la relation uniipie 

2P2 — 2 = /r; 4- A·2 4-... 4- /rj<;. 

Exemples. — Pour ρ — 2, on a 

2 Ρ2 — 2 — 6. 

11 y a deux décompositions du nombre six en moins de seise carrés 

1° 0- 22 + I + I. 

2° 0=1+14-14-1 + 141. 
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On voit sans difficulté que la surface Φ qui correspond à la pre-
mière décomposition est définie par des équations de la forme (9), où 
les surfaces Sy = ο sont des cônes du second ordre qui ont pour 
soin met commun un point double de Κ et passent en outre par deux 
autres points doubles de cette surface. Il est clair qu'à un point de <£ 
correspondent dès lors deux points de K, situés sur une même droite 
issue du point double qui cst lc sommet des cônes Sy = o, et pai-
sible Φ est non pas du quatrième, mais du second degré. 

Pour la surface % qui correspond à la seconde décomposition, les 
surfaces Sy = ο sont des quadriques passant par six points singuliers 
de K. Parmi ces six points, cinq ne peuvent être dans 1111 même plan 
singulier de K, parce que les fonctions coordonnées xj(u,v) seraient 
alors divisibles par la fonction Sr du premier ordre correspondant à ce 
plan singulier. 

176. IV. Les fonctions 0(w, e) sont impaires, de caractéristique 
nulle, d'ordre 2p, elles s'annulent pour chacune des seize demi-
périodes; le nombre de celles qui sont linéairement distinctes est 
2 p2 — 2(n° i). 

On obtient une surface <£ d'ordre quatre en assujettissant ces fonc-
tions à avoir, pour les demi-périodes, des points multiples d'ordres 
(•ik

{ -h 1), (2/10+ 1), ..., (2r); les nombres k vérifiant la rela-
tion unique 

Sp2 — 8 = (2k, H- 1 )2 ·+■ (2/Î.J H- 1 )- -h...-t- (2/r,
β
 -h 1)2. 

Exemple. — Pour p — 2, 8p2 —8 est égal à 24; il n'y a qu'une 
décomposition du nombre 2/1 en seize carrés impairs 

2.4 = 9 -M -4- 1 H-... + 1. 

Les quaLre fonctions Xj(u, e) relatives à la surface £ correspon-
dante sont des fonctions thêta normales d'ordre quatre appartenant à 
la famille singulière; les courbes Xj(u, ν) — ο sur la surface de ivurn-
rner ont un point triple en un des seize points singuliers; ce sont donc 
(n° 78) les courbes de contact de surfaces de Steincv inscrites à K.. 

Nous retrouverons également plus loin celle surface C. 
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177. Y. Les fonctions 0(«, p) sont d'ordre ap et de caractéris-
tique non nulle. Elles s'annulent pour huit demi-périodes; le nombre 
de celles qui sont linéairement distinctes est égal à 2ps. 

On obtient une surface Φ d'ordre quatre en assujettissant ces fonc-
tions à avoir, pour chacune des demi-périodes primitives, des points 
multiples d'ordres 2/14 + 1, α+ 1, ..., 2/î

8
+I et, pour chacune 

des huit autres demi-périodes, des points multiples d'ordres 2k\, ..., 
2/4,, les nombres A*, h' vérifiant la relation unique 

8p2 — 8 = (2/4 + i)2 4-...-h ( 2 /f
8
 -h i)a + 4/r',2 + ... + 4^'«"· 

Exemple. — Pour ρ = 2, 8 ρ2 — 8 est égal à 24 ; il y a plusieurs dé-
compositions du nombre 24 en huit carrés pairs et huit carrés impairs; 
considérons par exemple la suivante 

2 \ = 4 + 4 -h 4 H- 4 H- 14-14-...+ r. 

Pour la surface C qui correspond à cette décomposition les surfaces 
Sy· — o sont des surfaces du troisième ordre, passant par deux coniques 
de K., et en outre par quatre points doubles de cette surface. Les 
quatre derniers points doubles doivent être distincts de ceux qui sont 
situés sur les deux coniques considérées, mais peuvent cependant coïn-
cider avec l'un ou l'autre des points doubles communs aux deux 
coniques. 

178. La théorie précédente montre qu'on peut obtenir des surfaces 
£ du quatrième ordre, quelque soit l'ordre fixé a priori, des fonctions 
coordonnées correspondantes; l'étude générale des surfaces ainsi défi-
nies serait sans doute fort intéressante, mais nous ne l'aborderons pas 
ici, nous contentant d'examiner une des surfaces particulières indi-
quées plus haut. 

Nous nous bornerons à faire observer qu'on peut, pour des va-
leurs différentes de l'ordre fixé, retrouver la même surface ('); c'est 
ainsi que la surface de Kummer se retrouve, comme on le voit aisé-

(') Le raisonnement fait en note au n® fOo ne s'applique pas aux surfaces 
puisque les différentielles du et dv ne sont pas abéliennes sur ces surfaces. 

Journ, de Math. (4* série), lome IX. — Kasc. IV, 1893. 59 



/|66 G. HUMBERT. 

ment, pour diverses valeurs simples de Tordre. Λ chaque mode nouveau 
de représentation de cette surface correspond évidemment une trans-
formation birationnelle de la surface en elle-même, et réciproquement. 
On voit par là que l'étude des surfaces ici examinées présente un réel 
intérêt; nous aurons sans doute occasion d'y revenir Ο ). 

Étude d'une surface hyperelliptique du quatrième ordre. 

179. Soit tt la surface du quatrième ordre pour laquelle les fonc-
tions coordonnées XJ(N

T
 P) sont les quatre fonctions thêta impaires, 

linéairement distinctes d'ordre trois etdc caractéristique nulle(n" 174 ). 
Ces fonctions s'annulant simultanément pour dix demi-périodes, la 
surface H a dix droites, qui jouent le rôle de courbes unicursales sin-
gulières. Les points qui correspondent sur H aux six autres demi-
périodes sont évidemment des poinLs doubles de la surface (n" 15). 

Eludions maintenant les courbes représentées sur U par les équa-
tions £,·(//, p) = o, £/(u,r) étant une des seize fonctions normales 
cTordrc un. 

L'ordre de la courbe £,·(&, ν) — ο est égal à 

i| a. 3 - ^J. 

s' désignant le nombre de celles des dix demi-périodes primitives qui 
annulent £,·(&, p); or nous savons que ces dix demi-périodes sont celles 
qui n'annulent pas une même fonction thêta d'ordre un, qui est ici la 
fonction S"0(w, P) de caractéristique nulle, et il en résulte sans diffi-
culté que la fonction S>( u, v) s'annule pour quatre des demi-périodes 
considérées, à moins qu'elle ne soiL la fonction e) elle-même. On 
a donc « =4 pour quinze des fonctions £/(//, P) et le degré de la courbe 

correspondante est égal à i. 
Nous trouvons ainsi quinze nouvelles droites sur H. 
(les droites sont celles qui joignent deux à deux les six points dou-

bles de 11, car chacune des quinze fonctions £:,((/,(·), autres que 

(l) Dès maintenant nous pouvons dire que Ja surface de Kummer admet 
d'autres transformations univoques que les quinze collinéations et les seize réci-
procités fondamentales. 
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3R„(«, Ρ), s'annule pour deux des demi-périodes qui annulent %0(u, P), 

c'est-à-dire pour les arguments de deux des six points doubles. 
Les dix droites trouvées primitivement sont les arêtes des couples 

de plans qui passent par les six points doubles : en effet, chacune des 
dix demi-périodes qui correspondent à ces droites annule six des quinze 
fonctions &,·(«, e); en d'autres termes, chacune des dix droites primi-
tives rencontre (ri° Ιίί>) six des quinze droites nouvelles, d'où l'on 
déduit de suite la proposition à établir. 

Enfin la courbe £T„(Î/,P) = o, sur U, est une cubique gauche qui 
passe par les six points doubles. 

Il résulte de là que H est le lieu des sommets des cônes du second 
ordre qui passent par Les six points doubles, car on sait que ce lieu 
est une surface du quatrième ordre, laquelle passe évidemment par 
les vingt-cinq droites et par la cubique gauche trouvées tout à 
l'heure (' ). 

180. Nous trouvons ainsi entre la surface lieu des sommets des 
cônes passant par six points et la surface de Kuinnier, K, 1111 lieu 
remarquable, signalé pour la première fois par M. Darboux. Les coor-
données J? d'un point de la surface tl sont liées aux coordonnées \ 
d'un point de K., par des relations de la forme 

'<>) ■rJ= X
2

, Xj,, \
Λ
 ) (J- 1,2,3,4), 

où Sf = ο est Γ équation d'une surface cubique passant par trois coni-
ques de K qui ont en commun 1111 point singulier. D'après cela 
< n*s 44-40) aux sections planes de U correspondent, sûr K, les courbes 
de contact de surfaces cubiques inscrites, douées de quatre points 
doubles : c'est là précisément la liaison indiquée par M. Darboux. 

dene liaison rie permettant pas de transformer aisément les pro-
priétés connues de la surface de Kummer pour les étendre à la sur-

(1 ) Voir, sur celte surface : 
DAKBOUX, Bulletin, des Sciences mathématiques, t. 1, 1 série, p. 354; HIEII-

110LZKK, Math. Annalen, t. Il, p. 582; SCHOTTKY, Journal de Crelie, t. 105, 
p. 238; REVU, ibid., t. 86, p. 87 et 98; CASPAKY, Bulletin des Sciences mathé-
matiques, (891. 
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face B, nous allons en déduire une seconde, d'application plus facile. 
11 résulte de la proposition du n° 168 que la courbe commune à une 

quadrique et à Β aura une équation de la forme 

Θ(#, ç) = o, 

θ(ι/, r ) étant une fonction thêta normale, paire, d'ordre six, à carac-
téristique nulle, douée d'un point double pour chacune des dix demi-
périodes qui annulent les quatre fonctions xJ (u1

 c), et réciproquement. 
Si la (juadrique passe par les six points doubles de B, la fonction 
0(u, c) aura encore un point double pour chacune des six autres 
demi-périodes, et réciproquement. 

Or, sur la surface de Kummer, dont les coordonnées v) d'un 
point sont supposées proportionnelles à quatre fonctions d'ordre deux 
et de caractéristique nulle (n° 12), la courbe 0(w, c) = ο est sur une 
surface cubique (JI"50) qui passe par les seize points singuliers. Mais 
toute surface cubique passant par les seize points singuliers de Iv est 
évidemment la première polaire d'un point de l'espace par l'apport 
à Κ ; il en résulte qu'aux courbes découpées sur Β par les quadriques 
menées par les six points doubles correspondent sur K les courbes 
île conlacL des tangentes issues d'un même point, et réciproquement. 
Si donc on transforme K. par polaires réciproques en une autre sur-
face de Kurnnier, K', on voit qu'aux sections planes de K' correspon-
dent, sur B, les sections par des quadriques passant par les six points 
doubles, et réciproquement. 

D'après cela, si X',, X^, X!,, X'
}
 sont les coordonnées d'un point 

île K.' et .r
4
,..., x\, celles d'un point de B, la liaison entre les'deux sur-

faces sera exprimée par des relations de la forme 

( io; Xy , , X'o, X;,, X ., ), 

les surfaces Cy = o étant des quadriques passant par les six points 
doubles de B ( ' ). 

('; Celte relation entre K' el 1î est celle qu'a indiquée M. Keve au Tome 8G 
du Journal de Crelle; on voit qu'elle se déduit de celle de M. Darboux (entre 
K et ît) en opérant sur K une transformation par polaires réciproques. 
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181. Cherchons inversement à exprimer les χ en fonction des X'. 

Lorsque le point χ décrit une section plane de H, le point X décrit, 
sur R, une sextique passant par dix points singuliers, et, par suite, le 
point X' décrira, sur R' (n° 78) une courbe du huitième ordre de la 
famille singulière, ayant un point triple en un point singulier de R'. 

On aura donc 
icy = Ry(x;,x;,x;,x'4) 

les surfaces Ry = ο étant des surfaces du quatrième ordre, passant par 
quatre coniques de R' qui appartiennent à un même tétraèdre de Ro-
sen bain fn «50); de plus, ces surfaces ont un point double en un mèrne 
singulier de R', qu'on peut supposer différent des sommets du té-
traèdre. 

Ces résultats montrent également que les fonctions coordonnées 
<111111 point de 11 peuvent se mettre sous la forme 

(11) kj(u'ìv') = b'j(u', i-'), 

les 0j(u\v') étant des fonctions thêta impaires, d'ordre quatre, de 
caractéristique nulle, douées d'un point triple pour une des seize 
demi-périodes. On a donc ainsi un nouveau mode de représentation 
paramétrique de la surface R (' ). 

182. La relation entre les surfaces H et R' donne lieu à des consé-
quences intéressantes. 

Considérons les relations ( 1 o) comme liant les points d'un espace E', 
où les coordonnées sont X', aux points d'un espace c,'ou les coordon-
nées sont./; (Transformation de lleye). A un point, a·, dee correspond 
un seul point X' de E', mais à un point X' correspondent deux 
points./;, puisque trois quadriques Cy (χ*,, χ .„χ

%
) — ο ont huit 

points communs, dont six sont fixes. 

(l) Ce mode de représentation comprend, comme cas particulier, celui que 
M. Schottky a indiqué, et où les Oy(«', r') sont des produits de quatre fonctions 3r 
du premier ordre. 

Le mode de représentation primitif comprend, comme cas particulier, celui 
de M. Caspary. 
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Lorsque X' décrit un plan, χ décrit une quadrique passant par les 
six points fixes; lorsque X' décrit une droite, # décrit une biquadra-
tique passant par ces points, et réciproquement. 

Trois quadriques passant par les six points fixes se coupent en outre 
en deux points x[i\ x-, qui correspondent à un même point X' : si 
l'un de ses points, xx\ est sur *, parmi les quadriques qui passent 
par χ·0, x(23 et par les six points fixes, figure, d'après la définition 
de*, un cône ayant x'v pour sommet; il en résulte de suite que les 
deux points x{l] et sont confondus. En d'autres termes, Jes deux 
points qui, parles relations (10), correspondent à un même point X', 
pris sur K', se confondent en un seul point situé sur ÎL 

Le point X' décrivant un plan tangent à K', le point χ décrit une 
quadrique passant par les six points fixes el tangente à * : celle qua-
drique est évidemment le cône qui passe par les six points, et qui a 
son sommet au point de *, correspondant du point de contact du 
plan considéré avec K'. 

Observons enfin qu'une cubique passant par cinq points doubles 
de * coupe en outre la surface en deux points, g

x
 el : d'après la 

définition géométrique de *, ces deux points sont en ligne droite avec 
le sixième point double. Or l'ensemble de la cubique et de la droi te g, μ., 
peut être regardé comme une biquadrique, menée par les sixpoinLs 
doubles, et tangente à * aux deux points g, elg., ; en d'autres termes, 
cette biquadrique correspond à une tangente double de K'. Ainsi les 
points de contact d'une bilangenle de K/ ont pour correspondants 
deux points de* situés en ligne droite avec un des six points dou-
bles. 

Cette belle relation, indiquée par M. Darboux, met eu évidence les 
six systèmes bien connus de bilangentes de la surface de Ivuinmer. 

185. Voici quelques applications de ces principes; nous les donnons 
sans développement, nous bornant à renvoyer aux propriétés de la 
surface de Kummcr que nous transformons. 

Une biquadraliquepassant par Les six points doubles de * coupe 
en outre la surface en quatre pointspn p2, ρΛ, p.s ; à chaque répar-
tition en deux couples de ces quatre points correspond une réparti-
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lion en deux couples des quatre cônes passant par la biquadra-
lique, ou, si l'on veut, des sommets des quatre cônes, q

n
 q.

2
, q

3
, q-, 

(couples conjugués, n° 96). 
Les points p

{
, p

2)
 ρ

Λ
, p

%
 sont les sommets d'un premier tétraèdre; 

les points qK, q.,, q,n q., sont les sommets d'un second : chaque 
couple dyarêtes opposées d'un des tétraèdres s'appuie sur un couple 
d'arêtes opposées de l'autre (n° 100). 

Les deux tétraèdres appartiennent donc à un système desmique de 
trois tétraèdres et jouissent ainsi des nombreuses propriétés qui carac-
térisent un tel système. 

Deux points doubles quelconques de H sont les sommets opposés 
d'une double infinité de quadrilatères complets, dont les quatre 
autres sommets sont sur U. 

Cette proposition dérive d'un théorème de M. Darboux (n°57j en 
vertu duquel il existe des quadrilatères gauches dont les côtés sont 
des bilangentes d'une surface de Rummer et dont les sommets sont 
les points de contact de ces bitangentes. 

Comme conséquence : 

Les cônes des tangentes à 11 aux six points doubles de celle sur-
face ont en commun une même cubique gauche, tracée sur ta sur-
face et passant par les six points ('). 

184. Nous terminerons en indiquant quelques propriétés de deux 
systèmes de courbes remarquables tracées sur 11. 

Le premier système se compose des courbes, en nombre double-
ment infini, suivant lesquelles H est coupée par les cônes quadriques 
qui ont pour sommets les points de lit et qui passent parles six points 
doubles ou points fondamentaux de H ; ces courbes, lorsque 11 est 
rapportée au système de coordonnées (ι i), ont pour équation géné-
rale 

~(u' — λ, C — (A) — Ο, 

(1 ) HIERIIOLZER, toc. cit. 
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2r étant une fonction thcta du premier ordre, et λ, p. des constantes 
arbitraires. Nous désignerons ces courbes sous le nom de courbes f ; 
chacune d'elles a un point double, en dehors des points fondamen-
taux. 

Le second système se compose des courbes représentées par l'équa-
tion 

Sr( u — λ, ν — u) = o, 

lorsque Ή est rapporté au système de coordonnées u,v du n° 179; 
nous les appellerons courbes γ. 

On démontre aisément que toute courbe γ a un point double, et 
qu'elle est le lieu des sommets des cènes du second ordre qui passent 
par les six points fondamentaux et par ce point double. 

Les courbes γ et γ' jouissent des propriétés générales des courbes γ; 
elles sont de genre deux; les courbes γ sont d'ordre six, les courbes γ' 
d'ordre huit. 

Chaque courbe γ ou γ' a six pôles (n° 1-io), qui s'obtiennent géo-
métriquement d une manière simple, en vertu de cette proposition : 

Chacune des droites joignant un des six points fondamentaux 
au point double d'une courbe γ (ou γ ) rencontre en outre cette, 
courbe en urt nouveau point; les six points ainsi obtenus sont tes 
pôles de la courbe. 

Inversement, chaque point de U est le pôle de six courbes γ (ou f) 
qui seront dites ses courbes polaires, et dont les points doubles se dé-
tenninenl par le théorème précédent. 

On démontre comme au n° 146 que : 

Les six pôles des courbes γ (ou γ') qui passent par un point dé-
crivent chacune une des courbes γ (ou f ), polaires de ce point. 

Le lieu des points doubles des courbes γ ou f passant par un point 
se déduit du lieu des pôles par la construction indiquée plus haut; 
on voit ainsi que : 

A chacune des six courbes f polaires d'un même point de U, on 
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peut associer un des six points fondamentaux, de telle sorte que les 
six cônes qui ont respectivement une des six courbes y' pour direc-
trice et le point fondamental correspondant pour sommet, se cou-
pent suivant une même courbe nouvelle, située sur H. 

( ictte courbe nouvelle, lieu des points doubles des courbes y' me-
nées par un point, est aussi, par définition, le lieu des sommets des 
cones quadriques passant par ce point et par les six points fondamen-
taux; c'est donc une courbe γ, ayant le point considéré pour point 
double. 

On a ainsi entre les courbes γ cl y la dépendance qu'indique l'é-
noncé suivant : 

Soit une courbe γ' (ou y) quelconque; les six cônes qui ont 
respectivement pour sommets les six points fondamentaux et qui 
passent par celle courbe coupent en outre ^ (en dehors de droites 
joignant les points fondamentaux) chacun suivant une courbe y 
( ou γ ), ayant pour pôle le point double de la courbe f (ou y ) pri-
mitive. 

ERRATA. 

Lu proposition analytique énoncée au n°9(p. 44) de ce Mémoire est inexacte; 
la démonstration indiquée établit seulement que : si une fonction thêta est 
divisible par une fonction thêta aux mêmes périodes, le quotient est une fonc-
tion thêta aux mêmes périodes. 

C'est d'ailleurs dans ce sens que nous avons toujours appliquera proposition. 

Jourrt. de Math. (.'»β série), tome IX. — Fasc. IV. *893. 60 
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