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Théorie générale des surfaces loyperelliptiques (' ;

Piazx M. G. HUMBERT.

+ s © e -

TROISIEME PARTIE.
77T SURFACES HYPERELLIPTIQUES CENERALES.

CHAPITRE 1.
Premiéres propriéiés.

101. Nous abordons maintenant Uétade des surfaces hyperellip-
tiques geénérales, dont M. Picard a déja fait connaitre quelques
propriélés insportantes () ; nous donnerons d’abord des propositions
géométriques applicables & Pensemble de ces surfaces; nous insiste-
rons ensuite avee plus de détails sur certaines catégories de surfaces
ou sur cerlaiges surfaces particulicres. ’

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par & une surface hyperel-
liptique générale; nous savons (1°2) que les coordonnées homogenes
d’un de ses points, x,, 4, %y, 4, sont proportionnelles & quatre fonc-
tions théta normales d'un méme ordre, /4, ct de caractéristique nulle;
nous donnerons & ces fonctions ( fonctions coordonnées) les notations
z(u, ), x, (1, 0), w4 (4, ), z,(u, 0).

(') Voir méme Tome, p. 29.

(*) Journal de Mathém., ¢ série, L. 1, p. 312 et suiv.; t. 'V, p. 223 el suiv.

Journ. de Math. (4 séric), tome IX. — Fasc. IV, 1893, 46
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102. En général, c'est-a-dire si les quatre fonctions z(u, ¢) sont
arbur.uros, un point de $ ne correspond, aux multiples prés des pé-
riodes, qu’un seul systéme de valears des paramétres u, ¢ ; nous dirons
en ce cas que la surface est reprisentable point par point sur le
champ lyperelliptique.

M. Picard a démontré qu'ane telle surface est de genre unj inté-

grale double f du dv est en effet, sur la surface 5, de la forme

j:/‘g‘(:/;, ¥, 3)dsdy,

.

ol P st une fonction rationnelle des coordonnées cartésiennes z, y, z,
c'est-a-dire 2!, 22, 22, Q'up pointde 5.
&y Iy

Iy adonc une mtcgm)c de cette dernicre forme qui reste finic sur
toute la surface; il ne peut en exister une seconde, car toute intégrale

fj’.?(-l’, ¥, z)dedy, quand on y remplace iz, y, z par leurs valeurs
en et ¢, prend fa formc fl‘(u, eydide, o0 K u, ¢y est une fone-

tion quadruplesent pwmdaqun uniforme de u, ¢, et celle intégrale
ne peut rester finie que si 1 (a, ¢) est une constanle,

I est & observer gque la démonstration sapplique aussi au cas oi &
chaque point de $ correspondent les deux couples d'arguments u, v el
—u, — ¢, comme cela se produit pour la surface de Kumnser ('),
En effer, 2, v, z sont alors des fonclions quadruplenent périodiques
paires de u, v el oute fonetion guadruplement périodicque paire aux
mémes périodes pourra s’exprimer vationnellement en «, y, 5 il en

.. . g . dz Jdy de ¢y
4 ‘. i cl ( - — - LA » :
est ainsi, en particulier, de la fonclion du 30 = g5 g’ el comm

dirdy
s [ [t

ona

Ju ()v T v da

—— — ———

(*) Nous verrons plus tard qu'on peul ramener & ce cas le cas plus général
ols, 4 chaque point do %, correspondenl deuz couples d’arguments, abstraction
faite des multiples des périodes.
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f dudo

ff?(x,y, z)dedy,

on voit que l'intégrale

est bien de la forme

o étant rationnel. Il existe donc sur la surface une intégrale double
rationnelle ne devenant pas infinie et 'on démontre comme plus haut
qu’il n’en existe qu’une : la surface est encore de genre un.

103. Une intégrale double rationnelle qui reste finie en tous les
points d’une surface algébrique S(z, y, 2) = o, d’ordre n, est, comme
I'on sait, de la forme

» ’...... - :.'
/ / '———l—sr'—’—l(/.ul.\’,

o . s

D(.z, y,z) élant un polynome d'ordre 2 — 4; la snrface D =0 est |
une surface adjointe de la surface S =o, c'est-i-dire que toute
courbe multiple d’ordre { de la surface S =o est multiple d'ordre
{ — 1 sur D =0, et (e tout point multiple d’ordre { sur S = o est
multiple d’ordre [ — 2 sur D =o.

H résulte de la que la surface hyperclliptique 5 admet une et une
seule surface adjointe, de degre inférieur au sien de quatre unités.

Dans toul ce qui suit nous désignerons par I cctte surfacc adjointe;
D) = o sera son équation, et S = o sera I'é¢quation de .

1)’apres ce qui précéde, on aura '

[ bt ffana

-

d'ot

o o

t

(1) (().z' dv  dr dy) —1.

104. Une propriété fondamentale des surfaces rveprésentables
point par point sur lc champ hyperelliptique est, comme 'a montré
M. Picard, de posséder dcux intégrales de dilférentielles totales de
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premiére espéce : ce sont les inlégrales fdu et fdc. Il cst clair en
cffet qu’on a, en chaquc point de &

du=Mde + N dy, de=M,de + N, dy,

M, N, M,, N, éant des fonctions rationnelles de «, 3, 3. M. Picard
a f'ut voir que leur dénominateur cormmun cst S, et qu'on peal
écrire
Bdx— \dy B,dl —~ A, dy
de =

du= ISR o

"_‘7

A, B, Ay, B, étant des polyndmes enticrs en «, y, = d'une forme par-
ticuliére.
Draprés cela on a, sur la surface 5,

jdll(lt‘—" //"’-"’- BA, —AB,)

et, en comparanl cette forine & celle du numéro précédent, on trouve
avec M. Picard
(2) DS, = BA, — AB,.

Cetle relation importante, vérifiée en tous les points de la surface
S = o, nous sera utile & chaque instant.

105. Revenons & l'expression des coordonnées homogenes d un
point de S 4 Paide des fonctions théta (') @ soith Tordre des quatre

(') On peut se demander si la surface $ est suscepllbk de plusieurs modes
de représentation h\pemlhphque, c'est-i-dire si, le tétraedre de réfirence
restant Je méme, les coordonnées @y, 2y, 2y, &y, peuvent étee proportionnelles a
quatre aulres fonctions théta de caractérvistique nulle 2\ (u, ¢), &), (a, ), ...,
2, (u, ), aux mémes paires de périodes que a,(u,v), ..., x;(u, ). Celle
uestion revient évidemment i cette autre : la surface § admet-elle dea transfor-
mations birationnelles en elle-mdéme? Soit alors («, ¢) un point de S; (¢, ¢') le
point transformé ; on aura nécessairement, puisque du et dv sont les seules dif-
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fonclions .; (&, ¢); si ces fonctions n'ont pas de zéro commun, c’est-
a-dire si clles ne s'annulent simultanément pour aucun sysiéme de
valeurs de i, ¢, le degré de $ sera ¢gal & 242 En effet, une droite
(queleonque, £, = o, x, = o, par exemple, coupe £ en des points dont
Les arguments sont les solulions conmunes aux ¢quations

(1, ¢)=o, £y (1, ) = 0,

ct cex solutions sont au nombre de 24, dapres le théoréme de
M. Poincavé. Cela suppose, bien entendu, que % est représentable
point par point sur le champ hyperelliptique.

Si les quatre fonctions 2; (e, ¢) sTannulent simultanément pour un
on plusicurs systémes de valeurs des arguaments #, ¢, le degré de S

ferentielles totales de premicre espice sur la surface

dn' =z adu 5o,

de' =y du <2 dv,
2, 3, v, ¢ ¢lant des constantes. On en tive

t =g+ B R,
e N T T
Pour que ¢’ et ¢ aient fes mémes systémes de pcériodes simultanées que w et ¢,
il faut que %, 3, v, ¢ soient entiers; si Pon suppose de plus, comme nous Pavons
fait jusquiici, qu'il v a pas de relation lintaive a cocflicients entiers entre les
piriodes @, 0, ¢, 2L, on voit qu'il est nécessaive que 3 ety soient nuls. Enfin,
pour qu’d un point (u', ¢') corresponde un scul point (u, ), il faut que z et d
soient égaux simultanément & == 1.

On a donc les deux types de transformation
W=u+),

s-" —=dp 4,

les signes supérieurs ou inférieurs ftant pris ensemble,

H en résulte que la surfuce § wv'admet qu'un scul mode e représenlation
hyperelliptique, si Pon ne considére pus comme distincles les reprdsentations
qui se déduiseat de I'une d'elles en substituant «' et ¢" & w et ¢. Une telle sub-
slitution n’altére pas d’ailleurs, comme on le voit de suite, ovdre A des {one-
tions &;(u, ¢) de la veprésentation; la quantité £ est done un nombre ié 4 §:
nous en verrons la signification géomdétrique au n 143,
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devient inféricur & 2423 nous reviendrons plus tard la-dessus, nous
bornant a signaler ici les particularités intéressantes (ui se présentent
dans cette hypothase,

Il est clair d"abord, et c’estla un résultat bien connu dans la théorie
des surfaces représentables sur un plan, que si les quatre fonctions
x{u, ) sannulent pour u = u,, ¢ = ¢,, ainsi que toutes leurs déri-
vées particlles par rapport & « et ¢ jusqu'a I'ordre & exclusivement, il
correspond en général sur la surface 6, au systime d'arguments v, ¢,
non pas un seul point, mais tous les points d'une courbe unicursale
d’ordre k. Onacn cffet, en posant & = uy+ 2, ¢ = ¢, + 7, £ cb 7 ¢lant
Lrgs petits,

. Y= g . 2h A1 ok gl
Lt €)= ;s b=ty - Lt piett

(j= 1, 2, ;~ ll b

a;, bj, ... désignant des constantes. Ces développements montrent
que le point de £ qui correspond aux arguments u, + ¢, vo—+ 7, dderit
la courbe unicursale définie par les équations

e 3B St "
‘_,,I/...(IJ/.—r—,ljl. ,...—1—/.,.

7. désignanl un parameire varviable.

Nous appellerons ectie courhe courbe unicursale singulicre.

Les courbes unicursales singulicres (courbes auvsgezeichnete de
M. Nather) jouent un véle tmporiant dans Ia théorie dex surfaces
hyperelliptiques: M. Picard acdémontré tont dabord que la surface S
est coupee par son adjointe D suvant ses conrbes mulliples et suivant
les courbes unicursales singulicres,

Nous présenterons eette démonsiration de Ja maniére suivante,
afin de pouvorr lut donner une certaine extension.

106. Considérons en premier licu fa relation (1),

, e dy e Jy ..
Dl v (Ga o = o Jal ==

Elle montre que les points de &, non situés sur S = o, ¢l donl les
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coordonndes annulent D (z, y, ), rendent infinie la fonction

de dy  Or dy

Cetle fonction peut s'éerire, si I'on remplace « et y par leurs valeurs

2y X'y
— et -5,
o g

. +
IJ:, £ Xy

<

tdry dr, dr,

di du Jdu ’

dr, dr, Jdr,
[ dv d¢  av

)y

1
e

elle devient infinie sur $le long de la courbe x, = o, el ne peut le
devenir le long d'aucune autre courbe, les courbes unicursales singu-
licres exceptées. Or la surface 1D=o0 ne passe pas par la courhe
2y = 0, st le tétratdre de véférence a éLé choist arbitrairement; clle ne
peut done couper £ que suivant des courbes unicnrsales singuliéres et
des courbes situces sur la surface S, = o. Mais celle-ci rencontre évi-
demment £ 1 1° suivant les courbes multiples; 2° suivant d'autres
courbes dont la définition dépend du choix du tétraédre de référence,
el qui deés lors ne peuvent éure sur D, si ce tétraédre est quelconque :
on voil ainsi que les surfaces § el D ne peuvent avoir en commun, en
dehors des courbes multiples, que des courbes unicursales singuliéres.

Réciproquement soit une de ces derniéres courbes, il s’agit d"établir
qu’clle est sur 2.

Reprenons a cet effet les relations (ne 104)

(3) S.du=Bde— Ady; S, dv=DB,dx — A dy;
BA, — AB, =DS..

Le long d’une courbe unicursale singuliére, « et ¢ sont constants:
du ¢l dv sont donc nuls et par suiteon a BA, — AB, = o. La dernicre
relation montre alors que la courbe unicursale singuliére est sur la
surface DS = o, ¢’est-a-dire sur I'une au moins des surfaces D = o,
S.=o. Or clle ne peat &tre sur S, = o, le tétraédre des coordonnées
c¢tant quelconque, que si clle est une ligne mulliple de £, el en ce cas
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NOUS SAVONS qu’cllc est encore sur . La proposition est dong dé-
montreée,

107. 1 est & observer que cetle derniere partie de fa démonstration
suppose essenticllement que § est représentable point par point sur le
champ hyperellipticue, les formules (3) v'étant valables que dans
cette hypotheses si nous supposons qi’a un point de S corvespondent
les couples d’arguments u, v el — u, — ¢, on doit la modifier comme
il suit.

Les coordonnées .y v, 3 d'un point de S sont alors des fonelions
quadruplement périodiques paires de w, o5 dés lors leurs dérivées pre-
miéres par rapporl i & el v sonl impaires.

On a d’ailleurs

or or
doe === du —“+ - - l[(',
du gy

dy

o dv.

dv ="l +

()
Pour tirer dr et de de ces dquations, multiplions les denx membres
de chacune delles par une wdme fonction quadruplement péviodique,
inpeaire Fyuge) s le cared de cette fonetion sera une fonetion ration-

P N . .- a.rr l)/
nelle, =5 de sy vezoetde wéme les produits de F(wo vy par ==, =
Q) s : . du’ dyv
dyv odr
i g ¢ Hanl des {onetions qu.uhup{cnwnl pcnodulucs paires. seront
[

rationnels en wr, v, 30 On aaiosi, en tous les points de fa surface $,
pour lesquels la fonction F(u, ¢y rest wi nuldle ni tufinie.

-i "‘I

dr \ = Mdu + Nde,
(/\\,:1 = M, du -+ N, dv,
M,ON, MN, Glant rationnels en e, 3y, 70 Oneen live

du _\/~ (G de + 11 dy),

de :\/g (G, de+ 11, dy),
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(. I, G,, I, étant également rationnels. Cela posé, le long d’'une
courbe unicursale singuliére,

du = o, de = o,
et par suite, en éliminant dic et dy,

LG, — HG,)=o.

Nous savons d ailleurs qu’on a, sur la surface S,

g _m‘;’é;:;?) = f (GH, ~ HG,),
ce qui montre que D (i, v, 3) s"annule en tous les points des courbes
unicursales singuliéres, comme dans lc cas général.

Il n'y a d’exception & ce raisonnement que si la fonction F(«, ¢)
est nulle ou infinie le long d'une courbe unicursale singulicre, c’est-
a-dire si F(u,, ¢,) est nul ou infini, en désignant toujours par u,, v,
les valeurs des arguments qui correspondent & tous les points de la
courbe. Or F(u, ¢) est une fonclion impaire guelcongue, quadruple-
ment périodique; clle est loujours nulle ou infinic pour les seize demi-
périodes, comme on le voit sans difficulté; il est clair dailleurs que
les fonctions (quadruplement périodiques impaires ne deviennent loutes
nulles ou infinies pour aucun autre sysi¢me de valeurs, «,, ¢,, de u et
de ¢; notre analyse établit done que le surface D(z, y, 5)= o passe
par toules les courbes unicursales singuliéres de S, celles qui cor-
respondent & des demi-périodes exceptées.

Nous rencontrerons plus tard des exemples de I'exception intéres-
sante indiquée ici.

108. Dans Lout ce qui suit, nous supposerons, sauf avis contraire,
quela surface S est représentable point par point sur le champ hyper-
elliptique.

Toutes les surfaces S, dont les coordonnées des points s’expriment
par des fonctions quadruplement périodiques uniformes aux mémes
périodes, se correspondent point par point, de telle sorte qu’a une

Journ. de Math, (4* série), tome IX. — Fasc. IV, 18g3. h7
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courbe O(u, ¢) = o, tracée sur 'une, correspondent sur les autres les
courbes représentées par laméme équation 9( «, ¢) = o. Il résulte de
cette remarque que la courbe @(«, ¢) = o jouira d’un certain nombre
de propriétés indépendantes de la définition de la surface hyperellip-
tique sur laquelle on la suppose tracée : telles seront les propriétés qui
se rattachent a la notion de genre, et ui possédent le caractére d'in-
variance dans les transformations birationnelles. On peut constituer
ainsi une Géometrie des courbes algébriques dans le champ hyvper-
elliptigue, ot c’est cetle étude que nouws allons tout dabhord es-
(juisser.

CHAPITRE T11.

Géométrie des courbes dans le champ hyperelliptique.

109. Nous appellerons courbe algébrigue du champ hyperel-
liptique toule courbe tracée sur une surface hyperelliptique représen-
table, point par point, sur le champ (n” 102), et qui west ni une
ligne multiple, ni une courbe unicursale singulitre de la surface.

La propriété cavactéristique des courbes algébriques ainsi définies
est de posséder deux intégrales abélicnnes de premidre espi-ce, / du
ol [ de, wayant que quatre paires de périodes simultanées: il est
clair, en effet, puisque frlu el jr[u sont, sur la surface hyperel-

liptique, des intégrales de différenticlles totales de Ibl'(‘lllh'l’l‘ espice,
(qu’'clles seront (l(:s intégrales abéliennes de premiére espiee le long
de toute courbe, non multiple, tracée sur la surface. Nous disons non
multiple parce qu'a un point d’une courbe multiple correspondemt
plusicurs sysLémcs de valeurs de u et de v, et que die et dy peuvent,
deés lors, n’éire plus des différenticlles abéliennes. 11 est égalensem
évident que les courbes unicursales singuliéres doivent étre exclues
de la catégoric des courbes du champ hyperelliptique.

Cela pos¢, rappelons (n° 8) que, sur une surface hyperelliptique,
Péquation d>une courhe algébrique peut toujours se mettre sous fa
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forme

O(u — kv —p)=o0,

ot A et u sont des constantes, et 9(, ¢) une fonction théta de carac-
Léristique nulle.

Introduisons de plus, pour simplifier le langage, les définitions
suivantes :

Nous appellerons courbes de méme ordre, dans le champ hyper-
elliptique, U'ensemble des courbes dont les équations sont de la forme

O(u— X v—y)=o,

ol O(u, ¢) estune fonction théta d’un ordre donné; parmi les courbes
d’un méme ordre, nous appellerons courbes d’une méme famille
celles dont I'équation peut éire mise sous la forme

O(u~he—uw)y=o,

ol O(u, ¢) est une fonetion i caractérislique nulle, d’un ordre donné,
et ot 7. el w sont des constantes données (*).

Si les équations de deux courbes s’obtiennent respectivement en
égalant a zéro deux fonctions ©, d’ordres m et n, la premiére sera
dite d’ordre supéricur ou inféricur 4 I'ordre de la seconde, selon
que m seva plas grand ou plos pelit que n.

110. Remarque J. — 11 convient d’observer que, sur une surface
hyperelliptigue S, les courbes dont I'équation est de la forme

O(u—hyvo—u)=o,
O(u, v) désignant nne fonction théta quelconque, d’ordre m, seront

de méme ordre, dans le sens ordinaire de ce mot, c’est-a-dire de
méme degré. En effet, si les coordonnées homogenes «,, z,, »,, x,

(*) Ces définitions concordertavec celles que nous avons données des courbes

&’un méme ordre et d’'unc méme famille — univoques ou non — sur la surface
de Kummer.
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d'un point de $ sont des fonctions théta (& caractéristique nulle),
d'ordre £, le degré de la courbe @(#— A, ¢ — 1) = 0 sera égal aun
nombre des solutions communes aux deux équations

zi(uy0)y =0, O(u—hv—u)=o,

c¢'est-a-dire & 2mh. Toulefois, si les quatre coordonnées .:;(u. ¢) onl
des zéros communs u,, ¢4 5 Uy, ¢45 ..., la courbe précédente sera d'ordre
inféricur & 2mh quand la fonction @(u — A, ¢ — ) s'annulera pour
i ou plusieurs des systémes de valeurs w,, ¢, ...; mais 2mh sera
toujours le degré de la courbe obtenue en égalant & zéro la fonction
thitta la plus générale d’ordre m.

1LL. Remarque 11, — D'aprés la remarque faite au 0 1 si
B(u,v) et Oy(u, ¢) désignent deux fonctions quelconques d'ordre mr,
i caractéristique nulle, les deux courbes du méme ordre

O0(U — hoyt = uy) = 0, O(u — v -~w):=0

apparticndront i la méme famille, si les constantes &, w, 4,, w, vérifient
les relations

m(h—hy). c0, M= thy). 0 (mod. périodesy,
2. Remarque 111, — Soient ©,(u, ), O,(a,v), ... O,(u,v)
des foncetions théta de caractéristique nulle et Fordres vespectifs
1y Mgy oy it L foncetion
Ot =Ny v — 1) 0,(1 = hayv = ). O (0 — 1y v — 0y
ot les &, x; sont des constantes, pourra, comme on le voit de suite en
cerivant les relations auxquelles elle satisfait quand on augmente «
el ¢ de périodes simultandes, se mettre sous la forme

(‘)(/l- - 7\, $—- !}.),

oit OCu, v) est une fonction de caractévistique nulle, dordre
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m, + m, + ...+ mg ct ot les constantes i et u. vérifient les rvela-
lions

K(my = my+ o m) =m kA My A tghy,

(M A My o A ) =y My ey L M
113. Les deux courbes
y . —— . l‘ —
O(u — A¢—u)=o0, O(u—N,e—u)=o

s¢ correspondent point par point (n® 91); on peut, pour éudicr,
dans le champ hyperelliptique, les propriétés des courbes d’un méme
ordee ¢t d’une méme famille, faire choix d’une famille particulicre;
nous choisirons, dans ce qui suit, celle qui correspondd 4 = o, . = o;
mais nos raisonnements, absolument généraux, s’élendront a loates
les courbes et i toutes les familles de courbes du champ hyperellip-
Ligue,

11%. Nous savons (ue jdu et [ dosont des intégrales abélicnnes
de premiére espicee le long dune courbe quelconque du champ .|ly[)CI'—
elliptique; il est ais¢ de trouver I'expression des autres intégrales de
premiére espéce apparlenant i cette courbe.

Soit, en cffet, 0,(%,¢) =o I'équation de la courbe considérée,
0, désignant une fonction théta d’ordre m, de carvactéristique nulle:

(l«Sl;,nmm par ©(«,¢) une autre fonclion, quelconque daillenrs, de
méme ordre et de méme caractéristique, l'intégrale

(,') (—’(llt)l

]Gy

|n*154- le long de Id courbe 0, = o, esl une inlégrale abélienne de pre-
micre espéce.

Elle est abélienne comme Pétablit le raisonnement fait au n 92,
répeté mot pour mot; elle est de premiére esplee, car clle ne peut

devenir inlinie qu’anx points de la courbe qui annulent & () - Or la rela-
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tion

26 e

—du+ 2de=o0

du dJv

- : e o

montre que l'intégrale ne deviendra infinie que s'il existe sur la
courbe O(u, ¢) = o des points dont les arguments vérifient les équa-
Lions :

Je Jo

— =o, = =0,

du v

¢’est-d-dire des points doubles, on plus généralement des points sin-
guliers d’un ordre quelconque.

Si donc la courbe 0,(u,¢) =0 n'a pas de tels points singuliers,
Pintégrale ci-dessus est de premicre espice. Or les fonctions O(«, ¢),
dordre m et de caractéristicue nulle, s'expriment en fonction lindaire
et homogéne de m? d’entre elles, parmi lescuelles figure la fonction
0,(u, ) : il en résulte qu’on obtient, sous la forme (4), m* — 1 iniLé-
grales abéliennes de premicre espéee linéairement distinetes, ce qui
donne en toul, avee f'clu el f'//c»‘, ne* 41 intégrales de premicre
espice.

[T est aisé de voir qu’on a oblenn ainsi foutes les intégrales de cette
nature linéairement distineles, ¢'est-i-dire que le genve p de la
courbe proposée est égal & e 1. En cffet, les denx conrbes

O(u,¢) =0 el O(u,v) =0

ont 2m? poinls communs, (ui varient tous avee O(u,¢); d'un autre
¢oLe, on sait qu’une différentielle abélienne de premitre espece appar-
tenant & une courbe de genre p sannule cn 2(p —1) points de
celle-ci. On a done, d’apres 1a forme (1) de Pintégrale,

2(p—1) =2n?, ot p=m*+1.
Nous pouvons énoncer mainienant ce théoréme :

Dans le champ hyperelliptique, les courbes d’un méme ordre el
d’une méme famille, sans point singulicr, découpent Uunc sur
4 ? 7, 3
Pautre des groupes Gy ).
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Dans cet ¢noncé ct dans toutes les recherches qui vont suivre,
quand nous parlons de systémes de courbes dans le champ hyper-
elliptique, il s’agit de courbes tracées sur unc méme surface hyper-
elliptique quelconque d’ailleurs; les points communs & deux courbes
sont ccux dont les arguments «, ¢ vérifient les équalions de ces courbes.

La réciproque de la proposition préeédente n'est pas vraie; il y a,
sur une courbe du champ hyperelliptique, 4 cause de I'existence des

deux intégrales de premicre espece f du et f dv, d’autres groupes

(Gap—n que ccux découpés par les courbes du méme ordre ct de la
méme famille.

115. Remairque. - 1l importe d’obscrver, pour appliquer le théo-
réme ci-dessus, que tous les points multiples d’une courbe algébrique
tracée sur une surface hyperelliptique ne sont pas nécessairement des
poinds singuliers dans 'acception indiquée plus haut. Ainsi, par
exemple, une surface hyperelliptique £ a généralement une courhe
double, et toute section plane @, %, + @y, + @z, + a2, = o de S a
des points doubles aux points ot clle coupe la courbe double; mais,
dans le champ hyperelliptique, ces poinls ne sont pas singuliers si les
fonctions 2;(u, v), qui définissent les coordonnées d’un point de 5,
ne sont soumises it aucunc condition particuliére.

116. On peut donner quelques propositions simples, relativemnent
aux groupes de points découpds sur une courbe du champ hyperellip-
tique saus point singulicr, par certaing systémes de courbes mobiles.

Observons d’abord que sur une courbe fixe, @,(«,v) =0, les
courbes d’'un méme ordre et d'une méme famille découpent des
groupes Gauivalents, car, si

000 (te — Ao —w)+p0.(e—Av—p)+...=0

est Péquation géncrale des courbes séeantes, N et désignant des con-
stantes fixes et g, g,, ... des constantes variables d'une courbe i
Pautre, il est clair que la somme des valears que prend une différen-
ticlle abélienne de premiére espéce appartenant ala courbe fixe ©, = o,
aux poinls communs i cette courbe et & I'une des courbes mobiles, est
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de la forme
Avde, +Apdgy+ .. .,

les A étant des fonctions rationnelles de gy, g2, ... Pour que cette
derniire expression reste finic, il est néeessaire que Ay, = A,=...=o.
Par suite (n° 85), les groupes formés par les points communs i la
courhe fixe el 4 P'une des courbes sécantes sont ¢quivalents entre cux.,

Etudions, en particulier, les groupes de points déterminds sur une
courbe du champ hyperelliptique sans point singulier, 0,(«,¢) = o,
par les courbes ayant pour équation générale

) \ 710, (u — W, c:—- w')
U +5,0,(u— Ny 0 —p )+ + 5, 0:(0 = 20— 1) =0,

ol @, (uy ¢)y ...y ©)(u,¢) désignent les 2 fonctions théta d'ordre »
el de caraciCristique nulle, i 'aide desquelles on peut exprimer linéai-
rement toales les fonctions de méme nature. Nous supposerons que #
st inférieur a VYordre, m, de 04(u, ¢), c'esl-a-dire (ue les courbes
sécantes sont d’ordre inférieur & cclui de la courbe fixc.

I est aisé de démontrer que les courbes représentées par 'égua-
tion (5), ol X, u’ sonl supposés fixes, et z,, g4, ..., variables d’une
courbe a I'nutre, découpent sur la proposée des groupes appartenant i
un systéme spécial : soient en effet

O:(“’ ")7 @:(ua ")s vy (m-m (ll, ©)y

(m — 1 )? fonctions théta, linéairement distinetes d'ordre m — n et de
caractéristique nulle; désignons par %, »” deux constantes, lices & »/
el @ par les relations

‘ nh'+(m —n)N=o

(6)

mod périodes).
[ n'+(m —n)p =0 ( l )

Lia courbe qui a pour équation

o= [pO(u~N,v—p)+p0,(u—W, 0 —p)+...|
X[0,0)(u— 2,0 —p)+ 0,0, (u— N, 0 — ¢ )+...],
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Oll £,y Bag «++y Gyy Ty -.. sont desconstantes quelconques, est, d'aprés
les remarcques des n** 441 ct 142, une courbe du méme ordre ct
de la méme famille que la courbe ©,(#, ¢) == 0; clle détermine donc
(n® 114 ) sur celle dernitre, qquand on fail varicr g,, g4y ..y 54y Ty -+
des groupes (y(p—i). Or chacune des deux familles de courbes

() 8,0 (u—N,¢—~v)+8,0,(1—Ny v —p)+...=0,
(O bis) 5,0, —N, ¢ — 0 )+ 6,0,(0-—N,o— ")+,
[l |

H

Q

découpe sur la courbe de genre p, 04(e, v)= o0, des groupes ¢quiva-
lents qui appartiennent respectivement i deux systémes de groupes,
¥ et X5 les groupes de 'un des deux systémes contiennent moins de p
points, puisque U'ensemble d’un groupe de T’ et d’un groupe de X’
comprend 2(p — 1) points. On en conclut (n® 83) que 'un des denx
systemes est spéeialy el Pautre Pest également, en verty du théoréme
de Riemann-Roch, Done :

Dans le champ lyperelliptique, les courbes & un méme ordre et
Aune méme famille découpent, sur une courbe quelconque du
champ sans point singulicr et d’ordre supéricur a Uordre des
courbes sécanles, des groupes de points qui appartiennent ¢ un
systeme spéeial.

La démonstration de ce théoréme nous fait de plus connaitee une
seconde famille de courbes d’un méme ordre, découpant sur la courbe
fixe des groupes qui appartiennent au systéme ‘,pocml complémen-
taire du précédent.

§17. Ces résultats auxquels nous sommes parvenu si simplement
vont nous conduire & des propriélés géométriques intéressantes des
courbes du chanp hy pcrnlli pliqur-, propric¢lés qui n’appartiennent pas
anx courhes algcéhriques générales.

Supposons d’abord que la courbe ©,(«, 0) = o soit d’ordre pair,
¢'est-i-dire que Pordre, m, de ©,(«, ¢) soit égal & 24 : nous pourrons
allors choisir 2 de fagon que les courhes (5) et (5 bis) soient du mnéme
ordre; il suffit pour cela de faire = ¢. Side plus on choisit X et p’

Journ. de Wath. (e séric), tome IX.~ Fasc. IV, 1893, 48
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de fagon que 'on ait N’ = A", w' = w”, ce qui entraine, d’apres
(6) 2gN=o, 2quw'=0 (mod périndes),

les deux familles de courbes (5) et (5 bis) seront identiques. A chaque
systéme de valeurs de ¥, ¢’ vérifiant les congruences précédentes cor-
respond ainsi une famille de courhes représentée par 1'équation (5);
cherchons combien nous obtiendrons, par cette méthode, de familles
différentes.

Soicnt @,, ¥, et @, ¢ deux couples de périodes simultanées: nous
aurons pour N, ' les solulions

9 @, ©oou
—y — et —, -3
2 24 2 24

pour que les courbhes représentées par Péquation (3), ot 'on remplace
successivement A’ et w’ par ces valeurs, appartiennent 4 deux familles
distinctes, il faut, d’aprés ce qui a ¢té dit au n° 444, et poisque les
fonctions O sont d'ordre ¢, que les quantités

® @ P TRUR R
g{ = -- ==} clest-i-dire 22 — 2,
APV Y 2 2

@ U
([< L —~>, c'est-d-dire 2 — -,

ne soicnt pas ¢gales & des periodes simultandes, et, par suite, que les
C o, @, @ g . . . .
couples de demi-périodes < Stel—s — soient dilférents, i des pé-

>

riodes pres. 11 en résulte qu'il y aura autant de familles différentes de
courbes (5) répondant au probleme qu'il y a de couples distinets de
demi-périodes, cest-a-dire seise.

Deux courbes uelconques d'une de ces seize familles découpent
sur la courbe ©,(u, v)=o0 dcux groupes de poinls dont I'ensemble
forme un groupe G,,—yy; cn particulicr, si les deux courhes considé-
rées coincident, on obtient, sur la courbe ©,(«, ¢)= o0, un groupe
particulier G,,—,), formé de poinls deux a deux confondus. I.’¢qua-
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tion (5) renfermant n?— 1, ici ¢*—1, paramétres, il y aura un
nombre ¢* — 1 fois infini de ces groupes particuliers.

Oril est 4 remarquer que, sur une courbe algébrique quelconque,
il n'exisle qu'un nombre fini de tels groupes ¢,y ¢ on sait en effet
«que, parmi les courbes d’ordre N — 3 adjointes a une courbe plane
d’ordre N et de genre p, le nombre de celles qui touchent la courbe plane
en tous leurs points non singuliers de rencontre avee clle, est égal, en
général, a 27~ (27 — 1); cest seulement pour des courbes particu-
liéres que ce nombre pourra devenir infini. Nous avons ainsi trouvé,
pour les courbes du champ hyperelliptique, une propriété géométrique
qu’on peut énoncer ainsi :

Soit C, une courbe du champ hyperelliptique, sans point singu-
lier, obtenue en égalant & zéro une fonction théta d’ordre pair,
24 ('); désignons par C, sa projection sur un plan quelconque, et,
plus généralement, une courbe plane qui lui corresponde point par
point; s0il N le degré de C, : i cxiste seise familles de courbes
d’ordre N — 3, adjointes & C,, et touchant celte courbe en lous
leurs points mobiles de rencontre acee elle; Péquation des courbes
d’unce méme famille dépend de ¢* — 1 paramétres arbitraires.

Les points de conlact des courbes d’une famille forment des
groupes équicalents de 4¢* points qui appartiennent & un systéme
spécial, el par les points de deux de ces groupes on peut faire
passer une courbe adjointe d’ordre N — 3.

Yar un raisonnement tout 4 fait semblable & celui qui précide, on
ctablit la proposition plus générale suivante :

Si Uégquation de la courbe Cy du champ by perelliptique s’obtient
en cégalant & séro une fonction théla d’ordre rq, il existe r* fu-
milles de courbes d’ordre N — 3 adjointes a C, et ayant avee cettr
derniére courbe un contact d’ordre v — 3 en chacun de leurs points

(") Le genre de C, est (n° 114) égal 4 [4® + 1; réciproquement une courbe
du champ hyperelliptique, sans point singulier, de genre 44*+ 1, s'obtient en
égalant & zéro une fonction théta d’ordre 24.
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mobiles de rencontie avec elle; Iéquation des courbes d’une méme
Samille dépend de q* — 1 paramétres arbitraires.

Les points de coniact des courbes d’une famille forment des
groupes cquivalents de 21 q* poinls qui appartiennent & un systéme
spécial, et par les points de 1 de ces groupes on peut faire passer
une courbe adjointe d’ordre N — 3.

En particulier, el cctte proposition sapplique a toutes les courhes
sans poinl singulier du champ hyperelliptique : si Céquation de (.,
soblient en annulant une fonction théta 'ordre m, &est-a-dire
5i C, est de genre m®+ 1, il existe m* courbes d’ordre N — 3, adl-
Jointes a C,, el ayant avec celle derniéie courbe un contact d ordye
m —1 en chacun de leurs points (non mulliples) de rencontre aver
elle.

Les 2me points de contact d’une de ces courbes avee ) correspon-
dent aux points déterminés sur la courbe C,. ¢est-a-dire ©,(n. v )= 0.
par les courbes

So(le— Ny r—u') =0,

ot A" el y’ sont définis par les congruences

mi' ==o, nu'i==0 (o périodes).

et ot =, (u, ¢) désigne toujours la fonetzon théta d’ordre um, de carac-
téristique nalle.

Cette derniére propriété nappartient pas non plus aus conrbes
algébriques géndrales, car soit p=m*+1 le genre dume de ces
courbes, supposée planc et d’ordre N : pour trouver une courbe ad-
jointe d'ordre N — 3 ayant avec clle en 2 points un contact d ordre
m — 5, il faul satisfaire & 2m (m — 1) conditions; or 2m(m — 1)y est
supérieur au nombre de paramétres, p — 1 ou m?, dont dépend I'équa-
lion des courbes adjointes d'ordre N — 3, dis que w dépasse 2.

118. Remarque. — Les théoremes ci-dessus s'étendent d'eux-
mémes aux courbes univoques tracées sur la surface de Kummer,
lorsque ces courbes n'ont pas d’autres points multiples que les points
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doubles qui leur apparticnnent nécessairement en vertu de leur défi-
nilion.

On peut en ce cas donner  nos résultats une forme géométrique
simple.

Soit en effet ©,(u —-4, ¢ — u)= o I'équation d’une courbe uni-
voque de la surface de Kummer; si @,(u, ¢) est d'ordre /m, cette
courbe, dordre 4m, est intersection de la surface de Kummer avec
une surface d’ordre m, touchant la précédente en m?® points (n° 91 ):
par suite les groupes G.,_,y et les groupes spéciaux sont découpeés
(n” 80) sur elle par des surfaces d'ordre m passant par les m? points
doubles.

Cette vremarque permet, par exemple, d’énoncer ainsi le dernjer
théoreme du numéro précédent :

Par les m? points doubles d’une courbe unicogue d’ordre ym
tracée sur la surface de Kummer, on peul faire passer m' sur-
Suees dCordre m, ayant acere la courbe proposée un contact d’ordre
s == onn chacun de leurs 2m points (non mulliples) de rencontre
T{ANAH I”,//,

Les s points de contuact d’une de ces surfaces et de la courbe
sonldans un méme plan tangent de la surface de Kummer.

Lorsque m dépasse 4, on doit entendre qu'il y a m* systémes de
surfaces d’ordre m vépondant 4 la question, les surfaces d’un méme
systeme coupant la surface de Kummer suivant la méme courbe : mais
il o'y a junais que m* groupes de points de contact.

119. Arrivons maintenant aux courbes du charp hyperelliptique
douées de points singuliers, c’esl-i-dire aux courbes représentées par
une équation 0,(«, v) = 0, telle que les trois équations 0,( «, ¢v) = o,

I)")” l)a‘, . 1 . Y cearcet . . ] .,
Tn 9, =0 aient un ou plusicurs systémes de solutions com-

smues en & el o,
Soit u,, ¢, un quelconque de ces systémes' il est clair qu'on ob-
tiendra une intégrale de premiére espéce, appartenant 4 la courbe
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€, = o, par 'expression

1) 9((753332 du
ds

o O(u, ¢) désigne unc fonction de méme ordre et de méme famille
que 0,(u, ¢), telle que P'intégrale précédente reste finie en tout point
singulier u,, ¢,. Si u,, ¢, est un point double, c’est-a-dire si les déri-
vées secondes de 8,(«, ¢) ne s’y annulent pas, il faut et il suffit, pour
rue 'intégrale (4) reste finie, que la courbe O(u, ¢) = o passe par ce
point; si uy, ¢, cst un point multiple d'ordre %, c'est-a-dire si toutes
les dérivées de O, (u, ¢) par rapporl a « et ¢ sannulent en ce point
jusqu'a Yordre k, exclusivement, la courbe O(u, )= o devra avoir
au méme point un point multiple d’ordre & — 1. On le démontre par
un raisonnement identique & celui que T'on connait pour les points
singuliers des courbes algébriques planes : sur une courbe plane,
f (%, y)=o0, les propriétés dun point multiple z,, y, dépendent cn
effet uniquement d’un certain nombre des premiers termes du déve-
loppement de f(.z, y) suivant les puissances croissantes de » — .,
¥ — ¥,y et ces propriétés s’étendent d'clles-mémes aux points singu-
liers d'une courbe O,(u, ) =10 du champ hyperelliptique, puisqu:
0,(u, ') cst loujours développable en séric convergente suivant les
puissances croissantes de u — %,y ¢ — ¢,.

D’aprés cela, et d'une maniére générale, sila courbe 0,(u,¢) =0
4, en un point u,, ¢,, une singularité 5,, il faudra, pour que inté-
grale (1) reste finic en cc point, que la courbe @ = o posside ¢n u,,
vy une singularilé bien déterminée 5, : nous dirons que la singula-
rité o, est adjointe de 5,

Si 'on considére, dans le développement de ©,(«, ¢ ), suivant les
puissances croissantes de u — u,, ¢ — ¢,, les lermes (dont les coeffi-
cients peuvent étre nuls) qui caractérisent la singularité 5, il est clair
(quunc courbe algébrique plane f(u,¢) = o, telle que le développe-
ment de f(u, ¢) commence par les mémes termes, les autres termes
étant quelconques, aura, au point u,, ¢,, la singularité o,, ct les
courbes adjointes & /'(«, ¢) = 0 auront, en cc méme poiut, la singu-
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larité adjointe 5. On raméne ainsi la recherche de la singularité 5,
au probléme analoguc pour une courbe algébrique plane.
Une courbe possédant, en chaque singularité de la courbe
0,(u,¢) = o, la singularité adjointe sera dite adjointe 4 la proposée.
Cela posé, nous allons établir que les intégrales abéliennes de pre-
miére cspéce relatives 4 une courbe quelconque 0,(u,¢)=o0 du

champ hyperelliptique sont, a part f du et f dy, de la forme

84 %) g,

%,

o
01 O(u, ¢) = o est une courhe du méme ordre et de la méme famille
que By (&, ¢) = 0, et adjointe & celle-ci.

120. Observons d’abord que, si deux courbes ont en un méme
point deux singularités, ¢,, 5,, clles ont, en ce poinl, un certain
nombre d’intersections confondues : ce nombre ne dépend évidem-
ment que des termes qqui caractérisent les singularités 5, et 5, dans les
développements des premicrs embres des équations des deus
courbes; il est égal au nombre analogue relatif & deux courbes planes
«ui auraient en un point les singularités o, et 5,3 nous le désignerons
par I(3,, 5,).

En particulier, le nombre 1(5,, 5,) des interscclions, réunies en
un point singulier, d’une courbe et d'une quelconque de ses courbes
adjointes ne dépend que de la singularité 5,5 il jouit de plusicurs
propri¢tés importantes que nous allons exposer.

Tout d’abord, dans le champ hyperelliptique comme dans le plan,
le nombre I(3,,7,) est double du nombre qui exprime I'abaissement
du genre du i la singularité s,.

Soit en cffet ©,(«, ¢) une fonction théta d’ordre m, supposons que
la courbe O, = o n'ail qu'unc seule singularité, 5., et désignons par
O(u,¢)=o0 la courbe adjointe la plus générale, du méme ordre et
de la méme famille que la proposée. La différentielle

o(u, ¢) du

(%)

.
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étant, par hypothése, abélienne et de premiére espeee le long de la
courbe 0, = o, s"annulera en 2(p — 1) points, non fixes, dec cetlc
courbe, p désignantle genre de ©, = o. in d’autres termes, le nombre
des points, distinets du point singulier, ot les deux courbes @y =0
21 @ = o se renconlrent, est ¢gal 4 2(p — 1), et l'on a

a(p—1)y=zom*—I(5,.3,)):
d'ou

,

(7) p=m*+1—41(s5,.75,)

ce qui démontre la proposition a élablir.

En sceond licu, le nombre $1(s,, 7,) est égal au nombre des condi-
tions auxquelles équivaut la singularite 5. Ce théoréme est évident
dans le plan : soit en effet ¢, le nombre de conditions dont il s"agit:
pour une courbe plane d’ordre # sans points singuliers, les conrhes
adjointes d’ordre o — 3, lindairement distinetes, soul en nombre ¢gal
Al 2)2(»”»7-7'-?, puisque toute courbe d’ordre n — 3 est adjointe & la
proposée. Sy la courbe a une singularité 5, le nombre des courbes
adjointes d’ordre n—3 est diminué de ¢, par définition, el par suite ),
est dgal i abaissement du genre dia la singularité s, ¢est-i-dive a
(50, 3,).

La proposition subsiste dans le champ hyperelliptique, puisque les
nombres 1(3,, 7)) el ¢, ne dépendent que de la nature de la singula-
rité gy 2 il en résalle que, dans le développement suivant les puissances
croissantes de « — wy, ¢ — ¢g, du premier nombre de Féquation d'une
courhe sapposce adjointe & une aatre courbe, douée en uy, ¢y de la
singularilé 5, les coefficients doivent satisfaive & 1(5,.5,) ¢quations,
el ces ¢quations sont linc¢aires comme dans le cas du plan. Toutefois
on pourrait objecter qu’en raison de la naturve spéciale des fonetions
théta, un certain nomhbre des équations précédentes peuvent étee des
conséquences naécessaires des autres; le nombre ¢ des conditions
cherchées serait done inféricur & $1(5,, 6)).

Nous allons monltrer que cette hypothése est a éearter.

Supposons toujours que la courbe 0,(u,¢)=o0 nait pas dautre
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singularité que o3 le nombre des courbes adjointes linéairement
distinctes du méme ordre et de la méme famille est égal a m? —c, et
si 'on retranche la courbe 0, = o elle-méme, il reste m*— ¢, — 1 de
ces courhes, fournissant par la formule (4) autant d’intégrales abé-
licnnes de premiére espéce, sur @, = o. Si 'on ajoute les intégrales
[ du et f de, on voit que lc genre, p, dcla courbe 0, = o est au moins
egal am® — ¢, + 1,
Pt —c, +1.
Orona

(7) p=mi+1—l(5,,5,);

d’oli I'on Lire
S >
£,2

o] -

[(34,5,)

’

et par suile, comme ¢, ne peut dépasser 31(z,,7,), d’aprés ce quia
été dit plus haut, on a nécessairement

S | !
¢, =11(5,,7,).

Done :

Pour une courbe du champ hyperelliptique possédant en un
point une singularité s,, le nombre {1(s,,3,) est égal : 1° au
nombre des conditions lincaires auxquelles équivaut la singularité
adjointe 3,5 2° au nombre qui exprime Uabaissement du genre di
& la singularité a,.

121. Nous sommes maintenant cn mesure d’¢tablir la proposition
(ue nous avions en vue relativement aux intégrales abélicnnes de pre-
miére espéce qui appartiennent & une courhe du champ hyperellip-
tique.

Soit @, = o cette courbe; supposons qu’elle ait en des points u,, ¢,,
1y, ¢y, -.. des singularités ¢, o, ..., soit p son genre, désignons
par m Yordre de 0,(«, ¢).

Journ. de Math, (4 séric), tome 1X. — Fasc. KV, 18g3. 49
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On a, d’aprés le raisonnement du numéro précédent,

2(p —1) == 2m?*-— E1(a, q")
ou

(8) p=m*+1-—;El(0,q"),

la somme s’étendant & toules les singularités o, 6, . ...

D’un autre cdlé, les courbes du méme ordre et de la méme famille
que ©, = o, adjoinles & celle-ci el linéairement distinctes, sont en
nombre awu moins égal &

m? — 1XI(s,0),
puisque chaque singularité o', adjointe d’une singularité o, équivaut
4 $I(3, ¢ ) condilions. Nous disons aw moins parce que les conditions
imposées par les diverses singularités ¢ pourraient ne pas étre indeé-
pendantes. In retranchant des courbes adjointes qui précédent la
courbe @, =0 clle-méme, il restc au moins m?— 1 — }X1(¢,d)
courbes distinctes, donnant par la formule (4) aw moins autant d'in-
Légrales de premicre espéee le long de la courbe @, = o3 en ajoutant

maintenant les deux inl;égralcs/ du ctfdv, onarrive al'inégalité
pzmt+1—3El(s,¢)

el, en comparant & la rclation (8), on voit qu'on doit prendre le
signe =, cl par suite la restriction au moins doil étre supprimée.
Il en résulte :

1° Que les conditions Imposées aux courbes du méme ordre el
de la méme famille qu’ une courbe donnée, par les singularités ad-
Jointes des singularités de cette courbe, sont indépendantes les unes
des auires;

5O ‘nicor . 7 B . .

2° Que toules les inlégrales de premiére espéce appartenant
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une courbe du champ hyperelliptique sont, & part f du et f de,
comprises dans le type (4) (').

Nous voyons ainsi qu’une courbe de genre p admet p — 1 courbes
adjointes, linéaircment distinctes, du méme ordre ct de la méme
famille qu’clle, parmi lesquelles figure d’ailleurs cette courhe méme.

122. M. Guccia a démontré, pour les courbes algébriques planes,
Je théoréme suivant, qui s'étend aussi, en vertu des explications que
nous venons de donner, aux courbes du champ hyperelliptique (?).

« Le nombre des conditions auxquelles cquicaut pour une
courbe unce singularité donnée en un point donné est égal au
nombre des intersections, réunies en ce point, de deux courbes
quelconques douées de cette singularité, diminué du nombre qui
cxprime Uabaissement du genre que celle-ci produit (*). »

Nous aurons occasion d’appliquer cette belle et importante propo-
silion, ainsi que la suivante, due au méme auteur et que nous é¢non-
cons lout de suite pour le champ hyperelliptique.

Soit un systéme linéaire de courhes, du méme ordre et de la méme
famille,

0 = 1,0\ (u, ¢) + 10, (1, 0) +.. .+ 2,0, (&, 0) +...

tel que la courbe mobile du systéine posséde en un point une singu-

(') Cette seconde conséquence était évidente a priori; la proposition a é1é
en effet démontrée pour les courbes sans point singulier, et il est clair qu'elle
subsiste quand on fait varier les coeflicients de I’équation d’une courbe sans
point singulier de maniére 4 lui faire acquérir un ou plusieurs de ces points.

(*) Comptes rendus, § octobre 1886,

(*) On suppose dans cel énoncé que si les deux courhes 8, =0, @ =0 onl en
un point la singularité considérée, les courbes du systéme 2,8, 2,8, = 0 ont
en ce point la méme singularité.
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larité @, ; soient de méme d’autres systémes linéaires
(21

0= Zgy.[;@# (lt, (‘): (014

o= Xyv, 0,"(u,v),
0="1X;73;07(u,r),

dont les courbes mobiles poss¢dent un méme point des singularités
TCSPECLIVES Gy Ggy « ooy Gge

On appellera singularité composée (5,4 a,+...+5,) la singu-
larité bien déterminée que posséde au point considéré, quelles que
soicnl les conslanles @, toute courbe représentée par 1'équation

i) (9
(o] -‘—:Eag,;a,m,a@:( @:5 ”'O’;{"

la somme s’étendant & toutes les valeurs de «, 8, ..., 2.
Cela posé, on a ce théoréme (') :

« Le nombre de condilions awcquelles équivaut la singularits
(7, + Ty ... 5,) en un point donné est égal @ la somme des
nombres analogues relatifs aus singularilés ¢,, s,, ..., 5,, aug-
menté de la somme des interseetions dewr: a dews: des ménes sing -
larités, cest-a-dire de la somume des nombres 1(s;,5;),|i2 f|.

Il est i remarcuer que M. Gueceia n’a pas élabli les théorémes qui
préeedent en partant des développements dans le domaine du point
singulier; mais les résultats sont applicables aux courbes du ehamp
hyperelliplicque puisqu’ils ne dépendent en réalité que des termes
caracteristiques de ces développements, Dailleurs M. Nother a indigué
une méthode pour déduire les propositions de M. Guceciade équalion
méme des courbes au voisinage des points multiples (*).

Il est aisé de voir, & P'aide des principes qui viennent d'élre posés
relativement aux courbes adjointes, dans quelle mesure les proposi-

(') Rendiconti del Circolo matem. di Palermo, t. lll, p. 241.
(2) Ibid., 1.1V, p. 300.
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lions établies plus haut pour les courbes du champ hyperelliptique
sans point singulier s’appliquent aux courbes possédant des singula-
rités; nous n'insisterons pas sur ces extensions qui n’offrent aucunc
difficulté dans chaque cas particulicr, et que nous présenterons d’ail-
leurs sous une autre forme en cxposant les propri¢tés des surfaces
adjointes aux surfaces hyperelliptiques générales.

CHAPITRE IIL

Théorie des surfaces adjointes.

125. Reprenons la surface hyperelliptique 5 dont les coordonnées
dun point £, £y, £,, «, sont proportionnelles i quatre fonctions théta
dordre o el de carvacleristique nulle x,(u,¢), «,(u,¢), z,(u,9),
2, (u,v). Nous supposcrons que, dans le champ hyperelliptique, c’est-
a-dire sur une surface hyperelliptique choisic & volonté, les quatre
courbes i (uy v ) = o, ou, d’'une manicre plus précise, les courbes

(1) o= ko () + gy (1 ) + My (1, 0) + M (u, 0),

oi Jes 2 sont des constantes quelconques, ont un certain nombre de
singularités conmunes 3., g,y ..., 3, AUX POIDLS Uy 045 Uyy 0,5 .00y Uy, 6.

Dans cette hyvpotheése Loul a fait générale, nous atlons établiv, entre

les surfaces adjointes de S et les fonctions théta, une liaison hm-
/ ] :

portanie quiest la généralisation de notre théoréne fondamental pour

Ja surface de Kummer et qui se prétera i de nombreuses applications

géomélriques,

La surface $ définic plus haut étant loujours supposée représentable
point par point sur le champ hyperelliptique, on obticndra son degré
sty en cherchant le nombre des solutions non fixes communes aux
deux équalions

(1) Ma (U, v)+ oo+ Ko (uy o) = o,
(2) o, (e, €) + oo+ pyz,(,0) = o0,
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ol les A et les p sont des constantes quelconques. Ce nombre est
¢gal 4 2 »* diminué de la somme des intersections des deux courbes
(1) et (2) réunics aux points singuliers u,, 0, &y, ¢1,..., Up¢p; c'ost-
a-dire, d’aprés la notation du n° 120, dc la somme des nombres
1(0'1‘, O'k).

Donc:

n=2a2h*—E1(o45), (k=1,2,...2).

Si le point «y, ¢, cst un point multiple d’ordre & a branches séparées
pour les courbes (1) ct si en ce point ces courbes n'ont aucune bran-
che commune, I(s;, g,) est égal & k2.

Le genre, p, des sections planes de 5, c’est-a-dire des courbes (1),
esl donné par la formule du n° 121 :

p=n+1—:51(e ),

7, désignant toujours la singularité adjointe de o.

Dans lc cas ot %, ¢4 est un point multiple d’ordre k de la nature
1 1 A > 1 ’ ’ . k ,:— ]
indiquée tout a I'heure, $1(5;, 5}) cst égal & —L—Z——'—)-

124. Arrivons maintenant & 1'¢tude des surfaces adjointes 4 S et
d’ordre n — 3 soit posé

F(20,,%0,%5,%,) = N &, 4 Ay @y 4 Ry 5+ Az,

Ayy-.oy A, ¢lant des constantes. La surface F'= o est un plan, qui
détermine sur la surface 5 une section 8.
La fonctiondc z et ¢

F(u,0) =[x, (w,0),...,ce(t, )| =7z, (4y¢) +...4+ A, (u,¢)

est une fonction théta, d’ordre A, ayant en chaque point singulier u;, ¢4
la singularit¢ o;: désignons par O,(u, ¢),...,0, (%, ¢) les premiers
membres des p — 1 courbes, linéairement distinctes, du méme ordre
et de la méme famille que 8, ct adjointes a cette courbe (remarque
finale du n° 121), parmi lesquelles figure d’aillcurs la courbe
F(u,¢) = o clle-méme; les intégrales abélienncs de premiére espéce
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appartenant i la courbe comsidérée scront, a part f du et f do; de la
forme

A 3 /‘9(11,0)(1

ol O(«u, v) est I'une quelconque des fonctions 0,, ...,0,_,.
L intégrale 3 peut &tre mise sous une autre forme qui conduit a des
conséquences importantes, relativement aux surfaces adjointcs Repre-
Ly X
sentons en effet comme d’habitude par x, y, 5 les rapports = =

-l'&
on a (n° 104) sur S

(_.,) S;du:B de — A (ly,
’ S_dv = B,dr — A, dy,
(5 bis) DS, =BA, —-AB,
S =z o élant toujours I'équation de S et D = o cele de la surface ad-

jointe d’ordre n — 4.
Or, le long de la courbe F =0, S =0, 0na

deF 4+ dyF +dsF =0,
xS, +dy S, +dsS, = o;
dol

dr dv ds

8, F S, TSP —SF, T OSLF, ST,
¢tanl posé, bien entendu,
F(x,y,3) =MNe+hy+ 15+ 4,.
De ces relations et des relations (5), on tire, le long de la courbe s,

(6) dx' S.du
) ';--S;F’! B(S,F; ——S’F’)—&(S’F’———S’F’)

ce qui donne la valeur de du, en fonction de di.



392 G. HUMBERT.
Reste & calculer, pour transformer l'intégrale (4), la valeur de

(3—‘1), en fonction de z, ¥, 5; or on a
F(yy 9, Xaywy) =, F(z, y, 3);
d’ot, lc long de la courbe S =0, F = o,

(6 bis) oF _ (()F dz  dF gy  oF c):)

de dz a0 T aroe Tz o)

Les relations (3), résolues par rapport & du et dy, donnent, en
tenant compte de (5 bis),

Dde=A,du— Ady,
Ddy =B,du -- Bdv;

d’oi
dr A r); B
o D o T T
et, par suile,
95 _ Sy dr Sy dv _ AS,+BS,
Jde S oe S ge T S.
Portant ces valeurs de 0": % Jans (6 bis), il vient

(6 ter) 00 =i, [B(S,F, = S F,) = A(S,F, ~ S,F)] | s

d’ot, finalement, en rvemplacant dans (1) du et g-:- par leurs valeurs
tirées de (6) et (G ter),

= .‘.".(.l./’ ‘.)D('l's y.z) dr
3= [T ey

Supposons que le plan F = o soit le plan s = 3, qui est évidem-
ment un plan arbitraire de I'espace; il restera

e(u,v)D(x, v,5) dr
3= / &£y (1, 0) S)l.
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Puisque cette intégrale reste finie en tous les points de la courhe
plane d’ordre n, S(, y, 3,)= 0, il est nécessaire que la fonction

o(u, v) _
Ty 0y D2 Y %)

soit égale, lc long de cette courbe, a4 un polynéme entier d'ordre
n—3enzcly, C(z, y), dont les cocfficients sont d’ailleurs fonc-
tions de z,. De plus, la courbe C = o sera adjointe & la courbe

S(z, ¥,3,)=0.

In d’aulres termes, la fonction %D(w, ¥,y3), qui est, en
chaque point de la surface $ une fonction (uadruplement périodique
de u, ¢, et par suite une fonction rationnelle de «, y, 3, doit étre une
fonction cntiére de x et de y : on verrait de méme qu'elle est unc
fonction enti¢re de « ct de 3, et par suite de x, y,35. On a ainsi, en
chaque point de 5,

8(u, ¢y  C(xr,v,s

(7) z(0, ) D(z,7,3)

C désignant un polynéme entier, D’aprés ce qui précéde, le degré
de C est n — 3 par rapport 4 deux quelconques des variables «, y, =
le tétratdre de référence étant arbitraire, il en résulte nécessairement
que Cest d’ordre n — 3, par rapport 4 'ensemble des trois variables.

De plus, la courhe commune 4 la surface C = o et au plan z ==,
«ui est un plan arbitraire de I'espace, étant, comme on I'a vu, ad-
jointe & la section de 5 par le méme plan, cette surface C = o aura
pour courbe multiple d’ordre / — 1 toute courbe multiple d’ordre £
de 9.

La relation (7), qui peut s’écrire, en revenant aux coordonnées
homogénes,

(8) 9\“’ 0) — C(zy, @, x5, x;)

3
D(‘Tl’ T3y T3, T3)

mettait d'ailleurs ce dernier résultat en évidence, car le premier
Journ. de Math., (4* série), tome IX. — Fasc. [V, 1893. 30



394 G. HUMBERT.

membre restant fini pour toutes les valeurs de « et de ¢, il faut, pour que
le second membre soit également fini, que la surface C = o passc par
les courbes communes aux surfaces D = o et S=o, les courhes uni-
cursales singuli¢res pouvant loutefois élre exceptées, puisque le long
des courbes x,, ..., z, sannulent. On en déduit que toute courhe
multiple d’ordre [ de 5, qui est multiple d’ordre / — 1 sur la surface
adjointe D, doit étre aussi multiple d’ordre [ — 1 sur C = o. Si cette
courbe multiple ¢tait en méme temps une courbe unicursale singu-
liere, le raisonnement précédent ne s’appliquerait plus, mais nous
venons de voir, par une autre voie, que la proposition subsiste encore.

125. La relation (8) montre également comment se comporte lu
surface C = o aux points multiples (isolés) de la surface S.

M. Picard a fait voir que la surface I) = o passe par les points dou-
bles de %5, et qu’elle a pour point multiple d’ordre au moins égal i
! — 2 tout point multiple d’ordre / de cette méme surface; de plos,
si Pordre de multiplicité est [ — 2, les termes de degré [ — 2 dans D) ne
sont pas compl¢iement arbitraires. ‘

Dés lors, pour que la fonetion @(u, ), ou I—;, reste finie en un point

multiple d’ordre Ide 5, il est nécessaire que la surface C = o ait en ce
point un point multiple du méme ordre que la surface D = oz 1 F'on
voil ainsi que la surface C = o est une surface (d'ordre 1 — 3). ad-
jointe & 5, et qu'elle se comporte connne la surface 1) = o, aux points
multiples isolés.

Il est également & observer que si la surface 1) = o, en un point
multiple isol¢, avait le méme cone des tangentes que la surface S, Ia
surface C= o jouirait de la méme propri¢ié. Cette condition est en
C(z, 3, 3)
D(x,y,3)
point (, ¥, 5) s’approche du peint nultiple en restant sur 5.

effet nécessaire pour (ue la fonction reste {inie quand le

126. A chacune des p — 1 fonctions linéairement distinctes 0,
0., ..., ©,_,, correspond ainsi par la relation (8) une surface d’ordre
n — 3 adjointe & S : les p — 1 surfaces obtenues sont distinctes linéai-
rement; sinon, en vertu de la relation (8), les p — 1 fonctions © ne le
seraient pas.
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Réciprogquement, nous allons établir que, si C = o est I'équation
d’une surface d’ordre n — 3 adjointe 4 5, la fonction

C(zyy x4y 13, 14)
D(z,, x5, 3, 13

est égale, en chaque point de §, 4 une fonction linéaire ct homogéne
1c0,,0,,...,0,,.

Nous admettrons d°abord, non seulement que la surface C = o est
adjointe 4 S dans le sens ordinaire du mot, ¢'est-a~dire qu’elle a pour
courbe multiple d’ordre / — 1 toute courbe multiple d’ordre {de %, el
pour point multiple d’ordre au moins égal 4 {— 2 tout point multiple
d’ordre [ de cette surface ; mais encore ue ’expression

C(a, _y,z)

.b‘(u, 0) Dz, 7.5)

reste finic, sur la surface 5, pour toutes les valeurs de u, v qui corres-
pondent a des points multiples isolés.

Nous reviendrons ensuite sur celte restriction, pour nous en débar-
rasser, ou toul au moins pour lui donner un énoncé géométrique
simple ct précis.

127. Soient C(x, y, )= o unc surface d’ordre 2 — 3 adjointe 4 5,
F(x, y,s)=o0leplank,z + k¥ + %5+ X, = o; Pintégrale

dx
3 ._fC(.:,, Y13) §F—SiF,

est évidemment, d’aprés hypothése et la théorie générale des inté-
grales abéliennes, une intégrale de premiére cspéce le long de la
courbe plane 3 = o0, IF = o0, du moins tant que les A restent quclcon-
ques, c’est-d-dire tant que le plan F = o ne touche pas S ou ne passe
pas par un des points multiples isolés de cette surface.

Si maintenant on refait en sens inverse les calculs du n° 124, on
met 3 sous la forme

j=/‘c($u Z3, X3y 2,)  du
D(z,, x;, 23, 24) glj
dv

)
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étant toujours posé
Fu,¢)= Az, (u,¢)+...4+ hz,(u,e).
On voil ainsi que la fonction de z et ¢

C(.Z‘,, Lyy L3, T,

D(xb Zyy Ly, .1,")

reste finie en tous les points de la courhe F(«, ¢) = o, considérée dans
le champ hyperelliptique ; on en déduit, enfaisant varier les A, qu’elle
reste finie en tous les points de 5, les points multiples isolés pouvant
seuls étre exceptés. Mais celte restriction est inutile, car nous avons

admis & priori que 5 restait fint en chacun de ces points. Soit alors

. C - .
O(u, ¢) la fonclion 5 (1, ¢); on a évidemment, puisque les «;(«, )

sont des fonctions théta d’ordre L, & caractéristique nulle, et que le
degré de C(z,, ..., x,) surpasse d’une unité celui de D(«,, ..., x,),

O(u+2%i,v) =0(u,v+2%i)=0(y, ),

«
— h -

Ot +a,o+b)y=c " T0(uv),

—ho—h "

O(u+b,v+c)y=e¢ *0(u,v),

ce (ui montre, puisque O(u,v) est une fonction entidre, que c¢est
anssi une fonction Lhéta, d’ordre £, de caractéristique nulle.

Infin I'intégrale F restant finie toutle long de la courbe F(«, v)=o,
il est nécessaire (n” 421) que O(«, ¢) soit unc combinaison lincaire
des p — 1 fonclions ©,,9,, ..., ..., 0, , el c’est la précistment la
réciproque qu'il s'agissait d’¢tablir.

128. Supposons maintenant que C = o soit I'équation d’une sur-
face d'ordre 2 — 3 ayanti pour courbe maltiple d’ordre [— 1 toute
courbe multiple d’ordre { de 5, sans aucune condition relative auws
points multiples isolés; la démonsiration précédente établit que la
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fonction de z et ¢

C(zyy ..., 2)
D(zy, ..., 3)

reste finie en tous les points de §, les points multiplesisolés pouvant
sculs étre exceplés.

Deux cas sont & distinguer suivant la nature analytique du point
multiple :

En premier licu, et c'est le cas le plus intéressant, il peut arriver
qu’i un point multiple, O, de §, corresponde une infinité desystémes
de valeurs des paramétres u ct v.

Supposons par exemple, ce que nous pouvons toujours admeltre,
que O soit le point 2, = x, = x, = o; pour que le cas indiqué se pré-
sente, il faul que les trois équations x,(u,¢)=o0; z,(u,¢)=o0;
#,(uy¢) = o aient une infinité de solutions communes et, par suite,
il est nécessaire que les fonctions z, (u, ¢), z,( &, ¢), 2;(u, ) soient
divisibles par une méme fonction théta, 0(u, ¢).

La surface % est alors définie par des relations de la forme

z, =0(u,0)0,(u, v),
€y = 0(u,0)0,(u,v),
2y =0(u,0)0,(u, ),
z, =0,(u,v),
les O et O étant des fonctions théta.
Inversement, on vérific sans difficullé qu’une surface ainsi définie

admet le point i, = x, = x, = o pour point multiple, et & ce point
correspondent les couples d’arguments vérifiant 'équation

O(u,v) =o.
Soit w,, ¢, un de ces couples; si u et ¢ s’approchent respectivement
de u, ct v, le point (x,, x.,, z;, ,) s'approche de O, dans la direction

définie par les relations

Ty . Ta _ Ty
O Cno, 00)  Bp(ugy o) 93(uy, vp)
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Nous appellerons point multiple de premiére catégorie un point
multiple de cette nature.

Reprenons maintenant les deux surfaces C = o, D = o0; si la pre-
micre a au point O un point multiple du méme ordre que la surface

C(xz, Y 5)
D(z, y,3)

s'approche de O en rcsf.mt sur 5, c'est-i-dire cn suivant une des di-
rections tangentes i $ en ce point. 1l 0’y a d’exceptions que pour
les directions tangentes simultanément aox sarfaces Set D, en d’au-
tres termes le quotient

D =0, le quolient x, reste évidemment fini, quand x, y, s

" C(x, y,5) o C(.z,..l, iy, .1,)
‘Dz, y,3) D (xy, 2, 25, 2,)
considéré comme fonction de «, ¢, reste fini pour tous les systémes de
valeurs de u, ¢ qui correspondent au point multiple, sauf peut-¢tre
pour cerlains sysiémes en nombre limité. Ces systémes de valeurs
ne pourraient étre en nombre infini que si les cones formés par les
tangentes en O aux surfaces § et D avaient une partic communc;
c'est 14 un cas d'exception sur lequel nous reviendrons.

Eu second lieu, & un point multiple de S peat ne corrcspondn-
(u'un nombre limit¢ de systémes de valeurs de «, ¢ 5 nous n’avons rien
a dire de spécial sur cc cas particulier.

.

C
Cela posé, nous savons que le quoticnt g reste fini en Lous les poinls

(non multiples) de S, dés que la surface C=o0 a pour ligne d’ordre
[—1 toute ligne d’ ordre [de $; si de plus cetle surface a en chacun
des points multiples de § un point multiple de méme ordre que la

, C
surface D, le quolient 57 considéré comme fonction de « ct de ¢ ne

pourra devenir infini que pour un nombre limité de systémes de va-
leurs de u et de o,
On en conclut alors qu'il reste fini pour toutes les valeurs de «, .
Iin effet, la fonction théta D, (u, ¢),...,2,(%,¢)| s'annule pour

une infinité de systémes de valeurs de « el ¢; si le quotient g ne de-

vient infini que pour un nombre limité de ces systemes, il faut que les
deux équations C(u,v)=o0 et D(u,¢) =0 aicnl une infinité¢ de
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solulions communes, ce qui ne peut se présenter que si C(u,¢) cst
divisible par D(u, ¢), ou par unc fonction théta divisant D. Dans cette
dernicre hypothésc on pourrait poursuivre le méme raisonnement, et
on arrive ainsi 4 établir que C(«, ¢) est divisible par D(«,¢), le quo-
tient étant unc fonction théta.

hl ( . -
n d’autres termes, le quotient T roste fini en fous les points de &,

sans cwcr'plton,.

Reste & examiner le cas spécial signalé plus haat, celui ot les cones
formés par les tangentes aux surfdccs S ct ,D en un point multiple,

. C .
auraient en commun un coéne y: en ce cas, pour que 5 reste lini au

point considére, il faut que la surface C =o y ait un point multiple
du méme ordre que la surface D = o et que les génératrices du coney
touchent ¢galement en ce point la surface C=o0. On démontre par

la mctlm(lu snivie .plus haut que la condition est nécessaire et suffi-
sante.

129. Voici la conclusion de cette analyse :

Appelons surface adjointe i une surface hyperelliptique $ unc
surface qui a pour ligne multiple d’ordre { — 1 toute ligne multiple
dordre [ de %, et qui, en tout point multiple isolé de &, se comporte
comme lasurface adjointe D d’ordre n — 4.

Le sens de Pexpression se comporte est donné par Panalyse précé-
dentes en général il suffira que la surface adjointe ait, au point multiple,
un point multiple du méme ordre que D5 sile cone des tangentes de D
en ce point est le méme que celui des tangentes de %, ou s 11 compwnd
une partie de ce dernier cone, la surface adjomtc (lov a jouir de la
méme propriélé que 1.

Sous le bénéfice de cetle explication nous pouvons énonceer la pro-
position géométrique suivante, résultat des recherches des numéros
précedents.

160. Tukorine L. — Le nombre des surfaces dordre n— 3,
linéairement distinctes, adjointes a une surface hyperelliptique
quelconque S, dordre n, est égal aw genre des sections planes de
celle surface, diminué d’une unité.
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St les coordonnées d’un point de la sur.face hyperelliptique pro-
posée sont proportionnelles a des fonctions théta, de caractéristique
nulle et d’ordre h, ayant en des points u,, 0,5 ...; Wy es; ..., des
singularités communes, a,, 65, ..., Gy, ..., les surfaces adjointes
d’ordre n — 3 découperoni sur lu proposée S le systéme lindaire dv
courbes ayant pour équation

7\| 9,(“, 0) -+ 7\2 @2 (u, 0) +. .+ 7\,,_.@,,.,(11, (*) =0,

0,,0,,...,0,., désignant les p—1 fonctions théta, lindairement
distincles, de caractéristique nulle et &’ordre h, qui ont en chagu:
point wy, vy la singularité s, adjointe de la singularité s,.

131. Unc méthode analogue & celle qui vient d'éire cxposée est
applicable 4 la détermination des surfaces adjointes d'un ordre quel-
conque, 2+ ¢ — 4 U'expression surfaces adjointes ayant toujours la
signification indiquéc au n* 129.

Considérons en effet une surface d'ordre ¢, queleonque :

¥,y iy, x,)=0; ou F(x,y,3)=o0.

La fonction de « ct ¢, F[z,(u,0),...,2,(u, ¢)] est unc fonclion
théta de caractéristique nulle, d’ordre 2eg, ayant en tout point singulier
u,, v la singularité composée (go,) (n° 122). Il en résulte que les inte-
grales ahéliennes de premiére espéce appartenant & la courhe

Flz,(4,v),...]=0

seront, & part f duct f do, de la forme

3:/0@, ) (g—;_‘—j
J¢

0w, v) désignant une fonction théta de caractéristique nulle d’ordre
hq, ayant en chaque point i, ¢4 la singularité (¢s,), adjointe de la

singularité (go;)-
Cette intégrale peut étre transformée comme au n° 124.
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Considérons la courbe algébrique intersection des surfaces
S(e,y,s)=0 et  F(x,y,s5)=0.

On a, le long dc cetle courbe,

de dy
S, F; —S:F) = S F, —S,F,
el
dx _ S.du i
S F,—S,F, — B(S,F,—S,F)—A(S,F,— 5,F))
D’ailleurs,
) V(wywyy zyyy) = aiF(z,y,3),

et par suile, le long de la courhe S =0, F=o,

. B ? g I o3
(1) R w(()l o OFdy o o)

av ().Lt)v+d_‘)'5¢—’+(-)?x

d'oti, par les caleuls du n® 124,
W MBS, — S ) — A(SL I — S )]
'()_‘.'""/’/.| (‘;)"z—‘: y)—"( st Ve z)ID_g;’

ce qui donne pour Vintégrale 3 la forme définitive

0(u, ¢) I)(r,),,) dr
(11 I = f ’ ST ST
) SLF.—SF.

On a ainsi ramené ['intégrale 3, qui est prise le long de la courbe
gauche S = o, F = o, 4 une forme simple; pour qu’elle soit de pre-
miére espéce, il faut d’abord que, en chaque point de cette courbe,
a fonction

0(u, 0)D(x, v, 3)

7
T

soit égalc & un polyndme entier d’ordre 2+ g — 4, C(x, y,3). Or
cette fonction, étant quadruplement périodique en u et v, est en
Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. 1V, 18q3. 51
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chaque point de $une fonction rationnelle de «, y, s; lasurface F =o
¢tant quelconque, on voit qu'il est nécessaire qu'er chagque point
de % la fonction rationnelle précédente soit enticre, et I'on a ainsi

O(u,0)D(x, y,3)
ry

.
= C(x, y, 3),
ou, en coordonnées homogenes,

(12) 0(1[, (.)= C("’hx'z,‘l'sv-l".)'

])(xly Lay L'y, 1’3)

De plus, la surface C = o doit étre adjointe & la surface £ : on le
voit, soit & I'aide de la relation qui préctde, soit en exprimant direc-
tement que I'intégrale

. sz’
/(‘(J"’ Y1 %) STF,— ST,

est finie aux points ou la surface I¥ = o coupe les lignes multiples
de S. .

La réciproque de cette proposition sc démontre sans difficulté, en
suivant la marche inverse, comme au n° 127,

Si en effet C = o est 'équation d'unc surface adjointe 4 &, d'ovdre
n + q — 4, I'intégrale ‘

* 1 _ C{.L'
j ‘-'-='/ (,4(.[;, }/, c) S;'F,::—S;*F,;
prise lc long de la courbe S = o, I = o, peut se metire sous la forme
C(ay, vy, a3, ) du

D (2, wgy g, 1":) (01“> ’

Jde

Comme J, d'aprés lapremiére forme, est une intégrale abélienne de
Clr (u,¢), ..., xy(uy )]
Dlx (u,e), ...]
finic le long de la courbe considérée ct par suile (n* 127-128) cn

reste

premiére espéce, on voit que la fonction

tout point de 5; % est donc unc fonclion enti¢re de «, ¢, et, en vertu de

son expression méme, c’est une fonction théta, d’'ordre ¢/, et de carac-
téristique nulle, 6(«, ¢). La courbe 0(u,¢)= o doit d’ailleurs avoir
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en chaque point w,, ¢ la singularité (¢o;)’, pour que I'intégrale reste
finie en ce point. Donc :

Tutorime 1. — Les surfaces adjointes d’ordre n + ¢ — 4 déter-
minent sur la surface S le sysiéme de courbes ayant pour équation
genérale

(13) MO, (u,0) +M0,(u,0)+...=o,

les O étant des fonctions d’ordre hq, de caractéristique nulle,
ayant en w, v la singularité (¢s,) ; réciproquement toute courbe
(13) est sur une surface adjointe d’ordre n + ¢ — 4.

132. Calculons maintenant le nombre des surfaces adjointes, linéai-
rement distinctes, d’ordre 22 + ¢ — 4.

D’aprés ce qui précéde, il est égal aunombre des fonctions 0(«, ¢),
lin¢airement distincles; toutefois, si ¢ atteint ou dépasse 4, on obtien-
dra d’autres surfaces adjointes par I'équation

SQ =o,
ott () est un polynome quelconque d’ordre ¢ — 4, renfermant
(=3 (g—2)(g—1)

cocfficients arbitraires, et l'on devra ainsi ajouter au nombre des
fonctions ((«, ) distinctes le nombre '

i(q—=3)(g—2)(¢g—1).

Lics fonctions théta linéaircment distinctes d’ordre g et de caracté-
ristique nulle sont en nombre égal & 2*¢?; il faut chercher combien,
parmi clles, ont en chague point u;, ¢, la singularité composée (¢, ) .

Nous allons d’abord démontrer que les conditions imposées & une
fonction théta d’ordre %g et de caractéristique nulle par les singu-
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larités (ga;) sont indépendantes entre elles; le nombre cherché des
fonctions H(w, ¢) sera donc égal & ~?¢* diminué de la somme des
nombres des conditions auxquelles équivaut chacune des singularités
considérées.

Il a été en effet établi au n° 421 que, si unc courbe 0,(u, ¢) =0 a
en des pomis u,, ¢ ; U, , ... des singularités ¢, 5, ..., les condi-
tions imposées par les singularités adjointes s, o, ..., aux courhes
du méme ordre et de la méme famille que ©,(z, ¢) = o sont indépen-
dantes; or si @, (u, ¢) est un polynéme arbitraire d'ordre ¢ en ,(«, ¢),
ry(Uy ), zg(u, 0), x,(u,v), la courbe @, = o n’a pas d'autres sin-
gularités que la singularité (ga;), en chaque point u, ¢4, et par suite
les singularités (go;) sont indépendantes, comme nous voulions I'é-
tablir, pour les courbes dont I'équation générale s’obtient en annulant
une fonction théta d’ordre A¢g, de caractéristique nulle.

Cherchons maintenant 4 combicn de conditions équivaut la singn-
larité (go,)".

Soient
Cy, le nombre de conditions auxquelles équivaut la singularité (¢s,):

¢; le nombre analogue pour la singularité s;
C;, le nombre analogue pour la singularit¢ (¢3,)';

on a, d’aprés le premier théoréme de M. Guccia (n° 122) et celui du
n° 120,

‘ s v
(J‘.{,: .' ({/G[,’ q'J-,.) — (,JA.’I;

le second théoréme de M. Guccia (n° 122) donne

. (g —1 ,
(_1/"/ = (/C/,+ —/L‘/T-’? I(\’J/'., '-‘.A*)~
Enfin 'on a
Cp = ](_'-7/.-, ) — :11(’5/., T

en vertu du premier théoréme de M. Guccia et de celui du n° 120.
Egalant les deux valeurs de Cj,, et éliminant c,, on obtient la valeur
cherchée de G,

Cly =1(g5m 47) = 44 (¢ + 1)1 (30 5) + L (s 0}).
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On a d’ailleurs évidemment, d’aprés la définition méme de la singu-
larité (¢a) (), A
. (50 g7) = ¢* (54 54),
ct, par suite,

Ch =347 — )1 (55) + L (50, 5.

Il est & remarquer que la somme des nombres (), pour lous les
points iy, ¢y, cst indépendante des quantités 1(s;, 55) et 1(5,6,); on

acn effet (n° 123)

(n=120* — Xl(5,05,
(1) Ay

(/):’L — 3= [(J/,J,
d’on1

2G, =190 (ol — ny+ g(h2 41— p).

Le nombre des fonctions 0(u, ¢ ) est ainsi égal 4

/t'-'(f——Sl;‘, MZ————) n+4q(p—).

Dans cette expression figurent seulement 2, p, 4.

153. Nous pouvons.maintenant ¢noncer ce théoréme :

Tukoriwe IlI. — Le nombre des surfaces d’ordre n+q - 4,
linéairement distinctes, adjointes a une surface hyperelliptique
d’ordre n et dont les sections planes sont de genre p, est égal a

=39(q —Dn+q(p—1)+ilg—1(g—2)(g=3) (*).
Dans cctle formule ¢ est supposé¢ au moins égal & un. Donc aussi :

Les surfaces adjointes d’ordre n + ¢ — 4 découpent sur la pro-

() Voir Gucen, Rendiconti del Circolo matem. di Palermo, t. 111, p. 239.

(?) Le terme complémentaire {(q~—1) (g —2) (g — 3) ne doit figurer que
si ¢ est au moins égal & quatre; mais, comme il s’annule pour ¢ =1, 2, 3, Ia
formule subsiste pour g Z1.



400 G. HUMBERT.

posée une série lincéaire de courbes, dont Uéquation renferme
q(g — O+ q(p — 1) — 1 paramétres arbilraires.

154. Remarque. — Le nombre N, des surfaces adjointes dordre
n -+ ¢ — 4 peut aussi étre trouvé sans faire usage des formules de
M. Guccia, par la voie géométrique suivante.

Il résulte des raisonnements faits aux n° 149-121 (ue le nombre des
fonctions O( «, ¢) est égal au nombre des intégrales abélienncs de pre-
miére espéce appartenant i la courbe F = 0, S = o, diminué de deux

unités a cause des intégrales f du et f clv, el augmenté d'une unité,

puisque parmi les fonctions §(u, «) figure la fonction
Flo(uaedy ooy e, o).

Soit % le genre de la courbe F = o, S = o, c’est-a-dirve le nombre de
ses intégrales abéliennes de premicre espice; il est toujours entendu
que la surface d’ordre ¢, I' = o, est queleconque, c’est-a-dire n'a aucune
rclation particuliére avec S.

Pour calculer @, cherchons en combien de points, distinets de ses
points multiples, la courbe est coupée par une de ses surfaces adjointes
d’ordre 1 + g4 — 4 : on obtient évidemment unc telle surface en com-
bhinant la surface 9, d'ordre n — 4 adjointe & 5, et une surface quel-
conque d’ordre ¢ cette derniére coupe la courbe en ¢?u points, el
I'on a ainsi

wm—1)=q’n+ R,
R, ¢tant le nombre des points, situés en dehors des courbes multiples
de 9, ol la courbe considérée coupe la surface D, cest-i-dire le
nombre des points ol la surface I = o coupe les courbes unicursales
singuli¢res de 5.

Pour ¢ = 1. la surface F = o est un plan; & est alors égal & p, et il
vient

2(p —1)=n-+R,.

1l est clair d’ailleurs que R, = 4R, ; si donc on élimine R, et R, on
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lrouve pour & ' ‘
G=3¢(q—V)n+qg(p—1)+1.

Par suite, le nombre, & — 1, des fonctions 0(«, ¢) linéairement dis-
Linctes esl égal &

29 (g —1)n+gq(p—1),

comme nous I’avions démontré par une voie purement analytique.

135. Parmiles surfaces adjointes, celles qui passent par toutes les
courbes unicursales singulié¢res oflrent un intérét spécial.

Soit C =0 une de ces surfaces, d'ordre # + ¢ — 4; reprenons la
relation »

- O(u,v) _ C(x, r,3)
(12) Tl T D(a,y,9)

vérifiée en toul point de 5. La surface C = o passant par les courbes

. . . . C c Y .
unicursales singuliéres, la fonction 57> considérée comme fonction de
x4y, 3, reste finie en un point quelconque d’unc de ces courbes,
pourvu loulefois (ue ce point ne soit pas i I'infini, c’est-a~dire dans le
plan », =o.

’ C . ’ ! 4 .
Il en résulle que 55» considérée comme fonction de et ¢, ne devient

pas inlinic quand on y remplace u ct ¢ par les valeurs u,, ¢, des para.
métres u, v qui correspondent 4 la courbe unicursale considérée; la

O(n, )

fonction ——
v

jouira d’apris (12) de ]a méme propriété, et par suite
Ia courbe 0 (u, )= o aura, cn chaque point (u,, ¢;), la méme singu-
larité que la courbe 2 = o, c'est-i-dire la singularité composée (¢5,).

Réciproquement, soit 0(u,¢) une fonction théta d’ordre Ly, de
caractéristique nulle, ayant en chaque point (u;,¢,) la singularité
(¢54); on a évidemment (n° 131)

O(u,v)  C(x,y,3)
T D, 5,5)

C = o ¢étant I'équation d'une surface adjointe d’ordre 2 +¢ — 4
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Le premicr membre reste fini par hypothése quand « et ¢ s’appro-

chent de u;, «; (le rapport ———* étant arbitraire) ; le second membre:
-

"y

(‘ . L4 ’
B’ considérée comme

fonction de .z, ), =, reste finie le long des courbes unicursales singu-
liéres, ce qui exige que la surface C = o passe par toutes ces courbes.
Ainsi :

jouil donc de la méme propriété, et par suite

Tukonine IV. — Les surfaces adjointes d’ordre n +~ ¢ — 4 qui

- . 4
passeal par les courbes unicursales singuliéres découpent sur 'S la
série linéaire des courbes comprises dans Uéquation

2,0, (u, )+ 1 0,(u, v.)—i-. ..=o0,

ot 0,(uy )y 0,(uy ¢), ... désignent les fonctions théta linéairenent
distinctes d’ordre hq, de caractéristique nulle, ayant en chague
point wy, o la singularité composée (qs;), el réciproquement.

136. Lc nombre des surfaces adjointes d’ordre # + ¢ — 4, linéai-
rement distinctes et passant par les courbes unicursales singuliéres est
¢gal d’aprés cela au nombre des fonctions §(u, ) qu’on vient de con-
sidérer, augmenté de (¢ — 1) (¢ —2) (¢ — 3).

Or ce nombre est au moins égal & h*¢*, diminué de la somme des
nombres des conditions auxquelles équivaut chacune des singularités
(¢ 5y) : nous disons au moins, parce qu’il peut arriver, et qu'il arrive en
effet, que les conditions imposées aux fonctions théta, d'ordre /iy et
de caractéristique nulle, par les singularités (¢3,), ne soient pas indé-
pendantes les uncs des autres.

Le nombre C,, des conditions auxquelles équivaut la singularité 4 5,
se lire des relations du n° 132 on trouve ainsi

.A[“/ ”q((!’*‘l)l('j/., J/,)— (l[(ak,’f;)
eL, par suite, en tenant compte des équations (14),

2C,=13q9(g+n)(2h*—~ ) —g(h*+1 —p).
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11 vient done

g —X2Cy=1q(g+1)n—qg(p —1).

Alnsi :

Le nombre nq des surfaces adjointes, linéairement disiinctes,
d’ordre n + q — passant par les courbes unicursales singuliéres
de 5 est au MoiNs egal a

19(¢+1)n—gq(p—1)+ (g —1)(g —2)(¢g —3).

Si ¢ dépasse une certaine limite, on peut voir que le nombre 7, est
toujours égal a cetle quantité.

137. Une surface adjointe d’ordre n + ¢ — 4 coupe S, en dehors
des lignes mulliples, suivant une courbe dont le degré, d,, s'évalue
aisément.

11 est clair tout d’abord qu’on a

dy=d,+n(g—r);

on le voit en supposant que la surface adjointe d’ordre 2+ ¢ — 4 s
décompose en une surface adjointe d’ordre 2 — 3 et en une surface
(uelconque d'ordre ¢ — 1.

Pour calculer d, observons que l’(,quauon de la courbe déterminée
sur % par une surface adjointe d’ordre n —3 a une équation de Ja
forme

O(u,¢)=o0

O(u, v) ¢tant unc fonction théta d’ordre /i, douée en chaque point
singulier, u;, o, de la singularité &,.

Le degré de cette courbe sera égal au nombre des solutions com-
munes aux deux équations

O(u,¢)=0, z,(u,v)=o,

abstraction faite des solutions qui coincident avec un des systémes
singuliers uy, o4,

.
Journ. de Math. (4 séric), tome IX. — Fasc. 1V, 18¢3. 22
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On a ainsi
d, = 2h* — El(ay, 6, )

et par suite, d’apreés (14),

dc = 2([’ - l);
d’oti

dy=2(p—1)+n(qg—r1).

Si la surface adjointe d’ordre 2 + g — 4 passe par les courbes uni-
cursales singuliéres, le degré g, de la courbe suivant laquelle elle
coupe en outre 5, ¢st de méme égal

S, +n(g—1);
oricion a
~ .
¢, =2h*—21(5,54) = n;
d’ou.
.
c

'I= ru].

Ce résultat est évident, si I'on observe que la surface adjointe con-
sidérée peul se décomposer en une surface d'ordre ¢, quelconque, et
en la surface adjointe B, d’ordre 1 — 4.

La différence d, — 3, représente la somme des degrés des courbes
unicursales singuliéres; on a

dy—2,=2(p—1)—n.

Applications géométriques.

138. Les résultats généraux auxquels nous sommes parvenus re-
lativement aux surfaces adjointes, donnent licu 4 des applications
géométriques nombreuses, qui vont nous occuper maintenant.

139. 1. Tout d’abord ces résultats permettent de vérifier, pour les
surfaces hyperelliptiques, la proposition générale si remarquable el
si importante qui est due a M. Nother, ct qui est connue sous le nom
de Théoréme du Reste(*).

(') Math. Annalen, . 111, p. 309.
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Ce théoréme s’énonce ainsi :

Si une surface d’un ordre donné, adjointe a une surface algé-
brigue S, coupe celle-ci (en dehors des lignes multiples) sutvant
deur courbes ¢, et ¢, ou dit que ¢, et ¢ sont résiduclles. Toute
courbe c”, résiduelle de c,, est dite corésiduelle de ', par rapport
ac,.

Cela posé, le théoréme du Reste est le suivant :

Lorsque, sur S, des courbes ¢, ¢', ... sont corésiduelles par rap-
port @ une méme courbe c,, elles le soni également par rapport a
toute courbe c,, résiduelle de I’une quelconque d’entre elles.

Dans le cas d’une surface hyperelliptique, soient §, =o et 0'=0
les équations de deux courbes résiduelles, situées sur une surface
adjointe d’ordre n + ¢ — 4. Le produit 0,0 sera une fonction théta,
d’ordre Lg, de caractéristique nulle, ayant en chaque point #, ¢ la
singularité (¢go;). Soient 0" = o une courbe résiduelle de ), = o0, et
0,= o unc courbe résiduelle de 0'= o; les produits 0,0” ct 0,0" joui-
ront des mémes propriétés (ue le produit §,0". Il en résulte, sans
difticulté, que la fonction 0,0 sera aussi une fonction théta, d’ordre
hg, de caractéristique nulle, ayant en uy, ¢ la singularité (go,), ce
(qui démontre que les courbes 0, = 0, 0" = o sonl bien sur une méme
surface adjointe d'ordre 2z + ¢ — 4.

[.e théoréme du Resle est ainsi vérifié.

140. 1. Soient ¢,,c,, ..., ¢, les courbes d'intersection de & avec
o surfaces adjointes, passant par les courbes unicursales singuliéres,
et d'ordres vespectifs n+ ¢, — 4, 4+ ¢y — 4y ...y 0+ g, — 4. Ces
courbes sont sur une méme surface adjointe, passant par les courbes

; . ’ » ad
um,‘cwsales, .el d’ordre n+ (¢, + qa+ ...+ ¢,) — 4.

En effet, soient @, = 0,0, =o, ..., @, = o les équations des ¢ courbes
considérées; 9;(u, v) est une fonction théta d'ordre /g, de caracté-
ristique nulle, ayant en , ¢ la singularité (¢;0;) : donc la fonction
théta, de caractéristique nulle,

0,0,...0,
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est d’ordre
h(q,+ ¢+ ... +q,)

el aen uy, ¢ la singularité

(g + g2+ ...+ ¢p)5%

Ce dernier point découle de la définition méme des singularités com-
posées. En d'autres termes, la courbe 0,0,...0,= o est, d’aprés le
numéro 433, sur une surface adjointe d’ordre

n4+(g,+ g+ ... +¢,) — 4,

passant par les courbes unicursales singuliéres, ce qui est la proposi-
lion énoncée.

Nous ne donnerons de ce résultat que I'application suivante :

Soit ¢ la courbe d’ordre qn suicant laguelle $ est coupée par
une surface adjointe d’ordre n+ ¢ — 4 passant par les courlbes
nnicursales singuliéres; il existe une surface adjointe, d’ordiv
n +rq — 4, passant par les courbes unicursales singuliéres, vl
ayant en oulre, avee S, un contact d’ordre r — 1 lout le long de la
courbe ¢.

Yoici une autre proposition de méme nature que la précédente.

Soient ¢, et ¢, deux courbes, intersections de 5 avec deux surfaces
adjointes d’ordres 2+ ¢ — 4 el n+ s — 4, dont la premiére passe
en oulre par les courhes unicursales singuliéres : ces deux courbes
sond sur une swrface adjointe d’ordre n + q + s — 4.

En efet, si @ =0, 0= 0 sont les équations des deux courhes, la
fonction @ est d’ordre Ag et a, en wy, ¢4, la singularité (go,); O est
d'ordre sg et a, en uy, ¢y, lasingalarité (s5,), c'est-a-dire, comme on
le voit aisément, Ja singularité composée (s — 1), + 5. Le produit
00’ est donc une fonction théta, d’ordre s + ¢, ayant cn uy, ¢, la sin-
gularité (¢ + s — 1) o+ o, c’est-d-dire [(¢g + 5)7]’; elle est dailleurs
de caractéristique nulle, comme les fonctions 0 et ©'. La proposition
est donc établie; la réciproque est vraie et se démontre de la méme
maniére.
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141. 11I. Proposons-nous de traiter lc probléme des surfaces de
conlact adjointes, passant par les courbes unicursales singuliéres,
c'est-d-dire de déterminer celles de ces surfaces, de degré n + ¢ — 4,
(ui ont un contact d'ordre donné, r —1, avec la surface § tout le
long de la courhe suivant laquelle elles coupent cette surface (en de-
hors des lignes multiples et des courbes unicursales).

Soit

O(u—ro—p)y=o

I'équation de la courbe de contact d’une des surfaces cherchées, O(u, ¢)

¢lant une fonction théta d’ordre ¢ et de caractéristique nulle; il faut

ct il suffit, pour que la courbe réponde au probléme géométrique, que

(& — h, ¢ — ) soil une fonction théta, d’ordre /g, ct que la courhe

0"(z —A, ¢ — 1) = o soit I'intersection avec 5 d’une surface adjointe

d’ordre n + ¢ — 4, passant par les courbes unicursales singuliéres.
Lia condition relative & l'ordre de ©” donne 'égalilé

Nous supposcrons que 1 est un diviseur de ¢, c'est-a-dire (ue
¢ = rm; on aura donc
g =hm.

Iin second licu, pour que la courhe @(uz —2,¢ — p.) = o puisse
étre Iintersection de & avec une surface adjointe d’ordre 2 + ¢ — 4
passantpar les courbes unicursales, il faut d’abord qu’elle appartienne
4 la méme famille que la courbe @,(u,v) =0, ol 0,(u, ) est une
fonction d’ordre /g, de caractéristique nulle: cette'condition entraine
les congruences (n** 114 et 112)

‘eh==0 A= ,ii_
(mod. périodes),  d’ou 7,

W

r FU=o0 : y. = ;—5

¢ et ¢ étant deux périodes simultanées quelconques.
Il faut ensuite que la courbe @ (z — %, ¢ — p) =oait la singu-
larité (go4) en chaque point uy, ¢, ce qui exige que la courbe
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O(a— A, 0 — ) =0 ait en u,, ¢ la singularité (,Z c,‘), c’est-i-dire
(may) (*). \

Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes.

Nous pouvons maintenant former I'équation générale des courbes
de contact.

in effet, ces courbes appartiennent tout d’abord & un certain nom-
bre de familles, déterminées par I'ordre ¢ ou ime des fonctions théta
correspondantes et par 'un des systémes de valeurs de A et @ obtlenus
plus haut. Pour calculer le nombre de ces familles, il suffit d’observer
(ue deux courbes

y o G
@o(u - =, v—-—i—) =o,
re

re
@,(\u—;—‘a, o——ﬁ> =o,

ol @y(u,¢) et ©,(u, v)sont des fonctions d'ordre ¢ ou km, de carac-
téristique nulle, appartiendront & la méme famille si Pon a (n°111)

l

. 7 -
s~ 1z c'est-a-dire -
h I 9 JE

-,
—_I=0
I'

o

g L (mod. périodes).
p——r=0,  Cclesl-i-dire

-

On aura donc autant de familles distinctes qu'il y a de ri“®e de pé-
riodes simultanées, c'est-a-dire .

Soit une courbe d’'unc des r* familles, O(x — A, ¢ — ) = 0; pour
qu’elle soil une des courbes de contact cherchées, il ne nous reste qu’i
exprimer qu’elle a, en u,, ¢4, la singularité mo,.

Or I'équation générale des courbes d’une de nos familles dépend
linéairement de ¢?, c’esl-d~dire /2 m?, coefficients; celles de ces cour-
bes linéairement distinctes, qui ont en chaque point u, ¢, la singula-
rité may sont en nombre au moins égal &

2.2
h*m "‘ZC],",,

(') C'est & ce point de I'analyse que nous sommes obligé de supposer ¢ = rm.
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Cin étant le nombre des conditions auxquelles équivaut la singularité
ma;. Or on a trouvé (n° 136)

hrm? — ECp,=3m(m +1)n — m(p —1).

Ainsi, les courbes de contact cherchées se répartissent en r* fa-
milles: et, dans chaque famille, clles forment unc série linéaire
sm(m +1)n— m(p —1) — 1 fois infinie, au moins.

Ces courbes jouisseni de propriétés géométriques simples.

Considérons d’abord 7 courbes de contact, appartenant & une méme
des r* familles trouvées plus haut; soient

@,(u—- g-,o-— £>=o,

X (I RO T
(u—2

R A R I I I I A I A AP ]

@r(u_ I_‘:tl, .......):—_o

leurs équations; la fonction

0,(u-Lro—2)0(um ) 0 fum 2,00)
re re re rp

est évidemment une fonction théta d’ordre 7g, c'est-a-dire d’ordre ¢/,
ctde caractéristique nulle; de plus, clle a en chaque point w,, ¢, la sin-
gularité (¢, ), puisque chacun des ¢ facteurs du prodult a la singula-

rit¢ (msy;) el que 'on a
g =rm.

‘n d’autres termes, les 7 courbes considérées sont sur une surface ad-
jointe d’ordre 2+ ¢ — 4 passant par les courbes unicursales singn-
liéres.

On démontrerait de méme que par  — 1 courbes de contact don-
nées, appartenant a des familles différentes, et parles courbes unicur-
sales singuliéres on peut faire passer des surfaces adjointes d’ordre
n+ ¢ — 4, qui découpent sur 5 une des r* familles de courbes de

contact.
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142. L’¢énoncé suivant résume ces résultats :

Soit S une surface hyperelliptique quelconque, d’ordre n et dont
les sections planes sont de genre p; désignons par q, r, m trois
entiers positifs quelconques, tels que

g =rm.

Les surfaces d’ordre n+ q — 4, adjointes & 5, passant par les
courbes unicursales singuliéres de 5, et ayant avec cetle surface,
tout le long de la courbe suivant laquelle elles la coupent en outre,
un contact d’ordre rr — 1, se répartissent en r' systémes.

Pour les surfaces d’un méme systéme, les courbes de conlact
appartiennent & un méme ordre el & une méme famille; clles
Jorment, dans cette famille, une série linéaire dont Uéquation
renferme

sm(m+1)n—m(p—1)—1

parametres, aw moins.

Les 1 courbes de conlact de r surfaces d’un méme systéme sont
sur une surface adjoinle d’ordre n+ q — 4, passant par les
courbes unicursales singuliéres.

Par 1 — 1 courbes de contact appartenant & des systemes quel-
conques et par les courbes unicursales singuliéres, on peut mener
une infinité de surfaces adjointes d’ordre n+ q — 4, qui décou-
pent en outre sur S une des 1* séries de courbes de contact.

Parmi les 7* systémes de surfaces de conlact, celui qui correspond
aux valeurs @ =o, ¢ =o cst particulicrement remarquable : les
courbes de conlact correspondantes ayant pour équation générale

O(u,v)=o,

ol @(u, ¢) est une fonction d'ordre km, de caractéristique nulle, douée
en chaque point uy, ¢ de la singularité me,, sont les inlersections
de S avec les surfaces adjointes d’ordre n + m — 4, menées par les
courbes unicursales singuliéres.

(e résultat concorde d’ailleurs avec une application faite au n° 140.
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Le probléme des surfaces de contact, dans les conditions qui vien-
nent d’étre exposées, n’est possible, en général, que si le nombre
sm(m~+1)n—m(p —1)—1, qui st celui des paramétres variables
dont dépend I'équation des courbes de contact d’une méme famille,
est supéricur ou ¢gal a zéro. On doit donc avoir, sauf en certains cas
exceptionnels,

Im(m—+)n—m(p—1)—120 (').

Cette condition est toujours remplie, 2 ¢t p étant fixes, dés que m
«dépasse une certaine limite.
{n particulier, en faisant 2 = 1, on voit que, si 'inégalité

n2p

est vérifice, il existera, quel que soit ¢, ¢* systémes de surfaces ad-
jointes d’ordre n + ¢ -— 4 passant par les courbes unicursales singu-
licres, et ayant avec £, tout le long du reste de leur intersection avee
cette surface, un contact d’ordre ¢ — 1.

145. Terminons par I'exposé de nouvelles propriétés des courbes de
contact, dansle cas général.

Soient deux courbes de contact, appartenant 4 deux familles diffé-
renles

e @ Q@ @
O(u————-,o—-—~ =0, @.(u-—-—',v-——' = 0.
25 27 y 2 2¢

\Y

l.a fonctlion

O(u,v)zé)(u——('-e—,v—g)e,(u_. (’F.",V._g.)

2?9 2¢ 2¢ 27
est une fonction théta d’ordre 2¢, c’est-d-dire 2/m, ayant en chaque
point uy, ¢4 la singularité (2ma;). Pour que la courbe 0(u,¢)=o0
soit sur une surface adjointe d’ordre n + 2m — 4, passant par les
courbes unicursales singuliéres, il faut ct il suffit qu’elle soit de la

(') Le systéme remarquable de surfaces de contact signalé plus haut existe
toujours, méme si 'inégalité n’est pas vérifiée.

Journ. de Math. (§* série), tome 1X. — Fasc. IV, 18g3. 53
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méme famille que la courbe 0,(x, ¢) = o, 0t ©,(«, ¢) est unc fonction
théta, d’ordre 2/um ct de caractéristique nulle, c’est-a-dire (n* 411 )
(que I'on ait
¢ 4@, @ 4 ¢ "
—l=o ST =p mod. périodes).
) - (mod. périodes)

oy e (4? (l)' ’ . . .
Si —~ et - sont donnés, il cst toujours possible, et d'unc scule -
oq [ ‘—‘-‘ ‘f' LX) . . . )
nitre, de chosir = ct =1, de manicre i satisfaire 4 ces congruences.
Donc : |

Par une courbe de contact quelcongque et par les courbes unicur-
sales singulicres, on peut faire passer une infinilé de surfaces
adjointes d’ordre n-+2m — 4, qui découpent en outre sur S une
des ' scries de courbes de contact.

Cetle série reste la méme quand la courbe primiticement consi-
dérce varie sans cesser d’appartentr & une méme famille.

On démontre dec méme la proposition plus générale (ui suit

Par s - 1 courbes de contact appartenant @ des familles quel-
conques et par les courbes unicursales singulicres, on peut faire
passer une infinilé de surfaces adjointes d’ordre 1+ sm — 4, qui
découpent en outre sur S une des 1* séries de courbes dv contact.

Dans cet énoncé, le nombre posilif, s, est (uelconque, mais supe-
ricur i 1.

On peut ajouter que chacune des 7 séries de courbes de contact
peut élre obtenue par ce procédé, les s — 1 courbes primitives ¢lant
convenablement choisies, ou plutot étant prises arbitrairement dans
des familles convenablement choisies.

Enfin il existe des relations géométriques entre les surfaces de
contact qui répondent & des problémes différents; en voici un exen-
ple, qu'il serait aise d’élendre.

Considérons deux multiples conséculifs de 7,

q =rm,

gr=r(m-+1);
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soient ¢, et ¢n., les courbes de contact avec $ de deux surfaces
adjointes d’ordres respectifs n + ¢ — 4, n + ¢, -4, passant par les
courbes unicursales singuliéres, et ayant avec 5, Lout le long du reste
de leur interseclion, un contact d’ordre - - 1.

Les équations de ces deux courbes sont de la forme

¢ @y
o (“ T T 7,',;:;-) =0
@, i —
o [" T rns07 YT h(m D f] =

et 'on démontre, comme plus haut, que, sil'on a

@ @,
-4+ - =0
r r , .
» (mod. périodes),

@

1
’

les deux courbes considérées sont sur une méme surface adjointe
dordre n + 2m — 3, passant par les courbes unicursales singuli¢res.

144. IN. Sections planes. — Le nombre des surfaces d'ordre
1 — 3 adjointes 4 $ étant égal au genre des sections planes de cetie
surface diminuée d’une unité, on voit de suite que les courbes
d'ordre 1 — 3, adjointes & une section plane, ne sont pas loutes si-
luces sur des surfaces adjointes d'ordre 1o — 3.

Pour étudier la question de plus prés, observons que, parmi les
p — 1 surfaces adjointes d’ordre n — 3 figurent les surfaces décompo-
sibles ‘

D(h, + hgwy+ Mgty + hyz,) = 0,

oitles 7 sont des conslantes arbitraires, et oit D = o est toujours I'¢-
quation de la surface adjointe d’ordre 2 - 4. _

Soit alors x, = o, par exemple, une seclion planc de S : le plan
x, =0 coupe le systéme linéaire, p — 2 fois infini, des surfaccs ad-
jointes d’ordre 7 -- 3 suivant un syslémc linéaire de courbes d’ordre
n--3 qui ne sera que p — 3 fois infini, plusquc, parmi les surfaces
adjointes, figure la surface Dz, = 0.’
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On obtient ainsi p — 2 courbes d’ordre n — 3, linéairement dis-
tinctes, adjointes & la section de S par le plan considéré; celte section
étant de genre p admet encore deux courbes adjointes distinctes des
précédentes, et il résulte des raisonnements faits aux n™ 120, 124 que
ces deux courbes sont nécessairement celles (ui correspondent aux

intégrales f du ct { dv.

Au contraire, si ¢ dépasse un, toutes les courbes d’ordre n + ¢ — 4
adjointes 4 une section plane de S sont les sections, par le plan consi-
déré, des surfaces d’ordre n + ¢ — § adjointes 4 5.

On le démontre aisément comme il suit :

- En premier licu, quel est le nombre des courbes linéairement dis—
tinctes d’ordre n + ¢ — 4 adjointes 4 une courbe plane d’ordre 1 et
de genre p? (¢ >1). Ces courbes découpent sur la proposée des
groupes ¢quivalents de N points mobiles, formant un sysiéme von
spécial, puisque ¢ dépasse un; p points d'un de ces groupes sont done
déterminés par les N — p aulres, et, par suite, le nosnbre des courbes
adjointes d’ordre 2 + ¢-— 4, linéairement distincles, est égal 4

N—p+1.

Toutefois, i ¢ atteint ou dépasse 4, on devra ajouter a ce nombre |
nombre ;(q —3) (¢ — 2) des cocfficicnts d'un polynome entier.
d’ordre ¢ — 4, par rapport & deux variables, afin de tenir compte des
eourbes adjointes qui sc décomposent en la courhe proposée el en une
courbe quelconque de degre ¢ — 4.

Pour caleuler N, il suffit de considérer le cas oi la courbe adjointe
d’ordre n + ¢ — 4 se décompose en une courbe adjointe d'ordre 1 — 3
et en une courbe quelconque d’ordre ¢ — 15 on a ainsi

N=2(p—1)+n(y—1),

¢t le nombre des courbes adjointes linéairement distinctes d"ordre
n+ g —4est égal a

n(g—n)+p—1+3(9—2)(q4-3).

Cette formule est vraie pour Loutes les valeurs de ¢, supéricures 4
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un, méme pour ¢ =2 ct ¢ =3, puisque le terme complémentaire
:(9 — 2) (¢ — 3) s'annule pour ces deux valeurs.

En second lieu, soit N, le nombre des surfaces d’ordre n+ ¢ — 4
linéairement distinctes, adjointes 4 $; parmi ces surfaces il en est N,_,
qui s¢ décomposent en une surface adjointe d’ordre .+ ¢ — 5eten
un plan donné : on ¢n conclut que les sections par un plan des sur-
faces adjointes d'ordre 7+ ¢ — 4 forment un systéme linéaire, ren-
fermant un nombre de courbes linéairement distinctes égal &

N,—N

g=11
c'est-i-dire (n° 133)

w(qg —1)+p—1+3(¢9 —2)(g —3),

nombre qui est bien égal & celui des coarbes d'ordre 1 + ¢ — 4, ad-
jointes a la section plane de la surface S.
Done :

Lus courbes d’ordre n + ¢ — § adjointes a la section plane géné-
rale d’une surface hyperelliptique sont les sections, par le plan de
la courbe, des surfaces d’ordre n + q — § adjointes & la surface
propusée, dés que g dépasse Uunité.

145. V. Il est difficile d’¢tablir, sur une surface hyperelliptique
générale, la classification des courbes algébriques d’un degré donné :
le degré d, d'une courbe O(u, ¢) = o, présentant en un point singu-
lier ug, o4, la singularité s,, est en effet, si 'on désigne par m Uordre
de la fonction O(u, ¢), donné par I'équation

d=2lm — Z1(3;,3,).

Ce degr dépend done des singularités dont la fonction O(«, ¢) est
douée aux points singuliers uy, o,

IL'y a licu d’observer que si ©(«,¢) sannule au point 4, ¢, la
courhe 6 (u,¢) = 0, sur la surface 5, rencontre la courbe unicursale
singuli¢re qui correspond aux valeurs u,, ¢, des arguments, et réci-
prosuement.
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Les courhes qui ne rencontrent aucune des courbes unicursales sin-
guliéres (') sont donc, d’aprés la formule précédente, d’ordre 20m ;
leur degré est ainsi divisible par 2/4. Parmi ces courbes, celles de
degré minimum s’obtiennent en faisant m = 1; clles sont représentées
par I'équation générale

(17) S(u—hv—un)=o,

ot & et p sont deux constantes quelconques ct 5 une fonction théta
’ordre un. On peut supposer que S(u,¢) est la fonction normale,
J’ordre un et de caractéristique I ;‘:l (n"39).

Nous appellerons courbes v les courbes représentées par I'équa-
tion (17); ces courbes, en nombre doublement infini, sont, comme
on I'a dit, les courles du plus petit degré qu’on puisse lracer sur la
surface lyperelliptique, sans rencontrer les courbes unicursales
singuliéres; elles sont d'ordre 2/, ce qui donne la signification géo-
métrique du nombre 7, ordre des fonctions théta qui servent i repré-
senter les coordonnées d'un point de $.

Les courbes v sont de genre deux et sont représentables point par
point Fune sur Pautre (n° 60).

Sur une courbe de genre deux, on appelle points conjugués deux
points formant un groupe ¢, o3 daprés ce que nous avons dil au
n® 62, deux poinls conjugués sur la courbe Z(u - 7,6 —u)=20
onl pour arguments u, ¢ ¢l 24 - u, 2u. - v, Enparticulier, les points
d'une courbe ¥, qui coincident avee leurs conjugnés, sont au nombre

W o [\

N . - l ~ [4 L4 /l
de six et ont pour arguments A+ oy, en (lcmgmun par - o1
2 2 22

un des six couples de demi-périodes dont le tableau a été donné au
n® 59.

Ces six poinls seront dits les poles de la courbe v a laquelle ils ap-
partiennent; inversement une courbe y sera dite courbe polaire de
chacun de ses six poles. On vérific sans difficullé qu'ur point quel-

(*) Ces courbes peuvent couper les lignes unicursales singulicres en des
points fizes, qui sont les points multiples de premiére catégorie (n° 128).
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conque Uy, ¢, a sic courbes polaires, correspondant aux valeurs de
[(y ’

L4 b l l’
ket égalesa g+ 5> 0o+ =

Il existe entre les courbes ¥ et les points de S une réciprocité re-
marquable que les théorémes suivants mettent en évidence (*).

146. Considérons les courbes ¥ qui passent par un point donné
Uy, ¢4 ct cherchons le lieu de leurs poles.

Si
(17) S(u—Me—u)=o0
est une de ces courbes, on aura
(18) SOh— Upy u—¢,)=o,

puisque («, ¢) est unc fonction impaire. Si U, V est un pole de la
courbe (17), ona

U=N+14, V=u+4i¢, (i=1,2, ...6).

Eliminant X et w entre ces deux équations ct I'équation (18), on
trouve le lieu cherché :

La courbe représentée par celte équation est une courbe v, (ui
passe par le point u,, ¢, el admet ce point pour pole. Donc :

Les six poles d’une: courbe v qui passe par un point sont chacun
sur une des six courbes poluires de ce poind.

De méme, on démontre sans difficulté que :

Les six: courbes polaires d’un point d’une courbe ¥ passent cha-
cune par un des péles de celte courbe.

(") Clest la réciprocilé qui existe entre les plans tangents et les points de la
surface de Kummer.
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Ces théortmes justifient les dénominations de poles et de courbes
polaires, et établissent la réciprocité dont nous parlions plus haut.

147. Par deuz poinis donnés de $ passent deux courbes v, ct
inversement deuc courbes v se coupent en deux points. Ces proposi-
tions résultent immédiatement du théoréme de M. Poincaré.

Cherchons les conditions auxquelles doivent satisfaire deux points
«,, ¢, et u,, ¢, pour que les deux courbes v qui passent par ces points
coincident.

Si S(u — A, ¢ — g) est I'équation d’'une courbe vy passant par les
decux points, on a

%(7\_u" P--‘"u)=0, 5’(7\—-‘11._.,9.——(‘2\):0.

Ces deux ¢quations en A, ¢ ont deux solutions communes, 4, @, ct
hyy thyy liées (n® 63) par les relations

A+ h=u, + u,, Py + po==¢,+ ¢,  (mod. périodes).
Si
=", et Uy = thyy
il vient
2 =Uy 4 Uy, su=¢,+¢,  (mod. périodes).

{crivant maintenant que A, et ., vérifient la relation
c. N —_
S(M—uy, py— ) =0,

on trouve la condition cherchée

2

. Uy— tly §q— 1)
(19) 5(__'__2,;2_2)=0,

On peut donner unce interprétation géométrique de cette formule.
Considérons en effet les courbes v qui passent par un point u,, ¢,, ct
cherchons le lieu du point conjugué de u,, ¢, sur chacune d’elles.

Soit S(u — X, v — )= o unc des courhes v passant par u,, 0,5 ona

S(A—uyy p—v,)=o0.
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Le conjugué de u,, v, sur cette courbe a pour arguments
U==2A— U, 0= 2 — 0,

il déerit done la courbe

aflt-— ity ¢—y
(20) =) =o.

2

Si I'on compare maintenant les équations (19) et (20), on obtient
cetle proposition :

Lorsque dewx points sont conjugués sur une méme courbe v, la
seconde courbe v qui passe par ces dewi points coincide avec la
premicre, el réciproguement.

148. Unc antre propricté de la courbe (20) résulte des considéra-
tions suivantes.

Cherchons Uenveloppe des courbes  qui passent par un point
Jine ty, v,

Deux de ces courbes

u--hye--12) =205 Su— N, —p)y=o0
se coupenl en u,, ¢, ¢t en un second point, «, ¢, tel que 'on ait
I Uy =h 4N RN ST (mod. périodes).

Si les deux courbes primitives sont infiniment voisines, on aura, i
la limite, ’

W20 — Uy. T2~ 05

on obtiendra le lieu de u, ¢, c’est-a-dire Penveloppe cherchée, en éli-
minant A, u entre les deux équations qui précédent et la relation

TOh =ty p—0,) =0,

(qui exprime que la courbe y considérée passe par u,, ¢,; il vient ainsi

: cfl- ity ¢ -0,
(20) T — - = 0.
‘ 2 2

Journ. de Math, (4= séric), tome I1X. — Fasc. IV, 1393,

“t
-—
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Donc : L’enveloppe des courbes y qui passent par un point coin-
cide avee le lieu des conjugués de ce point.

Dans cel énoncé, nous appelons points conjugués deux poinls con-
Jugués Pun de 'autre sar une méme courhe v,

149. Cherchons la condition qui exprime que deux courbes vy
S(u-~"hy, 90— )= 0; Tt = Iy — ) =0

sont langentes: on rouve aisément, par des considérations semblables
aux précédentes, que cette condition est la suivante

/

~ )‘l - ;-! oy == Y.
i~ (—--~——- s '—'—«-—---) =z 0,
2 ”

Lorsque deux points sont conjugues surune courbesy, chacune des
sie courbes polaires de Pun touche une des sie courbes de Uaalre;
réciproquement, lorsque dews courbes v se touchent, chacun des
st péles de Uune est conjugué d’un des sie poles de Paulre.

Par suite :

On en déduit immeédiatement cet autre théoreme :

Le licw des péles des courbes y qui touchent une courbe s fire se
décompose en sic courbes, dont chacune estlivw des conjugucs d’an
pole de la courbe fize.

150. Les courbes vy forment une famille doublement infinie @ dans
cetle famille considérons une série simplement infinic et algébrique
de courbes y5 & et w scront alors liés par une relation de la forme

O(h, 1) == 0,
O(%, ) désignant une fonction uniforme quadruplement périodique

de %, @, ou, si 'on veut, une fonction théta de 2, p..
Lc lieu des poles des courbes y considérées est donné par I'équation

: Q. @
@( U =254 - ~)~’) == 0;
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il se décompose done en six courbes, généralement distinctes, de
méme genre et de mémes modules.
Plus geénéralement, sur chacune des courbes

Su—-1 e —u)y=o,

oft A, w vérilient la relation (A, u) = o, prenons le point qui corres-
pond i un point fixe u,, ¢, de la courbe Z(u, ) = o dans la transfor-
mation univoque qui lie ces denx courbes; ce point sera (n° 60)

"= A+ u,, =,

Il déerit par suite la courbe

O(u— 1y, v —vy)=n0.
Ainsi :

Soil une série algébrigue, quelconque d’ailleurs de courbes v :
le licu du point qui, sur chacune de ces courbes, correspond univo-
quement & wn méme point M de Cune dPelles, est une courbe algé-
hrique; si le point M varie, on oblieal ainst une infinité simple de
courbes algébrigues, qui sont toules de méme genre ot de mémes
molules : Uéquation générale de ces courbes est de la forme

O(u—z,¢--58)=o0,

O(u, ¢) étant une fonction théta, elz, s deur parametres, variables
d’une courbe a lautre, lics parla relation

3(z, g)=o.

Inversement, il est clair que, sur chacune des nouvelles courbes, le
point qui correspond univoquement a un méme point de Pune d'elles
décrit une des courbes vy de la série considérée : la démonstration est
identique 4 celle qui précéde.

Ces résultats se généralisent sans difficulté.

Soit une série quelconque simplement infinie de courbes de méme
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genre et de mémes modules, tracées sur une surface hyperelliptique et
comprises dans 'équation

(21) 0(u — A¢ — @)= o0,

ot §(u,¢) est unc fonction théta donnée et ot A, w désignent deux
paramétres liés par une relation de la forme

O\ 1) =o,

O (A, p.) étant une nouvelle fonction théta.
Considérons la seconde série de courbes

O(u—a,v—f)=o0,
ou e et B sont deux parametres lics par la relation
O(a, B) == 0.

Les courbes de cette nouvelle série sont ansst de méme genre el de
mémes modules, el les deux séries jouissent de la propri¢lé snivante :

Le lieu du point qui, sur chacune des courbes d’une série, cor-
respond unicoquement & un méme point de Uune de ces courhes,
est unc courbe de lautre série.

Si les deux fonctions 0 (u, ¢) el O(u, v) sont les mémes, les courbes
des deux séries se confondent; il en est de méme si 0w, ) est une
fonction paire ou impaire et si Ou, vy =0(u— u,, v - v, u,,
elant des constantes données. Dans ce dernier cas, les courbes de la
premicre série passent par le point fixe w,, ¢,. In particulier :

Considérons les courbes y qui passent par un point fire : le lieu
du point qur sur chacune d’elles correspond univoguement @ an
méme poind d’une courbe y donnée est une courbe v passant par

le point fixe.

Le théoréme du n® 146 cstun cas particulier du précédent.
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151. VL. Revenons maintenant aux surfaces adjointes : la formule
qui fait connaitre le nombre des surfaces adjointes d’ordre 1 + ¢ — 4,
linéairement dislinctes, donne licu 4 une remarque intéressante.

On sait que deux définitions ont été proposées pour le genre d'une
surface d’ordre n.

Le genre géométrigue, P, estle nombre des surfaces d’ordre n — 4.
lin¢airement distinctes, adjointes & la proposéc;

Le genre numdérigue, 1, s’obtient en faisant N\ = 2 — 4 dans la
formule qui donne le nombre des surfaces distinctes d’ordre N satis-
faisanL aux conditions des surfaces adjointes, c’est-a-dire ayant pour
courbe multiple d'ordre / —- 1 toute courbe multiple d’ordre { et pour
point multiple d’ordre /- - 2 tout point multiple d’ordre ! de la pro-
posce.

Ces deux définitions, en apparence identiques, ne le sont pas récl-
lement ¢ en effet, on ne sait pas déterminer a 'aide d’une formule gé-
nérale le nombre des conditions auxquelles équivaut, pour une surface
Fordre N, Tobligation d’avoir pour courbe multiple d'ordre / — 1 une
courbe donnée, que si N est suffisamment grand par rapport au degre
de la courbe. Pour ce cas, il existe une formule générale exacte, mais
on ne sait pas pour quelle valeur minimum de N clle cesse de s"appli-
quer. En d'autres termcs, les courbes et les points multiples d'une
surface d'ordre n étant donnés, on sait calculerle nombre des surfaces
adjointes d'ordre N; N étant suffisamment grand : si dans la formule
atnsi oblenue on fait N = — 4, rien ne prouve qu’on doive obtenir
réellement le nombre des surfaces adjointes d’ordre 2 —- 45 on trouve
un nombre P, qui peuat différer de P, mais qui est également intéres-
sant, parce (u'il posside le caractére d'invariance dans les transforma-
tions birationncles, comme lont montré MM. Cayley et Zeuthen.

Pour les surfaces représentables point par point sur le champ hyper-
cllipuque, ona (n* 102) b

=1,

quant & I, on le calculera, d’aprés ce qui précéde, en faisant ¢ = o
dans la formule qui donnc le nombre des surfaces adjointes d'ordre
i+ g — 1, ct'on trouve ainsi

Pz,
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Les deux nombres P et P’ sont donc différents. 1l convient de sup-
poser, dans celle application, que la surface S n’a pas de points mul-
tiples isolés; en ce cas, notre définition des surfaces adjointes coincide
avec celle qui est généralement adoptée.

CHAPITRE 1V.

Classes particuliéres de surfaces hyperelliptiques.

152. Les plus simples des surfaces hyperellipliques sont celles qui
n'ont pas de courbes unicursales singuliéres.

Pour une de ces surfaces, les fonctions .o, (u, ¢); &, (1, 035 2, (1, v):
x,(u,¢) sont quatre fonctions théta, de caractéristique nulle, dor-
dre b, ne s'annulant simultanément pour aucun systéme de valeurs
des parametres.

Les formules du n® 123 donneat alors, pour l'ordre 1 de la surface
et le genre p de ses sections planes,

== 2 e, p=_M-+u; ou p =

Ainst :

Si une surface hyperelliptique w'a pas de courbes unicursales
singulicres, son ordre est le double d’un carré.

183. Surfaces adjointes. — e nombre des surfaces adjointes,
linéairement distinctes, d’ordre i+ g — 4, a pour expression (n* 133)

g = (g — 1) (g — 2 (g =3

ces surfaces découpent, sur la proposée, un systéme linéaive ¢ /% -
fois infini de courbes ayant pour équation générale (n” 131)

MO (o) + 2,0,(u, 0) 4. oDy B, ) = o,

o 0,(u,0), ..., 04w, ) désignent ¢* /i fonclions théta, d ordre ¢/
ctde caractéristique nulle, linéairement distincles; en d’autres termes,
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toule fonction théta, d'ordre ¢k et de caractéristique nulle, égalée a
zéro, représente sur 5 une courbe qui est Pintersection de $ avec
une surface adjointe d’ordre 2 +¢ — 4 (*).

Le degré de cette courbe est égal & 24 A% ou gn(n® 137).

Le probléme des surfaces adjointes de contaot cst susceptible
d'unc solution plus compléte que dans le cas général.

Cherchons les surfaces adjointes d’ordre n + ¢ — 4 qui ont avec 5,
toutle long de la courbe commune, un contact d’ordre 7 — 1 : on voit,
comme au n® 141, que le probléme n’est possible que si I'on a

hg =rg,

¢ ¢lant un cntier; mais il n'est pas nécessairc de supposer ici que s
divise ¢, ctle probléme comporte ainsi une solution plus étendue que
celui des surfaces adjointes de contact passant par les courbes unicur-
sales singuli¢res d'une surface hyperelliplique générale.

Soil @ (« — %, v — ) = o P'équation d’une des courbes de contact
cherchées; O(u, o) sera une fonclion théta quelcongue, d’ordre 3 et de
caractéristique nulle; &, w scront deux constantes vérifiant les con-
gruences,

r

i

(¢

{ 0
=0

i

A ]
(mod périodes).
U' 4

I'i’J

On le démontre par la méthode appliquée au n° 141.

On en conclut, toujours comme au n° 141, que les courbes de con-
tact sonl lowtes celles qui appartiennent a 7' familles, et 'on peut
enoncer le theoréme général suivant :

Soit & une surface hyperelliptigue sans courbes unicursales sin-
gulicres, d’ordre n(= 20*); désignons par g, r, ¢ des reatiers po-
sitifs tels que

qgh =rz.

(') Pour abréger, nous dirons qu’'une courbe est I'intersection de $ avec une
surface adjointe quand elle constitue, jointe aux courbes multiples, Vintersec-
tion compléte des deux surfaces.
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Les surfaces d’ordre n+ g - adjointes a S, ot ayant acec
cetle surface, tout le long de lewr courbe d’intersection (non mul-
tiple ), un conltact &’ or’tll'e Ir— 1, se repa ‘tissent en r* systémes.

Pour les surfaces d’un systéme, les courbes de contact sont des
courbes d’un méme ordre et &’une méme famille, et forment une
série linéaire g — 1 fois infinic. Incersement toute courbe v
Pordre et de la_famille considérie est la courbe de contact une
des surfaces du systéme.

Les r courbes de contact de 1 surfaces d’un méme systéme sont
sur une surface adjointe d’ordre n +-q — 4.

Par 1 -1 courbes de contact appartenant @ des systéines r[u/'/-
conques on pewt mener une surface adjointe d’ordre n + g -
qui coupe vn oulre S suicant une 1" courbe de contact.

Cette théorie est au fond la méme que celle qui a ¢Lé exposée aun
dae .. S
n 117 pour les courbes du champ hyperelliptique sans point singu-
hier.
En particulier. si Von fail ¢ == 1, r== /i, an voit que :

Il existe ' surfaces dordre 1 — 73 adjointes @S et ayant avec
colle surface, le long de lear intersection, un contact d’ordre b — 1.

Les ¥ courbes de contact sont des cowrbes <: par i+ 1 d’eutre
elles passe une surface adjointe d’ordre n - 5, coupant en oulre S
suisant une 1" de res courbes.

On a des théoremes touta fait analogues pour les surfaces adjointes
dordre u + ¢ — 7 passanl par une ou plusicurs courbes données
sur § cLayant en outre avee $, tout le long du reste de intersection,
un contact d’ordre r— 12 ces surfaces se vépartissent encore en r* sys-
temes; les courbes dis contact de 7 surfaces d'un méme systeme el les
courbes fixes données sur S sont sur une méme surface adjointe
dordren +q — 4:....

Ces propriétés, qui offrent une analogic compléte avee celles que
Iona établies pour les courbes de conlact adjointes i une courbe plane,
ne s'élendent pas, du moins, sous cetle forme générale, aux surfaces
hy perelliptiques douces de courbes unicursales singuliéres.
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154. Courbes tracées surla surface. — L’équalion d’une courbe
algébrique quelconque tracée sur S s’oblient en égalant & zéro une
fonction théta: si ¢ est 'ordre de celleci, le degré de la courbe cor-
respondante sera 2hg : ainsi, les degrés des courbes tracées sur S sont
des maultiples de 24.

Si g est inférieur a &, on peut, & une fonction théta d’ordre ¢, asso-
cier au moins une fonction d’ordre % — ¢, de telle sorte que le produit
des deux fonctions soit une fonction théta d’ordre £ et de caractéris-
tique nulle (n® 116); donc:

Par une courbe quelconque, tracée sur S, et dont l'ordre est in-
Jérieur & Uordre n de la surface, on peut faire passer au moins
une surface adjointe d’ordre n — 3.

De plus :

Si2gqh est Uordre de la courbe considérée, le nombre des sur-
Jaces adjointes d’ordre n — 3, linéairement distinctes, passant par
. ) 2
la courbe, est égal a(h — ¢)*.

De méme on démontrerait que :

Par une courbe d’ordre 2qh, tracée sur'S, et dont Uordre est
compris entre n et 2n -1 (c’est-d-dire telle que 2h>g2h) on peut
Jaire passer (2t — q) surfaces adjointes d’ordre n — 2, linéaire-
ment distinctes, elc.

Rien n’est plus aisé que de déterminer toutes les courbes d’un de-

gré donné 2/g, que 'on peut tracer sur §: leur équation générale est
de la forme

. N0, (= — ) + Al — Ao —u)+...

+hplp(u— X o —p)=o,

ol Ay ..., Az, A, sont des constantes arbitraires, et ol ,(«,v),
0,(u,0),... désignent ¢* fonctions théta linéairement distinctes,
d’ordre g et de caracléristique nulle.

v
[O) ]

Journ. de Math. {4* séric), tome1X. — Fasc. IV. 1893.
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Les courbes du plus petit degré, que ’on puisse tracer sur la surtace.
ont 'ordre 2/, et sont les courbesy (*).

183. Remarque. — Les courbes découpées sur S par les surfaces
adjointes d’ordre n + ¢ — 4 forment un systéme lincaire ¢*/* —1
fois infini; le genre de ces courbes est g4 +1 (n° 114); deux d’entre
elles se coupent en 24°/* points, d’aprés le théoréme de M. Poincaré :
la connaissance de ces nombres nous permet de discuter une formule,
duc 4 M. Nother, et qui est une exiension aux surfaces du théoréme
de Riemann-Roch relatif aux courbes algébriques.

Draprés M. Nother, si 'on appelle :

C des courbes du genre =, situées sur une surface algéhrique 5, ol
formant un systéme linéaire Q fois infini;

s le nombre de points d’intersection de devx courbes C:

P le genre de la surface 5, supposée de degré »;

¢ le nombre des surfaces d'ordre 1 — 4 linéairement distinetes ad-
jointes 4 S, ct passant par une courbe C,

on a I'inégalité
QzP +s—z— ¢ --1.

Si nous appliquons la formule & une surface hyperelliptique S, ct
au systéme des courhes C découpées sur elle par les surfaces adjointes
d’ordre 1+ ¢ — 4, nous trouvons, puisque z = o,

g2 =120+ 2?2 — (1P 1) +1 ou —1zP.

(") 1l est a observer que les courbes «, bien qu'étant toutes du méme ordre
et du méme genre et formant un systéme contlinu, n'appartienncnt pas & une
serie linéaire de courbes de méme ordre qu’elles, c'est-a-dire de courbes deé-
coupées sur § par un systéme linéaire de surfaces, chaque surface mobile ne
découpant qu’une courbe. Ce fait ne s’est pas présenté sur la surface de Kummer,
oit toutes les courbes d’un degré donné se répartissaient en une ou plusieurs
séries linéaires; la raisen générale de cetle diflérence tient a I'existence sur $

des deux intégrales de premiére espéce jda et fds', comme nous I'avons mon-

tré dans une Nole insérée aus Comptles rendus de I’ Académie des Sciences

(28 aotiL 1893).
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Or le genre géométrique, P est égal & 1; la formule n'est donc pas
vérifiée pour cette valeur de P. Elle I'est au contraire sil’on introduit,
au lieu du genre géométrique, le genre numérique I, égal ici & —1.
Il y a donc lieu de penser que la formule générale de M. Nother doit
étre précisée, soit dans le sens que nous indiquons, soit en tenant
compte des intégrales de différentielles totales de premiére espéce
appartenant a la surface.

156. Les surfaces hyperelliptiques qui n’oni pour courbes uni-
cursales singuliéres que des droites, c'est-i-dire pour lesquelles les
quatre courhes coordonnées x;(u, ¢) considérées dansle champ hyper-
elliplique n’ont en commun que des points simples, jouissent d'une
propriété spéciale.

Dans ce cas, en cffet, la singularité 5, que présentent les courbes
2;(U4,¢) =0 en un de leurs points simples communs, n’est pas une
singularité proprement dite, ct les courbes adjointes ne sont pas assu-
jelties 4 passer par ce point. En d’autres termes, la singularité s,
1'existe pas.

I en résulte (n° 130) que les surfaces adjointes d’ordre 1o — 3 dé-
couperont sur $ la séric lincaire de courbes dont P'équation s'obticnt
en égalant 4 zéro une fonction théta quelconque d’ordre / et de ca-
actéristique nulle, renfermant, par suite, sous forme linéaire et ho-
mogéne, A2 coefficients arbitraires.

Les propriéiés des surfaces de contact adjointes d’ovdre 1 — 3
seront ainsi les mémes, pour la surface $ considérée, que pour les
surfaces sans courbes unicuarsales singuli¢res, en particulicr il existe /4
surfaces adjointes d'ordre # — 3 ayant avee S, le long de leur inter-
seetion, un contact d'ordre ot — 1, ele.

L. nombre L est lié ici au genre p des sections planes de S par la
relation

p=nr+1.
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CHAPITRE V.
Etude de quelques surfaces hyperelliptiques.

157. Nous ¢tudierons, dans ce Chapitre, quelques surfaces repre-
sentables point par point sur le champ hyperelliptique : nous n'avons
pas réussi a déterminer d’une maniére générale le degré minimum
des surfaces de cette nature; il résulte des recherches de M. Picard
que ce degreé est supéricur & cing ; nous avons, d’autre part, formé des
surfaces hyperelliptiques d’ordre huit. Il ne resterait donc, pour coni-
bler la lacune, qu'a former des surfaces d’ordre six et sept, ou & dé-
montrer, ce qui semble probable, que le degré doit nécessairement
dépasser sept.

Quoi qu'il en soit, nous allons faire connaitre et étudier quelques
surfaces d’ordre huit.

A58, Soicnt Zy(uy¢); 5,(u, )5 Z,(n, )5 Z3(u, ) quatre fone-
tions théta normales, du premier ordre, formant un groupe de Rosen-
hain (n® 20) : pour fixer les idées, nous supposerons qu’clles oni
respectivement pour symboles (n° 20) 47, 12, 13, 41".

La fonction 5, (u, ¢) est ainsi la fonction théta (paire) d'ordre un,
de caractéristique nulle, et les trois fonctions 5, %,, T, sannulen
pour la demi-période z = o, v =o.

De plus, le produil £,%,Z,%, ¢tant une fonction inipaire, de carac-
téristique nulle (n® 21), il en sera de méme du produit £, 5, %,.

Cela posé, considérons la surface définie par les relations

LI

2
0y

W

”
—_—
—_—

i
Wy

- e o2 . -
(l) Ly = <y<, Ly = =,

\.\;

w
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-
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3

ou, cn coordonnées carlésicnnes,
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W
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Les qualrce fonclions coordonnées, «;(u,¢), sont des fonctions
théta, d'ordre trois et de caractéristique nulle, sannulant & la fois



THEORIE GENERALE DES SUNFACES HYPERELLIPTIQUES. 437

pour les valeurs de @, ¢ qui vérifient les équations
Zy(u,v)=o0, 3z, =0

et ui sont au nombre de six, d’aprés le théoréme de M. Poincaré.
De plus, les fonctions 3,, S,, Z; devenant nulles pouru =0, v =0, le
point u = o, ¢v=o0 est un point double pour les courbes du chamy
hyperelliptique z,(,¢) =0, z,(u,v)=o0, z;(&,v) =0 ct un point
triple pour la courbe x,(u,¢) = o} par suite, c’est un point double
pour toute courbe A,z, + Az, + Ay, + Az, = o et il diminue le
degré de la surface (1) de quatre unités (n® 123).

En résumé, les zéros communs aux fonctions x;( «, ¢) duninuen! le
degré de 6 + 4 = 10 unités; ce degré est donc ¢gal i 2.3 — 10 = 8.
Ainsi :

La sur[ace définie par les relations (1) est d’ordre huil.

Nouws la désignerons par X.
1l est ais¢ d’obtenir son équation.
Les velations (1) donnent en effet sans difficulté

Y ca__ VT
(2) ~u .;,:; «l'f_’
z2__ YV Ty __ ce 4,
U‘_""—.’L., ~2-—"—J/., N:'—E—-L:’e
“y ~i 1)
les fonctions = .v‘,, £, %5, 53 om donc respectivement proportionnelles
AL Lysyy s & wyt s gt , cl P'équation de la surface X s'obtiendr:

cy 22

en remplac mt =5, 5%, 23, 55 par leurs valeurs proportionnelles dans
I"équation homogéne classique qui lie les carrés de quatre fonctions
théta d’un méine groupe de Rosenbain.

Cette derniére relation est la suivante

(B S+ EE+ GGG E(FE 25D
—2,uy 55 (5~ T — 2a,a,5353(5)+ 51
(4) ¢ —2a,a,Z555(5,+ %)~ 20,0, 335 (5— Z1)
+ooe,ay T (5 + 5 — 24,0, 535+ TY)
+ 2B = 0.
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Les coefficients @, @,, a,, A dépendent des périodes des fonctions
hyperelliptiques considérées; nous renverrons, pour leur expression,
au Mémoire de Rosenhain.

On a d’apres cela pour ’équation de £

RAEAACE N RGP CRE N X AL CORTH

‘ — 2@, Uy L Xy (0 — ) ) = 2G @y g (B a4+ o))
(5) 1 —2aa,z5m,2,(0) 2, + ) — 20,0, 75 2,0, 05 (15— )

' + 24,0, 2,%, 0 T (X + X)) — 20, @, 15, 8y 25 (54 £

3

+2htLlel = 0.

X Ly Iy . . ’ . '
Remplagant —', =%, =2 par #, y, 5, on obtiendrail I'équation carté-
Xy, Xy Ty

sicnne de Z, & laquelle nous donncrons plus loin une forme simple (*).

159. On voit que X cst bien du huitiéme ordre; cette surface, en
coordonné¢es cartésiennes, admet pour centre Porigine x =0, y = o,
s =0, ainsi qu’on pouvait s’en rendre compte @ priori : cn cffet, si
I'on change wetv en — «, — v, les fonctions x,, x,, x, restent inalté-
rées cl -, change de signe, puisque 5,, 53, S5, S} sont des fonctions
paires ct que 5, 5,5, est une fonction impaire.

La surface X est liée d’une maniére simple 4 la surface de Kumsmer.
Posons en cffet

w
e

N

(u, ).

l\‘l [

XY

(()) X= (U, ()), Y = (u, (f), Z =

O rd
w
=W

w ‘ w

)

Le point X, Y, Z décrit une surface de Kummer, puisque 3, $2,
3, 37 sont des fonctions théta d’ordre deux et de caractéristique
nulle, linéairement distinctes (n° 12); cette surface admet pour plans
singuliers les plans de coordonnées et le plan de l'infini, qui forment

un tétraédre de Rosenhain.

.

(') Léquatien (5) représente, (uelles que soient les constantes ay, a,, ay, 7,
une surface £, parce que 'équation (4), our les & sont considérées comme des
coordonnées homogénes, représente Loujours une surface de Kummer (voir le
n° 159).
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Entre les coordonnées X, Y, Z d’un point de la surface de Kummer
ct les coordonnées #, y, 5 d’un point de X, correspondant aux mémes
valeurs de «, ¢, on trouve aisément, cn ¢liminant les 3, entre les
relations (2) et (6), les équations

- 1 i . 1
d’ott Pon tire
X Y Z
8 ;= ‘—'f'—” = — Z 1)
(8) =AY YT VXYZ

Ainsi &4 un point de la surface de Kummer correspondent deux
points de X symétriques par rapport a I'origine et & un point de X cor-
respond un seul point de la surface de Kummer.

Soient K (X, Y,Z)=o0 l'équation de cette derni¢re surface ct
X(x,y,3) =ocelle de X; 0n a, d’apres (4) ct (6),

K(X, Y, 2)=C(X, Y, Z)+ 2B,(X, Y, Z)+ A*(X, Y, %),

C,, By, A, ¢tant des polyndmes homogénes en X, Y, Z d'ordre
marqué par U'indice
C,= &X*+&Y* + a2 — 20,a,XY — 20,0, X2 — 20,0, Y1,
B, = — a,a,X(Y?—71?)

+a, Y (X2 +22)— a,a,L(X*+ Y?)+ AXYZ,
A= o, YL ~a,ZX —a,XY.

On en déduit pour le polynéme X (2, y, 5) la forme simple

E(,y,3) = £y G, (2,7, 2)

(9) +amyaB, (a,y, 3) + A(a, y, 3);

on a de plus identiquement

(10) K(;/;,y,z)=~—'—2(w,y,:).

POST
b =h
Z ‘y o
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160. Cela posé, les formes (5) (9) et (10) que nous avons données
a 'équation de la surface X mettent cn ¢évidence les propriétés sui-
vantes.

En coordonnées homogenes, les six arcétes du tétracdre de référence
sont des droites doubles de Z. Les trois arétes qui partent du point
£, =x,=x,=0, cest-d-dirc les trois axes des coordonnées carté-
siennes, sont en méme temps des courbes unicursales singuli¢res : en
effet, les courbes unicursales singulicres de X, abstraction faite de celle
(qu’on obtient en faisant u = o, ¢ = o0, correspondent aux valeurs de
u, ¢ qui annulent simultanément 3, et S, 5, Z,. Orles qualre fonclions
Tuy T4y Tuy 75 forment un groupe de Rosenhain et par suite des deux
systémes de valeurs (demi-périodes) de «, ¢ quiannulent i la fois =,
¢t S5 'un annule 5, et 'autre annule 5,. Méme remarque pour les
systémes qui annulent & lafois S, el 5,, ou 5, el 5.

1l en résalte, si 'on se reporte aux relations (1), que les courbes
unicursales singuli¢res considérées se réduisenl aux trois droites
S0, == 050, = 0, 2y == 04 Ly = 1, 2, = 03 chacnne d’elles dtant
obtenue deux; fois.

La courbe unicursale singuliére qui correspond aux valeurs = o,
v = o csl unc conique, qui est située dans le plan = o3 en eflet,
%, 24 Ty sTannulent pour « = o0, 0 = 0, et 5, ne s'annule pas; sidone
on donne & uw el des valeurs lrés pelites, «,(u,¢) esl infiniment
p(‘m par rapport aux trois autres fonclions iz, x., 2.

L’¢quation de cetle conu]uo s'obtlient en faisanl x, = o dans (5) et
en divisant par x? a5 why on lrouve ainsi

Coluryy gy ay) = 0.

Cest une conique ui touche les trois arttes du tétratdre de péfé-
rence situces dans le plan 2, = o.

En coordonnces cartésiennes (¢), on voil que Porigine est un point
quadruaple de Z; le cone des tangentes en ce point est le cdne chu second
ordre

Ay(yy,5)=0

complé deux fois; ee cone passe par les trois axes de coordonnées. I
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esl & observer quel’origine (ou le point z, =, = x; = 0) est un point
multiple de premiére catégorie (n° 428); si en effet, dans les rela-
tions (1), on donne a u, ¢ des valeurs annulant $,( %, ¢), on trouve
L= Ly== Ly =0,

161. La surface d’ordre quatre adjointe 4 X se trouve aisément;
on pourrait la chercher directement par P'étude des lignes doubles,
mais la marche suivante est plus simple.

la surface de Kummer, K(X, Y, Z) =0, admet, comme nous le sa-
vons, une intégrale double de fonction rationnelle ne devenant jamais
infinic; la fonction K étani .d’ordre quatre, cette intégrale a pour ex-

pression
dX dY
f K,

Sous le signe f f remplacons X, Y, Z par leurs valeurs (%) en

e . . ~ 3 P . I 1 I LR -~
fonction rationnelle de ,y, z, c’est-a-dirc par 73" 7 7y Pintégrale
noavelle restera finie pour tous les systémes de valears de x, y, 5 qui

correspondent & un point de la surface Z, et par suite clle sera de la

forme
f/‘l)(x, y,z)drd)

D étant le polynéme d’ordre quatre adjoint & X.
Or les relations

donnent '
dxdy K 0z -
(11) dX dY = — J,,)s( Y5+

I): ()3 ', A . . '
9 Bt gy ¢lant les dérivées partielles de z par rapport a z et & y, dé-

duites de la relation
Z(x, y,3)=o0.

La relation identique (10),
K(X,Y,Z)= ;,,-yl‘-;‘- 2(x,y,3)

Journ. de Math. (4 série), tome IX, — Fasc. IV, 1893. 56
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donne, en chaque point de la surface T = o,

77 I v ()x v ()1 Y ()3“
[\Z— .r")"'s'*( =z 37 +-’» o7 +2‘:'5"/; ’

J.c dy Jz
/AR /AR Y4

considéres comme fonctions des trois vartables X, Y, Z. Or on tire
de (8)

étant les dérivées partielles, par rapport 4 / de w, y. =

9 Jr X A l)V Y . Js '
- _— = ) —_— T D o T o
IL — 1/XYZ 0L~ ZUNYL /ANNY;

et, en remplacant X, Y, Z par leurs valears en ., v, 3, il vient

. s 1 , Ry oY -‘, .
(.")) QI\A— J.zr:s:.'.(_ Sme o) -v+

Dailleurs on a

RNL _ (30 N 1N X ()-: (}.v _Y
— L=, )/b). -—_—-—h-(' ()I‘—i'y—‘f‘»)?

et, par soite, d’apres (11) el (12),

fj dX d\ jj __),'_3_ drdv.

Cette formule montre que la surface adjointe D) = o0 a pour équa-
tion cyz = o, c’est-a-dire, en revenant aux coordonnées homogenes,
2y Ly gk, = 0, puisque cetle surface est d’ordre quatre.

La surface adjointe du quatriéme degré se décompose done en
qqualre plans, qui sont les faces du Létraédre de référence : il en résulte
(que la surface X n’a pas d’autres lignes multiples que les arétes de ce
tétraédre, qui sont des lignes doubles; on le voil de suite en faisant
suceessivement ., = 0, £, = 0, £, = 0, £, = 0, dans ['¢quation (3 ).

11 'y a licu d’observer toulefois que les six aréles ne jouent pas le
méme role géométrique. Si 'on comsidére en effet la seetion de la
surface X par un plan quelconque P, cette section a six points douhles
en chacun des six points oli P coupe les aréles; mais on démonltrerait
sans difficulté que chacun des trois points doubles situés dans le plan
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x, = o diminue le genre de la scction de trois unités, tandis que les
Lrois aulres points doubles, situés sur les arétes qui partent du point
x, =z, =&, = 0, sont des points de rebrousscment ordinaires. Les
trois premiers points doubles sont done d’une nature Lloule particu-
liére; les deux branches de la courbe passant par chacun d’enx y ont
un contact d’ordre ¢levé.

Lia section plane de X cst ainsi de genre

comme on le savait @ priori, car les qualre courbes z;(«, ¢)= o, con-
sidérées dans le champ hyperelliptique, ont six points simples et un
pointdouble (¢ = v = o) communs; dés lors la formule

p=nt+1—;El(54 0,)
donne ici
p=3¥+1—1=0.

162. 1. ’¢ude des courbes algébriques tracées sur la surface £ nous
entrainerail trop loin; nous nous hornerons & parler de celles qui sont
du plus petit degré.

Iin dehors des courbes multiples et des courbes unicursales singu-
licres, toute courbe tracée sur une surface représentable point par
point sur le champ hyperelliptique est au moins de genre deux, puis-

quelle admet les deux intégrales de premiére espéce /'du ct/du :
les courbes de moindre degré scront donc au moins du quatriéme
ordre. Si clles sont du quatriéme ordre, clles seront plancs, car les
courbes gauches de degré quatre sont de genre zéro ou un.

Sur la surface Z existe effectivement une série simplement infinic
de courbes planes d'ordre quatre et de genre deax. Soit en effet
3(u,v) la fonclion normale impaire d'ordre un et de caractéristique

10 ' e 1) o HFA o relatt
L , | désignons par X et  deux paramétres liés par la relation

S(hp)y=o0
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et considérons sur X les courbes représentées par I'équation générale
(13) S(u+he+p)=o,

Nous allons montrer que ces courbes, en nombre simplement in-
fini, sont d’ordre quatre.
En effet, dans le champ hyperelliptique, la courbe

S(u+he+uw)y=o0
aun point simple en u = o, ¢ = o, puisque

S(hyu)=o0;
la courbe

200, (Uy ©) F 22 (Uy 0) + g2y (Uy V) + 2,8, (&y v) = 0O

a un point double au méme point. Donc des six points communs i
ces deux courbes, deux coincident avec le point « = 0, ¢ = o.

“n revenant & la surface X, on voit que loute courbe (13) tracée
sur cetle surface esl rencontrée par un plan quelconque en 6 — 2 == §
points ; elle est par suite du guairiéme degré.

Voici quelques propriétés des courbes (13).

La fonction
S(u+neo+u)T(u—"h v—u)

est évidemment unc fonction théta d’ordre deux et de caractéristique
nulle; elle s’exprime donc en fonction linéaire et homogtne de qualrv
fonctions distinctes de méme nature, par exemple d(- *;, =, .'. :,
Comme d’a1ll<,urs clle s’annule pour ¥ =o, v = o, ainsi que =%,

; et que 5] ne s'annule pas, on pourra Pexprimer 4 'aide de %, S3, .%:
sculemem, ct ’on a ainst

N -

(1) S(u+re+u)3(u—XvSp)=ANT+ M5+ A

ln
£ l.

Obscrvons ici que, sil'on considére la surface de Kummer déja in-
troduite et définie par les relations (6), le plan

AX+0,Y+3Z=o,
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en vertu de 'équation précédente, est un plan tangent de cette surface
(n° 39) dont le point de contact est défini par les denx équations

S(u+nov+uw)=0, Z(u—%k¢—u)=o0;

c'est donc le point « =0, ¢ = 0, c’est-a-dire le point X =0, Y=o,
Z = o, qui est un point singulier de la surface. En d’autres termes, le
plan A, X + %, Y +2X,Z = o touche le cone Cy(X,Y,Z)=o0 formé
par les tangentes cn ce point singulier (n° 139).

Si nous revenons & £, nous voyons que I'équation (14 ), aprés mul-
tiplication des deux membres par S,(x, ¢), peut s’écrire

So(Uy )S(+ M e+ p)S(u—N e —u)
=z, (4 )+ N2, (U, 0) + A, (u, ¢).

Le plan Az, + X, ,+ A;; = o coupe donc la surface X suivant
les deux courbes du quatriéme ordre

(16) T(u+hve+u)=o, (u—2v—u)y=o.

Le facteur 3¢(z, v) ne donne gue l'origine des coordonnées (n° 128).
Les deux courbes (16) sont symétrigues I'une de I'autre par rapport 4
P’origine, car on passe de l'une 4 'autre en changeant z et ¢ en — u,
— o (n° 159). Le plan A,z + A,y + A;z2=o0 enveloppe lc cone
C,(x, y,5) = o d’aprés ce qui précede. '

En d’autres termes :

Les plans menés par le centre de X, tangentiellement au cone qui
a pour sommet ce poinl et pour base la conique située sur la sur-
Jace coupent I suivant deux courbes du quatriéme ordre.

Ces deux courhes ont le centre (qui est un point quadruple de X)
pour point double; on démontre sans difficulté qu’elles ont toutes
deux pour asymptotes les trois droites suivant lesquelles leur plan
coupe les trois plans des coordonnées cartésiennes, ¢t qu’elles sont
osculatrices entre elles aux points 4 I'infini sur ces asymplotes, ctec.

Pour six positions du plan sécant, correspondant aux six plans sin-
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guliers de la surface de Kummer passant par le point =0, v =o,
les deux courbes du quatri¢mne ordre coincident (') : trois des plans
sécanls ainsi définis sont les plans de coordonnées x =o, y =o,
5=o, et les quartiques se décomposent en droites; les trois autres
plans touchent X le long d’une quartique de genre deux proprement
dite.

1l serait aisé¢ de¢ déduire de ces propositions un mode de généra-
tion de la surface £ par des quartiques planes; sans insisler sur cc
point, nous nous bornerons a faire observer que toutes les quarli-
ques (13) sont des courbes v et ont par suite les mémes modules.
Géométriquement on peut donner de cette dernicre propriété une dé-
monstration identique & celle du n® 60, basée sur la fixité des rap-
ports anharmoniques des six droites suivant lesquelles un plan mobile,
tangent & un cone du second ordre (C, = o), est coupé par six plans
fixes tangents au méme cone.

Enfin il y a licu de remarquer que les propriétés ginérales des
courhes v passant par un point fixe s’appliquent 4 nos quartiques,

163. On obtient une seconde surface du huiticme ordre, analogue
a la précédente, mais un peu plus générale, de la maniére suivante :

Désignons par %,(u,¢); 5,(u,¢); Z3(u,0); Z,(¢,¢)5 Z5(uyv);
Z4(u,¢) les six fonctions théta normales d’ordre un qui sannulent
pour u=o0, v =0; ce scront les six fonctions impaires, ayant pour
symboles respectifs

12, 13, 4, 14, 2v, 31

Soil loujours Z,(u, ¢) la fonction d’ordre un ct de caractéristiue
nulle, de symbole 44'. Considérons la surface S définie par les équa-
tions

X . e X
( ) Ly = ~o~yy 562 — :0.«,_,, .l/:‘ = ~o~39
i)
N P o (oMo
Ly —~‘~2~3+‘:~;‘~5~(”

o1 ¢ est unc constante quelconque (pour p = o on a la surface Z). Les

(*) L équation de ces six plans est évidemment Bf — C,AZ = o.
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«uatre fonctions x,, x,, x,, x, sont d’ordre trois et de caractéristique
nulle, comme on le voit aisément; les trois premiéres sont paires et la
derniére cst impaire.

Ces fonctions s’annulent simultanément :

1° Pour les six solulions communes aux équations

~ ~ a0 o~
Zo(u,v)=o, 5 %S5+ 55,5, =0;

2° Pour le sysiéme u = o0, ¢ = o3 de plus, le point u=o0,¢=0
est un point double, au moins, pour chacune des courbes du champ
hyperelliptique z;(u,v) =03 (j =1, 2, 3,4).

I en résulte que le degré de S est égal a4

2.3 —6—4=8.

Cette surface, en coordonnées cartésiennes, a pour centre le point
£=0, y=0,3=0, qui est un point quadruple (de premiére caté-
gorie). Examinons maintenant en quelques mots rapides les courbes
remariquables tracées sur S, et d’abord les courbes unicursales singu-
ficres.

Les six solulions communes aux deux équations

(S

(o)
s =0 et 73S+ 55,5

sont deux i deux égales et de signes contraires; soient «,, ¢, ¢t — u,,
— ¢, deux d’entre elles. Donnons a «, v dans les fonctions «;(u, ¢) les
valears uy + 2, ¢, + 1, € ot 1 étant trés petits, il vient
zi=a,(Ae+Br)+...,
z,=a,(Ae+Byp)+...,
zy=a;(Ae+ Bn)+...,
z,=A,e +Bn+...,

lesa, A, B étant des constantes et les termes négligés étant du second
ordre au moinsen ¢ et 4.

Quand ¢ ¢t 7 varient, le point ainsi défini décrit la droite

Ly Ly X3
@y as as



448 G. HUMBERT.

La droite analogue qui correspond aux valeurs — u,, — ¢, des pa-
ramétres coincide avec la précédente, car dans le calcul ci-dessus a,,
@,, @, sont les valeurs (ue prennent les fonctions paires 53, 57, &} pour
U=Uy, V= 0.

En d’autres termes, les six droites (unicursales singuliéres) se rédui-
ront & trois, passant par le centre de la surface et dont chacune sera
une ligne double de S. Nous avons déja rencontré le méme fait pour
la surface Z.

Au systéme u = o0, v = o correspond sur S une courbhc unicursale
singuliére qui est une conique, située dans le plan x, = o (n° 160);
I'équation de cette conique, ou plutét celle du cone qui la contient et
qui a pour sommet le centre de S, est C,(z,, x,,x,) =0, comme
~ dans le cas de la surface X, car I'équation cherchée ne dépend que des
valeurs que prennent les fonctions x,, x,, x, pouru =¢, v =1;, el ces
fonctions sont les mémes pour les surfaces Set X.

On voit également, comme plus haut, que les plans tangents au
cone C, =o coupent S suivant deux courbes y, du quatriéme ordre,
symétriques par rapporl au centre, et dont les équations sont de la
forme :

S(u4+rv4+up)=o, (u—ryv—u)=o,

h el p. élant deux paramétres liés par la relation S(A, n) =o.

Toutes ces courbes ont pour point double le centre de S.

On démontre ensuile sans difficulté que, parmi les plans tangents
au cone C,=o, il en est six qui touchent la surface S suivant une
courhbe du quatrieme ordre ('). Les trois faces du tri¢dre formé par
les droites doubles trouvées plus haut, touchent également le cone, et
coupent chacune S suivant une conique, qui est une ligne double de
cette surface.

Enfin le plan %, = o coupe S suivant la conique qui correspond au
systeme de valeurs # = o, v = o, et suivant une courbe du troisi¢ine
ordre qui est également une ligne double de la surface.

in résumé, la surface S a pour lignes doubles trois droites, trois

(") Parmi ces plans figurent les plans de coordonnées xy =0, 2;=o0, z;=o.
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coniques ct unc cubique; le genre des sections planes est ainsi égal &
4.=.6—12=q, comme on lc savait a priort.

La surface adjointe du quatriéme ordre se décompose en quatre
plans, qui sont les faces du triédre formé par les droites doubles et le
plan x; == 0.

164. Nous nous bornerons enfin A signaler une trotsiéme surface
hyperelliptigue d’ordre huit, qu'on déduit de £ en remplacant «,

] 1 I I .
Yo 5 par—, . =; clle a pour équation

C,+2xysB,+ Al?y*s’=o,
élant pose

C.=a v+ aiu's* + aju’y? — 20y3(a, 0,5 + A, QY + aa,),
Bz = - Clz“:x"l/'(:“'2 _yg)
~a,ay(a* +3°)— a,a,5(L*+ y*)+ hxys,

A=y —ay -~ a,=.

QUATRIEME PARTIE.

SURFACES REPRESENTABLES POINT PAR POINT SUR LA SURFACE DE KUMMER.,

Généralités.

163. Nous avons admis jusqu'ici, dans I'étude des surfaces hyper-
elliptiques générales, qu’a un point de la surface ne correspond, aux
multiples pres des périodes, qu’un scul couple d’arguments «, ¢.

Supposons maintenant qu'a un point d'une surface T dont les coor-
donnces cartésicnnes x, y, 5 s'expriment en fonction quadruplement
périodique uniforme de deux paramétres u, ¢, correspondent deux
couples d’arguments u, v et ', ¢. Nous allons démontrer que la sur-

Journ. de Math. (4" série), tome 1X. — Fasc. 1V, 1893, 57
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face € est représentable point par point sur une surface de Kummer.

n cffet, considérons, en chaque point z, y, 3 de €, la somme
du + de' : elle peut se mettre sous la forme Mdz + Ndy, M et N
étant rationnels en «x, y, 3, car « cty étant les variables indépen-

du  dd __ du  ou o
ar + s ct Iy -4- Ty est une fone-

tion rationnelle de .z, y, s en chaque point de €, puisqu’elle n’a qu'unc
seule valeur en ce point.

Si maintenant, dans Mdx + N dy, on remplace x, y, 5 par leurs
valeurs en fonction quadruplement périodique de ¢, v, il vient

dantes, chacune des deux fonctions

du+ du' = A(u,v) du + B(u, ¢)de,

-A et B étant des fonctions (uadruplement périodigues uniformes.
De méme on aurait

de + do' = A (u,v)du + B,(u, v) dv.

Les deux intégl'ulcsj(/l,u + du’) cl/(rlv + do") restent évidem-
ment finies sur la surface T or l’il‘llégrachA(u, eYdu+ Ba,v)de
ne peut demeurer finic que si les fonctions quadruplement périodiques
A et B se réduisent 4 des constantes, et de méme les fonctions A,
et B3,.

On a ainsi

(1)

)' du+du =2 du+3 de,

U de +de’ == o, du+ 5, dv,

%y By %y 9§y Clant des conslantes.
Permutant w et ', v et ¢’ dans ces relations, on trouve les nouvelles
équations
(2) o (du — du'y+ 3 (de — dv')y=o,
2

o (du — du' )+ 3, (do — dv') = o.
Deux cas sont & distinguer :

1. Silona
du' = du el de’ = dy
b
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les deux relations (2) sont satisfaites. Mais on en conclut ' = u + v,
¢ = v+ 7¥,; Y et y, étant des constantes, ct par suite les coordonnées
x, ¥, 3, considérées comme des fonctions quadruplement périodiques
de u, ¢, admettent le couple de périodes v, y,. Le systéme d’argu-
ments &', ¢ n’est donc pas distinct (aux périodes prés) du sys-
teme u, ¢.

I1. SiT’on n’a pas simultanément
du = du’ ct do = dv',

les relations (2) montrent que le déterminant af, -- Ba, est nul.
Dislinguons encore deux cas.

1° Si a, f, a,, B, sont tous nuls, il reste dans (1)

du + du' = o, dy + dv' = o;
d’oi1 'on tire
u-+u ==y, 04 v =y,

Posons maintenant

=U+%‘Y, p=V -i—-_-‘,'\",,
o v=U+ly, o=V + v
il vient

U+U=o, V+V=o.

On voit ainsi que les coordonnées i, y, z, considérées comme fone-
tions quadruplement périodiques de U et 'V ne chapgent pas quand
on remplace U etV simultanément par — Uet -~ V; ce sont done des
fonctions paires de U, V. '

2¢ Supposons que I'une au moins des quantitész, 8, a,, B,; «,, par
exemple, ne soit pas nulle.

On déduit des équations (1 ), en tenant compte de la condition
«B, — Bu, = o,

(a,du—adv)+ (0, du — adv') = o;
d’onr '

(3) ‘ (yu—ap)+ (a4 —av')=1
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La seconde relation (2) donne d’ailleurs
(1) (aue+ o)~ (e '+ B¢)=7,.

Prenons maintenant pour variables, & la place de w et o, les argu-
ments U et V ainsi définis

UC=au—ac—}y,

V=o,u+ 8.

Les relations (3) et (4) montrent que, & un point de €, corvespon-
dront les deux systémes d’arguments

U, Vel —U, V+r,.

En ce cas, les fonctions quadruplement périodiques considérées se
raménent aux fonctions elliptiques.

Soit en effet F(U, V) I'une quelconque des coordonnées .z, y, =
d’un pointde &; on a, daprés ce qui préetde, pour toutes les valeurs
de U, V,

(5) F(U,V)=TF(-U, V+1v,).
On en conclut, en changeant encore une fois U, Ven — U, Vv,
F(U,V)=F(U, V+2y)),

24, st done une période par rapport & V seonlement.
Soient maintenant o et o’ un couple quelconque de périodes simul-
tances de U, V : changeons dans (5) Uet Ven U+ o, V+ o5l

vienl successivement, par des transformations ¢videntes,
FlUVI=FU+o0o,V+0)=F(-U-0,V+o+7,
=F(—-U,V+a2u+y,)
= F(U, V4w + 2"",)
=F(U,V+w).

Cetle derniére relation montre que 20’ est une période par rapport
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4 'V sculj et, par suite, puisque ( 20, 2w0") est un couple de périodes
simultanées, que 20 est une période par rapport a U seul.

11 en résulte évidemment que F(U, V) est une fonction doublement
périodique de U et doublement périodique de V.

166. Résumant toute celte analyse, on voit que, si I'on reste dans
le champ hyperelliptique proprement dit, toute surface €, telle qu’a
un de ses points correspondent deuz points du champ, peut, aprés
un changement de variables, étre représentée par des équations de
la forme

w=F(u,¢), y=WF,(u,0), z=F(u,v),

o I, I,, IV, sont des fonctions quadruplement périodiques paires
de u, o, c’est-a-dire ne changeant pas quand on remplace «, ¢ par
—-u, — v

‘n d’autres termes :

La surface € estreprisentable point par point sur la surface de
Kummer.

167. Les coordonnées homogenes x,, «,, x4, x, d'un point de la
surface @ peuvent élre mises sous une forme remarquable.

Si l'on se reporte cn effet au théoréme de M. Appell, rappelé au
n 1, on voit qu’on peut écrire (en négligeant le facteur de propor-
tionnalité) .

xy=10,(u,v), z,=0,(u,0),

wy=10,(u,v), z,=0,(u,0);

O,(u,v), ..., 0;(u,v) étant des fonctions théta de méme ordre et de
mémes multiplicateurs. :

. xr . . o .
Pour que la fonction — soit pairc, il faut qu’on ait

+

0,(eey0) _ O(—u, —v),
0,(«, v) - 0,(—u, —v)
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0 {~ t, —- )
b ()
et par suite (n® 10) il faut que 0,(z, ¢) soit une fonction paire ou
Pt

—_——— -

impaire, ou qu’elle le devienne quand on la multiplie par ¢ * = *
p’ et ¢’ étant des nombres entiers.
Désignons par 0, («, ¢) la fonction paire on impaire

d’our I'on déduit aisément que le quotient doit ¢tre entier,

'

v

..t
0,(u,0)e *

le raisonnement fait au n® 14 montre que 0, («, ¢) est une fonction
normale, de caractéristique quelconque.

02 03 0'
el

Les quotients ¢, 2, .* élant des fonctions quadruplement périodi-
1 1 1

ques paires, les trois fonctions

»

Su-

Oj=¢* P 0iue), (J=23,4)

qui sont des fonctions théta, seront des fonctions normales, de méne
ordre et de méme caractéristique que 0, (#, ¢), et seront paires ou
impaires avce 9,.

“n d’autres termes :

Les coordonnées homogénes d’un point de € sont proportion-
nelles @ quatre fonctions théta normales, de méme ordre ol de
méme caractéristigue, simullanément paires ow impaires.

On peut dire aussi que toute surface € correspond point par point
a une surface de Kummer K, par les relations

'V‘l".f=Sj(Xl’xivx-:|7X!.-) (_j'—'—‘-'l, 2, 3,/|).

en désignant par z; les coordonnées d’un point de @ et par X; celles
dn point correspondant de K.

Les fonctions S, égalées & zéro, représentent des surfaces liées d’unc
maniére remarquable a la surface de Kummer; d’apres la théorie
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générale des courbes tracées sur cette surface, cing cas sont 4 distin-
guer : ’
1° Les coordonnées z;(«, ¢) sont d’ordre impair, 2p + 1, et s'an-
nulcnt pour six dcml-penodes : les surfaces S; = o sont d’ordre g+ 1
et passent par une méme conique de K.
2° Les coordonnées z;(«, ¢) sont d’ordre impair, 2 + 1, et san-
nulent pour dix demi-périodes : les surfaces S; == o sont d’ordre 3+ 2,
et passent par trois mémes coniques de K, ayant en commun un point
double de K.
3¢ Les coordonnées xj(u, v) sont paires, d’ordre pair, 25, ¢t de
caractéristique nulle : les surfaces S; sont d’ordre 7 et n’ont en com-
iun aucune courbe située sur K.
4¢ Les coordonnées x;(u, ¢) sont impaires, d'ordre pair 2¢, et de
aractéristique nulle : les surfaces S; sont d’ordre ¢ + 2 et passent par
(qualre mémes coniques de K, formant un groupe de Rosenhain.
Les eoordonnées «;(«, v) sont d’ordre pair, 2§, ct de caracté-
ristique non nullej les surfaces S; = o sont d’ordre g+ 1 et passent
par deux mémes coniques de K.

168. Ces principes élant établis, il est aisé, en répétant les raison-
nements faits au Chapitre IIT de la troisitme Partie, d’établir la
théorie générale des surfaces €.

Nous nous hornerons a ¢noncer les résultats principaux,

Toute surface €, d’ordre n, admet une surface adjointe d’ordre
u—4 (n° 402); cetie surface a pour ligne multiple d’ordre £/ — 1
loute ligne multiple d’ordre [ et pour point multiple d’ordre / — 2 (uu
moins) lout point mulliple d’ovdre £ de €. Elle coupe €, en dehors
des lignes mult/plr’y, suivant les courbes unicursales singuliéres
de €T, cw//ws qut correspondent a des demi-périodes pousant tou-
tefois étre exceptées (n° 107,

La théoric des courhes tracées sur la surface de Kummer, exposée
au Chapitre IX de la deoxitme Partie, s’applique évidemment sans
modification aux surfaces @, du moins pour les proprié¢tés qui restent
invariables dans les transformations hirationnelles.

Le nombre des surfaces d’ordre n — 3, linéairement distinctes,
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acl;joinles a @, estégaldp + 1, p étant le genre des seetions planes
de €.

Le nombre des surfaces d’ordre n + ¢ - 4, linéairement dis-
tinctes, adjointes a €, est égal d

i9(q—1)n+g{(p—1)+2+i(g—1)(g — 2)(¢ — 3).

Cette formule ne differe de la formule analogue, relative aux sur-
faces hyperelliptiques générales, que par le terme additif + 2 (*).

Si les quatre fonctions coordonnées x;(u, ¢) sont des fonclions
d’ordre h, ayant en commun des singularilés s,, 5,,...,5, en des
POINLS &, 0,y .. ., Uy, V%, les courbes dé coupées sur @ par les surfaces
adjointes d’ordre n+ g — 4 forment une série linéaire

iqlg—nn+q(p—r1)+r
fois infinie, et ayant pour équation geénérale
0, (e, 0y + Ml (uy o) + .. =0,

les 0(u, ) élant les fonctions théta normales d’ordre hq, linéai-
rement distincles, de méme caractéristique que les fonctions x'(u, v).
et paires ou impaires selor que ces derniéres sont paires ow im-
paires; de plus, les fonctions 0(u, o) ont en chague point wy, ¢, lu
singularité adjointe de la singularité composée (gz;).

169. Remarguc. — 11 peat acriver que les fonctions 0(u, ¢ ) aient
en uy, v une singularité d’ordre plus élevé que la singularite ad-
jointe (¢34)', en raison de la condition particulitre qui leur est imposée
d’étre paires ou impaires, Par exemple, si ces fonelions sont des fone-
tions paires, de caractéristique nulle, ct si la singulavilé 5, consiste
cn un point double correspondant & une demi-période, — (o0, 0) par
cxemple, — la singularité ¢ s, sera un point multiple d'ordre 2g, ¢t 1a

(') L'existence du terme + 2 Lient & ce que les in légrales/rlu et]clv ne sont

pas desintégrales abéliennes le long de Loute courbe tracée sur €.
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singularité (g6;) un point d’ordre 2¢ — 1, correspondant 4 la méme
demi-période; mais une fonction paire ne peul avoir au point (o, 0)
(qu'un point multiple d’ordre pair; les fonctions §(«, ¢) auront ainsi,
en cc point, un point multiple d’ordre 2¢, et parsuite y seront douées
de la singularité (¢s;) et non de la singularité adjointe (¢5;). La
proposition énoncée plus haut n’en subsiste pas moins, si I'on con-
sidére comme douce a fortiori de la singularité (¢s,) toute fone-
Lion ui présente en &y, v, une singularité plus élevée que (¢3,).

Dans cet énoncé voici ce que nous entendons par singularit¢ plus
élevée que (¢3;) . Soient 0,(u, ¢) une fonction quelconque, ayant en
tyy vy la singularité (¢s,), et O(u, ¢) une fonction quelconque ayant
la singularité adjointe (¢5;) : la fonction §(u, v) aura une singularité
plus ¢leviée que (g5, st e quoticnt%ﬁ—%% tend vers zéro quand u, ¢
s"approchent respectivement de u, ¢4 en restant liés par la relation
(-)u(u, (‘) = 0.

170. On démontre également, comme au n° 133, que:

Les surfaces adjointes d’ordre 1+ ¢ — 4 qui passent par les
courbes unicursales singuliéres, communes a € et & la surface ad-
Jornte d’ordre n— 4, découpent sur € la série lindéaire des courbes
comprises dans Uéquation

MO (uye) + W0, u0)+...=0,

ot 0,,0,,... désignent les fonctions théla normales d’ordre by, li-
néairement distincles, de méme caractéristique que les fonctions
x4 (u,v), el paires ou impaires en méme temps que ces derniéres;
de plus, les fonctions 0,0, ... onl en chagque point u,, ¢, la singula-
rité composée (¢ sy ).

Le nombre des surfaces adjointes, linéairement distinetes, dont il
est (uestion, est au moins égal 4

34C(q+)n—q(p—1)+24+;(g—1)(g — 2)(g — 3).

Il est égal i ce nombre lorsque les singularités (¢ 5,) sont indépen-
Journ. de Math. (* séric), tome IX. — Fasc. IV, 18¢3. 58
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dantes pour les fonctions théta normales, d’ordre hg, de méme carac-
téristique que les fonctions 17 (u,¢) et paires on impaires en méme
temps que celles-ci.

Ces divers théorémes donneraient lieu 4 des applications géomé-
triques analogues a celles qui ont été développées dans le cas des sur-
faces hyperelliptiques générales, et sur lesquelles nous ninsisterons
pas.

Surfaces hyperelliptiques du quatriéme ordre.

171. Laissant maintenant de coleé 'étude générale des surfaces €,
nous dirons quelques mots de celles qui sont d’ordre minimum,
¢'est-a-dire d'ordre 4 : il est clair, en effet, que les surfaces € sont au
moins du quatriéme degré, puisqu'elles sont de genre un.

Les surfaces €, d’ordre quatre, ne peavent avoir dautres courbes
micursales singulicres que celles qui correspondent a des demi-pe-

riodes. En effet (n° 103), l'intégrale double dudy, sur une sur-
’ g

face &, d'ordre 1, se met sous la forme

//“(l“),d)(‘l dy

Nous savous de plus (n* 107) que la fonction D(x, y, z). dordre
n — h, sanmule en Loos les points d'une courbe unicursale singulicre
«ui ne correspond pas i une demi-période. Si T (., y, 2) est dordie
quatre, D (i, y, z) est une constante non nulle, et par suite il est im-
possible qu’il existe des courbes unicursales singuliéres, en dehors de
celles qui correspondent 4 des demi-périodes.

Les quatee fonctions coordonnées «(u, ), (f==1,2,%, 1), qui
définissent une surface T d'ordre quatre, w'ont done de singularités

@

communes (u'aux seize pomts ( =3 —-)1 en désignant toujours par 4, 4

deux périodes simnltanées.
Soient 7,, 7,,..., 5, ces singularités dont plusicars ne peuvent pas
exister; on a, en désignant par /i 'ordre des fonctions x;(u, ¢),

i = 5| 24% = E1(5, 54)];
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car I'ordre de € est évidemment égal 4 la moiti¢ du nombre des solu-
tions non fixes communes 4 deux équations x;(x, ¢) = o, z(1, ¥) = o,
puisque ces solutions sont deux & deux égales ct de signes contraires,
et qu’a deux systémes u, ¢; — u — v ne correspond qu'un point de €.

Les sections planes d'une surface € d’ordre quatre sont de genre
trois, car la surface €, qui est de genre un, n’a pas de courbe mul-
tiple; par suite, le nombre des surfaces adjointes & €, d’ordre
n ¢ — 4, c’est-a-dire d’ordre ¢, est, d’aprés la formule dun® 170 ('),
au moins égal &

24(g+1)—2¢+2+5(¢ —1)(¢g—2)(¢ - 3)

0ou

i(g+1)(¢g+2)(g+3).

Or l¢ nombre 1(g +1)(q +2)(g+ 3) est précisément égal au
nombre des sarfaces les plus générales d'ordre ¢ linéairement dis-
tinetess il en résulte :

1 Que les surfaces d’ordre ¢ adjointes 4 une surface € d'ordre
quatee sont Loutes les surfaces d’ordre ¢ de 'espace, ce qui était évi-
dent a priori;

2 Que les mots au moins doivent étre supprimés dans I'énonce
ci-dessus, el par suile (n° 170) que les singularités (¢3,) sont indé-
pendantes pour les fonctions théta normales de méme ordre ct de
méme caractéristique que les fonctions 27, el paires ou impaires cn
méme temps que celles-ci. En particulier, si on fait ¢ =1, on voit
que les singularités communes aux quatre fonctions z,(u, ¢) z,(«, v),
r5(Uye), #,(u,¢) sont indépendantes les unes des autres, pour les
fonctions théta normales de méme ordre et de méme caractéristique
tjue ces quatre fonctions, et paires ou impaires en méme temps qu’elles.

Lnfin le nombre des surfaces adjointes Jinéairement distinctes
d'ordre un étant égal i quatre, la proposition du n° 170 montre qu'il
n'existe pas, en dehors des quatre fonctions z;(u, ¢) et de leurs com-
binaisons lincaires, de fonction théta de méme ordre et de méme

(*) Cette formule donne bien le nombre des surfaces adjointes d’ordre ¢,
puisqu’il n’y a pas de courbes unicursales singuliéres communes a T et & la sur-
face adjointe d'ordre n — 4.
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caracléristique que ces fonictions, paire ou impaire en méme temps

o> !
qu’elles, et douée des mémes singularités aux scize points (—, ;—)-

172. 1l résulte de la qu’on pourra trouver toutes les surfaces T
d’ordre quatre en appliquant la méthode suivante.

Soit £ un nombre queleonque; on considérera les fonctions théta
normales 9(u, ¢), d'ordre /i, paires (ou impaires) ayant une caracté-
ristique donnée. :

Désignons par N le nombre des fonctions théla considérées, linéaire-

W gy R
ment distinctes ; une smgulélrltc 74 en un des seize pomls (7, 7) cqm—

vaut pour ces fonctions a ¢, conditions : on formera les fonclions
O(u, ¢) qui ont en chacun des seize points précédents des singularités
Gy Gay .. 5 Ty Choisies arbitrairement, mais de telle sorte cependant
que Pon ait

((;) /l == \' — zl,'/..

On aura donc ainsi formé quatre fonetions H(u, ¢) linéairement dis-
tinctes qui sont les fonctions coordonnées .c;(u, ¢) d'une surface g,
dont le degré 1 est donné par la relation

() n=;|2h*— 2154, 5)]-

Les singularités 5, deveont éve choisies de Lelle sorte que 0= 4.
Toutefois il conviendra de s’assurer que les quatre fonctions O (u, ¢)
trouvées ne sont pas divisibles par une méme fouction théta, et qu
un point de & ne correspondent pas dautres conples d'arguments que
u, el —u, —v,

Voici des applications de cetle méthode @ chacun rl(-s cine cas con-
sidérés au ne 167,

173. 1. Les fonctions O(u,v) sont d'ordre 27 + 1, paires par
Q@
exemple, et sannulent pour six mémes demi-périodes, > —-
Le nombre de ces fonclions, linéairement (llstmctcs, est égal

(n*8,7)a
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Si on les assujettit & avoir un point multiple d’ordre 2k pour une
. .. ®; € .
des dix demi-périodes autres que —*» £, le point (o, 0) par exemple,

on trouve aisément le nombre de conditions auxquelles équivaut cette
singularité. En effet, les développements des fonctions paires 8w, ¢),
suivant les puissances croissanles de &, ¢, ne contient que des termes
d’ordre pair; si’on annule les coefficients de ces termes jusqu’a lordre
2k exclusivement, on obtient un nombre de conditions égal a

1+ 3+...+(2k —1), Ccesl-d-dire k2.

Si l'on assujettit les fonctions 0(u,¢) a avoir un point multiple
d'ordre 2k + 1 pour une des six demi-périodes primitives, on frouve -
de méme un nombre de conditions égal 4

2+ 4 +...+2k=k(k +1).

ar suite, pour les fonctions 0(u,v) douées de points multiples
ordinaires, correspondant aux seize demi-périodes, et d’ordres

ak,, 2hky ..., 2k, 2k +1, 2k,+1, ..., 2k, +1,
les relations (6) et (7) deviennent
b=22+2p+1 — (K5 + i+ ..+ k)
— [ (k1) + o+ Ky (B + 1)),
b= 42(2p 1) = (K e R
— 2k, 4+ 1) . = (2, 1),

On vérifie immédiatement que ces deux relations ne différent pas
l’une de Pautre, et chacune d’elles peut s’écrire

82+ 8 —6
= 4K+ Ak e 4K (2 ) (2K 4 1)

(8)

On arrive ainsi 4 ce résultat remarquable que les surfaces € du
quatrieme ordre cherchées correspondent aux décompositions du
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nombre 8¢°+ 85 — 6, en dix carrés pairs et en six carrés impairs.
2¢ + 1 élant l'ordre des fonctions coordonnées.
Voici un exemple :
Pour p=1,0na
8p*+8; —6G=10.

Les décompositions du nombre 10 en careés suivant la formule (8)
se réduisent 4 une scule

=4 +1+1+1+14+1+1,

Les fonctions O(«, ¢) sont alors des fonctions théta paires, dordre
trois, de caractéristique nulle, s’annulant pour six demi-périodes. et
ayant un point double pour une autre demi-période.

Géométriquement, la surface € correspondante est définie par des
équalions de Ia forme

(9) r;=5;(X,, N, Xy, X,

ot X, X,, X;, X, désignent les coordonnées d'un point d'une surface
de Kummer, K. Les surfaces S; = o sont ici des quadriques, passant
par une des coniques singulicres de K et par un point double sitié en
dehors de cette conique. La transformation ainsi obtenue est une
transformation par rayons vecleurs réeiproques de la surface K, si
I'on suppose que la conique considérée sur K soit le cerele it Iinfini et
que le pole soit placé en un des points doubles i distance finic.

L’étude de la surface du quatricme degré trouvie n'offve done
ancune difficulté.

174. II. Les fonctions O(u,¢), d'ordre 22 + 1, sannulent ponr
dix demi-périodes. Celles d’entre elles qui sont linéairement distinctes
sont (n* 3, 7) en nombre é¢gal &

28% 425,

On démontre comme tout & 'heure qu’on obtiendra une surface
d’ordre quatre, en assujeltissant ces fonctions & avoir des points mul-
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tiples d'ordres (2k,+1), (2k,+1), ..., (2/k,4+ 1) pour chacune
des dix demi-périodes primitives ct des points multiples d’ordres 2k,
2k, ..., 2k, pour chacune des six autres demi-périodes, les nombres
k et k' devant vérifier la relation unique

822+ 8 —6=(2k, + 1)V +... 4+ 2k, + 1+ 41K +. ..+ 4k

Iz'-;:«'mplr' — Pourz=1, 822+ 85— 6 est cgal adixetiln'y a
qwune décomposition possible

10=f14+1414...4+ 1.

Les fonctions § (u, ¢) sont alors des fonetions d’ordre Lrois s"annulant
pour dix demi-périodes.

Dans les relations de la forme (9) qui définissent €, les surfaces
N, = o sont des surfaces cubiques passant par trois coniques de K
avant en commun un point double de cette derniére surface. Nous
reviendrons plus loin sur Ja surface € ainsi obtenue.

175. UL Les fonctions O(u,¢) sont paires, de caractéristique
nulle et d’ordre 225 1e nombre de celles qui sont linéairement dis-
tineles est égal (no4) a

g7+ 2.

On obtient une surface € d'ordre quatre en assujettissant ces fone-
tions i avoir, pour les demi-périodes, des points multiples d’ordres
2hiyy 2hiyy ...y 2k, les nombres k vérifiant la relation anique

2 —o=kK+E+...+k,.

[ocemples. — Pour g = 2,0n a

Ity a deux décompositions da nombre six en moins de seize carrés

1¢ O= 24141,
2 O=1414+14+14+1+1.
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On voit sans difficulté que la surface € qui correspond & la pre-
milre décomposition est définie par des équations de la forme (g), ot
les surfaces S; = o sont. des cdnes du sccond ordre qui onl pour
sommet commun un point double de K et passent en outre par deux
autres points doubles de cette surface. 1l est clair qu'a un point de &
correspondent dés lors deux points de K, situés sur une méme droite
issu¢ du point double qui est-le sommet des cones S; = o, el par
siile @ est non pas du qualri¢me, mais du second degré.

Pour la surface € qui correspond & la seconde décomposition, les
surfaces S; = o sont des quadriques passant par six points singuliers
de K. Parmi ces six points, cing ne peuvent étre dans un méme plan
singulier de K, parce que les fonctions coordonnées «;{u, ¢) seraient
alors divisibles par la fonction S du premier ordre corvespondant & ce
plan singulier.

176. TV. Les fonctions H(u, ) sonl impaires, de cavactéristique
mulle, d’ordre 25, clles s’annulent pour chacune des scize demi-
périodes; le nombre de celles qui sont lindairement distinctes est
252 —a2(n" 4).

On obtient une surface & d'ordre quatre en assujettissant ces fone-
tions & avoir, pour les demi-périodes, des points multiples d'ordres
(2hy+1), (2ky41), ..oy (2k,0 4+ 1) 5 les nombres & vérifiant la rela-
tion nunique

8p* — 8 =(2h, + 1) +(2hy+ 1) +. 4+ (2h,+ 1)

Exemple. — Pour p=2, 852 —8 esl ¢gal & 245 il n’y a qu'une
décomposition du nombre 24 en scize carrés impairs

D= QAL Tt

Les quatre fonctions x;(u, ¢) relatives & la surface @ correspon-
dunte sont des fonctions théta normales d’ordre quatre appartenant a
la famille singuliere; les courbes x; (%, ¢) = o sur la surface de Kumni-
mer ont un point triple en un des seize points singuliers; ce sont donc
(n° 78) les courbes de contact de surfaces de Steiner inscrites & K.

Nous retrouverons ¢galement plus loin cetle surface €.
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177. V. Les fonctions (u, v) sont d'ordre 2 ct de caractéris-
tique non nulle. Elles s’annulent pour huit demi-périodes; le nombre
de celles qui sont linéairement distinctes est égal & 2p°.

On obticnt une surface € d’ordre uatre en assujettissant ces fonc-
lions # avoir, pour chacune des demi-périodes primitives, des points
multiples d’ordres 2k, +1, 2k, + 1, ..., 2/, + 1 ct, pour chacune
des huit autres demi-périodes, des points multiples d’ordres 2k, ...,
2k, les nombres %, k' vérifiant la relation uniue

Bp* — 8= (2k,+ 1) +...+ (2ky+1)* + 45} +. ..+ 4K,

E: 1;(’mpl/) — Pour p =2, 8g*— B est égal az24;ilya plusieurs de¢-
compositions du nombre 24 en huit carrés pau*s et huit carrés impairs;
considérons par exemple la suivante

2 =4 +4+ 4+ 4+ 141441,

Pour la surface  qui correspond & cette décomposition les surfaces
S; = o sont des surfaces du troisi¢me ordre, passant par deux coniques
de K, et en outre par quatre points doubles de cetle surface. Les
quatre derniers points doubles doivent étre distinels de ceux qui sont
situés sur les deux coniques considérées, mais peuvent cependant eoin-
cider avee I'nn ou Yautre des points doubles communs aux denx
coniques,

178. La théoric précédente montre qu’on peut obtenir des surfaces
€ du quatritme ordre, quel que soit 'ordre fixé a priori, des fonctions
coordonnées correspondantes; I'étude générale des surfaces ainsi défi-
nies serait sans doule fort intéressante, mais nous ne 'aborderons pas
ici, nous contentant d’examiner une des surfaces particulieres indi-
quces plus haut.

Nous nous bhornerons & faire observer qu’on peut, pour des va-
leurs différentes de I'ordre fixé, retrouver la méme surface ('); c’est
ainsi que la surface de Kummer se retrouve, comme on le voit aisé-

(') Le raisonnement fait en note au n°® 103 ne s’applique pas aux surfaces €,
puisque les différentielles du et dv ne sont pas abéliennes sur ces surfaces.

Journ. de Math. (§ série), tome 1X. — Fusc. IV, 1893. 59
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ment, pour diverses valcurs simples de I'ordre. A chaque mode nouveau
de représentation de cette surface correspond évidemment une trans-
formation birationnelle de la surface en elle-méme, et réciproguement.
On voit par la que 'étude des surfaces ici examinées présente nn réel
intérét; nous aurons sans doute occasion d’y revenir (*).

Etude d’une surface hyperelliptique du quatriéme ordre.

179. Soit # la surface du quatri¢me ordre pour laquelle les fone-
tions coordonnées z;(u, ¢) sont les quatre fonctions théta impaires,
linéairementdistincles d’ordre trois et de caractéristique nalle (n*174).
Ces fonctions s’annulant simullanément pour dix demi-périodes, la
surface R a dix droiles, qui jouent le réle de courbes unicursales sin-
guliéres. Les points qui correspondent sur W aux six aulres demi-
périodes sont évidemment des points doubles de la surface (n® 15).

“tndions maintenant les courbes représentées sur B par les équa-
tions Z;(u, 0) =0, Z;(u,¢) ¢tant une des seize fonctions normales
("ordre un.

L’ovdre de la courbe Z;(u, ¢) == o est égal &

2.3 -5,

s" désignant le nombre de celles des dix demi-périodes primitives qui
annulent S;(u, ¢); or nous savons ue ces dix demi-périodes sont celles
cui n’annulent pas une méme fonction théta dordre un, qui est ici la
fonclion Z,(u,v) de caractéristicque nulle, et il en résulte sans diffi-
cult¢ que la fonction 5;( u, ¢) s’annule pour quatre des demi-périodes
considérées, & moins qu’clle ne soit la fonction Z,(«, ¢) clle-méme. On
a doncs = 4 pour quinze des fonctions S;(u, ¢) et le degré de la courhe
correspondante cst égal a 1.

Nous trouvons ainst guinze nouselles droites sur R.

Cies droites sont celles qui joignent deux & deux les six points dou-
bles de 8, car chacunc des quinze fonctions £,(u,¢), autres que

(') Dés maintenant nous pouvons dire que la surface de Kummer admet
d’autres transformations univoques que les quinze collinéations et les seize réci-
procités fondamentales.
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Zy(u,v), s'annule pour deux des demi-périodes qui annulent $,(«, v),
¢’est-d-dire pour les arguments de deux des six points doubles.

l.es dix droites trouvées primitivement sont les arétes des couples
de plans qui passent par les six points doubles : en effet, chacune des
dix demi-périodes qui correspondent a ces droites annule six des quinze
fonctions 5;(«, v); en d’autres termes, chacune des dix droites primi-
tives rencontre (n® 143) six des quinze droites nouvelles, d’oit I'on
déduit de suite la proposition & établir. '

‘nfin la courbe 5,(u,¢) = o, sur B, cst unc cubique gauche qui
passe par les six points doubles.

Il résulte de Ia que B est le licu des sommels des cones du second
ordre qui passent par les six points doubles, car on sait que ce licu
est une surface du quatrieme ordre, laquelle passe évidemment par
les vingt-cing droiles et par la cubique gauche trouvées tout i

Pheure (7).

180. Nous trouvons ainst entre la surface licu des sommets des
cones passant par six points et la surface de Kummer, K, un lica
remarcquable, signalé pour la premiére fois par M. Darboux. Les coor-
donuées .z d’un point de la surface B sont liées aux coordonnées X
d'un point de K, par des relations de la forme

tg) xjp= ‘Sj(X,, Xza X:H ‘(.) (/ =1,2, 37 /I)a

ot 5; = o est P'équation d’une surface cubique passant par trois coni-
ques de K qui ont en commun un point singulier. D’aprés cela
(n* 44-49) aux sections planes de W correspondent, siir K, les courbes
de contact de surfaces cubiques inscrites, douées de quatre points
doubles : c’est la précisément la liaison indiquée par M. Darbousx.
Cette liaison ne permettant pas de transformer aisément les pro-
pri¢tés connues de la surface de Kummer pour les élendre i la sur-

1"y Voir, sur cette surface :

Dawsovx, Bulletin des Sciences mathématiques, 1. 1, 1 série, p. 354; Hien-
novzer, Math. Annalen, t. 1l, p. 582; Scuorrky, Journal de Crelle, 1. 103,
p. 238; Reve, (bid., t. 86, p. 87 et 98; Caseary, Bulletin des Sciences mathé-
matiques, 1391.
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face B, nous allons cn déduire une seconde, d'application plus facile.
Il résulte de la proposition du n® 168 que la courbe commune & une
quadrique ct & R aura une équation de la forme

O(u,¢)=o,

O(u,¢) ¢tant une fonction théta normale, paire, d’ordre six, i carac-
téristique nulle, douée d’un point double pour chacune des dix demi-
périodes qui annulent les quatre fonetions i; (&, ¢), et réciproquement.
Si la quadrique passe par les six points doubles de 8, la fonction
O(u,¢) aura encore un point double pour chacune des six auntres
demi-périodes, ct réciproquement.

Or, sur la surface de Kummer, dont les coordonnées X ;(u, v) d'un
point sont supposées proportionnclles & quatre fonctions d’ordre denx
et de caractéristique nulle (n” 12), la courbe O(u, ¢) = o0 est sur une
sarface cubique (n” 30) qui passe par les seize points singuliers. Mais
toute surface cubique passant par les seize points singuliers de K esl
évidemment la premiére polaire d’un point de Pespace par rapport
a K1 il en résulte qu’aux courbes découpées sur B par les quadriques
mences par les six points doubles correspondent sur K les courbes
de contact des tangentes issues d’un méme point, et réciproquernent.
Si done on transforme K par polaires réeiproques en une autre sur-
face de Kummer, K’, on voit qu'aux sections planes de K’ correspon-
dent, sur R, les seetions par des quadriques passant par les six points
doubles, et réciproquement.

Draprés cela, si X, X7, X}, X, sont les coordonnées d’un point
de K et ..., x, celles d’un point de B, la liaison entre les*deax sur-
faces sera exprimée par des relations de la forme

(10) NG =Gy way gy £4),

les surfaces C; = o élant des quadriques passant par les six points

doubles de B ().

(') Cette relation entre K/ et 8 est celle qu’a indiquée M. Heve au Tome 86
du Journal de Crelle; on voit qu'elle se déduit de celle de M. Darhoux (entre
K et ) en opérant sur K une transformation par polaires réciproques.
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184. Cherchons inversement & exprimer les x en fonction des X',
Lorsque le point # décrit une section plane de #, le point X décrit,
sur K, une sextique passant par dix points singulicrs, et, par suite, le
point X’ décrira, sur K’ (n® 78) une courbe du huitiéme ordre de la
famille singuli¢re, ayant un point triple en un point singulier de K.

On aura donc
1 ’ r ’
xrp= Rj (Xn X,_,, X:n Xj)a

les surfaces R; = o élant des surfaces du quatriéme ordre, passant par
(uatre conigues de K’ qui appartiennent & un méme tétraédre de Ro-
senhain (n° 30); de plus, cessurfaces ont un point double en un méme
singulier de K’, qu’on peut supposer différent des sommets du té-
trac¢dre.

Ces résultats montrent également que les fonctions coordonnées
d’un point de R peuvent se meltre sous la forme

(11) wi(Ww, vy =9(u,v),

les 03(«',y¢") étant des fonctions théta impaires, d’ordre quatre, de
caractéristique nulle, douées d’un point triple pour une des seize
demi-périodes. On a donc ainsi un nouveau mode de représentation
paramétrique de la surface 8 (').

182. La relation entre les surfaces B et K’ donne lieu 4 des consé-
(uences intéressantes.

"Considérons les relations (10) comme liant les points d’un espace I/,
ol les coordonnées sont X', aux points d’un espace ¢, ou les coordon-
nées sontx; ( Transformation de Reye). A un point, x, de e correspond
un seul point X' de¢ E', mais & un point X' correspondent dew.
points x, puisque trois quadriques C;(&,, ., 2y, 2,) = o ont huit
points communs, dont six sont fixes.

(*) Ce mode de représentation comprend, comme cas particulier, celui que
M. Schottky a indiqué, et ou les 0;(«', ¢') sont des produits de quatre fonctions &
du premier ordre.

Lie mode de représentation primitif comprend, comme cas particulier, celui
de M. Caspary.
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Lorsque X' déerit un plan, x décrit une quadrique passant par les
six points fixes; lorsque X’ décrit une droite, i décrit une biquadra-
lique passanL par ces points, el réciproquement.

Trois quadriques passant par les six points fixes se coupent en outre
en deux points &%, £, (qui correspondent & un méme point X' : si
I'un de tes points, ", est sur ¥, parmi les quadriques qui passent
par £, £ ct par les six points fixes, figure, d'aprés la définitian
de B, un cone ayant x'" pour sommel; il en résulte de suile que les
deux points x!* et z* sont confondus. En d'autres termes, les deux
points qui, par les relations (10), correspondent & un méme point X',
pris sur K', s¢ confondent en un seul point situé¢ sur 8.
~ Le point X’ décrivant un plan langent 4 K’, le point & décrit une
ryuadrique passant par les six poinis fixes el tangente 4 3 : cetle qua-
drique est évidemment le edne qui passe par les six points, et qui a
son sommel au point de B, correspondant du point de contact du
plan considéré avee K.

Observons enfin qu’une cubique passant par cing points doubles
de B coupe en outre la surface en deux points, g, et g, : d’apres la
définition géométrique de W, ces deux points sont en ligne droite avee
le sixiéme point double. Or I'ensemble de la cubique etde ladroite g, -,
peut étre regardé comme une biquadrique, menée par les six points
doubles, et tangente 4 B aux deux points g, el g,; en d’aulres termes,
cette biquadrique correspond 4 une tangente double de K'. Ainsi les
points de contact d'une bitangente de K’ ont pour correspondants
deux points de B situés en ligne droite avec un des six points dou-
bles.

Cette belle relation, indiquée par M. Darboux, met en évidence les
six systémes bien connus de bitangentes de la surface de Kumnmer.

I185. Voici quelques applications de ces principes; nous les donnons
sans développement, nous hornant 4 renvoyer aux propriélés de la
surface de Kummer que nous transformons.

Une biquadratique passant par les six points doubles de R coupe
en oulre la surface en quatre points p,, psy Ps, Pss & chaque répar-
tition en dews couples de ces quatre points correspond une réparii-
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tion en dews couples des quatre cénes passant par la biguadra-
tigue, ou, si l'on veut, des sommels des quatre cénes, q,, q., ¢, ¢,
(couples conjugués, n® 96).

Les points p,y pay ps, ps sont les sommets d’un premier étraédre;
les points q,, q., ¢, ¢; sont les sommets d’un second : chaque
couple d’aréles opposées d’un des tétraédres s appuie sur un couple
d’arétes opposées de Uautre (n® 100).

Les deux tétraédres appartiennent donc i un systéme desmique de
trois tétraédres el jouissent ainsi des nombreuses propriétés qui carac-
térisent un tel systéme.

Dewr points doubles quelcongques de B sont les sommets opposés
d’une double infinité de quadrilaiéres complets, dont les quatre
aulres sommels sont sur R.

Cette proposition dérive d’un théoréme de M. Darboux (n° 37) en
vertu duquel il existe des quadrilatéres gauches dont les cotés sont
des bitangentes d’une surface de Kummer ct dont les sommets sont
les points de contact de ces hitangentes.

Comme conséquence :

Les cones des tangentes a 8 aux sic points doubles de cetle sur-
Sface onl en commun une méme cubique gauche, tracée sur la sur-
face et passant par les six: points (V).

184. Nous terminerons cn indiquant quclques propriétés de deux
systtmes de courbes remarquables tracées sur 8.

Le premier systéme se compose des courbes, en nombre double-
ment infini, suivant lesquelles # est coupée par les cones quadriques
qui ont pour sommets les points de # et qui passent par les six points
doubles ou points fondamentaux de 8; ces courbes, lorsque % est
rapportée au systtme de coordonnées (11), ont pour équation géné-
rale

(U —ho —u)=o,

('y Hiernorzer, loc. cit.
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5 étant une fonction théta du premier ordre, et A, . des constantes
arbitraires. Nous désignerons ces courbes sous le nom de courbes y';
chacune d’clles a un point double, en dchors des points fondamen-
laux.
Le second systéme se compose des courbes représentées par I'équa-
tion
S(u—lhye—u)=o,

lorsque R est rapporté au syst¢me de coordonnées u, ¢ du n* 179;
nous les appellerons courbes y.

On démontre aisément que toute courbe ¥ a un point double, ct
qu'elle est le lieu des sommets des cones du second ordre qui passent
par les six points fondamentaux et par ce point double.

Les courbes v el v’ jouissent des propriétés générales des courbes v
elles sont de genre deux; les courbes v sont d'ordre six, les courbes 4
d’ordre huit.

Chaque courbe y ouy” a six poles (n® 143), qui s'obtiennent géo-
métriquement d'une maniére simple. en vertu de cette proposition :

.

°

’
4

]

Chacune des droites joiznant un des six points fordamentaus:
au point double d’une courbe v (ou %) rencontre eu outre cotte
courbe en un nouceau point; les siz: points ainsi oblenus sont les
poles de la courbe.

Inversement, chaque point de ¥ est le pole de six courbes v (ou +")
(qui seront diles ses courbes polaires, et dont les points doubles se dé-
terminen! par le théoreme précédent.

On démontre comme aun® 146 que :

Les six piles des courbes (ou ') qui passent par un point dé-
cricent chacune une des courbes y (ou %), polaires de ce point.

Le lieu des points doubles des courbes v ou y* passant par un point
se déduit du lien des poles par la constraction indiquée plus haut;

on voit ainsi que :

A chacune des six courbes v polaires d’un méme point de B, on
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peul associer un des sixc poinls fondamentauz, de lelle sorte que lrs
sir cones qui ont respecticement une des six courbes ¥ pour direc-
trice el le point fondamental correspondant pour sommet, sc con-
pentsuicant une méme courbe nouselle, située sur Q.

Cette courbe nouvelle, lieu des points doubles des courbes ¥ me-
nées par un point, est aussi, par définition, le licu des sommets des
cones (quadriques passant par ce point ct par les six points fondamen-
laux; ¢’est donc une courbe ¥, ayant le point considéré pour point
double.

On a ainsi entre les courbes ¥ et Y la dépendance qu'indique V'é-
nonee suivanl :

Soit une courbe v (ou ¥) quelconque; les six cdnes qui ont
respeclivement pour sommels les siz points fondamentoux et qui
passen! par celle courbe coupent en outre B (en dehors de droites
Joignant les points fondamentaux) chacun suivant une courbe ¥
(ou <), ayant pour pdle le point double de la courbe’ (ou ¥) pri-
milise.

ERRATA.

La proposition analytique énoncée au n°9 (p. 44) de ce Mémoire est inexacte;
la démonstration indiquée établit seulement que : si une fonction théta est
divisible par une fonction théta aux mémes périodes, le quotient est une fonc-
tinn Lhéta aws mémes périodes.

Cest d'ailleurs dans ce sens que nous avons toujours appliquéda proposition.
;o ‘

S

/
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