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THEORIE GEXEBRALE DES SCRFACES HYPERELLIPTIQUES. 20

Théorie générale des surfuces hyperelliptiques (*);

Pz M. G. HUMBERT.

PREMIERE PARTIE.

INTRODUCTION ET CENERALITES.

lptroduction.

1e présent Mémoire est consacré & I'étude des surfaces remar-
quables, introduites dans la Science par M. Picard, et pour lesquelles
les coordonnées non homogénes d'un point quelconque peuvent
s'exprimer en fonction uniforme, quadruolement périodique, de deux
paramétres.

Pour abréger le discours, nous désignerons ces surfaces sous le nom
de surfaces hyperelliptiques, qui rappelle leur -propriété fonda-
mentale. '

Les travanx de M. Poincaré sur les zéros communs & plusieurs fonc-
tions abéliennes théla sont, avec ceux de M. Picard sur les surfaces
qui nous occupent, la base de nos recherches.

Notre Mémoire, aprés un Chapitre consacré 4 des généralités, est
divisé en deux Sections principales : la premiére est relative 4 la sur-

(*) Mémoire couronné par PAcadémie des Sciences (Prix Bordin, 1892).
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face de Kummer ; la seconde aux surfaces hyperelliptiques en général.

Ia surface de Kummer a déja é1é I'objet de Lravaux nombreux et
importants, en Allemagne surtout. Nous n’avons pas prétendu en faire
une étude compléte, en réunissant et en reliant les résultats obtenus
par nos devanciers; nous nous sommes borné 4 lui appliquer les mé-
thodes dont nous faisons usage dans la svile pour les surfaces hyperel-
fiptiques générales : c’est ainsi que nous avonslaissé systématiquement
de cité les questions qui se rapportent 4 la surface de Kummer consi-
dérée comme surface des singularités de compleses du second ordre,
ou comme surface focale de congruences rectilignes. De méme,
bien que nos méthodes fussent facilement applicables 4 ce probléme,
nous n'avons pas parlé des quinze transformations linéaires de la sur-
face en clle-méme.

Ce que nous avons cu surtout en vue, c’est 'étude des courbes tra-

“cées sur la surface de Kummer et celle des propriétés des surfaces ui
passent par ces courbes,

Nous commencons par élablie la relation qui existe entre les fone-
tion théta et les courbes tracées sur la surface de Kummer, et nous
démontrons, a ce point de vue, un théoreme fondamental (n® 16),
qui domine toute la théorie; on en déduit, en particalier, que toutes
les courbes tracées sur la surface sont d’ordre pair el que, le long de
chacune d'elles, on peut inscrire 4 la surface de Kummer une surface
algébrique ne coupant pas la surface proposie en dehors de la courle
considérée.

Avant de pousser plus loin cette é¢tude, nous donnons un nouvel
algorithme, qui nous parait simple et utile, pour représenter les seize
points et les seize plans singuliers; nons en faisons ensuite quelques
applications, soit 4 des problémes déja résolus, soil 4 des problémes

‘mouveaus, sur certains groupements remarquables des scize coniques
de la surface.

Viennent ensuite la classification et la détermination des courbes
d’un degré donné qu'on peut tracer sur la surface de Kumsner; nous
parvenons, sur ce sujet, & des propositions nouvelles remarquable-
ment simples et qui reposent sur ce théoréme :

I'ne courbe quelcongque devient I intersection compléte de la sur-
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Sace avec une surface algébrique si on lui adjoint o, 1, 2, 3 ou
4 coniques de la surface de Kummer.

Ces principes posés, nous étudions avec détails les courbes de
degrés 4, 6, 8 et les surfaces inscrites le long de ces courbes, dont les
degrés sont 2, 3, 4.

MM. Darboux et Rohn ont établi que lasurface de Kummer admet
Lrente séries de quadriques inscrites ; nous complétons leurs recherches
en éludiant les relations qui existent entre une de ces séries et les
vingt-neuf autres ; pour les surfaces inscrites d’ordre trois ou quatre,
nous donnons une théorie trés compléte qui conduit & des résultats
géometriques simples.

Les Chapitres suivants se rapportent a 1’étude des sections de la
surface par ses plans tangents : c’est pour nous I'occasion de faire con-
naitre et d’appliquer des formules analyliques importantes, dont
plusicurs appartiennent a4 M. Klein et sont établies ici par une voic
nouvelle.

Aprés un Chapilre consacré aux relations qui lient la surface de
Kummer a sa réciproque, nous passons a4 l'examen du genre des
courbes tracées sur la surface ct a celui des propriétés quise rattachent
i la notion de genre; pour terminer nous étudions des courbes remar-
(quables que nous appelons univogues, el qui possédent d'importantes
proprié¢tés géomélriques.

La surface de Kummer occupe, parmi les surfaces hyperelliptiques,
une place particuli¢re, non sculement parce qu’elle est la plus simple,
mais surtout parce que, & un de scs points, correspondent deux couples
d"arguments hyperelliptiques. Les surfaces les plus générales ne pos-
stdent évidemment pas cette propriété : aussi leurs cdractéres fonda-
menlaux sont-ils diflérents de ceax de la surface de Kummer.

Cinq Chapitres sonl consacrés & I'étude de ces surfaces et des
courbes qu’on peut tracer sur elles; le plus important est celui ot sc
trouve ¢tablie la liaison entre les fonctions hyperelliptiques et les sur-
faces adjointes 4 une surface donnée.

Grace 4 cette liaison, qui est la généralisation directe de notre
théoréme fondamental pour la surface de Kummer, nous donnons
un certain nombre de résultats géométriques se rapportant au
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nombre des surfaces adjointes, aux surfaces adjointes de contact, aux
sections planes, etc.

Les deux derniers Chapitres de cette Section font connaitre quelques
familles de surfaces et quelques surfaces hyperelliptiques remar-
quables; nous signalerons, en particulier, une intéressante surface
d’ordre huit.

La derniére Partie du Mémoire, fort courte, se rapporte aux sur-
faces hypereclliptiques telles qu’a chacun de leurs poinis eorrespondent
deux couples d’arguments : ces surfaces sont représentables point par
point sur la surface de Kummer.

Nous donnons un ‘procédé simple pour trouver celles d’entre elles
qui sont du quatriéme ordre, et & titre d’exemple, nous étudions le
lieu des sommets des cones du second ordre passant par six points,
surface remarquable, déja examinée par plusieurs auteurs et dont
M. Darboux, le premier, a signalé la liaison avec la surface de Kum-
mer.

Généralités.

1. Nousappellerons sur-face hyperelliptique Loule surface telle que
les coordonnées «, y, z d’un de ses points puissent s’exprimer par
des fonclions uniformes de deux paramétres ayanl quatre paires de
périodes.

M. Appell a élabli (*), ce qu'on déduit d’ailleurs d’un théoréme
célebre de MM. Poincaré et Picard, qu’on peut meltre «, y, z sous la
forme

0, 0)
" Vo (u,v)

o 0 (u,v) 0w, )
T8 (u ) RGN

les fonctions 0, éLant uniformes, et verifiant les relations

O (u+2mi,¢) =0,(u, 0+ 27i)=0,(u, ¢)
(1) ' 0i(ee +ayw + bYy= e, (u,¢) y(h=0,1,2,3).
0,(w+ b0+ c)=e"*0,(u,v).

(*) Journal de Mathématiques pures et appliguées, 4 série, t. VI, p. 211,



THEORIE GENERALE DES SURFACES HYPERELLIPTIQUES. 33

Dans ces formules, a, b, ¢, a, P sont des constantes et m désigne
un entier. Les quatre paires de périodes de z, y, 5 sont

2wi,0; o,2%i; a,b; b,c.

De plus, la partie réelle de ac — b* doit étre positive, pour la con-
vergence des séries obtenues en développant 0,(, ¢) suivant les puis-
sances de ¢* et ¢*; quant 4 I'entier m, il est positif ou négatif selon
rue la partie réelle de @ est négative ou positive.

Dans tout ce qui suit nous supposerons, pour fixer les idées, que la
partie réelle de « est négative, et par suite que m est positif.

Nous appellerons fonctions théta d’ordre m les fonctions qui véri-
ficnt des relations de la forme (1); nous dirons que deux fonctions
théta de méme ordre ont mémes multiplicateurs si o et B sont les
mémes, dans les relations (1), pour ces deux fonctions.

2. On peut préciser davantage la forme des fonctions théta qui figu-
rent dans Pexpression de z, y, z. Soient en effet A et u des constantes,

!)OSO“S N
0p(u +ny 0+ p)=04(u, v),
on anra

0,(u+27i,¢) =0(u, ¢+ 2w0)=0,(u, v),
0. (u+ a, v+ b)= 20, (u, v),
Ou(u~+ b, 0 +c) = e +B-mQ,(u, v),

on pourra toujours déterminer A et . de maniére 4 vérifier les condi-
tions
¢ —mh=~jima, f—mp=—1ime,

-

et I'on aura finalement

[ Op(u+27i,0) =0,(u, v+ 27i)=0,(u,v),

”
—P Al — —

(2) (O (u+a,v+b)y=e * 04(u, 0)

my—

Ou(u+byo+c)=c  *0,(u,vr).

Nous dirons que les fonetions @(x, ¢), qui satisfont a des relations
Journ. de Math. (4° série), tome IX. — TFasc. I, 1893. 5
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de cette forme, sont des fonctions théta, d’ordre m, normales, a carac-
éristique nulle.

Plus généralement, si une fonction O(u, ¢) satisfait aux relations
[ O(u+ 2mi,0) =e™0O(u,v),
O(u, v +2%i) =e"™0(u, v),
(3) "

A(u+a,o+b)=d"e " *O(u,v),

—my—

O(u+b,v+c)=e"¢ " TO(u,v),

ol w, w', 0, 0 sont'des nombres ¢gaux & o ou & s, nous dirons que
cette fonction est une fonction © (ou théta) d’ordre m, normale, et
w’
o

Les fonctions de caractéristique nulle sont celles pour lesiquelles o,
«’, 6, 1 sont tous nuls.

Iy ascize valeurs pour la caractéristique 5 il y a done seize systémes
de fonctions © normales.

que sa caracléristique est

.

5. Avant de commencer I'étude des surfaces hyperelliptiques, nous
ferons connaitre quelques proprictés des fonclions © normales, sur
lesquelles nous aurons souvent & nous appuyer.

Une fonction @ développée, par la forinule de Fouricr, en séric
ordonnée suivant les puissances positives et négatives de #* et o, sl
de la forme

S\ AT
@(u’ V) — ZZA"W ({/14+r:';’
v o

la double somination s’élendant aux valeurs enti¢res de v et o, de
—xd +w et les coefficients A, étant indépendants de « ct ¢. En
¢erivant que celle fonction satisfait aux relations (3), on trouve, par
un calcul facile et bhien connu, qu’elle est fonction linéaire et homo-
gtne, a coefficients constants quelconques, des m? fonctions 0, (u, ¢)
ainst définics

@)p,q (u, ‘}) w_ w’ 1 ) o' '
=22 e([) +3+mp) /¢+(q+-§-+ma') v Hm(g;b-;»a(}', em? (p+ g4+mpg+5 +mo‘)'
g o
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Dans le second membre, la double sommation s’étend aux valeurs
entiéres de g et g, dc — 0 & + o5 p ct ¢ désignent deux entiers quel-
conques de la série o, 1, ..., m —1; ¢(z. y) est la fonction

azx*+ 2bzy + cy*.

En donnant 4 p ct ¢ tous les systémes de valeurs dont ils sont suscep-
tibles, on trouve bien m? fonctions @, : toute fonction théta normale,

Yy e . w o . .
dordre m, de caractemsthucl o o l pourra s’exprimer en fonction

linéaire et homogéne de ces m? fonctions.

4. llestintéressant, pour ce qui suit, de chercher ce que deviennent
les fonctions 9,,, quand on y change simultanément les signes de u et
de ¢

ixaminons d’abord, 4 part, le cas ot la caractéristique est nulle :
w=0=0=0=o.

La formule qui donne ©,,(x, ¢) montre tout d’abord que, si I'on
change u cL v en — u, — v, on obtient le méme résultat qu’en laissant
u et v inaltérés et en changeant simultanément les signes de p, ¢, ¢, 0
comme g et 5 varient de — 2 4 + o, on n’altére pas @,, en changeant
sen —g et s en —g; par suite, on a

Opy(—u, —0)=0_p, (4, 9).

Dailleurs il est clair que ©,,, ne change pas sil'on augmente p ou g
de multiples de m ; donc

Opg (=t = )= By mg(u; 0).

Si m est impair, les deux fonctions 0,,,(u, ¢) et 0,,_,,,,—, (&, ©)
seront toujours distinctes, hors le cas oti p et ¢ sont nuls & la fois : il
résulte de cette remarque et de la relation précédente :

1° Que la fonction B4y (u, ¢) et les 3(m? — 1) fonctions

0y,4(y 9) + O, ip—qg (s ©)
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sont paires, c'est-a-dire ne changent pas si I'on remplace u et ¢ par
—u, —05
2° Que les ;(m* — 1) fonctions

0,,(Uy 9)—Opn_pmyg(ut, v)
sonL impaires.
Si m est pair, les deux fonctions 0, ,(u, ¢) el Op_p, (U, ¢) coin-
cideront pour les quatre systéme de valeurs

m
on’ q:o; l)._—_.(). ([:-;;
_m . _ __m
pP=3 4=0 p=3 4=

et, par suvile, les quatre fonctions 0,,(u, ) correspondantes sont
paires.
Les m? — 4 autres fonclions 6,,,, groupées deux a deux comme plus

m2—}
haut, donnent

. . m*— 4 . . .
‘0“(‘“0"5 pamrs ol -T-! f()nclmns nnpmw-s.

Ainsi :

St m est pawr, les fonctions théta d’ordre m, de caractéristicque
’ 94

. . ., . . me
nulle, 8 expriment en fonction linéaire et homogéne de

/
2——5/ olrc-

m:—}

tions paires el de 5

Jonctions impaires.

mi-3 .
Sonctions

2

Si m est impair, elles Sexpriment en fonetion de

m2

. — 1 . - .
paires el de f()lll‘/lOlL? Illll)dll'l’é’.

2

En particulier = les fonctions d’ordre deuc, de caractéristiqae
- nulle, sont toutes paires.

3. Considérons maintenant le cas desfonctions normales de earacté-
o o
o
Sidans ©,,,(u, ¢) on change « et ¢ en — u, — ¢ on voil aisément
que celarevient & laisser u et ¢ inaltérés et i changerpet gen — p — @

ristique quelconque, non nulle,
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et — ¢ — o’; d’ailleurs changer p en p + i revient & changer 7 en
#-+1, ci, par suite, & multiplier ©,, par ¢*?; de méme, changer ¢
en ¢ + m revient 4 multiplier la fonction par ¢ : donc on a, en
désignant par ¢, ¢ deux (uantilés égales a o oud 1, i volonté,

0,,(—u, — ¢) = O pw,cmpu(U, ) i)

Il résulte de cette relation que :

1° Si m est pair el si w, ©* ne sont pas nuls 4 la fois, les indices p
et ¢ ne peuvent jamais devenir respectivement égaux 4 em — p — wet
¢m — p — o, quels que soient ¢ et &'; en ce cas, aucune des fonctions
6,,,0’est paire ou impaire, et la formule précédente montre gqu'en asso-
ciant deux i deux ces fonctions, on obtienti;f fonctions paires et "—f
fonctions impaires.

2° m élanl toujours pair, et ©, »' étant puls tous deux, les quatre
fonctions Q,,, 0,, S 6” ms O m sSONL paires ou impaires. La premicre

2’ ] 2" 2

est toujours paire; la deuxiéme, la troisitme et la quatriéme sont res-
peclivement paires ou impaires, selon que les nombres 8, 6/, § + 6’
sont pairs ou impairs : comme 0 et §’ nc sont pas nuls a la fois, la
caractéristique étant supposée non nulle, deux des quatre fonctions
précédentes seront paires, les deux autres seront impaires; les m* — {
autres fonctions @,,,, combinées deux 4 deux comme plus haut, don-

/
m=—
nent '

fonctions paires ct autant de fonclions impaires.

3¢ Si m est impair, on pourra satisfaire anx relations
p=ctm—p—o; =¢m—q—,

d’une seule manicre, en posant

w(m —13
== '——( )’ g :—-’(D',
2
o' (m— 1 T
fj = ——(TJ’ d=w.

Ily aura, pour ces valeurs de p et ¢, unc fonction 8, qui scra paire
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ou impaire, selon que wh + ' sera pair ou impair. Les autres fonc-
m:—1

tions ©,,, combinées denx a deux, donnent fonctions paires et

autant de fonctions impaires.
En résumé :

Si m est pair, les fonctions © normales, dordre m, de caracteé-

ristigue donnée

1
(;) :;, I, non nulle, $expriment en fonction li-
, . m? . . m? . .
néaire et homogéne de — fonctions paires et de — fonctions im-
paires. .
Si m est impair, elles sSexpriment en fonction linéaire et homo-
m 41
2

m*—1

. Sfonctions impaires, ou

géne de

Sonctions paires et de

m2— g 41 . . .
-— Jonctions impaires, selon que

de

Sonctions paires et de

2
h + o' est pair ou impair.

6. En particulier, sim est égal a 1, il résulte, des considérations pré-
cédentes, qu’il y a une seule fonction © normale, d’ordre 1, ayant une
caractéristique donnée ; parmi les seize fonctions d’ordre 1 ainsi défi-
nies, dix sont paires et six impaires. Les fonctions paires sont celles
pour lesquelles ®f + '’ est pair; pour les fonctions impaires.
wf + '’ est impair.

Nous emploierons, pour représenter les fonclions normales du pre-
mier ordre, qui sont les seize fonctions hyperelliptiques bien connues,
le caracleére S.

7. Pour compléter ces résultats, nous allons montrer que les fone-
tions @ normales paires ou impaires s’annulent pour certaines valeurs
remarquables de u et de ¢.

Considérons un couple de périodes simultanées de « et de ¢,

- a=2hzi+ ha+ pb,
B = 2kzi +Ab + pc,

I, k, h, 1 étant des entiers.
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On a, en désignant par O(z, ¢) une fonction normale, d'ordre ,

. o o v o
de caractenshquel ) o ‘,

O(u+=z,0+3)

- - - 20~ L
ziwua—hr+7,i+¢p~-l.-—npv—-:.;-—-p%——gpl-“".__.".._"_”?" -

=6(x, r)e : .

; 1l vient

» o

. . - - 4
Faisons dans cette relation v = — P e=—

(4) 9(2, §)=e(~ > -!"'-) R e

2

. . . . 2 §

Cette relation montre, si O(«, r) est pair, que © (;, ;) sera nul

quand la quantité m(hk + k) + ho + ko' + N0 + pf) sera impaire ;
- . - x g .

ct, si @(x, ¢) est impair, que © (;, ;) sera nul quand la méme quan-

tilé sera paire.

11 en résulte tout d’abord que, parmi les fonclions © normales, d’ordre
ct de caractéristique donnés, toutes celles qui sont paires, ou hien
toutes celles (ui sont impaires, s’annulent pour une demi-période

3 - L 9 o v
donnée g, £; en second lieu, la parité ou I'imparité du nombre

-

(3) m(nh + k) + hw + ko' + M + 0

ne pouvant dépendre, quand o, o', 0, 6, &, k, ), u sont donnés, que
de la parité ou de I'imparité de m, on voit que si une fonction @, nor-
male, paire (ou impaire), d’ordre m, s’annule pour une demi-période,
toutes les fonctions paires (ou impaires) de méme caractéristique, et
dont T'ordre est de méme parité que m, s’annuleront pour la méme
demi-période.

I suffit done d'étudicr successivement le cas de m pair, et celui de
m impair. Or on voit sans difficulté, a 'aide de la formule ( 4), que :

Si Uordre m est pair

1° Les fonctions normales, paires, de caractéristique nulle, ne
s annulent simullanément pour aucune demi-période ;
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2° Les fonctions normales, impaires, de caractérisiique nulle,
s’annulent pour les seize deml-permdes

3¢ Les fonctions normales paires, de méme caractéristique non
nulle, 8 annulent pour huit demi-périodes, et les fonclions normales
impaires, de méme caractéristique, s’annulent pour les huit autres
demi-périodes.

St Uordre m est impair,
o !
Les fonctions normales, paires, de caractéristique v i 5an-
nulent pour siz ou dix demi-périodes, et les foncuons aormales
impaires, de méme caractéristique, s'annulent pour les dix ou sic

autres demi-périodes, selon que o9 + 'Y est pair ou impair.
Dans ce dernier cas (m impair), la quantité
m(hh + oK) + ho + ko' + 19 + ub
a la méme parité que la quantité
W+ gk + ho + ko' + 00+ ub',
qui peul s’écrire
(k+0)(+0)+(k+0)(1+ ) — o) — o

En particulier, pour m = 1, la fonction 3(«, ¢), de caracléristique

» o

o |s’annulera pour la demi-période

’F
NI

“IQ‘

b ..
hei+22 S e km+/
2
si on a

(6) h+0)(r+0)+(k+0)(n+0)=1 (mod 2)

et Pon en déduit qu'une fonction S s’annule pour six demi-périodes.
On vérifie, inversement, qu'une méme demi-période annule six
fonctions 3.
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8. Etablissons enfin une proposition générale, applicable & toutes
les surfaces hyperelliptiques.

D’aprés le n° 2, les coordonnées homogénes des points d'une sur-
face hyperelliptique, S, peuvent se mettre sous la forme

pTi—= 6:(z, ¢) (‘-: 1,2,3,4),

< étant un facteur de proportionmalité et les ©; des fonclions théta
normales de méme ordre, de caractéristique nulle.

Proposons-nous de chercher la forme de I’équation qui lie « et ¢ le
long d’une courbe algébrique quelconque tracée sur S, c’est-a-dire
Uéquation hyperelliptique de cette courbe.

Soit C une courbe algébrique indécomposable sur S; nous pouvons
évidemment mener par cetle courbe deux surfaces algébriques de
méme degré, S, et S,, telles que les trois surfaces S, S,, S, n’aient
pas d’autre courbe commune que la courbe C; S, et S, peuvent étre,
par exemple, les cones qui projettent C a partir de deux points quel-
conques de I'espace.

Dans les premiers membres des équations de S, et S,, remplacons
Lyy Lay €3y X par 0,(u, ¢), ..., 0,(u,r), et désignons par f,(u,¢) et
[f-(u,¢) les résultats de ces substitations.

La fonction -—————25: :; sera une fonction uniforme, quadruplement pé-
riodique de uet ¢; d’aprés un théoréme connu de M. Poincaré (*), elle

21(u, v) : ~
pourra se mettre sous la forme a) lesfonctions g,(u, v) et o, (1, ¢)

étant uniformes, entiéres, et ne s’annulant simultanément qu’aux points

ou la fonetion Si(#,9) est indéterminée.

f 2( u, V)
Les arguments u, ¢ d’un point de la courbe C annulent £,(x, v) et
/-(u,¢), d'aprés la définition méme des deux fonctions; mais, en gé-
néral, le point z, ¢ n’est pas un point d’indétermination de la fonction

fy_'____t Z' 3 En effet, si # + du, v + dv est un point infiniment voisin du
2 ?

(Y} Acta mathematica, t. 11.

Journ. de Math. (4 série), wome1X. — Fasc. I, 18¢3. 6
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point (, »), sur la courbe C, ona
0/’ L] of' —
du da * do Do o,
dfs I
du s + de Jo — o,
ce qui montre qu’au point (, ¢) le déterminant

9 9 9 9L

— e T

du Oy dv du

s’annule, et, par conséquent, qu’en ce point la fonction :—;—‘E—Z——’:’)g n’est
2 ’

pas indéterminée.

Il en résulte que les deux fonctions 3,(u, ¢) et ¢,(z, ¢) ne s’annu-
lent pas en tous les points de la courbe C.

Or, d’aprés un théoréme de M. Appell ('), I'identité

fl(u’ ¢) _ ?l(uf v)

fz(ll"’) - AU

entraine, lorsque 3, et 3, ne s'annulent simultanément qu’aux points
oii le premier membre est indéterminé, la relation

i 0) _ [ils0) oy oy

2z (u, v) - 2 (U, v)

(x(u, v) étant une fonction enticre et uniforme de u, v.

Les points ot (s(«, v) s’annule sont les points (de la surface )
ot f(u, o) et f,(u,¢)sannulent simultanément, c’est-a-dire les points
de la courbe C; on peut donc dire que Gi(u, ¢)= o esl I'équation de
celte courbe.

Mais a chaque point de S correspondent une infinité de couples
d’arguments «, ¢ différant entre cux de multiples des périodes; il faut
donc que la fonction G (u,¢), quand on augmente u et ¢ de périodes
simaltanées, se reproduise, 4 un facteur prés. Ce facteur, devant évi-

(') Journal de Mathématiques, 4 série, t. VII, p. 183.



THEORIE GENERALE DES SURFACES HYPERELLIPTIQUES. 43

demment étre entier ainsi que son inverse, sera de la forme e5“, oit
g (u,v) est une fonction entiére.

Or M. Appell a montré (*) qu'une fonction G(z,¢), jouissant de
ces propriétés, est égale au produit d’une exponentielle, &, oi1
A(z, v) est une fonction entiére, ct d’une fonction entiére ®(x,v),
vérifiant les relations

®(u+ 2%i,0)=O(u,v),
O(u, ¢ + 27i)=e"®(u,v),

D(u+a,o+b)y=e " T 7P(u, ),

, ne
4 Il+ﬂ V4 ml’-"s

O(u+b,o+c)=¢ ®(u,0),
oil et f sont des constantes, », /, p, l', p’ des entiers.
Ces conditions entrainent la relation

nae , nb® N\ — ¢
lb+[)0+ﬁ.=ld+pb+;;-i+2ha.l,

N étant entier.
. .. . ?—ac
Mais, si nous supposons que les quantiiés 2%1i, a, b, c, o e
sont lices par aucune relation lindaire el homogéne a coefficients
entiers, il faut que la relation précédente soit une identité, c’est-a-dire
qu’on ait

n=p=1I{=o, I=p.

La fonclion @ (u, ¢) est donc une fonction théta d’ordre — I, aux pé-
riodes 2%, 03 0, 2715 a, b; b, ¢ et 'équation de la courbe considérée
peut s’écrire (u, ¢) = o.

Il est clair, réciproquement, qu’en égalant & zéro une fonclion
théta quelconque, formée avec les périodes précédentes, on obtient
I’équation d’une courbe algébrique de la surface S, car le quotient
de cette fonction par une fonction théta de méme ordre et de mémes
multiplicateurs est une fonction quadruplement périodique, liée,

(') Journal de Mathématiques, {°série, t. VII, p. 196,
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. s P 0y e s Ty Ty
comme on sait, par une relation algébrique & —et-2; 1y, Ty, Ty, Ty
13 4

étant les coordonnées d’un point de S exprimées en fonction de u, ¢.
Ainsi :

Sur une surface dont les coordonnées non homogénes s’expriment
par des fonctions uniformes de deux paramétres, u et v, ¢ quatre
paires de périodes, Uéquation de toute courbe algébrigue s obtien-
dra en égalant & zéro une fonction théla, formée avec les mémes
paires de périodes, et réciproquement.

1l est bien entendu, et ceite condition restrictive s’étend ¢ tout le
b

2

3 s he Ll . ac — b2 o
présent Mémoire, que les quantités 2% 1, a, b, c et —-7 ne sont liées

par aucune relation linéaire et homogéne & coefficients entiers.
D’aprés ce qui précéde (n° £), I'équation d’une courbe algébrique
quelconqgue sur une surface hyperelliptique pourra se mettre aussi
sous la forme
O(u—hv—p)=o0;

A et w étant des constantes, et @(u,v) une fonction théta normale, de
caracléristique nulle.

9. Remarque I.— Soit 0(u, v) une fonction théta d’ordre rm, qui se
décompose en un produit de deux fonctions entiéres, G (4, ), G,(«,v):
on voit, comme plus haut, que la premiére de ces fonctions est néces-
sairement ¢gale au produit d’'une fonction théla, 9,(«,¢), par une
exponentielle, ¢, ou A(,¢) est une fonction enti¢re. On a ainsi

G(uy0)=0,(u,v)e"G,(u, ).

Cette idenlité montLre que la fonction entiére e G, (u, v) satisfait,
q 1\
quand on augmente u et ¢ de périodes simultanées, aux relations qui

caraclérisent les fonctions théta; ¢'cst donc une fonction théta, et, par
suile,

Si une fonction théta se décompose en un produit de m fonctions
enliéres, on peul la meltre sous la forme du produit de m fonctions
théla aux mémes périodes que la premiére.
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10. Remarque I1. — Si dans une fonction 0(z, v), d’ordre m, on
change u et v en — u, — ¢, on obtient une nouvelle fonction

(2, ¢)="0(—u, — o),

(ui est aussi une fonction théta, d’ordre m.
On le voit immédiatement 4 'aide des relations (1).

Cherchons dans quels cas le quotient 0z, 9)

=5 — ) pourra étre une
—u, —

fonction entiére.

Ce quotient est une fonction qui admet les périodes 27,05 0, 274,
et qui se reproduit multiplié par une constante quand on augmente u
et ¢ des périodes «, b ou b, c; il en résulte aisément, M. Appell a
d’ailleurs établi ce fait (*), que le quotient considéré est de la forme
Aer*", p' et ¢ désignant des entiers, et A une constante.

On a ainsi

0(u,0)=Ae’“70(— u, — v).

Si I'on change dans cette équation «, ¢ en — «, — ¢, on trouve

0(—u, — v)=Ae?77"f(u,v),
d'ot
A?=1, c’est-a-dire A==*1.

Ces résultats montrent que la fonction

-t

z,
e * *O(u,v)

cst paire ou impaire, selon que A est égal 4 + 1 ou A—1.

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que le quotient
b(u,v)
0(— v, —v)
0(u, v) soit une fonction paire ou impaire, ou le devienne quand on la

L5
multiplie par une exponentielle de la forme ),

» el aussi son inverse, soit une fonction entiére, est que

(Y) Journal de Mathématigues, b série, t. VII, p. 195.
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11. Remarque ll1. — De la méme maniére, si A, g, A,, g, sontdes
O(u—2,v—y)
Op(u — 1gy ¥ — 1)
el 0, désignent deux fonctions théta de méme ordre /m, i caractéris-
tique nulle, ne peut étre entier (ainsi que son inverse), que s'il est égal
4 unc exponenticlle, Ac®™*. Les constantes & et k sont des cntiers,
puisque (e, v) admet la période 2% par rapport a u et ¢; on a, de

plus, d’aprés (2),

sou O

conslantes, on voit que le quotient p(u,v)=

Hu+a,9 +b)y=e""Wy(u,v), w(u+b,v+c)="ttg(u,y),
d’oi
ha +kb=m(h —n)+ 2p%i, kb +ke=m(p — g,) + 20%i,
'p ¢t 5 élant entiers. Ces conditions peuvent s’écrire
m(h—ho)==0, m(r—p)=0  (mod. périodes).

Il résulte de la que si A, g, X, (s sont liés par deux relations de
cette forme, la courbe qui, sur une surface hyperelliptique quel-
congue, a pour équation Oy(u — A,, ¢ — @,) =0, ol1 8,(u,¢) est une
fonction thé¢ta donnée d’ordre m, 4 caractéristique nulle, pourra aussi
#tre représentée par une équation de la forme @(u — A, v — )= o,
ol1 O(u, v) est uncfonction de méme ordre et de méme caracléristique
que 0,(u, v).

o~ s § wiit—— -

DEUXIEME PARTIE.

SURFACE DE KUMMER.

CHAPITRE L
Premiéres propriétés.

42. Siles coordonnées x, y, z d’un point d’une surface sout exprima-
bles par des fonctions uniformes de deux paramétres, « el v, 4 quatre
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paires de périodes, on peut poser, d'aprés ce qui a été dit au n°2,
en introduisant, a la place de «, y, z, des coordonnées homogénes,

(7) px;:@,-(u, ") (i=l’2, 3’/I)1

¢ étant le facteur de proportionnalité et les ©;(u, ¢) des fonctions @
normales, d’un méme ordre 2, 4 caractéristique nulle.

Il existe m? fonctions @;, linéairement indépendantes; la premiére
surface hyperelliptique que I’on rencontrera s’obtiendra donc en fai-
ranl m = 2 : les quatre fonctions @; sont alors quatre fonctions nor-
males d’ordre 2, linéairement distinctes; de plus, et c’est 14 un point
fondamental, elles sont toutes paires, puisque, d’aprés le n® 4, les
quatre fonctions normales du second ordre, 4 I'aide desquelles s’expri-
ment linéairement toutes les autres, sont des fonctions paires. Il en
résulte qu'a un point de la surface (7) correspondent, abstraction
faite des multiples des périodes, deux couples d’arguments (#, ¢) et
(—u, —¢).

La surface ainsi définie est une surface de Kummer : le mode de
représentation indiqué est cn effet le méme, comme on s'en assure aisé-
ment, que celui mdlqu(. par M. Weher au tome 84 du Journal de
Cr elle. M. Weber exprime les coordonnées homogénes d’un point de
la surface de Kummer par des fonctions linéaires des carrés de quatre
fonctions & normales du premier ordre, de caractéristiques diffé-
rentes; or il est clair que ces carrés sont des fonctions @, du second
ordre, normales et &4 caractéristique nulle. Les deux modes de repré-
sentation sont donc identiques (*).

On peut dailleurs vérifier directement que la surface définie par
les équations (7), ot les ® sont des fonctions normales du second
ordre, est une surface d’ordre 4; car, d’aprés un théoréme de M. Poin-
caré, qui est fondamental dans nos recherches actuelles, deux fonc-
tions O, d'ordres m ct »n respectivement, onl 2/mn zéros communs

(') Weeen, Journalde Crelle, t. 84. — Cayiey, Journal de Crelle, t. 83,
p. 210.
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(les solutions qui ne difféerent que de périodes étant regardées comme
identiques) (‘). Or les arguments des points communs & la sur-
face (7) et a une droite, z, = o, z,= o, par exemple, vérifient les
équations

0,(u,¢)=0, 0,(u,¢)=o0,

qui ont un nombre de solutions communes égal 4 huit, d’apres
la formule de M. Poincaré; mais ces huit solutions sont deux 4
deux égales et de signes contraires, de la forme (&, ¢) et (— «, — ¢),
puisque les fonctions 8, sont paires, et, par suite, il ne leur correspond
que quatre points de la surface. Celle-ci est done bien du quatriéme
ordre.

13. Les seize points doubles de la surface correspondent aux valeurs
“de u« et végales 4 des moitiés de périodes simultanées, ou, en langage
plus court, & des demi-périodes : en effet, si I'on développe %’ ';i:, =
suivant les puissances croissantes de u et ¢, ces développements man-
(queront de termes du premier ordre, puisque les fonctions considé-
rées sont paires. Il en résulte que le point u = o, ¢ = o ¢st un point
double, et un raisonnement tout pareil établit la proposition pour les
quinze autres demi-périodes.

14. Courbes tracées sur la surface. — 1)aprés le n° 8, sur la sur-
face de Kummer, comme sur toule surface hyperelliptique, I'équation
d'une courbe algébrique s'obtient en égalant 4 zéro unc fonction
théta, quelconque, H(x, ).

Or, soit f(xz,, x,, 2, x,) = o I'¢quation d’une surface passant par
la courbe indécomposable de la surface de Kummer, §(«, ¢)= 03 dé-
signons par f(u, v) ce que devient f quand on y remplace «,, x,, «,,
x, par O,(u, 9), ..., O,(u,0). '

Il est clair que f(u, ¢) est divisible par 0(u, ¢), le quotient étant
une fonction théta (n° 9), on a ainsi

S(u,0)=0(Qu, v)0,(u, ).

(") Bulletin de la Société mathématique de France, . X.
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Mais la fonction f(, ¢) étant paire, on a identiquement

O(u,0)0,(u,0)=0(— u, —0)8,(—u, —»).

0(u, v)
0 (—' u, — ")
lité montre que f,(u, ¢) sera divisible par 6(— z, — ¢), le quotient
étant enlier; on aura ainsi

Si le quotient n’est pas une fonction entiére, cette iden-

f(u, ¢)="0(u, )0(— u, — ¢)0.(u, v),

O, étant une fonction théta.
Si le quotient L est entier, ce résultat n’est plus vrai;
0(— u, — )
mais alors la fonction §(z, ¢), multipliéc par une exponentielle
v
e—(‘; "3 ”),

est ¢gale & une fonclion §'(«, v), paire ou impaire (n® 10).
Il résulte de cette discussion que :
1° Dans le premier cas, I'équation de la courbe considérée

0(e,v)=0
doil étre en réalité remplacée par 'équation
0(u, ) 0(—u, — 0)=o;
2° Dans le second cas, la courbe a une équation de la forme
¥(u, ¢)=o,

¥ (u, v) étant unc fonction paire ou impaire, qui satisfait aux mémes
équations fondamentales que les fonctions théta, avec cette différence,

g

—py (—,' v .19
due au facteur e *° %, que, sil’on augmente « ou ¢ de 27%i, elle se
reproduit multipliée par = 1.

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. {, 18g3.
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‘n d’aulres termes, si I'on observe que O(z, v)

O(—~ u. —v) esl

toujours pair, on voit que, pour obtenir toutes les courbes algéhriques

de la surface de Kummer, il suffira d’égaler & zéra les
salisfaisant aux conditions

fonctions (i, )

‘,(_ll, ) = '0(—- i, —v) l
Wau+2%i,v) =z0(u,v), (558 82=E14),
D u, c+ 2%i) =¢e,0(u, ), ‘

f‘( -+ a’ 04 b): L+ B(U, ‘.)’
Wu+bye+c)=e By, v

Si dans avant-derniére de ces relations on change « et ¢ en — v,

— v, en tenant compte de la premicre, il vient
O(u—a,o—b)y=c"20(u, v
remplacant u el v par « + a, ¢ + b, on rouve
0(u+a, o4 b)== e r=r=2heu, vy
d’oti 'on conclut, par comparaison,

o2 = pm 4y c'est-a-dire =i

~

u' P

De méme on aurait ¢f == »~
quelles satisfait la fonction § deviennent

h(u +2mi,¢) ==0(u,v).

0(uy ¢+ 27mi) ==x(u,r),

24
o

Nu+a,e+by==xe¢ hir, v

pe
0 u+b,04+c)==xe " " Fhin, v

Y

7
.

, ¢L, par suite, les équations anx-
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En d’autres termes, §( 4, ¢) est une fonction 8, normale, d’ordre p,
a caracléristique quelconque (n° 2), paire ou impaire, ct, par suite,

L'équation d’une courbe algébrique tracée sur la surface dv
Kammer $obtient en égalant a zéro une fonclion © normale,
d’ordre ot de caractéristique quelconques, paire ou impaire; el
réciproquement.

15. Oncn déduit de suite une conséquence intéressante. Soil en
effet p l'ordre de la fonction O considérée, pour avoir le degré de la
courhe correspondante, coupons-la par un plan, x, = o, par exemple;
les arguments des points communs vérifient les équalions

O(u,v)y=o0. Q. (u,v)y=0.

Elles ont, daprés le théoréme de M. Poincaré, 2.2 p = 4 p solutions
commanes, qui sonl deux & deux égales et de signes contraires, puis-
que O, est une fonction paire, et que O est une fonction paire ou im-
paire. Le nombre des points communs aa plan et 4 la courbe est
donc  §p, cest-a-dire 2p, et la courbe est de degré 2p. Ainsi :

Toutes les courbes algébriques tracées sur la surface de Kammer
son! de degré pair.

16. Jntersection complite de la surface de Kummer et d’une sur-
Jace algébrigue; taiosixy roxpawextaL. — L'intersection compléte
de la surface de Kummer et d’une surface algébrique d’ordre p,

S (Egy gy gy )= 0,
aura pour équation hyperelliptique
 [(6,,0,,0,,0,)=0,

les O, étant toujours des fonctions normales du second ordre, 4 carac-
téristique nulle.

Le premier membre de ceite équation est une fonction 8, normale,
paire, d’ordre 2p, i caractéristique nulle.
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Or la réciproque de cette proposition est vraie, el c'est la un fail
capital pour I’étude des courbes tracées sur la surface de Kummer.

Soit, en effet, 8(u, ¢) une fonction normale, paire, d’ordre 2p, i
caractéristique nulle; nous allons établir que la courbe O(«, ¢)= 0 est
Fintersection compléte de la surface de Kummer avec une surface
algébrique d’ordre p.

Toutes les fonctions telles que © peuvent (n° 4) s'exprimer linéaire-
ment a V'aide de 2p? + 2 d’entre clles; or totte fonction de la forme

(8) , 0760107, '

ou 0,, ..., 0, ont lasignification indiquéc tout a I’heure, est une fonc-
_ lion mormale, 4 caractéristique nulle, d’ordre 2(2 + B+ 1y +2); de
plus, c’est une fonction paire, puisque les ; sont pairs. Si I'on posc
24+ B3 +v-+2=p, (% B, ¥, ¢ élant bien entendu des entiers non né-
galifs), on obtient ainsi, cn donnant 4 ces nombres toutesles valeurs
compatibles avec les conditions précédentes, des fonctions 62 9207 0’
en nombre égal &

(Pt (p+2)(p—3)
6

Mais toutes les fonctions théta ainsi formées ne sont pas linéairement
distinetes. En effet, ©,, 0,, 0;, O, sont liées par une équation du
quatriéme ordre, K = o, cclle de la surface de Kummer représentée
par les équations (7 ); on a donc

0= K(@n @27 9;, (')a‘)?p--n

9p—s étant une fonclion homogeéne quelconque entiére, d'ordre p — 3,
(p=3)p--2)(p—1)
6
cients arbitraires; comme le produit Kz ,_; est une somme de fonc-
tions théta, de la forme (8), ot 2+ 5+ +2=p, il en résulte
' (p—=3)p—2)(p—1)
G
relations linéaires. Il est clair, d’ailleurs, que ’on a ainsi obtenu toutes

de 9,, ..., 9,. Cettc fonction renferme coeffi-

que les fonctions de cetle forme sont liées par
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les relations linéaires existant entre ces fonctions, car toute relation ho-
mogéne, entiére, de degré p entre 6,, 0., 0,, 0, a nécessairement son
premicr membre divisible par K. Par suite, le nombre des fonctions
6767610} (ol 2 + 3+ v+ 4=p), qui sont linéairement indépen-
dantes, c’est-a-dire, a I'aide desquelles on peul exprimer linéairement
les autres, est égal a

Hp+(p+2)p+3)—dp—=3)p—2Xp—1).
[§11]
2p* 4+ 2.

Or ce nombre est précisément égal a celui des fonctions théta nor-
males, paires, d’ordre 2p, a caractéristique naulle, et linéairement
indépendantes, a Paide desquelles on peut exprimer toutes les autres:
comme d'ailleurs les fonctions 07020507, (2 + 5 +v +2=p) sont
des fonctions théta de cette catégorie, on voit que toute fonction ©
normale, paire, d’ordre 2p, a caractéristique nulle, s’exprimera linéai-
rement i aide des fonctions 6267016’ ; c'est-a-dire sera une fonc-
tion entiére, homogéne, d’ordre p,de 6,, 0., 0,, 0.,

=2,(0,, ..., ;).

Jin d’autres termes, la courbe O(«, ¢ ) = o sera I'intersection cone-
pléte de la surface de Kummer avee la surface algébrique d’ordre p.
?l’(""l y K2y Lzy £4) == 0.

Nous pouvons donc énoncer ce théoréme :

L’équation de la courbe compléte, d’ordre §p, commune a la
surface de Kummer el & une surface algébrique d’ordre p, s'ob-
ticni enégalant & zéro une fonction © normale, paire, d’ordre 2p,
¢ caractéristique nulle.

RiciproQueNext, la courbe qu’on définit, en égalant a zéro une
telle fonction ©, est Uinlersection complite de la surface de Kum-
mer el d’une surface d’ordre p.

17. Corollaire. — Le premier membre de Péquation d’une courbe
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algébrique sur la surface de Kummer étant (n° 44) une fonction théla
d’ordre p, normale, paire ou impairc son carré cst toujours une
fonction © normale, d’ordre 2p, de caractéristique nulle ot paire;
il peut done s’exprimer en fonction enti¢re, homogéne, d’ordre p, de
8, ....0,;50il 3,(0,, ...,0,). el, par suile, la surface

?p("f'u Lgy Lyy Ly) =0

esL circonscerite a la surface de Kummer le long de la courbe considé-
rée, etne la coupe pas en dehors de cette courhe.
Done :

Le long de toute courbe algcbrigue lracée sur la surface de
Kuminer et de degré 2p, on peut circonscrire & cetle surface unr
surface algébrigue de degré p, ne la coupant pas en dehors de la
vourhe considérée (*).

Avant d’aller plus loin dans I'¢tude des courbes algébriques de la
surface de Kummer, il est nécessaire de présenter quelques remarcues
sur les points singuliers et sur les seize coniques de la surface; les pro-
priélés des uns et des autres sont bien connues, mais nous devons ex-
poser ici un algorithme nouveau destiné¢ & représenler les ¢léments de
la configuration de Kummer et dont l'utilité sera grande dans nos
recherches ultérieures.

Points et plans singuliers.

18. Les courbes du degré le moins élevé qu’on peul tracer sur la sur-
face de Kummer sont des coniques; on obtient seize coniques en éga-
lant i zéro les seize fonctions S normales du premier ordre, puisque la
courhe obtenue en égalant 4 zéro une fonction normale, paire ou im-
paire, d’ordre p, est d'ordre 2p (n° 15)

(1) Cette propriété curieuse n’appartient évidemment qu’a des surfaces excep-
tionnelles; en dehors de la surface de Kummer, nous ne coonaissons, pour la
posséder, que les cdnes du second ordre.
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Chaque fonction $ s’annulant pour six demi-périodes, chaque co-
nique passe par six points singulicrs.

D’aprés le théoréme du n® 47, le plan de chaque conique touche la
surface le long de la conique; les plans des scize coniques seront dits
plans singuliers.

On peut donner, pour représenter les seize points ct les seize plans
singuliers, un algorithme qui jouit de propriétés remarquables.

Eecrivons les deux Tableaux identiques

1. .

1 1 0 0 I 1 O o

I O LA § 1 o 1 (¢}

~
-

el numérolons les colonnes, dans le premier de 1 a 4, dans le second
de 1" f, 4 partir de la gauche. Soit une fonction = du premier ordre,

. o o o |
de caracléristique | , |y par exemple ; ‘s nous prendrons la
: { Yo 1, '

h 9

., . ’ .
premiére colonne de cette figure, soit la colonne , dans le Tableau |,
(]

K 1 ’ A '
ofl elie a le numéro d’ordre 25 de méme la seconde colonne, , ale
1

wnméro d'ordre 1° dans le tableau 115 nous représenterons alors Ja
. . A e . I ,
fonction 5 de caractéristique [ - par le symbole 217, Inverse-
[ ] [ v
i

ment, un symbole, tel que 34 par exemple, représente La fonction de

caracléristique

(4]
On peut donner un symbole analogue pour représenter les demi-
peériodes. Soit, par exemple, la demi-période
hei+ ha+ ubhy kwi Kb+ ue,
01l

4/1:0,‘ k=1, h=1, =1,

Nous éerirons le Tablean



56 G. HUMRERT.

qui représentera la demi-période; nous négligerons, dans chaque
terme 1 + X, ..., 1 + Kk, les multiples de 2,en sorte que, dans I'exemple
considéré, le Tableau s’éerit

.

et nous donnerons & la demi-période le symbole (35'), 3 ¢tant 'ordre

.q (o] * ’ M
de la premiére colonnc ) dans le Tableau 1, ct 4 celui de la seconde,

Z, dans le Tableau II. Inversement, un symbole, tel que (13'), repré-

sentera la demi-période pour laquelle on a
1+ h=1, 1+h=1, 1+up=o0, 1+ k=1 (mod 2),

Pour distinguer des symboles des & les symboles des demi-périodes,
nous mettons ces derniers entre parenthéses.

Cela posé, je dis que les six demi-périodes qui annulent une fone-
tion 2, de symbole aa’, ont les symboles qu’on obtient en faisant
suivre le chiffre « des trois chiffres accentués de la série 1, 2, 3, 4, qui
différent de «, et en faisant précéder le chiffre ' des trois chiffres de
cette série qui différent de o' : ainsi les six demi-périodes annulant (2
sont (11'), (13"), (14') et (22'), (32), (42').

Nous savons, e¢n cffet, que les demi-périodes qui annulent la

/
fonction & de caractéristique ° ‘0’ sont données par la congruence
(n°7, équation 6)
(h+0)(A+o)+(k+0)(p+o)= (mod 2).

Cette congruence admet six solutions, dont 'une, par exemple, est
h40=0, Ar+ow=o0, k+V=1, uv+o= (mod 2).

Le Tableau qui caractérise la demi-période correspondante, i
5avoir
I+A 14 u.

, estalors ,

140

I4+w o
i+h 1+Fk
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en négligeant dans chaque terme les multiples de 2; pour les cing
autres solutions, on obtient de méme les cinq Tableaux

0 o I+w o 0 [+
|.+e o ‘ o o I
o o o 14+
b 14 l’ 0 140 |

On voit que, dans trois de ces six Tableaux, la premiére colonne

w . w!
est . » et que, dans les trois autres, la seconde colonne est o - Dans les

. w
Tableaux qui commencent parla colonne la seconde colonne prend
w
!

. oo 1 1 (s ! ..
trois des formes Ol la forme exceptée étant o On peut faire
la méme remarque pour les Tableaux qui se terminent par la co-

o , . , , .
lonne 5 et ces deux remarques démontrent la régle énoncée : si, en
. w r 1 .
effet, p est l'ordre de la colonne ~ dans le Tableau I; ¢ celui de la

w' . [k T
colonne  dans le Tableau II, la fonction 5 considérée aura le sym-

bole pg, et, des six demi-périodes qui I’annulent, trois auront des syni-
boles commengant par p, trois des symboles finissant par ¢', le sym-
hole (pg’) ne devant pas figurer.

On verrait de méme qu’on obtient les symboles des six fonctions 5
s'annulant pour la demi-période (pg’) en faisant suivre p des trois
chiflres accentués de la série 1, 2, 3, 4, qui difféerent de ¢’ et cn faisant
précéder ¢’ des trois chiffres de cette série qui différent de p : ainsila
demi-période (12") annulelessix & : 11/, 13, 14’ et 22/, 32/, 42’

Il est méme inutile de faire de nouveaux calculs pour le vérifier, car,
d’aprés ce qui précéde, les fonctions pg’ et sr’ s’annulent pour la demi-
période (pr') sir'Zq et pZs.

On voit sans difficulté que les six fonctions $ impaires, c'est-a-dire
celles pour lesquelles w6 + w'6’ est impair, ont pour symboles

12, 1%, 14, 21, 3y, 4v;
Journ. de Math. (4 série), tome IX, — Fasc. I, 1893. 8
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ce sont les six symboles qui contiennent une et une seule fois le chiffrer,
accentué ou non.

19. Revenons maintenant 4 la surface de Kummer ; nous représente-
rons un plan singulier par le symbole de la fonction & correspondante,
ct un point singulier par celui de la demi-période qui donne ses argu-
ments : nous arrivons ainsi 4 l'algorithme suivant, qui peut étre pré-
senté indépendamment de toute considération analytique :

Soient 1, 2,3, fet V', 2, ¥, § deux séries de quatre caraciéres;
désignons par e un caractére quelconque de la premiére série, par
8,7, 8 les trois autres; par o un caractére de la seconde, par B,
Y, & les trois autres.

Les seize symboles oo représenteront les seize plans singuliers,
el les seize symboles (o) les seize points singuliers de la surface
de Kummer, de telle fagon :

1° Que les six points singuliers contenus dans le plan ao’ soient

(eB), (erh, (@, (B) (qe) (3
2° Que les six plans singuliers passant par le point (aa') soient

[ / a
o:,’i,/ ay, o8, Po, vy, cor.

Celte notation a, sur celle de M. Weber ('), I'avantage d’étre sy-
métrique par rapport aux points ou aux plans singuliers de la surface
de Kummer; elle est, de plus, réciproque par rapport aux points et
aux plans singuliers. Nous verrons enfin qu'elle se rattache éiroite-
ment & la notation proposée par Hesse pour les bitangentes d’unc quar-
lique plane.

On vérifie immédiatement, 4 I'aide de notre notation, que deux
plans singuliers ont en commun deux points singuliers, et que par
deux points singuliers passent deux plans singuliers.

(1) Weser, Journal de Crelle, t. 8.
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Groupes remarquables de points et de plans singuliers.

20. 11 existe des groupes remarquables de points et de plans sin-
guliers, que les travaux antérieurs de divers géométres ont fait con-
naltre ('), mais sur lesquels nous avons & revenir en vue de mos

recherches; I'algorithme nouveau va nous permettre de les retrouver
de suite.

L. Groupes de Rosenhain. — Ce sont des groupes de quatre plans
singuliers formant un tétraédre ayant pour sommets quatre points
singuliers.

On trouve que les symboles des quatre plans d’un groupe sont de
quatre types :

1° ac’, af, oy, «8';  cetypedonne 4 tétraédres,
2° ooy, P’y yo, Gy » 4 »
30 v, off, By, BC; » 36 »
40 o', fo, B, &f; » 36 »

Il y a donc, en tout, 8o groupes ou tétraédres de Rosenhain. Au
point de vue géométrique, il n’y a aucune différence entre les groupes
des divers types.

Si, imitant la méthode proposée par M. Cayley pour la représenta-
tion graphique des bitangentes d’une quartique plane, nous convenons
de disposer les caractéres o', B’ ¥, &' sur une ligne horizontale, et les
caractéres «, B, y, ¢ sur une ligne horizontale au-dessous de la pre-
miére, et si nous représentons le plan a0’ par la droite qui joint les ca-
ractéres o et o', les symboles graphiques des groupes de Rosenhain

(') Roseximain, Mémoires couronnés Savants étrangers, t. XI; Wesex, Jour-
nal de Crelle, t. 843 GoesL, Journal de Crelle, t. 85; Knazer, Theorie der
zweifach unendlichen Thetareihen (Teubuner, 1882); Reicnannr, Darstellung

der Kummerschen Fliche, ... (Nova Acte de I’ Académie Leop.-Carol. de
Halle, t. L.)
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sont (')
WV et A pour les types 1° et 2°,

VV et AA  pourles types 3°et 4°.

24. Le produit des quatre fonctions $ qui correspondent aux plans
d’un groupe de Rosenhain est évidemment une fonction @ normale,
d’ordre quatre : je dis que c’est une fonction impaire, de caractéris-
tique nulle.

Elle est impaire, car la représentation graphique montre que les
quatre symboles des plans d’un groupe renferment un nombre impair
de fois, au total, un symbole de la premiére catégorie, a, par exemple,
ct un symbole de la seconde ', par exemple : en particulier, ils ren-
ferment un nombre impair de fois, au total, les symboles 1 et 1; par
' suite, sur les quatre fonctions & correspondantes, une ou trois sont
impaires (n° 48), et le produit est impair.

Pour étudier la caractéristique, considérons, d’une maniére plus
générale, le produit d'un nombre quelconque de $, ao, off', ..., v2".
Les nombres qui composent la caractéristique de ce produit sont évi-
demment

Q=Zv, Q=lv, 0=, O@=I0 (mod2),

les sommes s’étendant aux nombres 0, ’, 9, ', qui correspondent aux
fonctions 3 du produit considéré. Or le premier caractére, o, du sym-
bole «a’ d'une fonction S, représente, dans notre notation, la premiére
(0] . e o’

colonne ) dela caractéristique; de méme o’ représente la colonne N
il en résulte sans difficulté, si I'on se reporte aux Tableaux [ et II du
n° 18, la conséquence suivante.

Ecrivons 4 la suite les uns des autres les symboles ao’, af’, ..., v5'
des S dont on considére le produit, et regardons cette expression
comme un produit algébrique auquel nous appliquerons les régles du

calcul algébrique ; nous aurons ainsi

oo of ... e = 142k 3Egm Y K 3 4

(1) D’aprés cette convention, les six plans singuliers qui passent par un méme
point auront pour symbole AV.
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hyk, ..., m' étant des entiers positifs : les nombres Q, £', 8, 8 seront
donnés par les relations

Q=h+k Q=k+Fk, O=h+{, 6=+ (mod2).

Le produit considéré aura donc sa caractéristique nulle si les nombres
h, k, | sont de méme parité, ainsi que les nombres #’, k', /.

Dans le cas ou le produit comprend un nombre pair de fonctions £,
cette régle se simplifie et il n’est pas besoin d’introduire les caractéres
1,2, 3, 4 ala place desa, B, 7, . En ce cas, en effet, les nombres
(égaux entre eux ), A+ k+{+ m et I + '+ I'+ m’ sont pairs; la
condition pour que le produit étudié soit de caractéristique nulle est
donc que les nombres A, k, [, m soient de méme parité, ainsi que les
nombres &', k', I', m’. Or cette condition est symétrique par rapport
aux caractéres 1, 2, 3, 4 et par rapport aux caractéres 1’, 2', 3, 4'; il
en résulte que, si I'expression zo’.af’. .. y5' prend, par I'application des
régles du calcul algébrique, la forme a*8*¢*8™ .a* % y? &'™, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que le produit considéré soit de carac-
téristique nulle est que les nombres A, k, I, m soient de méme parité,
ainsi que &', k', I', m’, sans qu’on ait hesoin de savoir 4 quels carac-
téres des séries 1, 2, 3, fet 1/, 2, 3', § correspondent les caractéres
a,B,...,72.

Cette observation montre que le produit des quatre $ d’un groupe
de Rosenhain est une fonction de caractéristique nulle, car on a, pour
les groupes du premier type,

ool off oy ad =2 By D,
et pour ceux du troisiéme,
!l A __ 22 (B, .
ax’ o’ By . g’ = B2a'f'y'cy
de méme pour les groupes des types 2° et 4°.
Le produit des quatre $ d’un groupe de Rosenhain étant une fonc-

tion normale, d’ordre quaire, impaire et de caractéristique nulle, les
résultats dan® 7 montrent que 'ensemble des quatre plans d’un groupe
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de Rosenhain passe par tous les points singuliers; ce qui se vérifie
d’ailleurs directement i I'aide de 'algorithme.

Trois coniques dont les plans appartiennent & un méme groupe de
Rosenhain ont un point smguher commun, d’ apres la définition méme
des groupes de Rosenhain; réciproquement, si trois coniques ont un
point singulier commun, leurs plans appartiennent 4 un de ces
groupes : on le voit immédiatement & I'aide du symbole graphique. En
effet, les plans des six coniques qui passent par un méme point singu-
lier ont pour symbole AV, trois de ces plans seront représentés par
un des symboles A, VW, Al, |V, qui font respectivement partie des
symboles A., ¥, A/, %/ V, correspondant a4 des groupes de
Rosenhain.

22. Remarque. — Soient des fonctions S en nombre pair, o,
2f', ..., Y0'; écrivons, comme tout & 'heure,

o’ .o .. yS = ahPry S oM By S

Pour que le produit des 5 considérés ait sa caractéristique nulle, il
faut et il suffit que &, k, I, m soient de méme parité, ainsi que &, ¥/,
I’, m’; pour que ce produit soit pair, il faut que les symboles 1 et 1
figurent au total un nombre pair de fois dans ao’.afB’...y3, c’est-
a~dire que A, k, I, m soient de méme parité que %', k', I', m’, quels que
soient ceux des caractéres «, 8, ..., &' qui correspondent aux carac-
téres 1 et 1'.

En d’autres termes, si nous nous reportons au théoréme fondamen-
tal du n° 16, nous voyons que 2p coniques de la surface de Kummer,
oo’y o3, ..., y0', seront sur une surface algébrique d’ordre p, si, étant
posé

ao.aB ... y8 = By By e,

les exposants &, k, I, ..., l', m' sont tous de méme pariteé.
Cette condition est nécessaire et suffisante; nous en ferons plus loin
des applications.

23. 1I. Groupes de Gopel. — Ce sont des groupes de quatre plans
formant un tétraédre qui n’a aucun point singulier pour sommet.
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On trouve aisément, & I'aide de I'algorithme, que les symboles des
quatre plans d’un groupe sont de deux types.

1 a’, B8, Y, ¢¢;  ce type donne 24 groupes.
2 a0, 2f, Pa, PBP;  ce type donne 36 groupes.

Il y a donc 60 groupes de Gopel.

Les mémes symboles, avec parenthéses, désignent Go groupes de
quatre points singuliers, sommets d’un tétraédre qui n’a pour face
aucun plan singulier ; nous appellerons ces groupes : groupes de points
de Gopel, les précédents étant les groupes de plans, ou tétraédres
de Gapel. ‘

Les symboles graphiques des groupes de points ou plans de Gopel
sont

i et pl.

Le produit des quatre $ qui correspondent aux plans d’un tétraédre
de Gopel est une fonction paire, 4 caractéristique nulle; car on a, par

exemple, - . .
oo’ Y .4y .00 = afys. 2By

ct tous les exposants au second membre sont de méme parité; de
méme,
ao'.08 o' BP = a?BPa B2,

Donc (n* 16 et 22) :

Les faces d’un tétraédre de Gopel touchent la surface de Kum-
mer suivanl quatre coniques, qui sont situées sur une méme surface
du second ordre.

24. 1IL. Octaidres de Gapel. — Nous donnerons Je nom d'oc-
lacdres de Gopel 4 des groupes remarquables de huit plans singuliers,
en relation intime avecles tétraédres de Gopel, et qu’on définit comme
il suit.

Deux plans singuliers quelconques appartiennent & trois tétraédres
de Gopel : on le voit aisément 4 I'aide de Valgorithme ou du symbole
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graphique; ainsi les plans | | font partie des tétraédres (=], 11{ ], 112{;
nous dirons que les deux plans donnés et les trois couples de plans
qui, associés & ceux-ci respectivement, forment trois tétraédres de
Gopel, constituent un octaédre de Gopel.

Un octaédre de Gopel est donc défini ainsi par quatre couples de
plans singuliers; il résulte de ce qui a été dit au numéro précédent
que les produits des $ qui correspondent aux quatre plans de deux
quelconques de ces couples sont, pour un méme octaédre, des fonc-
tions paires et de caractéristique nulle.

Cherchons les symboles des octaédres, et considérons, a cet effet,
deux plans singuliers : si leurs symboles n’ont aucun caractére com-
mun, on pourra les représenter par ax’ et B3’; les trois couples de
plans qui, avec le couple précédent, forment des tétraédres de Gopel

-
b

sont, d’aprés les notations données au n° 25
af’ et o', yy et 23, ye

Siles deux plans singuliers primitifs ont un caractére commun, <,
on les représentera par «o’ et ff’; les trois couples formant avec ce
couple un octaédre de Gopel sont

o' el BB, yo' et ¥¥, &« et 2F.

Si enfin les deux plans primitifs ont, dans leurs symboles, un méme
caraciére, «', on les représentera par ao’ et ffo’, el I'on aura pour
symboles des trois autres couples

of ct BB, oy et Py, ad et B2

o
On trouve donc, pour représenter les quatre couples de plans d'un
octaédre de Gopel, trois types de notations,

'~

>

1° aa’ et BB, of el B, Yy et 22, Y3 el 3y

2° ae’ et off, Po’ et BF, Yo' et ¥¥, ca’ et 2F;
'. N,

30 aw’ et Po’, of et BP, ay et By, o et B2

Le premier type donne par permutation de «, %, v, 2, &/, #, ¥, &,
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dix-huit octaédres, le deuxiéme et le troisitme en donnent six chacun :
il y a donc en tout trente octaédres de Gopel.

On vérifie maintenant sans difficulté, & I'aide de I'algorithme, que
les quatre couples de plans d'un méme octaédre passent par huit
mémes points singuliers, qui sont respectivement, pour les types 1°, 2°
et 30 .

(), (@30, (BY), (BED: (¥2), (1), (3), (3B);
(2'), (@B), (Ba), (BB, (v@)s (¥B), (2'), (4F):
(o), Be), (aB), (BB, (27D (BY), (28'), (BF)-

Nous obtenons ainsi trente groupes remarquables de huit points
singuliers, par chacun desquels passent quatre couples de plans sin-
guliers; on trouve I'un quelconque de ces groupes en prenant les huit
points situés dans deux plans singuliers, en dehors de leur droite d’in-
tersection.

Observons enfin que les huit plans singuliers qui n’appartiennent
pas 4 un octaédre forment eux-mémes un octaédre; les huit points
singuliers communs aux quatre couples de plans du premier octaédre
sont différents des huit points communs aux couples de plans du
second : les trente groupes de huit plans et les trente groupes de huit
points trouvés tout a I'heure sont donc associés deux & deux, deux
groupes associés n'ayant aucun plan ou aucun point commun.

25. Avant d’abandonner la théorie des plans singuliers, nousappli-
querons notre algorithme 4 la recherche de nouveaux groupes inté-
ressants formés par les coniques de la surface.

Groupe de quatre coniques situées sur une méme quadrique. —
Pour que quatre coniques soient sur une méme quadrique, il faut et
il suffit (n° 22) que le produit de leurs symboles puisse se mettre

sous la forme
, By om B S,

by k..., m" étant des nombres entiers de méme parité. D’ailleurs,
puisqu’il entre quatre coniques dans le groupe considéré, ona

h+bk+l+m=+FKF+l+m=4.
Journ. de Math. (4° séric), tome I. — Fase, 1X, 1893, 9
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On est conduit ainsi 4 deux types d’expressions.
i° Exposants impairs :

h=k=...=U=m=1.
Type afys.aBye.

Ce type donne les 24 groupes : ao’, Bf', vy, 38" (lil]).
2° Exposants pairs :

h=k=Hk=FK=2, l=m=l=m=o.
Type 228,028 ou aafP.a'PR.

Ce type donne les 36 groupes : a0/, of’, o, P (D<), en excluant les
_groupes tels que ac’ . 20/ . f'. Bf’, qui contiennent deux fois une méme:
conique.
Les 24 + 36 = 60 groupes ainsi obtenus coincident avec les 6o té-
traédres de Gopel, qu’on devait (n° 23 ) trouver comme solutions; on
voit que ces tétraédres donnent d’ailleurs toutes les solutions.

26. Groupes de six coniques siluées sur une méme surface cu-
bigue. — On devra, pour trouver ces groupes, partir d’expressions du
sixiéme ordre en o, B, v, et du méme ordre en o, B, v, 2/, les
exposants étant de méme parité.

1° Exposants impairs.

Type unique aoofys. o' 2 B3
Ce type donne (*)
16 groupes: of, ay, of, P, yo, 32 (/M)
144 groupes: az', off, ay, Po’, yo, &  (JW).

Les seize premiers groupes sont formés par les six coniques qui
passent par un méme point singulier,

(*) Nous supposons jci, comme dans tout ce qui suit, qu’on exclut les groupes
daos lesquels une méme conique figure deux ou plusieurs fois.
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2° Exposants pairs.

Type anffyy. o« BRYY.

Ce type donne g6 groupes :
o, off, By By, W, v (OTN)
Types s, o BBV,
aa2aBl, doa'a'd/ PP,
aoffyy, oo PR

Ces types doivent étre exclus, comme donnant nécessairement deux
fois au moins la méme conique.

On a donc en tout deux cent cinquante-six groupes de six coniques
différentes situées sur une méme surface cubique.

Les symboles de ces groupes montrent immédiatement qu’on ob-
tient chacun d’eux en prenant les plans singuliers non communs 4

deux groupes de Rosenhain, qui ont un et un seul plan singulier
commun.

CHAPITRE II.

Classification des courbes algébriques tracées sur la surface
de Kummer.

27. La premicre uestion que nous traiterons dans I'étude générale

des courhes algébriques de la surface de Kummer est celle de la dé-
- termination et de la classification des courbes d’un degré donné.

On connait peu de surfaces pour lesquelles ce probléme soit résolu;;
ces surfaces (surface de Steiner, surface du troisiéme ordre, qua-
driques, etc.) sont représentables point par point sur le plan, et la
question se raméne dés lors & une question de Géomeétrie plane.

Pour les quadriques, un élégant théoréme d’Halphen donne impli-
citement la solution géométrique duprobléme : Halphen a montré, en
effet, que la surface du moindre degré qu'on peut mener par unc
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courbe tracée sur une surface du second ordre nc coupe, en outre,
cette derniére que suivant des génératrices d’'un méme systeme ().

Sur la surface de Kummer, le résultat est plus simple encore :
nous allons voir que, par une courbe algéhrique quelconque tracée sur
cette surface, on peut mener une scconde surface qui ne coupe, en
outre, la premiére que suivant / coniques, / pouvant prendre les va-
leurs o, 1, 2, 3, 4; etnous obtiendrons en méme temps la classification
des courbes d’un degré donné.

Nous savons (n° 14) que I’équation d’une courbe algébrique, sur la
surface de Kummer, est de la forme 8(«, ¢) = o, © désignant une
fonction théta normale, d'ordre et de caractéristique quelconques,
pairc ou impaire; soit ¢ son ordre, la courbe correspondante est
d’ordre 2p.

Deux cas sont 4 distinguer, selon que p. est pair ou impair.

28. 1. Soit d’ahord p pair, g.= 2m; les courbes correspondantes
sont d'ordre 4m.

Les fonctions O normales, d’'ordre 2m, paires ou impaires, sc ré-
partissent en seize systémes selon les valeurs de la caractéristique.

1° Sila caractéristique est nulle (n° 4), les fonctions normales
paires, d’ordre 2m, s’expriment linéairement en fonction de 2% + 2
d’entre elles; les courbes correspondantes sont, d’aprés le théoréme
fondamental du n® 16, les intersections complétes de la surface de
Kummer ct de surfaces algébriques d’ordre m.

2° Les fonctions normales, & caractéristique nulle, d’ordre 2m ct
impaires sont au nombre de 2m? — 2 lin¢airement distinctes; les
courhes correspondantes, de degré 4m, passent par les seize points
singuliers de la surface de Kummer, puisque les fonctions théta nor-
males, 4 caractéristique nulle et impaires, s’annulent pour les seize
demi-périodes (n° 7). Sil'on multiplic une fonction impaire, d’ordre
2m, 4 caractéristique nulle, par le produit des quatre fonctions £ du
premier ordre correspondant aux plans singuliers d'un groupe de Ro-
senhain, on obtient (n° 21) une fonction peaire, d'ordre 2m + 4, a
caractéristique nulle; il résulte de 1a (n° 416) que chacune des courbes

(Y Bulletin de la Soc. Math. de France, (. 1, p. 19.
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précédentes est l'intersection de la surface de Kummer avec une sur-
face d’ordre m + 2, passant par les quatre coniques d’un groupe de
Rosenhain, quelconque d’ailleurs.

On obtient donc toutes les courbes de la famille considérée en pre-
nant 'intersection de la surface de Kummer avec des surfaces d’ordre
m + 2, menées par quatre coniques d’un méme groupe Rosenhain, et
réciproquement.

Si mest égal 4 1, 2m*® — 2 est nul; il n’y a pas de fonction impaire
normale, d’ordre 2, & caractéristique nulle et la famille précédente
n’existe pas. ‘

3° Considérons maintenant les fonctions @ normales, d’ordre 2m,
a caractéristique non nulle; elles forment uinze systémes, selon les
valeurs de la caractéristique, et, dans chaque systéme, il y a 2m?
fonctions paires et 2m? fonctions impaires, linéairement distinctes
(n°5); d’ou trente familles de courbes d’ordre 4m.

On peut toujours trouver deux fonctions 3, du premier ordre, telles
que leur produit soit unc fonction paire ou impaire, 4 volonté, ayant
unc caractéristique non nulle donnée 4 I'avance. Soient, en effet, o,
o', 0, ¥ les éléments de la caractéristique donnée; o,, w), 8,, 0 et
w,, ,, 0,, 0, ceux des caractéristiques respectives des deux S cher-
chés. On aura

(9) o,+w,==0, o, +o,=0, 0,+0,=0, 0§ +60, =)
(mod 2);
de plus la gquantité
w,0, + w0, + 0,0, + 0,0,
aura une parité¢ donnée (n° 6).

Si P'on tire w,, w;, 0,, 0, des quatre premicres relations pour les
introduire dans la dernié¢re condition, on trouve la congruence

0,0+ 0w+ V+00=0l+00+c (mod2),

¢ étant une quantité connue, égale 4 o ou a 1.
Cette congruence a toujours des solutions en w,, 0, w, ¢, puisque



70 G. HUMBERT.

0, 9, o', O’ ne sont pas nuls & la fois, la caractéristique donnée n’étant
pas nulle. Chaque systéme de valeurs de w,, 9,, o, 0, donne, en
vertu de (9), un systéme de valeurs de w,, 6,, ,, 0}, et ces deux
systémes sont différents, puisque o, 6, ', # ne sont pas tous nuls.

D’aprés cela, on peut multiplier une fonction @, paire ou impaire,
normale, d’ordre 2/m, & caractéristique nonnulle, par deux fonctions S
convenablement choisies, de telle sorte que le produit soit une fonc-
tion paire, d’erdre 2m + 2, & caractéristique nulle : géométrique-
ment, d’aprés le théoréme du n° 16, cela revient a dire que la courbe
d’ordre 4m qut correspond, sur la surface de Kummer, 4 la fonc-
tion © considérée, est I'intersection de cette surface avec une surface
d’ordre m -+ 1, passant par deux coniques singuliéres.

On peut associer deux & deux les seize coniques de la surface de

16.15 . . . . .
Kummer de —— = 120 maniéres; il semble donc qu’on doive obtenir

géométriquement 120 familles de courbes d’ordre 4/m, tandis que
I’Analyse nous a appris qu’on doit en trouver seulement 30. Mais nous
savons que, étant donné un couple de fonctions $ du premier ordre, il
existe trois autres couples tels que le produit des < de deux quelconques
des quatre couples soit une fonction @ paire et de caractéristique nulle
(n® 24); les quatre couples de plans singuliers correspondants de la
surface de Kummer forment un octaédre de Gopel. Donc quatre couples
de coniques dont les plans forment un octaédre de Gopel ne donnent
naissance, par ’application du procédé géométrique indiqué plus haut,
qu’a une scule et méme famille de courbes de degré 4m, et, par suite,

le nombre de ces familles de courbes est %9 = Jo, résultat qui con-

corde avec celui de I’ Analyse.

La courbe d’ordre 4m, intersection de la surface de Kummer et
d’une surface d’ordre 7, + 1 menée par deux coniques singuliéres,
passe évidemment par les huit points singuliers situés dans les plans
de ces deux coniques, en dehors de leur droite d’intersection; ces huit
points sont communs (n® 24) aux quatre couples de plans d’un méme
octaédre de Gopel.

Sil’on considére deux octaédres de GSpel associés (n° 24), les deux
familles de courbes d’ordre 4m qui correspondent respectivement &
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chacun d’eux seront dites associées; les courbes de I'une des familles
passent par huit points singuliers et les courbes de I'autre famille pas-
sent par les huit autres points singuliers. Ces résultats concordent avec
ceux du n° 7.

Nous avons ainsi obtenu la définition géométrique de toutes les
courbes de degré 4m sur la surface de Kummer; elles correspondent
4 des ® d’ordre 2m. Il nous reste & examiner les courbes qui corres-
pondent & des @ d’ordre ., impair.

29. II. Soit maintenant g = 2m +1 les courbes correspondantes
sont d’ordre 4m + 2.

Les fonctions ® normales, d’ordre 2m + 1, paires ou impaires, se
répartissent toujours en seize systémes, selon les valeurs de la carac-

’ . . 9 4 w (0’ 4 os 4‘ E 4
teristique ; et pour une caracteristique 0 o P il y a(n® 4 et 3)

2 . paires
om®* 4+ 2m +1 fonctions | T .
impaires
et
. . impaires
am%+ 2m fonctions h
paires
selon que la quantité
aire
o)+ o0 est ] PP .
lmpanre

1° Supposonsd’abord que w0 + «’(’ soit pair; la fonction S, du pre-
!
w . .
o | €st paire (n° 6), ct le produit
de cette fonction par une fonction 0, paire, d’ordre 2m + 1 et de
méme caractéristique, est une fonction normale, paire, d’ordre 2 + 2
et de caractéristique nulle. En d’autres termes, d’aprés le théoréme du
n® 16, la courbe d’ordre 4 m + 2, qui correspond & lafonction © d’ordre
2m + 1 considérée, est I'intersection de la surface de Kummer avec
une surface d’ordre 7, + 1 menée par une conique singuli¢re.
Si, w0 + '’ étant toujours supposé pair, on considére une fonc-
/
el
sonnement précédent ne peut s'appliquer. En ce cas, soient $,, $,, $,

mier ordre, de caractéristique

tion @ impaire, d'ordre 2m 1, et de caractéristique , le rai-
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trois fonctions & d’ordre un, formant un groupe de Rosenhain avec la
ml

fonction S, d’ordre un et de caractéristique : noussavons (n°21)

ﬂl
que le produit $,3,5,S, est impair ct de caractéristique nulle. Il
en résulte; puisque S, est pair, que le produit $,$,3, est impair, ct
a méme caractéristique que S,. Si donc on multiplie la fonction © im-
paire considérée par $,5,S,, on obtient une fonction normale paire
d’ordre 2m + 4 et de caractéristique nulle. En d’autres termes, d’aprés
le théoréme du n° 16, la courbe d’ordre 4m + 2 qui correspond & notre
fonction @ impaire est l'intersection de la surface de Kummer avec
une surface d’ordre m -+ 2, menée par trois coniques singuliéres qui
font partie d’'un méme groupe de Rosenhain ().

Nous savons (n° 7), ce qui se déduirait d’aillenrs aisément des
résultals géométriques’ précédents, que, dans le cas ou 0 + o'() est
pair, les courbes qui correspondent aux O pairs, d’ordre 2m + 1 et de

!

(O]

caraclérislique , passent par six points singuliers situés dans un

el
méme plan singulicr, et que celles qui correspondent aux @ impairs de
méme ordre et de méme caractéristique passent par les dix autres
points singuliers.

- 2° Le cas oti o0 + '@’ est impair donne lieu 4 des raisonnements
identiques; il suffit d’échanger partout les mots pair ct impair.

30. Nous pouvons maintenant énoncer les propositions suivantes,
qui donnent la détermination géométrique et la classification des
courbes d'un degré fixé a I'avance, sur la surface de Kummer.

Les courbes algébriques tracées sur la surface de Kummer sont
de degré pair.

Les courbes d’ordre 4m tracées sur la surface se répartissent en
32 familles :

1° Une famille de courbes dont chacurie est U'intersection com-
pléte et indécomposable de la surface de Kummer avec une surface

(') D'aprés le n° 21, ces trois comiques sont trois coniques quelconques,
passant par un méme point singalier.
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d’ordre m générale. L'équation des courbes de cette famille de-
pend linéairement de 2m? + 1 paramétres; i

2° Une famille, que nous appellerons singuliére, de courbes pas-
sant par les seise points singuliers, dont chacune est Uintersection
de la surface de Kummer avec une surface générale d’ordre
m + 2, menée par quatre coniques singuli¢res appartenant & un
méme groupe de Rosenhain, d’ailleurs arbitraire. L'équation des
courbes de la famille singulicre dépend linéairement de 2m* — 3
parameétres (*);

3° Trente familles, dewx a deurx associées, de courbes dont cha-
cune passe par huit points singulicrs et constitue I’intersection de
la surface de Kummer avec une surface générale d’ordre m + 1,
menée par dewc coniques singulicres. L’équation des courbes de
chague famille dépend linéairement de 2m* — ¥ paramétres.

Les courbes d’une de ces familles passant par huit points singu-
liers, les courbes de la famille associée passent par les huit autres.
(haque famille est lide & un octaidre de Gapel.

Les courbes d’ordre 4m + 2 tracées sur la surface se répartissent
en 32 familles.

1° Seize familles de courbes passant par six points singuliers et
dont chacune est Uintersection de la surface de Kummer avec une
surface générale d’ordre m + 1 menée par une conique singuliére.
Léquation des courbes de chague famille dépend de 2m? + 2m
paramelres;

2* Seise familles de courbes passant par dix points singuliers et
dont chacune est Uintersection de la surface de Kummer avec une
surface générale d’ordre m+-2, mendée par trois coniques singulicres
qui ont en commun un point singulier. L'équation générale des
courbes de chaque famille dépend linéairement de 2m*+ 2m — y
paramnétres. .

Chacune des seize familles de la premiére espice est associée d
une famille de la seconde espéce d’aprés la loi suivante : les courbes

(*) Pour m =1, c’est-a-dire pour les courbes d’ordre quatre, la famille sin-
guliére n’existe pas (n° 28).

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. I, 1893. 10
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de la premiére famille passent par six points singuliers silués sur
une méme conique, les courbes de la famille associée passeni par
les dix autres points singuliers.

Dans ces énoncés, quand nous disons que I'équation d’une famille
dec courbes dépend linéairement de k paramétres, nous entendons que
cette équaticn peut se mettre sous la forme

20, (u,¢)+ 200,(1t, 0)+ .. .+ Ay Osr (0, ¢) = 0,

les A étant des conslantes arbitraires, ct les @ des fonctions normales

de méme ordre et de méme caractéristique, simullanément paires ou
impaires.

_ ol. Remarque. — Les courbes d’ordre 4 ou 4m + 2 dont on
vient de donner la détermination sur la surface de Kummer sont les
plus géncérales de leur degré et n’ont pas de points multiples, si 'on ne
particularise pas les fonctions théta correspondantes.

Il est intéressant d’étudier la nature des points multiples qu’elles
peuavent présenter en un des points singuliers de la surface; nous choi-
sirons le point # =0, ¢ =0, mais nos raisennements s'¢tendraient
sans difficulté a tous les autres.

Considérons les fonctions 9,,(u, v), d’ordre m, normales, de carac-
téristique donnée, paires ou impaires.

Si elles ne s’annulent pas toutes pour « = o, ¢ = o, clles sont paires
et, par suite, celles d’entre elles qui deviennent nulles au point (o, 0)
ont aussi leurs dérivées premiéres, par rapport a4 « et & ¢, nulles au
méme point. On voil ainsi que les courbes dela famille correspondante
ne passent pas toutes par le point (o, 0), mais (ue celles qui y passent
y ont un point double, ct plus généralement un point multiple d'ordre
pair.

. Siles fonctions 0,,(«, ¢) s’annulent toutes pour « = o, v = o, clles
sont impaires, et les courbes correspondantes, qui passent toutes par
le point (0, 0), ne peuvent avoir en ce point qu’un point multiple d’ordre
impair.

Ainsi : )

Les courbes d’un méme ordre et d’une méme famille, gui passent
b
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par un point singulier de la surface de Kummer, ont en ce point un
point multiple d’ordre impair ou d’ordre pair, selon que toutes les
courbes de la famille passent ou ne passent pas par ce point.

Dans cet énoncé, le point multiple d’ordre impair peut étre un point
simple.

Ce résultat permet de déterminer la famille & laquelle appartient
une courbe dela surface de Kummer lorsqu’on connait I'ordre de mul-
tiplicité des seize points singuliers sur cette courbe.

Ainsi, une courbe d’ordre 4m ayant un point double en chacun des
seize points singuliers est I'intersection de la surface de Kummer avec
une surface d’ordre m passant par ces points, etc.

32. Eiant données deux courbes d’un méme ordre et d'une méme
famille, il est clair que le produit des founctions @ correspondantes est
toujours une fonction © normale paire, d’ordre pair, 4 caractéristique
nulle : donc (n° 16) ces deux courbes constituent 'intersection com-
pléte de la surface de Kummer et d’une surface algébrique. Ainsi :

Par deux courbes tracées sur la surface de Kummer, de méme
degré, 2p, et appartenant & la méme femille, on peut toujours
[fatre passer une surface d’ordre p, ne coupant plus la surface dr
Kummer en dehors de ces courbes.

Soient
)\, 9, + 7&292 ...+ 7s,,+,6k,,, =0,
(J.,e,—l-... +..-+ (L;,.,_.ek,,.,=(')

les équations des deux courbes considérées.

Les produits 6, et 8; ¢tant (n° 16) des fonctions entiéres, d’ordre p,
des coordonnées x,, x,, x; x,, d’'un point de la surface de Kummer,
I'équation de la surface d’ordre p qui passe par les deux courbes s’ob-
tiendra en remplacant dans I'équation développée :

O‘lec + 7‘302’1" -+ 7\lr+46k+4 )(P‘lel ... P-k+4ek-m)= o,

les produits 67 et 8,0; par leurs valeurs en fonction entiére des coor-
données z,, x,, x,, x,.
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Dans le cas ol les deux courbes coincident, on obticndra par ce
procédé Péquation d’une surface d’ordre p inscrite & la surface de
Kummer le long de la courbe unique considérée (n® 17).

Il va sans dire que si p est égal ou supérieur a 4, on pourra ajouler
aux premiers membres des équations des surfaces ainsi obtenues une
cexpression de la forme K5, ,, K étant le premier membre de I'équa-
tionde la surface de Kummer, ct 5,_, un polynéme homogéne quel-
conque d’ordrep— jen x,, x,, iy, 1.

Surfaces inscrites 4 la surface de Kummer.
33. Soit I'équation d'une courhe d’ordre 2p
70, uy )4t Ny Opy (Uy )= 0,

zelle de la surface inscrite d’ordre p correspondante sera, comme on
vient de le dire, de la forme

(‘0) -,\“:A” + 27—.7\2A|:+7~;1\22+. . .+ 7\:‘4 [\,H_..,“‘ = "g

les A étant des polyndmes dordre p en .y, x,, 25, 2,. Celle équation,
st 'on y fait varier les paramétres 2, représente une famille de sur-
faces d'ordre p, qui sont toutes inscrites a la surface de Kumner-le
long des courbes d’ordre 2p appartenant 4 la méme famille.

D’apres cela, en appelant surface inscrite i la surface de Kummer
une surface qui touche celleci en tous ses points de rencontre avee
clle, on voit que la théorie des familles de surfaces inscrites est la
méme que celle des courbes algébriques de Fa surface, et qu'on peut
énoncer les propositions suivantes :

I existe trente-deus familles de surfaces dordre 2mn inscrites a
la surface de Kummer.

Les surfaces de la premiére famille sont inscrites suivant les
courbes d’ordre 4m de la premiére famille ; lewr équation générale

est de la forme

(11) AL +Koy,,=o,
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oit A, et 9,, , sont des polyndmes arbitraires en z,, z,, %;, z,,
d’ordre marqué par l'indice; K est toujours le premier membre de
I’équation de la surface de Kummer.

Les surfaces de la deuxiéme famille sont inscrites le long des
courbes d’ordre 4m de la famille singuliére; leur équation géné-
rale est de la forme (10), ot k= 2m*— 3 (*).

Les surfaces des trente derniéres familles sont inscrites le long
des courbes d’ordre fym des irente derniéres familles; leur équa-
tion générale est, pour les surfaces inscrites d’une méme famille,
de la forme (10) oit k a la valeur 2m* — 1.

De méme :

Il existe trente-deux familles de surfaces d’ordre 2m -+
inscrites ala surface de Kummer, le long des trente-deux familles
de courbes d’ordre 4m + 2 de cetie surface.

L équation générale des surfaces inscrites de Uune des seize pre-
micres familles est de la forme (10), ol k a la valeur 2m* + 2m:
celle des surfaces inscrites de I une des seize derniéres familles est
de la méme forme, k ayant la valeur 2m* +2m — 1.

34. Soient A = o et C = o deux surfaces inscrites du méme ordre
ct d’une méme famille; leurs deux courbes de contact sont (n°® 32) sur
une surface B = o, de méme ordre, %, que les premiéres.

Si dans A on remplace x,, x,, z;, «, par les coordonnées d’un point
de la surface de Kummer, exprimées en fonction hyperelliptique de «

ct v, el si I'on fait la méme substitution dans B et dans C, on trouve.
d’aprés le n° 32, .

A=0%u,v), C=0(uyv), B=0,0,

0, cL 0, ¢tant des fonctions théta; on a donc identiquement, en tout
point de la surface de Kummer,

AC—B2=o,

(1) Pour m =1, cette famille de surfaces inscrites n’existe pas.
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et, par suite, en réintroduisant dans A, B, C les coordonnées cou-
rantes, on obtient 'identité

AC — B*=KD,

ot D est un polynéme entier d’ordre 2k — 4 en x,, x., x,, x,. Cette
identité a lieu pour tous les points de {’espace; elle nous sera trés
utile dans la suite.

33. 1 est intéressant de remarquer que le nombre des familles de
surfaces d’ordre pinscrites 4 1a surface de Kummer cst précisément égal
a celui des familles de courbes d’ordre p inscrites & une courbe du qua-
tricme degré, & un point double : par conséquent, si 'on considére la
section de la surface de Kummer par un de ses plans tangents, on
obtiendra Zoutes les courbes inscrites a cette scction en coupant, par
le méme plan, toutes les surfaces inscrites i la surface de Kummer (*).

La proposition ne serait plus vraic si, au licu de la section par un
plan tangent, on considérait une section plane quelconque.

CHAPITRE I11.

Biquadratiques situées sur la surface de Kummer
et quadriques inscrites & cette surface.

36. Apres les coniques, les courbes de plus petit degré que I'on
rencontre sur la surface de Kummer sont du quatriéme ordre : il n’y

(') Nous renverrons, pour le nombre des familles de courbes d’ordre p in-
scrites 4 une quartique plane, possédant un point double, a notre Mémoire sur
V' Application de la théorie des fonctions fuchsiennes d lu Géomélrie (4 série
de ce Journal, t. II). Il résulte des formules données aux n 39 et 43 de ce Mé-
moire qu’il existe seize systémes de courbes d'ordre p inscrites a la quartique,
chaque systéme se décomposant en deux familles, soit en tout trente-deux fa-
milles. Si p est pair, p—=2m, un des seize systémes, est particuliérement remar-
quable : Ia premiére des deux familles de ce systéme comprend les courbes
d’ordre m du plan comptées deux fois, et correspond a Ja premiére famille (11)
de surfaces d’ordre 2m inscrites 4 la surface de Kummer; la seconde famille du
systéme correspond a notre seconde famille (ou singuliére) de surfaces inscrites;
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a (n® 30) que trente ct une familles de courbes de cet ordre; la pre-
miére se compose de Pensemble des sections plancs; les trente autres,
dont nous allons maintenant aborder 1'étude, sont composées de bi-
quadratiques, car deux courbes quelcongues d’'une méme famille étant
(n° 32) sur une quadrique, chacune de ces courbes est la base d'un
faisceau ponctucl de surfaces du second ordre.

Les biquadratiques d’une méme famille sont (n° 30) les intersec-
tions de la surface de Kummer avec les gquadriques passant par deux
coniques singulitres : en particulier, ces deux coniques constitucnt
une biquadratique de la famille. Nous savons (n® 28) que, pour la
définition géométrique d’une famille de courbes d’ordre 422, on peut
remplacer les deux coniques primitives par trois autres couples de
coniques, les plans de quatre couples formant un octaédre de Gépel ;
il en résulte que, dans une méme famille de biquadratiques, figurent
(uatre couples de coniques.

Le long de toute biquadratique on peut (n° A7) inscrire & la sur-
face de Kummer une surface du second ordre; nous trouvons ainsi
trente familles de quadriques inscrites, dont chacune comprend quatrc
couples de plans singuliers, formant un octa¢dre de Gopel (*).

Les biquadratiques ct, par suite, les quadriques inscrites d'unc
méme famille passent par les huit points singulicrs communs aux
couples de plans de Poctaédre qui correspond & la famille.

Les trente familles sont deux 4 deux associées (n° 30), de telle
sorte que les octaédres correspondant 4 deux familles associées n’ont
aucun plan singulier commun.

Pour définir une famille de quadriques inscrites, il suffit de con-
naitre l'octatdre de Gopel qqui lui correspond; or nous avons trouvé,
au n°® 24, trois types de notations pour les octaédres. |

Dans le premier type, que nous désignerons par le symbole (entre
crochets) [e82'3'], les quatre couples de plans singulicrs sont

ox’ et BB, off ct o, vy et 8%, v¥ et Bv;

(*) MM. Robn et Darboux ont établi P'existence des trente systémes de qua-
drigues inscrites, dont M. Darboux a fait connaitre plusieurs propriétés géomé-
trigues que nous retrouvons plus loin (Voir Rosx, Math. Annalen, t. XV, p. 35;
Darsoux, Comptes rendus, t. XCIL, p. 686).
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les huit points singuliers communs & ces quatre couples sont

(ar)y. (a&), (BY), (BE), (va) (¥8), (8), (3B) (')
Dans le second type, que nous désignerons par le symbole [2'53’],
les couples de plans sont
wo’ et of, B2 et BF, Yo ct Y8, <z et 2Y,

et les huit points ont les mémes symboles que ces huit plans.
Enfin, dans le troisitme type, auquel nous attacherons le sym-
bole [ef], les couples de plans sont

ao’ et o', off et BB, oy ct By, a2 et B2,

et les huit points ont les mémes symboles.

Nous désignerons dans ce qui suit par plans singuliers d’une fa-
mille de quadriques inscrites les huit plans qui font partie de cette fa-
mille; par points singuliers d’une famille les huit points par lesquels
passent les quadriques inscrites de la famille; nous représenterons une
famille de biquadratiques ou de quadriques inscrites par le symbole
de Poctaédre correspondant, tel que [«8].

I est clair que la famille associée de [28] est [v2], de méme que la
famille associée de [2/5] est [v'¢']; enfin les familles [a 32/ %] el
[Py 2] sont associées.

37. Cela posé, on vérific aisément, & I'aide des notations symnbo-
liques, les propositions suivantes :

1° Les biquadratiques d’une méme famille ont deux points sin-
guliers communs avec tout plan singulier W’appartenant pas & la
SJamille, d’ol il suil que ces courhes coupent le plan considéré en deus
points mobiles.

D’ailleurs toute courbe tracée sur la surface de Kummer touche
nécessairement un plan singulier en tous les points, non singuliers, out
elle le rencontre, et dés lors les biquadratiques d’une famille touchent

(*) D’apres cela, les symboles [#84'8'] et {33 ] désignent le méme octaédre.
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en un point les huit plans singuliers qui ne font pas partic de la fa-
mille; donc :

Les quedriques inscrites d’une méme famille touchent les huit
plans singuliers de la famille associce.

2° Deux familles de quadriques inscrites, non associe'es, onl en
rommun quatre plans ct quatre points singuliers; mais deux cas
sont ici & dlstmguer.

Dans le premier cas, les quatre plans singuliers communs forment
un tétraédre de Rosenhain, dont les sommets sont les quatre points
singuliers communs. Ainsi, les familles [«8] et [ay] ont en commun le
tétraédre de Rosenhain : oz, af, oy, of.

Dans le second cas, les quatre plans singuliers communs,. forment
un groupe de Gapel, et appartiennent 4 une troisiéme famille; ainsi
les familles [«f8] et [2'f’] ont en commun les quatre plans o, aff’, B,
6@, qui appartiennent a la famille [¢fo’$']. Quant aux quatre points
communs aux deux premiéres familles, ils forment aussi un groupe
de (iopel ct appartiennent 4 la famille associce de [aBa’@].

On trouve sans difficult¢ 4 P'aide de la notation symbolique qu'une
Jamille de quadriques inscrites a en commun, avec douze autres fa-
milles, quatre plans singuliers formant un groupe de Gépel; avec
seize autres, quatre'plans singuliers formant un groupe de Rosen-
hain; la trentitme famille est 'associée de la premiére.

Ainsi, les douze familles qui ont en commun avec [«f | un groupe
de Gopel de plans singuliers sont :

gl el [#y) [(FF1 [«9], [B/Y/J"
aa ], [aByd], [aBay], [V-ﬁB‘?], [efa'®], [«Bfy ).

Lees autres familles (1'associée [Y8] exceptée) ont en commun avee [of |
(uatre plans formant un groupe de Rosenhain.

3° Deux biquadratiques appartenant respectivement ¢ deux fa-
milles associces se coupent en quatre points mobiles : cela résulte
de la formule de M. Poincaré, car, d’aprés cette formule, deux fonc-
tions ® du second ordre ont huit zéros communs; les deux @ qui cor-
respondent 4 deux biquadratiques étant des fonctions soit paires, soit

Journ. de Math. (4 série), tome IX. — Fasc. I, 1893, Iz
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impaires, les huit zéros communs sont deux i deux égaux el de signes
contraires, et ne donnent dés lors que quatre points de la sarface de
Kummer.

Deux biguadratiques appartenant & deux familles non associées
se coupent en dewr points mobiles : car, parmi les huit zéros com-
muns aux deux fonctions © correspondantes, figurent guaire demi-
périodes, donnant les quatre points singuliers communs aux deux
courbes; les quatre autres zéros, deux i deux égaux et de signes con-
traires, donnent deux points de la surface de Kummer.

in d’autres termes :

Deux quadriques inscrites, apparienant respectivement a deur
Sfamilles associées, se touchent en quatre points, el se coupenl dis
“lor's suivant quatre droites. (Darborx.)

Dewr quadriques inscrites, apparicnant respecticement a deu.s:.
Samilles non associces se touchent en dews points.

Nous allons faire voir que, dans ce dernier cas, les deux quadriques
se coupent suivanl deux coniques, ou suivanl une droile el une cu-
bique, selon que les quatre plans singuliers qui leur sont communs
forment un groupe de Gipel ou un groupe de Rosenhain.

38. Considérons d’abord un groupe de Gapelde plans singulicrs;
solent z =0, y = 0, 3=0, { = o0 les équations de ces qualre plans;
V =ocelle de la quadrique qui contient (n° 23)leurs conigues de
contact avee la surface de Kummer; équation de celle-ci est de la
forme

(12) K=V2—zyzt=o.
Les quadriques représentées par équation
Ays +2AV + 2l = o,

ol & est un paramétee variable, sont inscrites & la surface de Kummer,
K =0, puisque leur enveloppe a pour équation V2—zysi=o, cl
cette famille de quadrigues comprend évidemment les deux couples
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de plans yz = o et 21 = o. Les équations

s + 20V + yt = o,

slry + 26V + 3l =0,
oii u. ¢l & sonl des paramétres variables, représentent aussi des qua-
driques inscriles 4 K = o, et chacunc de ces nouvelles familles com-
prend, comme la premiére, les quatre plans « = o, y =0, 5 =0,
{=o0.

Nous avous ainsi les équations de trois familles de quadriques in-
serites i la surface de Kummer, et ayant en commun un groupe de
Gopel de plans singuliers; il est clair d’ailleurs, pour que K = o soit
une surface de Kummer, que les coefficicnts de V doivent vérifier cer-
tuines conditions, mais ces conditions sont inwtiles 4 préciser pour
ce qui suil. Posons, pour abréger,

A=Rys+ 2V + L,
B=u*z0+ 20V + yi,

C=osy+ 20V + 3t
el
9= hy3 + p3os +wry,

b= s + hoy + pow,
S=V({+{)+ 1y + hoays,
G =8huoV + fhpwy — (L — ),

on i identiquement

ABC -- 8= KG.
On a également les identités
Mo A =6+ (=) +20m1)
4138 =G +(t—d + 2hmy)?,
Gl =G + (L — )+ 2%uz)

Ces derniéres relations mentrent que les quadriques A, B, C sont
circonserites 4 la quadrique G, et se coupent deux & deux suivant
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deux coniques; la premiére identité fait voir que les trois coniques de
contact des quadriques A, B, C, avec la quadrique G, sont sur une
surface cubique, S = o0, qui passe par les biquadratiques de contact des
trois premiéres quadriques avec la surface de Kummer, K = o. On
peut donc énoncer les propositions suivanies :

Soient deux familles de quadriques inscriles a la surface de
Kummer et ayant en commun quatre plans singuliers formant un
groupe de Gopel; ces quatre plans appartiennent a une troisiéme
Samille de quadriques inscrites.

Trois quadriques inscrites quelcongues, appartenani respective-
ment & ces trois familles, ont leurs biguadraliques de contact avec
la surface de Kummer situées sur une méme surface cubigue, qui
coupe en ouire chacune d’clles suivant une conique; il existe une
surface du second ordre inscrite aur: trois quadrigues le long des
Irois coniques ainsi déterminées.

Les trois quadriques se coupent deur a dewr suicant deus co-
niques.

39. Les identités précédentes donnent encore lieu & dautres con-
séquences.

Les deux quadriques A ct B s¢ toucheut en deux points situés sur
la droite £ — § + 2pwx = 05 { — 4 + 2hwy = 0, qui rencontre évi-
demment ladroitex = o, y = 0, ¢l aussi, en vertu de 'expression de J,
la droite ¢t = 0, z=o0: donc les trois quadriques A, B, C sc louchent
deux & deux en deux points, situés d'ailleurs sur la surface de Kum-
mer, el les trois droitles qui joignent les points de contact d’'un méme
couple s'appuient sur deux arétes opposces du tétraédre de référence.
De plus, ces trois droites concourent au point d'intersection des trois
plans

[-','/+2y.m’,'=0, l-—-’.}/—i—-z?&cry:o, t——"!/-}-z./sy.::u,

c'est-a-dire au point
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Iuversement, si ce point est donné arbitrairement, on détermincra
les quadricues A, B, C, qui lui correspondent, par les relations

uld
—E
g

A
x

A S

(ui donnent, pour 4, u, &, deux systemes de solutions (en écartant
la solution A = u. =& = o),

=

-

& == — y.:)\a W= A

&1
&la

Observant que la quadrique (x = o touche évidemment la surface
de Kommer aux six points de contact des quadriques A, B, C deux
a deux, on déduit de celle analyse les conséquences suivantes :

Trois quadrigues inscrites a la surface de Kummer, et apparte-
nand respectivement & trois fumilles qui ont en commun quatre
plans singuliers formant un tétraédre de Gopel, se touchent deur:a
deuwr: en dewr points; les trois droites qui joignent les trois couples
e points de contact sont concourantes et s’appuient respectivemel
sur les trois couples d'aréles opposces du tétraédre; de plus, en ces
st points dr contact, une méme quadrigue (celle qui est inscrite
anx trois (uadriques primitives) touche la surface de Kummer-.

Inversement, irois droites menées par un point quelconque de
Uespace el 8 appuyant respectivement suy les irois couples d’arétes
opposées d’un télraédre de Gopel de plans singuliers, coupent, au
lotal, la surface de Kumimer en dousze points, qui se partagent en
dews; groupes de six points, situés par couple sur les trois droites
considérdées : les six poinis de chaque groupe sont les points de con-
tact de lasurface de Kummer avec une surface du second ordre ().

40. Considérons maintenant deux familles de quadriques inscrites
a la surface de Kummer et ayant en commun quatre plans formant

(') Ce théoréme et celui du n° 36 s’appliquent, avec de simples modifications
de langage, a toutes les surfaces du quatriéme ordre représentées par une équa-
tion de fa forme (12), puisque c'est cette forme ¢ui a servi de base & nos calculs.
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un groupe de Rosenhain; par exemple, les familles [28] et [ 27], qui
ont cn commun les quatre plans 22, a', ay’, a8’ : remarquons quc les
quatre autres plans singuliers de la famille [a3] ct les quatre autres
plans de la famille [ay], a savoir : 3, 88’, 8v’, 82 et vo', Y3, ¥Y,
%', appartiennent & une méme famille [3v], et 'on vérific aisément
que c’est Ja un fait général.

Cela posé, soit un des quatre plans communs aux deux familles
considérées primitivement, 2o’ par exemple; ce plan, associ¢ au plan
o', forme une quadrique de la premiére famille, [«8], et, associ¢ au
plan y2', une quadrique de la deuxiéme famille, [oy]; les deux plans
3o’ et va’ forment une quadrique de la famille [ By] (n° 36).

Désignons maintenant par = =0, ¥y = o, x = o les équations res-
pectives des trois plans aa’, Po’, y2" : ces trois plans s¢ coupent au
point singulier (32'), et, par suite, leurs coniques de contact avee la
surface de Kummer ne peavent étre sur une méme quadrique.

I’équation de la surface de Kummer pourra se metire sous 'une
des trois formes

12— lyz =0, M2 —mize =0, N2 — ney =o,

L, M, N, , m, n étant des polynomes du second ordre en x, y, =, 1.
On pourra évidemment disposer des facteurs constlants qui figurent
dans ces polynomes pour qu’on ait identiquement

L —ly:=M*—mze = \*—nry.

On en déduit
L= M =z(ly —mux),

ce qui montre que L. — M ou L + M est divisible par 5. On a ainsi

Py 4, 1 étant linéairesen z, y, 3. t. Comme L, M, N ne figurent dans
I'équation de la surface de Kummer que par leuts carrés, ils ne sont
déterminés qu’au signe prés et 'on peut écrire, sans diminuer la gé-
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néralité.
L+M=2rz, M+N=2pr, N=xL=2gy.

On a done deux cas i distinguer.
Si I'on prend le signe — dans N = L, on écrira, en changeant pour
la symétrie les signes de Met p,

L-M=2rz, M-N=2pa, N — L=2qy,
d’oii
pxr4qy +1z5=0;
c'est-a-dire
2p=cy—bz, 2¢=as— cx, 2r=bx —ay,
a, b, ¢ désignant des constantes. On en conclut

L—ays=M-—bzz=N—cxy,

el, en appelant V Ja valeur communc de ces expressions, les Lrois
formes de I'équation de Kummer deviennent

N2 —Vyz=o, V2 — /30 = o, VZ— p'gy = o,
1y m'y n' étant des polyndmes du second ordre. On en déduit de suite
I'="Ta, m' =Ty, w="Ts,
T étant du premier ordre, ¢t la surface de Kummer a pour équation

Vi—yyzT =o.

Les trois coniques de contact des plans « = o, y = 0, = 0 sonl
sur une quadrique, V = o : c’est le cas examiné plus haut, ce n'est pas
celui dans lequel nous nous sommes supposés placés; nous devons
donc admettre la seconde hypothése, celle oi I'on a

L4+M=o2,s M+ N=2pz, N+ L =29y,
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qui donne
L=gy+r:—pz, M=ri+pr—qy, N=prigqy-ra.

La relation
L2 —M*=z(ly —mx)
devient alors
§r(gy —pz) = ly — ma,
el, de méme, on a
4p(rz —qy)=msz—ny,

dois fon tire

L—4rqg m—4rp n—ipq
z oy s
el, par sutle,

l=0r + !}I'q, m = B)’ + 4"/-’1 r=10s+ !|I)q7

h étamt linéaire en x, y, 3, 1. L’équation de la surface de Kummer,
L2.-Iyz =o, est alors

(13) Yavz=p*s® + @y + 122" — 2pgcy — 2priz — 2qrys.

Les trois familles de quadriques inscrites auxquelles appartiennent
respectivement les couples de plans yz =o, zr =0, sy =0 om
pour équations, en désignant par A, p., @ des constantes arhitraires,

A=Wyz +2Mqy+rs —px)+irg+le=o0,
B=ylzx +2u(rz +pr—qy)+ 4pr+Ny=o,
C=o*zy+20(pr+qy—r:)+ jpy+0z =o;:
car on vérifie de suite que Penveloppe des surfaces A =0, B=o,
C = o est bien la surface (13).
Ces équations montrent que toute quadrique A coupe loute qua-

drique B ou C suivant une droite et une cubique gauche; on a, en
effet, identiquement,

Ay — Be=(hy + px+2r)[5(hy — px) + 2(qy — px)].
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Or le plan
0 =AYy + pux -+ 2r

touche A, car on vérifie immédiatement que la droite de ce plan,
Ay + 2r =o, x = o est sur la quadrique A; ce plan touche de méme
la quadrique B. Il résulte de ces remarques et de I'identité précédente
que les deux quadriques A et B ont une droite commune, située dans
le plan Ay + p& + 27 = 03 on verrait de méme que les surfaces A,
B, C se coupent deux & deux suivant une droite et une cubique.

La biquadratique de contact de la surface A = o et de la surface de

Kummer est donnée par les deux équations
Nz +qy+rs—pr=o0, Mqy-+ri—px)+4rg+lxr=o.
Or, considérons le polyndme du troisiéme ordre,

S =yz+qy+rz— pr)(2er+2pq + poz — 0)
— (Aqy + Arz — Apx + 4rq + bx)(BYy + p2 + 2p).

D’aprés la forme méme de son équation, la surface cubique, S = o,
passe par la biquadratigue de contact de la quadrique A avec la sur-
face de Kummer : si nous développons cette équation nous trouvons

S = + hpwaysz + Ayz(ug +wr—0)+2qy(pg — Ap — or)
—dwqgy? + pzx(Ap +wr —0)+2rz(wr—ug — Ap)
— Merz? +owxy(Ap + pg — 0)+2p2(Ap —pg —wr)
~ pwpx* —U(px+qy +r3z)—Bpgr.

On voit ainsi que S est symétrique par rapport a2 z, y, 35 p, ¢, r;
%, @, ®; C'est-d~dire ne change pas quand on permute x, y, z en per-
mutant de la méme maniére p, g, 7 et A, w, @, et laissant §invariable :
il résulte de cette remarque que la surface S = o passe par les courbes
de contact de la surface de Kummer avec les Zrois quadriques A,
B, C.

Cette surface cubique, S = o, coupe A, en dehors de la biquadra-
tique de contact, suivant une conique; comme on peut écrire identi-

Journ. de Math. (4* série), tome 1. — Fase. IX, 1893, 12
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(quement

S=(0ys+¢qy+rz:—pzx)
X (p&Z + Aoy + Mz + 2hp + 2uq + 257 — §)
— A(pz + oy +2p),

le plan de cette conique a pour équation
P=uwr+ oy + Mz + 2hp + 2pq + 2@r — H=o.

Cette équation est encore symétrique en z, y, 33 P, ¢, I'; A, i+, &3
il en résulte que les trois coniques suivant lesquelles la surface S = o
coupe les trois quadriques A, B, C sont dans un méme plan, P = o.

Or la section dela surface S = o par ce plan.est du troisicme degré
on déduit de la, en se rappelant que les quadriques A, B, C se cou-
pent deux & deux suivant une droite et une cubique, que le plan P=o
coupe S = o suivant trois droites, qui sont les droites communes aux
surfaces A, B, C prises deux & deux.

Ce résultat peut d’ailleurs se vérifier directement sans difficulté.

On a ainsi les propositions suivantes :

Soicnt deux familles, F, et F,, de quadrigues inscrites a la sur-
Sfacede Kumnmer,ayant en commun quatre plans sing uliers formant
un groupe de Rosenhain; les quatre autres plans singuliers de
chacune de ces familles appartiennent & une troisieme famille F,.

Trois quadrigues inscriles quelconques, appartenant respective-
ment a ces trois familles, se coupent deux & deux suivant une droite
etune cubique gauche; les trois droites, communes & ces quadriques
prises deux & deuzx, sont dans un méme plan.

Les biquadratiques de contact des trois quadriques avec la sur-
Sface de Kummer sont sur une méme surjace du troisi¢me ordre,
qui passe en outre par les irois droites précédentes (*).

41. Remarque. — Les notations que nous avons adoptées pour

(*) On a des propriétés semblables pour les surfaces du quatriéme ordre dont
Péquation peut se mettre sous Ja forme (53).
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représenter les plans singuliers de la surface de Kummer sont liées
d’une maniére trés étroite 4 'algorithme de Hesse pour la représen-
tation des bitangentes d’une courbe plane du quatri¢me ordre.

Soient huit caractéres, 1, 2,3, 4, 1,2, 3, 4 : combinés deux i
deux sans distinction entre les caractéres accentuds et ceux non accen-
lués, ils donment vingt-huit symboles, 12, 13, ..., 17, ..., 34, qui,
dans la notation de Hesse, représentent respectivement les vingt-huit
hitangentes d’une quartique, et les symboles peuvent étre appliqués
aux bitangentes de maniére 4 vérifier les conditions suivantes.

On sait que la courbe du quatriéme ordre admet soixante-trois
systémes de coniques inscrites, €’est-a-dire la tonchant chacune en
(uatre points; chacun de ces systémes comprend six couples de bitan-
gentes, qui, dans la notation de Hesse, correspondent & deux types de
symboles. '

Dans le premier type, on obtient les six couples de bitangentes en
divisant les huit caractéres en deux groupes de quatre, et en combi-
nant deux a deux les caractéres de chaque groupe; ainsi, en partant
de la division 12317, 4 2’3’4/, on obtient les six couples 12,31'; 13,21';
17,23 42,34 43,2'4'; 44',2'F.

Le systéme de coniques inscrites correspondant, c’est-a-dire le sys-
téme auquel appartiennent les six couples précédents, pourra se dési-
gner par [12317].

Dans le second type, on obtient les six couples de bitangentes d’un
méme systéme en combinant deux des caractéres, 1 ct 2 par exemple,
ave les six autres, ce qui donne les six couples 12,233 14,243 11,21';
12,225 13,235 14,24/, ct le systéme de coniques inscrites corres-
pondant pourra se désigner par le symbole [12].

Cela posé, la relation entre la notation de Hesse et la notre est la
suivante : la section de la surface de Kummer par un plan admet pour
tangentes doubles les intersections de ce plan avec les seize plans sin-
guliers; on peut appliquer la notation de Hesse, de telle sorte que ces
seize hitangentes aient les mémes symboles que les seize plans singu-~
liers correspondants dans notre notation.

Ainsi la bitangente située dans le plan 11’ aura la notation r1’. On
vérifie cette régle sans difficulté, en parlant des propri¢tés des fa-
milles de quadriques inscrites.



92 G. HUMBERT.

On voit aussi que les notations, dansle systéme de Hesse, des trente
familles de coniques inscrites qui sont les sections, par le plan consi-
déré, des trente familles de quadriques inscrites a la surface de Kum-
mer, coincident avec les notations que nous avons proposées pour ces
familles de quadriques.

CHAPITRE 1V.

Sextiques et surfaces inscrites du troisiéme ordre.

42. Uy a, sur la surface de Kummer, trente-deux familles de
courbes du sixiéme ordre ou sextiques, se partageant en deux groupes
de seize familles chacun (n° 30).

Les courbes du premier groupe, que nous allons Lout d’abord étu-
dier, sont les intersections de la surface de Kummer avec des qua-
driques menées par une des seize coniques singuliéres; & chaque co-
nique singuliére correspond ainsi une famille de sextiques, que nous
représenterons par le symbole méme de cette conique, ao’.

L’équation générale des sextiques d’une famille aa’ est de la forme
(n° 30) '

MO 4+ R0, 4+ 20, + A0, -+ %0, = o,
les A étant des constantes arbitraires et les 6 des fonctions théta nor-
males, du troisi¢me ordre, de méme caractéristique, simultanément
paires ou impaires, qui s'annulent pour les six demi-périodes corres-
pondant aux points singuliers du plan «o’, points qui sont situés sur
loutes les sextiques de la famille «a’.

Un plan singulier, autre que ao’, passe par deux des points singuliers
situés dans ce plan; il en résulte, par la répétition d'un raisonnement
fait au n° 37, que toutes les sextiques de la famille aa’ touchent en
deux points chacun des quinze plans singuliers autres que oo

Le long de chaque sextique de la famille on peut inscrire 4 la
surface de Kummer une surface cubique (n° 47), qui, d’aprés ce qui
précéde, touchera en deux points les plans singuliers, le plan a2’ ex-
cepté, c'est-d-dire aura une droite dans chacun de ces plans.
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Deux sextiques de la famille xa’ se coupent en six points en dehors
des six points singuliers qui leur sont communs; en effet, les deux
fonctions O correspondantes ont 2.3.3 = 18 zéros communs; sil'on
retranche les six demi-périodes relatives aux six points singuliers du
plan ca’, il reste douze zéros, deux & deux égaux et de signes con-
traires, qui donnent six points de la surface de Kummer.

Ces six derniers points sont sur une conique, car les deux qua-
driques qui passent respectivement par les deux sextiques considérées
se coupent, en dehors de la conique a«’, suivant une-deuxiéme
conique.

Les surfaces du troisiéme ordre inscrites 4 la surface de Kummer le
long des deux sextiques précédentes se touchent donc en six points,
situés dans un méme plan, et ont, par suite, en commun, dans ce plan,
une courbe du troisi¢me ordre.

Parmi les surfaces cubiques inscrites le long des sextiques de la fa-
mille a2, et que nous appellerons surfaces inscrites de la famille o/,
figurent des groupes de trois plans singuliers : on les obtient en me-
nant par la conique oo’ des quadriques coupant la surface de Kummer
suivant trois nouvelles coniques; lesplans de ces trois coniques forment
évidemment une surface cubique inscrite de la famille a«’. Le nombre
de ces surfaces décomposables est, d’aprés cela (n° 23), égal au nombre
des groupes de Gopel qui comprennent le plan singulier «a’ : comme
il y a soixante groupes de Gopel, chaque plan singulier appartient &
§.60

1H

=15 de ces groupes, et il y a, dans la famille o', 15 surfaces cu-

biques inscrites composées de trois plans singuliers.

Une quelconque de ces surfaces décomposables a, comme on vient
de le dire, une cubique plane commune, avec une surface cubique in-
scrite de la famille a2’ : cette cubique plane se décomposé nécessaire-
ment en trois droites; en d’autres termes, on peut dire que les quinze
droites qu’une surface cubique inscrite de la famille aa’ a respecti-
vement dans les quinze plans singuliers autres que le plan aa’ sont
réparties trois 4 trois dans quinze plans (*).

(*) Ces quinze droites forment la figure obtenue en enlevant parmi les vingt-
sept droites d’une surface cubique, douze droites d’'un méme double-six.
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Voici quelques propositions géométriques relatives a ces quinze
plans, qui sont des plans tritangents de la surface cubique inscrite
considérée.

Soient S(u, ¢) la fonction du premier ordre qui correspond au
plan «a’; 0,, 6,, 6,, O, les quatre fonctions normales du second
ordre & caractéristique nulle qui sont proportionnelles aux coordon-
nées x,, &,, &3, «, d’'un point de la surface de Kummer.

Les fonctions 0, d’ordre trois, qui correspondent aux sextiques a2’,
ont (n° 29) méme caractéristique que la fonction S, et sont paires ou
impaires en méme temps qu'elle; il en résulte qu'on obtiendra quatre
de ces fonctions, linéairement indépendantes, en multipliant 0,, 8,,
8,, 0, par S. Si maintenant nous désignons par f; une autre fonction
du troisi¢me ordre, de méme caractéristique, et paire ou impaire en
méme temps que 5, 'équation d'une sextique aa’ sera de la forme

) D; =%,%0, + 2,30, +1,50, + %x,50,,

les A élant des constantes.
Soit une autre sextique

(l') 95:7\;%@,+7\;302 +7\;%@,+7\;3 T
il vient, en retranchant ces équations membre 4 membre,
o=[(A—2)0, +...+ (A, — 1,)0,]%.
Le plan
(hy— 1)) x4+ (hy— Ny iy +(hy — 1)y + (g — Ky)r, =0

est donc celui qui passe par les six points non singuliers communs aux
deux sextiques (1) et (1°).

La seconde sextique se décompose en trois coniques singuliéres pour
quinze systémes de valeurs des A’; pour un de ces systémes de valeurs,
le plan précédent étant, d’aprés ce qui a été dit plus haut, un plan tri-

tangent de la surface cubique inscrite le long dela sextique (1), il s’en~
suil que quinze des plans tritangents de cette surface auront des équa-
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tions de la forme
MNE + MZo+ Nz, + Nz, = A (=1, 2,..., 1)),

les A; étant des fonctions linéaires des z, dont les coefficients ne dé-
pendent pas de A,, Ay, Ay, A,

Ces équations sont linéairesen 1,, ... ., A,, et, en retranchant membre
4 membre deux quelconques d’entre elles, on trouve une expression
indépendante de \; les quinze plans se coupent donc deux & deux
sur des plans fixes, A;— A ;= o; quantau fait que les A figurent linéai-
rement, on peuten déduire aussi quelques conséquences géométriques.
En effet, I'équation de la quadrique qui passe par la conique S=o
et par la sextique donnée par la relation (1) s’obtient en multipliant.
les deux membres de cette relation par $ et en remplagant ensuite les
fonctions $0;, 320,, ... par leurs expressions en fonction quadra-
tique de x,, x,, Z,, x, : cette équation est donc linéaire par rapport
aux A, et de la forme

(2) Ro=(A\x, + Mas+ Az, + Nz, ) Ryg

les R sont des polyndmes en z, de degré égal a 'indice; R, =oestle
plan de la conique $ = o. Donc, sil'on établit entre les A deux rela-
tions linéaires, homogénes ou non, a coefficients constants, cela revient
a écrire que la quadrique {2) passe, en outre, par deux points fixes
de l'espace, et réciproquement; si 1'on établit trois relations linéaires
entre les A, on exprime de méme que la quadrique précédente passe
par trois points fixes, et réciproquement. Les équations des quinze
plans tritangents, si I'on y remplace deux ou trois des A en fonction
linéaire des autres, deviennent alors ’

MNP, +AP,=A;+P, dansle premier cas,
et

A Q,=A;+Q, danslesecond,

les P et () étant linéaires en x,, x,, x,, z, et restant les mémes dans
les quinze équations. Donc, dans le premier cas les quinze plans tri-
tangents pivotent respectivement autour de quinze points fixes qui
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sont sur la droite P, = o, P, =o0; et dans le second cas, autour de
quinze droiles fixes, qui sont dans le plan Q,= o. D’ailleurs I'équa-
tion (2) de la quadrique devient

R.+ R,P, = (A P,+ \,P,)R, dans le premier cas,
el
R,+ R,;Q.=2\,Q,R, dans le second.

On voit ainsi que les deux points fixes par lesquels passe cette qua-
drique, dans le premier cas, sont sur la droite P, = o, P,= o, et que
les trois points fixes par lesquels elle passe, dans le second, sont
dans le plan Q, = o. ‘

43. Nous ne pousserons pas plus Join I'étude du premier groupe de
sextiques et de surfaces cubiques inscrites, et nous énoncerons les
propriétés que nous venons d’établir, dans le résumé suivant :

Soit C ume conique de la surface de Kummer; les quadriques
menées par C coupent en outre la surface suivant une famille
quaire fois infinic de sexiiques, le long de chacune desquelles on
peut inscrire a la surface de Kummer une surface du trotsiéme
ordre.

Deux de ces surfaces inscrites se louchent en six points silués
sur une conique et ont en commun une cubique plane dans le plan
de cetle conigue.

Toute surface cubique inscrite, de la famille considérée, a une
droite dans chacun des plans singuliers de la surface de Kummer
autres que le plan de la conique C; ces quinse droites sont trois a
trois dans quinze nouveaux plans, qui sont, par suite, des plans
tritangents de la surface cubique.

Pour une surface cubique inscrite, variant dans la méme fa-
mille, les quinze plans tritangents ainsi définis se coupent deux a
deux sur des plans fixes.

Par la conique C et par deux points A et B de Uespace, faisons
passer des guadriques, el considérons, le long des courbes qu’elles
découpent sur la surface de Kummer, les surfaces cubiques inscrites
a celle-ci : pour chacune de ces surfaces, les quinze plans tritan-
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gents définis plus haut pivotent respectivement awtour de quinze
points, alignés sur la droite AB.

Si les quadrigues qui passent par la conique C passent par trois
points de Uespace A, B, D, les quinze plans précédents picotent
respeclicement aulour de quinse droiles, situées dans le plan des
points A, B, D.

4%. Arrivons maintenant a I'¢tude du second groupe de familles
de sextiqgues qu'on peut tracer sur la surface de Kummer.

Chacune de ces familles s’obtient par I'intersection de la surface
avee des surfaces du troisiéme ordre menées par trois coniques singu-
li¢res qqui ont un point singulier commun; soit $ = o I'équation de la
conigue a2’ qui forme avec les trois précédentes un groupe de Rosen-
hain: I'équation des sextiques de la famille considérée sera (n®29)
de la forme

“’;) -/~'0,+7\262+7\3‘)3+7\50r‘= 0,

les 7 etant des constantes ct les 0 des fonctions normales, d’ordre trois,
de méme caractéristique (ue Z, loules impaires si 5 est pair, et toutes
paires si T est impair,

Ces courbes passent (n°29) par les dix points singuliers qui ne sont
pas dans le plan 2’5 chacun des quinze plans singuliers autres que o2’
les coupe donc en quatre points singuliers ¢t les touche par suite ¢n
un point: quant au plan a2, il les touche évidemment en trois points,
sitnés sur la conique az’.

Les surfaces cubiques, inscrites le long des sextiques considérées,
passent done par les dix points singuliers qui ne sont pas dans le plan
27, et admettent ce plan pour plan tritangent, les trois points de con-
tact étant sur la conique «2’; elles touchent en un point les quinze
aulres plans singuliers.

Deur sextigues de la famille (3) se coupent, en dehors des dix
points singuliers qui leur sont communs, en qualre points : en effet,
les premiers membres des équations des deux courbes ont, d’aprés la
formule de M. Poincaré, 2.3.3 = 18 solutions communes, parmi les-
quelles figurent dix demi-période .,’lgﬁmif autres solutions, deux &

Journ. de Math. (4° série), tome [n - Easc. L :893 13

r
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deux égales et de signes contraires, donnent qualre points de la surface
de Kummer.

45. Cela posé, soient S, = o, S,=o0 les surfaces cubiques inscrites
a la surface de Kummer le long de deux sextiques, s, ¢l 5,5 S = o la
surface cubique qui passe par ces deux courbes; on a identique-

ment (n® 34%)
(,l) S'Si—sz=l\r(;,

G ¢lant du second ordre par rapport aux coordounées .y, £, .1y, ;.
et K désignant toujours le premier membre de Péquation de la surface
de Kummer.

De cette identité découlent des conséquences nombreuses et -
portanltes.

#6. Observons d’abord que les surfaces Sy==0, S,==0, S=0
n'ont pas, cn général, de courbe commune. Pour démontrer celte pro-
position, il suffit de la vérifier dans un cas particulier, celui, par
exemple, ot la surface S, se décompose en trois plans singuliers, for-
mant avec le plan 22’ un groupe de Rosenhain: on voit alors de suite
«[ue les trois surfaces n’ont pas de courbe commune.

Cela pos¢, l'identité (4) montre dabord que les points, cn
nombre égal 4 27, communs aux Lrois surfaces 3, =0, S,== 0, S = 0.
sont des points doubles de la surface KG = o : or, ces trois surfaces
passent d’abord par dix mémes points singuliers de la surface de Kum-
mer; de plus, elles se touchent en chacun des (uatre autres points com-
muns aux deux sextiques s, el s, il est clair, dailleurs, quelles
n’ont pas d'autre point commun sur la surface de Kummer. Les points
«ui précédent complent pour 10 + 4.4 =26 points d'intersection ; les
trois surfaces S, = 0, S, = 0, 5 = o onl donc un vingt-septicme point
commun, non situé sur K =o, ¢t ce point, ¢tant un point double de
la surface K(:=o, est un point double de la quadrique G =0 :
celle-ci est donc un cone du second ordre.

L’identité (4) montre en second lieu que le cone G = o Louche la
surface de Kummer en chacun des quatre pomjs communs aux deux
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sexliques s, ct s,, en dehors des points singuliers : la proposition est
évidente.

47. En troisi¢tme licu, le cone G =o, en verla de Videntité, est
inscrit 4 chacunc des deux surfaces S,=o, S,=o, le long de la
courbe, non située sur K = o, ot celte surface, S, ou S,, est coupée
par $ = o. La courbe commune & S, et S comprend la sextique s,,
située sur la surface de Kummer, et une cubique gauche : le cone
(i = o touche done, suivant une cubique gauche. chacune des deux
surfaces S, S..

Remarquons maintenant que I'équation de la surface S = o, lorsque
la surface S, est donnée, dépend linéairement de quatre cocfficients,
¢'est-i-dire de trois paramétres : soient, en effet,

20, 2,0, + 2,04+ 2,0, =0 ot 0,0, +u.0,4+u,0,4+¢0,=0

les deux équations des deux sextiques s, et 5,5 la surface S = o qui
passe par ces deux sextiques aura une équation de Ia forme

vV —
.-.._.I;;{L/, A in= 0,

(1 32), les Ay ctant des polyndmes d'ordre trois par rapport aux
coordonnées. Siles 2 sont donnés, cette équation est linéaire ¢t homo-
rene par rapport aux uatre coefficients gy Yoy Uyy s

I v a donc une infinité triple et linéaire de surfaces, S = o, passant
par la courbe de contactdes surfaces K = o et S, = 05 comme parmi
les surfaces S = o figure évidermment la surface S,, il en résulte que
les surfaces S = o découpent sur S, une infinité double-de cubiques
sauches variables. En d’autres termes, on peut tracer sur S, unc
double infinité de courbes le long de chacune desquelles un cone du
second ordre est circonscrit : la réciproque de la surface S, admet
donc une infinité double de coniques; cest, par suite, d’aprés un
théoréme de M. Darhoux, une surface de Steiner, et la surface S, est
une surface du troisiéeme ordre & quatre poinis doubles (*).

(') Bulletin des Sciences mathématiques. 2¢ série. 1. 1Y, p. 370.
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48. Ce résultal peut étre retrouvé et complété par une autre voice :
en cffet, 'identité (4) montre que les poinls communs aux trois sar-
faces S =0, K =10, G =0 sont des points doubles de la surface
8,5,=o0. Or les surfaces S = 0, K = o sc coupent suivant les deux
sextiques s, et s,, qui ont, en dehors des points singulicrs de la sur-
face de Kummer, quatre points communs p,, p,, ps, p,; la surface
(x = o passe par ces quatre points et touche, en chacun d'eux, les sur-
faces S = o, K'= 0, comme nous I'avons vu. Chacune des deux sex-
tiques s, et s, coupe donc le cdne G=o0 en 2.6 — 8 =4 poinls.
diffcrents des quatre poinls py, ..., py; nous obtenons ainsi, en dehors
des poinls p;, huil points, qui sont, d’aprés ce qui précéde, des points
doubles de la surface S,S,= 0. Quatre de ces points sont sur la sex-
lique s,, et les quatre autres sur la sextique s,; pour démontrer (jue
les quatre premicrs sont des points doubles de S, et les quatre seconds
des points doubles de S,, il suffira done d’établir que, en
aucun d’eux n’est situé a la fois sur S, ¢l sur S,.

Or les points communs 4 S, el S,, et situés sur la surface de Kum-
mery sont 2 1¢ les quatre points p, ..., p,5 2° dix points singuliers.
Nous savons que les huil points trouvés plus haut different, en gine-
ral, des quatre points py, ..., p.2 pour montrer quils différent des
points singuliers, il suffit d’¢tablir, puisqu’ils sont sur le ¢one G == o.
«que ce cone ne passe par aucun des dix points singuliers consideris.

Soit un de ces points singuliers, que nous supposcrons placé a Fori-
gine O des coordonnées, dans le systéme de coordonnées carte-
siennes non homogénes. La surface S, ¢tant inscrite & la surface de
fLummer et passant par le point O, y touche nécessaivement un des
plans tangents de celle derni¢re surface au méme point. Soit .+ = o
ce plan; soit de méme y = o le plan tangent end) & la surface S,
ces deux plans touchent, suivant denx génératrices, le cone des tan-
gentes de la surface de Kummer au point O, etil est claie que le plan
des deux génératrices de contacl touche en O la surface S = o, «qui
passe par les deux courbes de contaet des surfaces S, et 8, avee la
surface de Kummer : soil 5=o0 ce troisiéme plan. Les termes de
moindre degré dans les polyndmes 3,, S, el S sont respectivement .c.
y et z; les termes de moindre degré dans S, S, — S2 sont done wy —32:
l'origine est donc un point double, el sculement double, de la surface

geénéral.
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S,S,— S*=o, cest-d-dirc d¢ KG = 0. Comme ce point est double
pour la surface K = o, par hypothése, il ne saurait étre sur la sur-
face G =o.

Nous voyons ainsi que la surface S,=o a quatre points doubles
et (ue ces points sont sur la surface de Kummer.

49. Les propositions qu’on vient d’établir peuvent se résumer ainsi :

La surface de Kummer admet scize familles de surfaces inscrites
du troisiéme ordre, @ quaire points doubles (*).

Les points doubles de ces surfaces sont sur la surface de Kum-
mey.

Les surfaces inscriles d’une méme famille sont en nombre lrois
Sois infini; elles passent par les dix points doubles de la surfare de
Kummer qui ne sont pas sitiés dans un des plans singuliers de cette
surface, el clles admetient ce plan pour plan tritangent; clles tou-
chend simplement les quinze autres plans singuliers.

Deuwr surfaces inscrites d’une méme famille se touchent en quatre
points de la surface de Kummer; il existe un cone du second ordre
tangent a celle-ci en ces quatre points, et circonscrit a charune des
dewr surfaces cubiques considérées (2).

0. Remargue. — Une surface du troisieme; ordre & quatre poims
doubles est, comme on sait, représentable point par point sur un plan,
de telle sorte que les sections planes aient pour image des courbes
du troisieme ordre passant par les six sommets d un quadrilatére com-
plet (%), Ces sommets sont Jes images des droites qui joignent les

(") M. Darbous a fait connaitre, sans démonstration cl sans détails, que la
surface de Kummer admet des surfaces inscrites du troisiéme ordre, # quatre
points doubles (Bulletin des Sciences mathématigues, 17 série, L. 1, p. 355).

(%) On peut dire aussi que deux sextiques d’une méme famille, passant par
dix points singulicrs, se coupent en oulre en quatre poinis : en ces gualye
points les plans tangents ' a la surface de Kummer sont concourants, et tou-
chent un méme cone du second ordre qui passe par les quatre points.

(*) Voir par exemple Laccesse, Bulletin de lu Société mathématique de
France, L. 1, p. 21.
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points doubles de I'espace deux a deux, et les droites du plan sont
celles des cubiques gauches le long desquelles on peut circonscrire & la
surface des cones du second ordre. 1l en résulte aisément qu’une sur-
face quelconque du troisiéme ordre menée par une de ces cubiques
coupe, en outre, la surface & quatre points doubles suivant une sex-
tique, dont I'image cst une courbe du quatriéme ordre qui passe par
les six sommets du quadrilatére. La sextique de I'espace rencontre par
snite en un point, distinct des points doubles, chacune des droites joi-
gnant ceux-ci deux 4 deux.

En faisant application de ce résultat & une surface S,, 4 quatre points
doubles, inscrite 4 la surface de Kummer, on voit que chacane des
droites qqui joignent les quatre points doubles deux 4 deux rencontre
en un nouveau point Ja sextique de contacl, et fouche par suile en ce
point la surface de Kummer.

Soient a,, @,, a,, a, les quatre points doubles de S, ; désignons
par a;; le point o la droite «;a; touche la surface de Kummer.

On sait qu'une surface cubique & quatre points doubles n'a, en de-
hors des droites qui joignent ceux-ci deux & deux, que trois droites,
situées dans un méme plan tritangent : soient p, ¢, i~ les sommets du
triangle formé par ces trois droites. Le long de la droite qui joint dcux
points doubles, la surface admet un plan tangent unique, soil en
tout six plans tangents remarquables, dont il passe deux par chacune
des trois droites pg, pr, qr.

Pour la surface S,, le plan tritangent cst celui d’une conique singu-
liere, a2’y les points p, ¢, r sonLsur cetie conique (n° 4%), et il est clair
que le plan tangent unique le long de la droite «;a; touche la surface
de Kummer au point a;;.

Cela posé, observons que les points ¢, a,, ¢, a, pruvent se dédaire
des points p, ¢, r par la construction suivante :

Pour chacane des droites pg, pr, rq, on peut mener a la surface de
Kummer deux plans 1angents distincts du plan «o'; les six points de
contact de ces plans sont, d'aprés ce qui précide, les points «;;; de
plus, le plan tangent en ¢;; contenant la droite «; ¢; ct, par suite, les
points &, et a;, on voit que les six plans tangents précédents se rencon-
trent trois & trois, sur la surface de Kummer, en quatre points qui
sont les points «,, a,, a,, a,.
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Remarquons maintenant que les points p, g, 7 peuvent é&tre choisis
arbitrairement sur la conique aa’ : on peut, en effet, par trois points
(uelconques de cette conique mener une sextique de la famille consi-
dérée (c'est-d-dire passant par les dix points singuliers non situés dans
le plan aa’), puisque 'équation générale (3) des sextiques de la famille
renferme trois paramétres; la surface cubique inscrite le long de cette
sexlique touchera le plan a2’ aux trois points choisis.

Donc enfin le tétraédre dont les sommets sont @, @., @,, @, cst in-
seril par ses sommels el circonscrit par ses six aréles a la surface
de Kummer, etil y a un nombre triplement infini de tels tétracdres.
Ce fait constitue un théoréme : en effet, les tétraédres inscrits 4 une
surface dépendent de huit paramétres ; en exprimant que les six aréles
touchent la surface, on a six conditions, et, par suite, le nombre des
tétraddres inscrits par leurs sommets et circonscrits par leurs arétes &
une surface quelconque est doublement infini (*).

31. Nous pouvons donc ¢noncer les propositions qui suivent :

1l cxiste seise familles de tétraédres inserits par leurs sommets
el circonserits par leurs aréles a une surface de Kummer, chaque
Samille comprenant un nombre triplement infini de tétraédres.

On obtient les télracdres d’une méme famille par la construction
suivante. Soient lrois points quelconques d’'une méme conique de lu
surface de Kummer : par les trois droites qui les joignent dewr a
deux passent au tolal siz: plans tangents de la surface, distincts du
plan de la conique; ces six plans se coupent trois ¢ trois sur la sur-
Sface de Kummer en quatre nousceau points qui sont les somimels
d’un des tétraidres cherchés. Les six points de contact des aréles
du tétracdre avec la surface coincident acec les six points de con-
tact des plans tangents précédents.

Les sommels d’un des étraédres sont les points doubles d’unc
surface cubique inscrile é la surface de Kummer.

(") M. Klein a donné une proposition de méme nature pour les tétraédres in-
serits par leurs sommels et circonscrits par Jeurs faces 4 la surface de Kummer;
ces tétraédres sont en nombre cing fois infini (Math. Annalen, 1. XXVII,
p. 131).
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Nous retrouverons ces tétratdres par une voie analytique dans un
des Chapitres suivanls.

52. Les surfaces cubiques inscriles, 4 quatre points doubles, peuvent
se réduire & des surfaces réglées dans le cas suivant :

Supposons que, dans le plan de la conique a2, un des sommets, p
par exemple, du triangle pgr, coincide avec un des six points singulicrs
situés sur cette conique : les deux plans tangents (*) autres que oo,
menés i la surface de Kummer par la droite pg, sont confondus ctleur
position commune est celle du plan tangent {Q, autre que 2o, qu’on
peut mener par la droite pg au cone des tangentes au point p. 1l en est
de méme des deux plans tangents passant par pr, qui sont confondus
en un plan R, et, par suite, les quatre points doubles de la surface
cubique inscrite correspondant au triangle pgr', sont deux & deux con-
fondus et se réduisent ainsi aux deux points distincts, non singulicrs,
oiida surface de Kummer est coupée par la droite 1), commune aux
plans Q et R. Cette surface cubique passant, d’ailleurs, comme dans
le cas général, par les droites pg et pr, et passant évidemment aussi
par la droite 1), a un nouvean point double an point p, commun 4 ces
trois droites, puisque celles-ci ne sont pas dans un méme plan. Il en
résulte que Ja droite D, sur laquelle la surface a trois points doubles,
est une droite double de cette surface, qui sc réduit dés lors 4 une
surface réglée du troisicme ordre.

La directrice rectiligne simple que rencontrent toutes les droites de
la surface est évidemment g7

Ce résultat peut s’énoncer ainsi :

Parmi les surfaces cubigues d’une méme famille inscrites a la
surface de Kummer et passant par les dic points doubles non
situés dans un plan smgulwr' P, celles qui passent, en outre, par
un quelconque des sixz points *doubles situés dans ce plan sont
des surfaces réglées : pour chacune d’elles, la directrice doublr
passe par le point double considérd, la directrice simple est dans
le plan P.

(1) Nous admettons ici, ce qui est d'ailleurs évident, que la surface de Kum-
mer est de (uatriéme classe; nous Favons déja admis au n° 50.
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La liaison entre la directrice double et la directrice simple est celle
qui a été indiquée plus haut, entre les droites D et ¢r.

Les génératrices rectilignes d’une de ces surfaces réglées inscrites
sont évidemment des bitangentes de la surface de Kummer.

CHAPITRE V.

Courbes du huitiéme ordre et surfaces inscrites du quatriéme ordre.

53. Les trente-deux familles de courbes du huitiéme ordre situées
sur la surface de Kummer se divisent, d’aprés la théorie générale du
n° 28, en trois groupes :

1° Les courbes suivant lesquelles la surface est coupée par les qua-
driques de l'espace. Ces courbes ne présentent aucune particularité
intéressante. ‘

2° La famille que nous avons appelée singuliére (n® 30), et qui est
formée de courbes passant par les scize points doubles de la surface
de Kummer; nous I'é¢tudierons en dernier lieu.

3° Trente familles, deux & deux associées, de courbes passant par
huit points doubles, et dont nous allons nous occuper maintenant.

54. L’équation des courbes de l'une de ces trente familles est
(n® 30) de la forme

(3) MW 4 N0, +. ..+ Ag 0,

les 2 étant des constantes arbitraires, et les 6 des fonctions d’ordre
quatre, normales, toutes paires ou toutes impaires, de méme caracté-
ristique non nulle.

Il est aisé de voir qu’on peut exprimer ces fonctions a l'aide des
fonctions normales du second ordre.

Soient, en effet, 0, et 0, deux fonetions quelconques, linéairement
indépendantes, d’ordre deux, ayant méme caractéristique que les ¢',
et paires ou impaires selon que les 0’ sont pairs ou impairs; soient

Journ. de Math. (/° série), tome IX. — Fasc. 1, 1893. 14



106 G. HUMBERT.

toujours ©,, ©,, 0, , les fonctions normales d’ordre deux, de carac-
téristique nulle, qui sont proportionnelles aux coordonnées d’un point
de la surface de Kummer; les huit fonctions

ga@u 0402’ 0403’ 9,@4,
03917 0292’ 9263, 040'.

sont d’ordre quatre; clles ont méme caractéristique que les 0 et sont
paires ou impaires en méme temps que ces dernic¢res fonctions. De
plus; clles sont linéairement indépendantes, car, s'il existait une rela-
tion de la forme

0,(a.0.‘ +a,0, + 2,0, +a,0,)+0,(0,0, +...+ /,0,) =0,

on en déduirait que la courbe 0, = o, qui cst une hiquadratique quel-
conque, différente de la courbe 0, = o, serait dans le plan

bz, 4 by + Uy + byry = o0,

ce qui est impossible.

Par conséquent, les huit fonctions 0" sont des combinaisons linéaires
¢t homogenes des huil fonetions 0,0, précédentes, et I'équation géne-
rale des courbes du huitieme ordre de la famille considérée sera de la
forme

0,(a,0,+ a,0,+ 2,0, +a,0,)
+0,(0,0, 4+ 0,0, + 0,0, + 0,0,) = o,

(6)

les @ et b élant des constantes arbitrairves.

Cette forme met en ¢vidence une propriété importante des courbes
correspondantes : c'est que chacune de celles-ci admel une sécante
quadruple, ayan\ pour équations

l) = a’ ZL‘4 -+ ag-'l/'g -+ a;,-’lJ;, -~ a4ll;‘ = (),

Q= bz, + by, + by, + bz, =o,

el que toul plan, AP 4 Q) =0, mené par cette sécante, coupe en
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outre la courbe ¢n quatre points situés sur une méme biquadratique,
wh, — N, = o.

[1est ais¢ de voir que la courbe étudiée n’a qu'une scule sécanie
quadruple. En cffet, cette courbe est (n® 30) sur une surface du troi-
sicme ordre, passant par deux coniques C, et C, de la surface de Kum-
mer. Les deux coniques C, et C,, se coupant cn deux points, sont ren-
contrées 'une ou P'autre par vingt-six des droites de la surface cubique;
la vingt-septiéme droite est celle qui s’appuie sur les deux droites
(eoncourantes) situces dans les plans de C, et C,; elle ne rencontre ni
C, ni G, et coupe, par suite, la surface de Kummer en quatre points
qui sont sur la courhe proposée. Inversement, toute droite coupant
cette courbe cn quatre points doit étre sur la surface du troisieme
ordre, et, par suite, il n’existe, comme nous I’avions annoncé, qu’une
seule sécante quadruple.

L’analyse conduirait aisément au méme résultat.

55. Les courbes de la famille (6) passent par les huit points singu-
liers de la surfacc de Kummer qui sont communs aux couples d’un
octatdre de Gopel (n° 30); donc chacune d’elles touche en deux
poinis non singuliers les plans de cet octaédre, et en trois points non
singulicrs les plans de octasdre associé. '

Deux courbes de la famille se rencontrent, en dchors des huit
points singuliers qui leur sont communs en 3[2.4.4 — 8] =12 points
de la surface de Kuminer; on le démontre 4 'aide de la formule de
M. Poincaré en répétant un raisonnement fait plusieurs fois.

Les douze points non singuliers communs aux deux courbes

(0) 0.(6&,@, . a,‘@,,) -+ Og(b,(‘), +...40,0,Y=o0,
©) 0,(a\0,4...+a,0,)+0,(0,0, +...+0,0,)=0

sont sur la quadrique PQ'— QP’ =o, P et Q ayant la signification
indiquée plus haut, et I, Q' étant définis de la méme maniére avec
lesa’ et les &',

Le long de chaque courbe (6) on peut inscrire 4 la surface de
Kummer une infinité¢ de surfaces du quatriéme ordre formant un
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faisceau ponctuel, et touchant, d’aprés ce qui précéde, huit des plans
singuliers en deux points et les huit autres en trois poinis.

86. Parmi ces surfaces inscrites du quatrieme ordre il en cst de
particuliérement intéressantes, que ’on obtient comme il suit.

Nous savons (n°® 16) que les fonctions 0%, 9,4, 63 sont des fonc-
tions quadratiques entiéres de 0,, @,, 0,, O,, que nous désignerons
respectivement par A,, A,, et A,; élevons maintenant au carré I'ex-
pression '

h(a,0,+...+a,0,)+0,(0,0,+...+ b,6,),

ct remplacons, dans le développement 63, 6,0,, 0 par leurs valeurs
~ précédentes, en substituant 4 0,, 0,, 0,, 0, les coordonnées «,, .,
%,, 2,3 nous obtenons une expression S

S = A, P2+ 24,,PQ + A,Q

qui, c¢galée & zéro, représente une surface du quatriéme ordre, S = o,
inscrite a la surface de Kummer le Jong de la courbe (6).

Cette surface a la droite double P = o, Q = o, quiest la sécante
quadruple de la courbe de contact. :

L’enveloppe des surfaces S = o, c’est-a-dire la surface de Kummer,
a évidemmenl pour équation

AL, —A A, =o0.

Les surfaces du quatriéme ordre qui touchent la surface de Kum-

mer, le long de la méme courbe que la surface S = o, ont pour équa-
tion

(1) AP +2A,PQ+A,Q + A2~ AA,)=0,

A étant une constante arbitraire. Cetle équation peut s'écrire, au fac-

teur prés — - i
pres X’

(Q* = A NP2 = AN —[A A+ PQJ =0,

ce qui montre que, si A n’est ni nul ni infini, la surface (7)a Auit
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potnts doubles situés sur les trois quadriques
Q""A‘7\=0, Pz"'—A’)\=0, A’z)\‘i‘PQ:O.

Ces huit points sont d’ailleurs sur la surface A}, — A,A,= o, c'esl-
a-dire sur la surface de Kummer : on lc voit en éliminant P, Q et 7.
entre les trois dernic¢res équations.

57. De toute cette analyse résultent les énoncés snivants :

Soit F une des trenle familles de courbes du huitiéme ordre deé-
lerminées, sur la surface de Kummer, par des surfaces cubigues
passant par dewr coniques singuliéres ; les courbes de la famille F
passeat toutes par huil points singuliers, situés sur les couples de

plans d’un méme octaédre de Gopel; elles touchent en deux points
non singuliers les plans de cet octaédre et en trois points non sin-
guliers les plans de Uoctaédre associé.

Toute courbe de la famille ¥ a une et une scule sécante qua-
druple; chaque plan mené par cette sécante coupe en outre la courbe
en quatre points qui sont situés sur une biguadratique de la sur-
[face de Kummer, passant par les huit points singuliers communs
aux courbes de la famille F.

Deux courbes de le famille ont, en dehors des points singuliers,
douze poinls éommuns qui sont situés sur une quadrigue passant
en outre par les deux sécantes quadruples des deux courbes.

Le long de chaque courbe de la famille on peut inscrire a la sur-
Jface de Kummer une infinité de surfaces d&’ordre 4, formant un
faisceau, et qui ont chacune, sur la courbe considérée, huit points
doubles, variables d’une surface a Vautre. ‘

Parmi ces surfaces, il en est une qui a pour droite double lu
sécante quadruple de la courbe considérée, sans avoir généralement
de point multiple en dehors de cette droite.

58. 1l nous reste 4 étudier les courbes du huitiéme ordre apparte-
nant i la famille singuliére, c’est-a-dire (n° 30) déterminées sur la
surface de Kummer par une surface du quatriéme ordre, menée par
les quatre coniques singuliéres d'un groupe de Rosenhain.
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Dans les paragraphes qui vont suivre, nous nous bornerons & une
étude sommaire, nous réservant de revenir, par d’autres méthodes,
sur ces courbes intéressanles.

Les courbes du huitiéme ordre de la famille singuliere passent par
les seise points singuliers de la surface de Kummer ct, par suite,
touchent en un point mobile chacun des seize plans singuliers.

Réciproquement, toute courbe du huitiéme ordre tracée sur la sur-
facc de Kummer ct passant simplement par les seize points doubles,
appartient & la famille singuli¢re (n° 31).

Deux courbes de la famille se coupent, comme on le voil par la
formule de M. Poincar¢, en ;(2.4.4—16) =8 points mobiles.

Soient S,= o et S, = o deux surfaces du quatri¢me ordre, circon-
scrites & la surface de Kummer le long de deux courbes s, et s, de la
famille singuliere; S = o une surface du méme ordre passant par ces
deux courbes (n** 34); on a identiquement

S,S._.':. ? 4 K(;,

G ¢tant un polynéme d'ordre 4 en x,, ., 5, x,. Celte identité
montre que les points communs aux surfaces S =0, K=0, G =0,
sont des points doubles de la surface S,5, = o.

Or on démonire sans difficulté, en appliquant les méthodes suivies
aux n” 46-48, que les trois surfaces S=o0, S,=0, S,=0 n'ont
pas, en général, de courbe commune, et que la surface G = o ne passe
pas par les points singuliers de la surface de Kummer.

Cela posé, nous savons quc la surface S = o coupe K = o suivant
deux courbes s, et s, d'ordre 8, qui passent par les seize points singu-
liers ct ont huit autres points communs p,, p., ..., p, : en ces huil
derniers points, les surfaces S,=o0, S,=0, S=0, K=0, G=0
sont tangentes, comme le montre I'identité précédente; la courbe s,
touche donc en chacun d’eux la surface G = o, qu’elle coupe par suite
en 4.8 — 2.8 =16 points distincts des points p,, p,, ..., ps. Ces scize
nouveaux points sont, d'aprés ce qui a été dit, des points doubles de
la surface S, S, = o3 ils ne sont pas situés sur la surface S, = o, car Ia
courbe 5, ne rencontre ceite derni¢re qu'aux points p,, p., ..., ps ct
aux seize points singuliers de la surface de Kummer; ils sont done des
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poinis doubles de la surface S, = o. Celle-ci est donc une surface du
quatritme ordre i seize points doubles, c'est-d-dire une surface de
Kummer; les seize points doubles sont sur la surface de Kummer pri-
milive.

Donc :

Les surfaces générales du quatriéme ordre inscrites a la surface
de Kummer le long des courbes du huitiéme ordre de la famille
singulicre sont des surfaces de Kummer, ayant leurs seize points
doubles sur la surface de Kummer primitive.

D’aprés cela, la courbe de contact des deux surfaces de Kuammer
passe par les points doubles de la seconde, comme elle passait déja par
fes points doubles de la premiére; il en résulte qu'elle apparticnt i Ja
famille singuliére sur 'ane et sur I'aatre, et qu’elle touche les plans
singuliers des deux surfaces. En d’autres termes :

Deux surfaces de Kummer élant inscrites Uune a l’autre, les
points singuliers de Uune sont sur Uautre, et les plans singuliers dr
Cune Ioarlwnt Uautre en des points situés sur la courbe d/' contact.

On peut compléter ces résultats en établissant, par la méthode sui-
vie au n* 40, que la surface G est aussi une surface du guatrieme
ordre i seize points doubles, c'est-a-dire une surface de Kummer;
elle est circonserite a S, et S, les courbes de contact étant sar S.

M. Klein est arrivé, par des considérations fondées sur la Linien-
geometrie 4 démontrer existence des surfaces de Kummer inscrites
a une surface de Kummer donnée; il ep a déduit des conséquences
nombreuses et remarquables pour la configuration que forment, sur
cette derniére, les scize points ou les seize plans singuliers d'une sur-
face de Kummer inscrite (*). Nous n’insisterons donc pas sur un sujet
traité a fond par I'éminent géométre; nous pous bornerons, plus tard,
4 examiner certains cas particuliers dans lesquels les surfaces de Kum-
mer inscrites dégénérent en surfaces & lignes multiples.

(*) Kums, Math. Annalen, t. XXVI; Configurationen bei der Kum-
mers’chen Fliche.
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CHAPITRE VI.
Sections de la surface de Kummer par ses plans tangents.

39. Soit S(u, v) 1a fonction normale du premier ordre de caractéris-

tique

(¢] M . e s .
) |, qui s’annule (n° 7) pour les six demi-périodes

)
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Si 'on désigne par X et u deux constantes, la fonction
0(u,0)=5S(u—ho—p)S(u+ho+ )

est une fonction paire de z et ¢, puisque S(u, ¢) est une fonetion im-
paire. Dlailleurs 0(z,¢) est évidemment une fonction normale, du
sccond ordre, & caractéristique nulle; elle est donc exprimable linéai-
rement en fonction des coordonnées d’un point de la surface de Kum-
mer, et, par suite, la courbe 9(u, ¢) = o est une section plane de cette
surface. Cette courbe a évidemment un point double, car, d'aprés la
formule de M. Poincaré, les équations

S(u+No+p)=o, S(u—ne—p)=o0

ont, en u ct ¢, deux solutions communes, égales et de signes contraires,
auxquelles eorrespond un seul point de Ja surface de Kummer : les
coordonnées u, v de ce point annulant ((, ¢) et ses deux premiéres
dérivées sont celles d’un point double. La courbe est donc la section
de la surface par un de ses plans tangents; réciproquoment étant
donné un point &, ¢y, si I'on détermine X et p (ce qui cst-possible
d’une seule maniére, les solutions %, pet — %, — péta \consldorees.
comme identiques), par les équations /‘ '

[ LR -
¢y

P
SO+ gyt +0,)=0, F(h— uy, p— v,):,z” o
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il est.clair que le point #,, ¢, sera le point double de la courbe
/ . Vo

q
l

S s ke ) S(a— N e —p)=o.
R
Les courbes §i(u,¢)= o sont donc les sections de la surface de
Kummer par/a'fcs plans tangents.
A

A un systéme de valeurs des deux arguments hyperelliptiques 2,
correspond ainsi un plan tangent de la surface de Kummer; récipro-
quement, 4 un plan tangent correspondent deux systémes d’argu-
ments, de la forme A, et — A, — p.

60. Le fait que le premier membre de I'équation dela section de la
surface par un plan tangent se décompose en deux facteurs S du pre-
mier ordre est fondamental. .

Soit, en effet, un plan tangent quelconque donné; choisissons un
des deux systémes d’arguments A, p. et — A, — g, qui lui correspon-
dent, et considérons l'équation

(1) 3(e—hve—p)=o.

Un point de la section de la surface par ce plan tangent a deux sys-
témes d’arguments u, ¢ et — u, — v (4 des périodes prés); de ces
deux syst¢mes, un scul satisfait a I'équation précédente; on voit ainsi
(w4 un point de la courbe (1) ne correspond qu’ur seul systéme de
valeurs des arguments u, ¢, & des multiples prés des périodes.

Il résulte de 1a que les deux courbes

(e —he—p)=o, %(u—?(,v—p.’)zf)

se correspondent point par point. Soient, en effet, u, v un point de
la premiére et &', ¢ un point de la seconde : on peut établir entre les
points des deux courbes la correspondance

(2) u—h=u-—»w, p—p=v—p,
car, lorsque le point «, ¢ décrit la premiére, le point «', ¢ décrit la se-

conde. Or 4 un point de la premiére courbe correspond un seul sys-
Journ. de Math. (4 série), tome 1X.— Fasc. 11, 1893. 15
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téme de valeurs de u, ¢ & des périodes prés, ct, par suite, d’aprés les
formules précédentes, un seul systéme de valeurs de «', ¢/, ¢’est-A-dire
un seul point de la seconde courbe, et réciproquement.

Les sections de la surface par ses plans tangents sont donc des
courbes de méme genre et de mémes modules; or, pour une courbe
du quatriéme ordre 4 un point double, on sait que les modules sont les
rapports anharmoniques des six tangentes issues du point double.
Donc :

Les rapports anharmoniques des six tangentes doubles qu’on
peut mener ¢ la surface de Kummer, par un de ses points, sont con-
stants.

I1 5°agit la des rapports anharmoniques des six droites, prises quatre
par quatre.

Ce théoréme est analogue i celui qui donne géométriquement 'in-
variant absolu d’une cubique plane; ici nous avons trois rapports an-
harmoniques, dépendant des trois périodes a, b, ¢ de nos fonctions 0.

On peut vérifier la proposition précédente d’une maniére élémen-
taire dans un cas parliculier. Menons, en effet, par un point singulier,
0, de la surface de Kummer les plans qui touchent le cone, H, des
tangenles en ce point, et considérons les sections de la surface par ces
plans. Les six tangentes doubles qu’on peut mener de O 4 P'une d’clles
sont évidemment les intersections du plan de la courbe avec les six
plans singuliers qui passent par O, plans qui touchent le cone H. Les
rapports anharmoniques des six langentes doubles sont done ceux des
six droites suivant lesquelles un plan mobile, tangent 4 un cone de se-
cond ordre, coupe six plans fixes tangenls a ce cone. D’apreés un théo-
réme bien connu, ces rapports anharmoniques sont conslants.

Nous avons ainsi une expression géométrique des modules des sce-
tions de la surface par ses plans tangents; on verrait, par voie de réci-
procité que ces modules sont aussi égaux aux rapports anharno-
niques de six points singuliers situés sur une méme conigue.

61. Remarque. — Soit 0,(u, ¢) une fonction normale d’ordre m;
on voit, comme plus haut, que les courbes, d’ordre 4,

On(e—Ae—p)=o0
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ont m? points doubles, et que deux d’cntre elles se correspondent
point par point; nous reviendrons plus tard sur ces courbes remar-
quables.

62. Reprenons la scction de la surface de Kummer par un plan
tangent correspondant a I'équation

- >

(1) | S(u—xe—u)=o.

Puisque, & un point de¢ cette courbe, on peut faire correspondre un
seul systeme de valeurs de «, ¢, & des périodes pres, les différentielles
du et dv seront, le long de la courbe, des différentielles abéliennes;
comme elles ne deviennent pas infinies, ce seront des différentielles
- abéliennes de premiére espéce. Par suite, en chaque point de la
courbe, les arguments hyperelliptiques « et ¢ seront égaux a deux
intégrales de premi¢re espéce, appartenant a cette courbe; on aura
ainsj

y (u=g(l) +A+a,
(3) (1)

o=gi(t)+p+ B,

2 et § étant deux constantes, g(¢) et g,(¢) deux intégrales de pre-
miére espéce, exprimées en fonction d'une variable quelconque, ¢;
cette variable ne jouera d’ailleurs aucun réle dans ce qui suit, nous ne
I'introduisons que pour rappeler que les intégrales g(¢) et g,(¢) ont
une méme limite supérieure (').

Pour limite inférieure de ces intégrales, ou mieux pour leur point
de départ, nous choisirons le point z =124, ¢ =y, qui vérific bien la
relation 3(z — A, » — )= o, ct dont nous verrons plus bas la signi-
fication géométrique. Il résulte de ce choix que o et § sont nuls, puis-
(ue, en faisant g¢ = g, ¢ = o, on doit trouver u = A et v = u.

En remplacant « et ¢ par leurs valeurs dans ’équation (1) de la
courhe, on a :

(4) 3(gt, g t)=o,

- (1) Dans ce qui suit, nous écrirons g¢, g,¢, en supprimant la parenthése.
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équation qui a licu pour toute valeur de ¢. Onreconnalt 1 un théoréme
fondamental de la théorie des fonctions hyperelliptiques du genre 2,
qui se trouve établi ici par voie géométrique.

Cela posé, observons que I'équation S(z— A, v — 1) = o ne change
pas si on y remplace u et ¢ par 2A —, 2. — ¢ : le premier membre
ne fait, en effet, que changer de signe. 1l en résulte que, si le point «,
¢ est sur la courbe S(u — %, v —p)=o0, le point 2A —u, 2p—¢
y est également : ces deux points sont évidemment en involution,
c’est-a-dire que, si I'un est donné, le second s’en déduit sans ambi-
guité par une détermination géométrique, et que la méme construc-
tion, appliquée au second, fait retomber sur le premier. Or, sur une
courbe générale du quatriéme ordre 4 un point double, il n’y a d’autre
involution que celle que constituent les couples de points situés sur
unc sécante issue du point double; donc les pointsu,v et 2h — u,
2p — ¢ sont sur une méme sécante issuc du point double de la
courbe (1). En particulier, on obtiendra les points de contact des
tangentes menées par le point double, en écrivant

u=2h—u, przau —¢ (mod périodes)
c’est-a-dire

‘l’

——-- @ — 3
u_A+;, ¢ = y.+--

‘1’ Q,

= ct é¢tant deux demi-périodes correspondantes. Mais pour que le

poml:a, v, ainsi défini, soit sur ld courbe (1), il faul que S(u—Ar, ¢ —u.)
soit nul, c’est-a-dire

®w ¢ . . .
On a donc pour — et les six systémes de valeurs écrits plus hauat
(n® 39).

En particulier, au systéme de valeurs (o, 0) correspond le point
u="1%,¢=u:ce point, que nous avons renconiré tout i I'heure ct
pris pour point initial des intégrales gt el g2, est donc un des points
de contact des tangentes menées  la courbe (3) par son point double.
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63. Remarque. — Les deux courbes S(u— A, v—p)=o0 et
S(u' — N, ¢ — p')= o se correspondent point par point, selon les re-
lations (2); si donc on désigne par g'tet g\ ¢ les intégrales de pre-
miére espéce qui correspondent & «’ et ¢’ sur la deuxiéme courbe, et
qui ont pour point initial le point X', ', on aura, en vertu de (2)
et (3):

gt=g't et git=g\t’

En d’autres termes, on pourra supposer, sans nuire 4 la généralité,
que les intégrales gt et g,¢ sont prises le long d’une courhe détermi-
née S(u — Ay, v — )= 0, & partir du point Ay, i, : c’est ce que nous
admettrons dans ce qui suit : '

64. L’équation générale qui correspond aux sections de la surface

. 3 . g} Q ) 4

par les plans tangents en un point singulier, =, -*, est, d'aprés ce qui
précéde,

. ¢ @
() 9(u+ga+;av+g,a+—21)=o,

’ 4 . ‘f ‘r fre e . o« o
o Ctant arbitraire, et —» — désignant deux demi-périodes correspon-
danles.

65. Nous renverrons, pour les résultats connus qu’on pourrait dé-
duire de ces relations analytiques, aux Mémoires de MM. Klein et
Rohn ('), et nous aborderons un sujet de recherches différent en étu-
diant Tintersection d'un plan tangent quelconque avec certaines
courhes algébriques tracées sur la surface; dans cette étude nous
ferons usage d'une proposition de M. Poincaré, qui revient au théo-
réme d’Abel, et qu’on peut énoncer ainsi () :

Soient ©,(u, v) et 0,(u, v) deux fonctions théte, normales, de ca-

(") Kuewy, Math. Annalen, t. XXVII, p. 106; RosnN, Math. Annalen, t. XV,
p. 315, '

(?) American Journal, t. VIIL
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raciéristique nulle; les deux équations
(4 —n 0 —p)=o, B, (u—N,0o—pw)=o0

ont 2mn solutions communes, u, ¢, u,, 05, ..., cntre lesquelles e.cis-
tent les relations

-

U+ ty+ ... = ma(h+N), G o= ma(p. + U,
66. Cela posé, reprenons la courbe, que nous désignerons par C,,
S(u—hv—p)=o.

On saity par le théoréme d’Abel, que les sommes des inlégrales gt et
Z.¢, qui correspondent aux points d’intersection de cetle courbe ct
d’une courbe algébrique d’ordre m, sont conslantes.

Inversement, si les sommes des intégrales g7 et g, ¢ qui correspon-
dent & 4m points de la courbe C, ont les valeurs constantes préce-
dentes, ces 4m points ne sont pas généralement sur une courbe
d’ordre m, mais sont sur une courbe d’ordre m + 1, passant ¢n outre
par le point double et par deux points quelconques de C,, situés sur
une méme sécante issue de ce point (*).

Pour simplifier le langage, nous dirons que cetie courbe d'ordre.
m + 1 adjointe (c’est-a-dire passanl par le point double) passe en
oulre par un couple quelconque de poinis conjugucs.

Cherchons maintenant 'expression des sommes constantes d’inlté-
grales qui correspondent aux points d’interseclion de C, avec unc
courbe algébrique d’ordre m.

" Si la courbe d’ordre m est une droite, les deux sommes s’évaluent ai-
sément. En effet, d’aprés la proposition de M. Poincaré, les sommes
des quatre valeurs de « et de ¢ qui vérifient les équations

S(u—hv—p)y=o0, O(x ¢)=o,

(') Voir, par exemple, notre Mémoire Sur Uapplication des fonctions fuch-
siennes a la Géométrie, tome II de ce journal, 4¢ série, p. 260 et suiv.
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ot @ cst unc fonction normale du second ordre, de caractéristique
nulle, sont :

Le long de la courbe C,, on a

u=gl+h, v=g,l+u,
il vient donc

Ngt=—2% Fgit=—2p,
1 1

les deux sommes s'étendant aux quatre points communs & C, et d la
courbe plane O(u,¢) = o.

Ainsi, pour une droite, les sommes d’intégrales g et g, ont les va-
leurs constantes — 2A et — 2.5 il en résulte que, pour une courbe
d'ordre m, ces sommes ont les valeurs — 2Am et — 2um, puisque
Ja courbe d’ordre m peut, en particulier, se décomposer en m droites.

On déduit de la des conséquences intéressantes.

67. 1. Soit toujours O(«, v) une fonction normale, d'ordre deux,
& caractéristique nulle, les deux équations

O(u, v)=o, F(u—hov—p)=o0
ont quatre solutions. Or la derniére donne
u=gl+hr v=g,1+ p
Portant ces valeurs dans la premiére, celle-ci dc;vient

(6) O(gt+N gt +p)=o0;

clle est, d’apres ce qui précéde, vérifiée pour quatre systémes de va-
leurs de gzet g,¢, tels que 'on ait

Zglz—-z'lx, Eg,lz—zp.;
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Ainsi, sinous désignons par {,, [, ¢,, 1, des constantes quelconques,

Véquation

Olgr— (gt + gl + gty +g81,), gl —s(&li+...+ g ) |=0

sera vérifiée pour quatre syst¢mes de valeurs de g7 et z,¢, tels qu’on
ait

Zgl = g, + gl. + gl + gLy,
chl=gct|+gctz+gatz+gatr

Je dis que, si deux des solutions de I'équation considérée sont gi,,

g4 et rrt,, & 2y les deux derniéres seront gt,, g,2, et gt,, 4, ¢,.

On a; en effet, en désignant par go, 2,0 et g7, £,7 les deux der-

niéres solutions

gG’ +g7 :gtz +gt”
&5+ 8- =g L+ gl

et, d’aprés la théorie générale de I'inversion, les deux équations précé-
dentes n’ont pas d’autres solutions que

g° =g, g% =g,

(i,j=3,4 ct i_zj),
L5 =8t E7=g&

ce qui est précisément la proposition 4 établir.

En d’autres termes, si I'équation 6(, o) o est satisfaite pour deux

des quatre systémes de valeurs de « et ¢ inscrits au Tableau suivant,
elle sera également satisfaite pour les deux autres

(0]

_l

|

""§

a—-—v;

( 8h—8lt:—gla— 8lL), v=3( gi‘c-g;lz‘ng—'é'lts),

— gl + gls — 8L, — 8L,), ¢ =3(— &l + gl —gil—giL,),
— gl — gla+ gl — &), e=3(— gl —gila+ gils — g.L,),
— g, ——gt,-gt,+gt‘), c=3(—gli—gil,— g+ g,L,).

Geometmquement, ense rappclant qu ily a quatre fonctions 6 («, v)

normales, d’ordre deux, & caractéristique nulle, linéairement indé-
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pendantes, et que ces quatre fonctions sont proportionnelles aux ¢oor-
données d’un point de la surface de Kummer, on peut dire que tout
plan qui passe par deux points (u, ¢) du Tableau passe par les deux
autres. En d’autres termes, le Tableau donne les arguments de quatre
points de la surface de Kummer situés sur une droite, et sur une
droile quelconque, puisqu’il y a quatre paramétres arbitraires ¢,, 4,
4, L,

1l va sans dire qu’on peut, dans ce Tableau, changer simultanément
les signes des arguments «, ¢ d’'un quelconque des quatre points.

Plus simplement, on peut dire que les arguments de quatre points
en ligne droite sont donnés par les formules

u=:‘,(ﬁ‘ol| +€1”l. ~€‘£20t3 + "l‘),
o=1( gl +ay lo—e 508 s+ g 1),
oll ¢, ¢t &, peuvent prendre les valeurs == 1
Cetle formule importante est duc a M. Klem, qui Pa démontrée

sous unc autre forme et par une voic différente; nous en ferons plus
loin quelques applications.

68. 1I. Considérons maintenant une fonction @, d’ordre 2m, nor-
male, impaire, 4 caractéristique nulle; soit 0,,(«, ¢).

Les zéros communs aux fonctions 0,,,(#,¢) et S(u — A, ¢ — ), au
nombre de 4m, vérifient les relations

Nu=2mr, Y e=2mp;
le long de la courbe G, cest-a-dire S (e — A\, v — p) =0, ona

u=gl+h,  e=gl+p;

dgt=—2m\, Y g,t=—2my,

les sommes s'étendant aux 4m points de la courbe C, situés sur la

courbe @,,,(u, v) = 0. Ces deux derniéres relations montrent (n® 66)

que les 4/m points précédents sont sur une courbe d'ordre m + 1, ad-
Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. II, 18g3. , 16

d'on
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jointe a C,, qui passe cn oulre par un couple, quon peut choisir arbi-
trairement, de points conjugués.

On peut ajouter que les 42 points ne sont jamais sur une courbe
d’ordre m, si aucun d’eux ne coincide avec le point double de C..

Nous savons, en effet (n® 30), puisrjue la courbe 0,,,(u, ¢) = o ap-
partienta la famille singuliére de courbes d’ordre §m, qu'clle est sur
une surface d’ordre m + 2 passant par quatre coniques d’un groupe
de Rosenhain. Par suite, les 4m points ou elle coupe le plan de la
courhe C,, cest-a-dire la courbe C, elle-méme, sont sur une courbe
d'ordre m + 2, passant par les points de contact de quatre tangenies
doubles de C, ; si donc ces 4m poinis élaient sur une courbe d'ordre m,
les huit pointsde contact des quatre tangentes seraienlsur une conique,
d’aprés une propricvté générale bien connae des courbes algd-
briques (*).

Or il est aisé d’établir que les huit points d'intersection d'un plan
avee quatre coniques singuliéres d’un groupe de Rosenhain ne peavent
jamais étre sur une conique, C. Si cela était, en cffet, la surface du
second ordre menée par cette conique ct les quatre sommets du Lé-
traédre de Rosenhain considéré couperait chacune des quatre co-
niques singuliéres en cing points, dont deux sur la conique C et trois
en trois sommets du tétraédre : qualre coniques d'un groupe de Ro-
senhain seraient ainsi sur unc méme (quadrique, ce qui est impossible
(n° £3).

Nous avons ainsi démontré que :

Les fm points oic une courbe algébrique d’ordre jm, tracée sur
la surface de Kummer et appartenant & la famille singuliére, est
coupée par un plan tangent quelconque de la surface, sonl situés,
asee le point de contact de ce plan, sur une infinité de courbes planes
ordre m +».

Chacune de ces courbes dordre m + v coupe en outre la section
de la surface par le plan tangent considéré en dews points, qui sont
sur une méme séeante i8sue du point de contact.

(') Il oe peut y avoir d’exception que si un ou plusieurs des 4 m points coin-
cident avec le point double de C,.
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Le plan tangent considéré peut avoir son point de contact surla
courbe d’ordre 4m; on voit alors sans difficulté, soit directement, soit
en partant des résultats précédents, que : '

Le plan tangent a la surface de Kummer en un point d’une
courbe d&’ordre §m, de la famille singuliére, tracée sur celle sur-
Sace, coupe en outre la courbe en ym — 2 points, qui sont situés,
aser: le point de contact du plan tangent, sur une courbe d’ordye m.

Ces propositions s’appliquent en particulicr a la courbe d'ordre 4m
formée par I'ensemble de deux courbes d’ordre 2m, appartenant res-
pectivement i deux familles associées (n* 28 et 29); car le produit
des O qui correspondent a ces deux courbes est une fonction-normale,
impaire, de caractéristigue nulle.

CHAPITRE Vi
Applications diverses.

69. Nous réunirons dans ce Chapitre quelques applications des
formules des paragraphes précédents et quelgues compléments de nos
théories générales; nous commencerons par 'étude des tétracdres,
en nombre trois fois infini, inscrits par leurs sommets el circonscrils
par lears arétes a la susface de Kummer; nous montrerons qu’sl
nexiste pas d’autres figures de cette nature gue celles rencontrées
au n° 30, et nous trouverons l'expression analytique de leors élé-
ments. g

D’aprés les formules dun” 67, il est ais¢ de voir que la condition
nécessaire et suffisante pour que la droite joignant deux points «,, ¢,;
u,, v, de la surface de Kummer touche cetle surface en un troisieme
point, est exprimée par les formules

Uy 4 ey = 289, ¢+ e03=28,%,

¢ désignant == 1 et p étant une constante quelconque,
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Soient u,, ¢,3 Uy, €45 Uy, v35 Uy, ¢, les sommets dun tétraédre in-
scrit 4 la surface de Kummer ; écrivons que les six arétes touchent la
surface. On aura d'abord, puisque les signes de u; et ¢; peuvent ére
changés simultanément.

(1) ‘u,-—-u,: 222, U, — 1y, =283, U, —u, =27,
'
! ¥y — V2 =285, vy — € =24,9, Vg — 8, =28,

Les conditions de contact des trois arétes qui ne partent pas du
pomt u,, ¢, seront

(2 (( U+ ell,= 220, U+ U, =226, Uz~ LU, = 22%.
2) ‘
° . LN .
o286, =282,0, Crr NV, = 24,G. ¢, o, =28,

=

£y 5,7, 0, T, » ¢ant des constanies quelconques: . 7. 7 désignant
=

- Supposons d'abord z, 7, T égans 3 — 1. 1 vient alors

L4 :‘,(lf — (f" 2 _ (l/",..—lf“’ P Ir'y — - regy,
270 5 ), z2gm=a2(gc—ugz). 2xv=2(gT— g5
“5 o —_— o~ r -

,2’.’(!,—-—2 ',;') é‘r), P ve s s 000020 00000000 R ¢ o000 s e

/

SHomg—o- Ly 5 e s . 2t
d(f."‘ ar+ 29 ~19 /‘r-,-‘:'),
‘ o T
Slor — oo 4 2, rt~._.t/»'_,'.._l,,
Lo ey PSS I oy y
Ld """ ‘1’;
N~ — r 4 . s~ v 5 L,
~\=- :’J'T‘ > - 4 = 2 )

¢ & . . .. .
S 55 -+ élant des demi-périodes simultanées.
Ces trois relations, évidemment distinctes, donnent les valeurs de
CEN AT COF () OF i et, par suite, un nombre limité de solu-
tions pour le probléme quand le sommet «,, ¢, est conmu: les -
traédres ainsi trouvés sont en nombre deux fois infini sculement.

Un raisonnement tout semblable montre que, si ¢, 1, L ne sont pas
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tous les trois égaux & + 1, les équations (1) et (2) déterminent

Iy ©a5 Uy, 045 Uy, ¢4 en fonction de «,, ¢; il n’y a done encore (qu’un

nombre doublement infini de solutions répondant a cette hypothése.
Reste enfinle casoti e = ={=1.

Des deux premiers couples d’équations (1) el du premier couple

(2) on tire, en désignant par(P

@ - . . .
>~ deux demi-périodes simultanées,

', — & o oL 4

Y3 *olw_:)la-*_vif‘_'— =

4,

=g 4Z0— g+t
«,

V|=g|?+g|6+g|w+ ’;"‘

el portons ces valeurs dans les deux derniéres relations (1) et les
(quatre derniéres relations (2), il vient

250 — U=2g-7,

p— —_— a ™~
a2g,0~ V=227,

U=2gw®, 205 +U=2g9,
V=24, 2g,0+ V=12g..

Elininant =, @, v entre ces équations, a Faide de la relation

Z(gty z,0),0n a

. . U
Si nous posons pour un instant ~ =,

€

WP
N

a3

a
+
+.

e
TN

ag

vl v vl

e,

+ = ",0’-‘-2-4'-; =o0,
g5+ Y4 )=
go+ ) =0

v @
gc(+—2'+—;~)= .

= v, les irois équations
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qui précedent représentent (n° 64) les sections de la surface de

Kummer par des plans langents, dont les points de contact sont res-

/ ”
pectivement les trois points singuliers ‘;l;," %; %"’ %;, %:’ %, et clles
expriment que ces trois plans tangents sc coupent en un méme point
u, ¢ de la surface.

Or, pour que le probléme ait une infinité triple de solutions, il faut
que o, 5, ¢ soienl arbitraires, c'est-d-dire que trois plans tangents
arbitraires, dont les points de contact sont respectivement trois points
singuliers, distincts ou non, de la surface de Kummer, sc coupent en
un ponnl de cette surface : cela ne peut évidemment se produire quest
les trois poinls singuliers coincident; les trois plans sont alors tan-
gents & la surface en un méme point singulier, et se coupent en ce
point.

D'apres cela, nous devons supposer

(l‘l g& " (1&/!' ( i\/‘ (D/l/ ( Lv;

= — = e— el —_—= -
2

2 P 2 9 2 ’

et les trois équations précédentes seront satisfaites, quels que soicnt
w, ¢, 5, par

,...
A
=

W | <
=,

;\:l

Les quantités U et V sont donc nulles, & des périodes prés, ct les
sommels des Létrabdres cherchés ont pour coordonnées hyperellip-

tiques :
I (l‘
Uy = gP+gG+g0)+;‘~, Cy= g+ +0|(!J+—-"
¢ ¢,
U2=—”P+g7+gw+;a (f2=--12'||5+‘.f,""7+g,(,0+';a
¢ @,
U= gp—gOFEU+T 0= Gp— g+ g0+
> ¢,
U= GPHEI—gO+ s n= gipt o — g+
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seize systémes de valeurs; on lrouve ainsi seize familles de tétracdres
inscrits par leurs sommelts et circonscrils par leurs aréles i la sur-
face de Kummer, chaque famille dépendant de trois paramétres arbi-
traires. 11 0’y a pas d’autre famille analoguc dépendant de trois para-
métres, comme le montre 'analyse précédente; par suite, les seize
familles qu’on vient de trouver doivent se confondre avec les seize
familles obtenues par voie géométrique au n® 34).

70. On peut vérificr ce résultat d'une autre maniére.

Soient @,, a,, a,, a, les sommets (u,, v,), eoey (U4 ¢;) d'un des té-
tratdres trouvés en dernier lieu; ¢;; le point de contact de la droite
«;a;javee la surface de Kummer; pour démontrer que ce tetrai:dre
est un de ceux rencontrés au n° 50, il suffit d’établir que les plans
tangents 4 la surface aux six points «;; se coupent deux 4 deux
suivant les tross cotés d'un triangle pgr, inscrit dans une des seize co-
niques singulicres.

Or, considérons la section de la surface par un plan Langent,
Z(u—"n 90— ) =03 écrivons que ce plan passe par les points «, et
«,, il vient

e

! ﬁ (i, y , w ——
( 47 +g R Y N R T w+———y.)-o,

W

o .
(— Yo+ 4T+ g0+ —--/., ) = 0.

Ces deux équations, d’aprés les formaules de M. Poincaré, ont deux
solulions communes en A, p, et la somme des deax valeurs de 7 est
240 4 24, celle des deux valeurs de g est 24,5+ 2 2, 0. On aper-
coit de suite la solution

- ¢
A=+ go+ g, y.=—21 g9+ g0,

5

car, en remplacant A et (x par ces valeurs, les premiers membres des
deux équations deviennent 3(gs, g,¢) et S(— gg, — &48), et sont
hien égaux & zéro.

La deuxiéme solution coincide, par suite, avec la premiére, daprés
les expressions des sommes des valeurs de et de .



128 G. HUMBERT.

~ En d’autres termes, le plan tangent qui coupe la surface suivant la
courbe

n ¢ @,
S\u—gos—guw+ P 0‘—g,0’—-g‘0’+7 =o0

passe par les points @,, @, et compte pour deux dans le nombre des
plans langents menés par ces deux points : c’est donc nécessairement
le plan tangent au poinl; &4, ot la droile a, a, touche la surface.

On arrive ainsi 4 établir que les plans tangents de la surface de
Kummer aux points a;; correspondent aux équations

¢ @
u_qu_(f(g-s-_.,(.—lr ...(r()_.]_
2 e 2

4

A
- — — 5 —
w(u 0(0 Of+2""""”""“""

ll

0,

LI

)
S —n o ¢
<t /4 Of—OG+;”“"""""""""

. Ny — s o ."f
..a(u UJ+Ow+2,..,.....,.,.,....,.

¢
”.:'u—gw—kg,: S Al R TIT P PEPRPRRPR PP )

y
3 U—gr+ g3 +-—,) =o0.

Les quatre plans dans Uéquation desquels figarent g¢ et g, ¢ pas-

. @ ¢ R
sent par le point & = gp + =5 ¢ = g, p + —*» comme on le vérific im-
¢
médiatement, soil p ce point. Soient de méme ¢ le point g5 + —
@2, e Q’
g5+t et 1 le point go + =5 g,0 + =+ Les deux plans dans
F'équation desquels figurent 4 la fous les pdrarmtrcs ¢ el ¢ passent par
la droite pg, et de méme pour les couples de paramétres ¢ et w, o ctw.
Si I'on observe maintenant que les points p, g, r sont sur la co-

2
tion & établir se tronve maintenant démontrée, et qu'on a retrouvé
analyliquement les propositions que la Géométrie avait données sur
les seize familles de tétraédres.

s ¢ o .
nique singuliére 5« + ~» ¢ + 1) = o, on voit bien que la proposi-
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71. La configuration remarquable formée par les sommets et les
arétes d'un des précédents tétraédres peut étre aisément generahsée
Soient, en cffet, quatre couples d'intégrales

8P &iPis BP28iP2s 8P &1Pss BPss 1Ps3

considérons les huit points définis, sur la surface de Kummer, par‘le‘s,
équations

Ui= gp1 + &8P +&,8Ps + 1880,

Eye =1, 1=1,2,3,4
()i =g’p‘ +62g|92 +53g‘93+£2€3g‘9“

ey ==x1, j=1I, 2,3, 4-

On pourrait, en outre, ajouter aux  une méme demi-période, ct
aux ¢ la demi-période correspondante.

La droite qui joint un des quatre premiers points & un des quatre
derniers touche la surface en un nouveau point : il suffit d’appliquer,
pour le vérifier, la régle indiquée plus haut (n° 69).

Nous obtenons ainsi sur la surface seize familles de configura-
Lions remarquables, dont chacune dépend de quaire arbitraires; une
de ces configurations est formée par deux groupes de quatre points de
la surface de Kummer, tels que les seize droites joignant les points du
premier groupe aux points du second soient des tangentes de la sur-
face. Il est clair que sur une surface quelconque il p'y a qu’un nombre
limité de telles configurations.

Plus généralement, si 'on considére les 2*~' points donnés par les
relations ' '

u":gp’ +52g92 +Esgp3+-.-+€[,g9/”
V"=g‘?‘+52g192+...........+E/,g‘P;“.

Ol Py, P2y +eey p,, sont des arbitraires et ¢, €y, ..., €5 des quantltes egales
4 +1 oukh — 1, onvoit aisément queles droites qui joignent un d'entre

Journ, de Math. (§* série), tome IX. — Fasc. II, 1893. 17
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cux i / aulres sont des tangentes de la surface. On obtient ainsi une
configuration de 2*-' points de la surface, et de k. 2*-* tangentes dc
celte surface, tels que par chaque point passent 4 tangentes et que sur
chaque tangente soient situés deux points.

72. Comme seconde application des résultats du précédent Cha-
pitre, nous donnerons quelques proprié¢tés des courbes du huiticme
ordre de la famille singuliére tracées sur la surface de Kummer. On
désignera par C, une quelconque de ces courbes.

Tout d’abord les théorémes du n° 68, appliqués a ce cas particulier,
deviennent :

Les lait points ot une courbe Cq est coupée par un plan tangent
guelconque de la surface de Kummer forment, avec le point de con-
tact du plan, la base d’un faisceau de courbes du troisiéme ordre.

Chague courbe de ce faisceau coupe en outre la secition de la sur-
Jace par le plan tangent considéré en deux points, qui sont sur une
méme sécante issue du point de contact.

Le plan tangent a la surface de Kummer en un point dune
courbe Cq coupe en outre celle-ci en six points qui sont sur une co-
nique passanl par le point de contact du plan.

Nous savons de plus (n° 68) que les huit points ot une courbe C,
est coupée par un plan tangent de la surface de Kummer ne peuvent
&tre sur une conique que si I'un d’eux coincide avec le point de contact
du plan.

Or les courbes C, sont, en géncral, de genre 5, comme nous I'élu-
blirons dans lc Chapitre suivant; il en résulte, d’aprés une formule
de M. Zeuthen ; qu’elles ont chacune dix sécanies quadruples. SoitD
une sécante quadraple de ;5 menons par D un plan tangent 4 la sur-
face de Kummer, désignons par A le point de contact et par p,, p.,
Ps» Ps les quatee points, non situés sur D, oi ce plan coupe C,; soient
enfin ¢, et ¢, deux points quelconques de la section de la surface par
le plan tangent, situés sur une sécante issue de A. D’aprés une propo-
sition précédente, les quatre points de C, situés sur D, les points p;, le
point A et les points ¢,, ¢, sont sur une cubique; donc les points
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Pi» A, ¢, ¢, sont sur unc conique, et, si le point A était distinct
des points p;, ces derniers scraient en ligne droite : les huit points
d’intersection de C, avec le plan tangent considéré seraient alors sur
une conique (décomposée en un systéme de deux droites), ce qui est
impossible,

11 faut done que le point A soit un des points p; : en ce cas, deux de!
ces points sont confondus en A ct les deux autres sont surune sécanlce
issue de ce point.

En d’autres termes :

Chacun des quatre plans tangents menés a lasurface de Kummer
per une sécante quadruple d’une courbe Cq a son point de contact
str celle courbe, qu’il coupe en oulre en deux points, situés en ligne
droite avec le point de contact.

Les courbes Cg dépendent linéairement de cing paramétres (n° 39),
et sc coupent deux 4 deux en huit points non singuliers (n° 58) :
celles de ces courbes qui passent par quatre points de la surface de
Kummer ont donc quatre autres points communs, et d’apres cela, la
proposition ui préctde peut s’énoncer ainsi :

Les courbes Cy qui passent par quatre points de la surface de
Kummer situés sur une droite, passent par les quatre points de

contact des plans tangents qu’on peut mener & la surface par cetle
droite.

73. Parmi les surfaces de Kummer inscrites i la surface primitive le
long d’une courbe C; (n° 88), il cn est dix qui dégénérent en surfaces
du quatriéme ordre, possédant une droite double ct huit pomts
doubles.

Pour le démontrer, nous nous appuierons sur cette remarque évi-
dente que, si deux surfaces sont inscrites I'une & l'autre, toute courbe
tracée sur la premicre touche la'scconde cn tous ses points de ren-
contre avec elle; il ne peut y avoir exception que si I'un de ces pomts
est un point smguher de 'unc ou Iautre des deux surfaces.

Cela posé, soit D une sécante quadruple d'une courbe C,; un des
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plans tangenls a la surface de Kummer menés par D touche la surface
en un point A, de C,, et coupe en outre C, en deux points, p,, p., en
ligne droite avec A (n° 72). Parmi les surfaces du quatritme ordre
inscrites le long de C,, surfaces qui forment un faisceau ponctuel. il
c¢n est une, et une scule, S, qui passe par un cinqui¢me pointde D, ¢t
(ui, par suite, contient cette droite. En vertu de la remarque précé-
dente, les quatre points ou D rencontre la surface de Kummer sont
des points doubles de S, ct la droite D est dés lors une droite double
de S. Obscrvons maintenant que la droite A p, p, (qqui coupe D) est sur
la surface S, puisqu’elle a cing points sur celle-ci, et que les points p,
cL p, sont, d'aprés la remarque, des points doubles de S. Le méme
raisonnement pouvant étre reproduit pour les quatre plans tangents
menés & la surface de Kummer par la droite I, on voit que la sur-
face S a huit points doubles. Ainsi :

Le long de toute courbe C, générale tracée sur la surface de
Rummer, on peut inscrire a cetle surface dic surfaces du qua-
tri¢cme ordre, ayant unc droite double et huil points doubles.

Pour chacune de ces surfaces, la droite double est une des dic
sécantes quadruples de la courbe C,; les huit points doubles, situis
sur Cy, sonl par couples dans les qualre plans tangenls qu’on peuat
mener par la droite double a la surface de Kummer.

Il serait aisé de voir que, pour certaines courbes C, purticulicres.
deux des surfaces précédentes peavent se confondre en une scule sur-
face du quatrieme ordre, 4 deux droites doubles; dans un autre cas,
celui ot la courbe Cy a un point double, une des surfaces du quatriéme
ordre inscrites a deux droites doubles, concourant au point double et
tangentes a la surface de Kummer en ce point; enfin, dans un (roi-
sieme cas, que nous rencontrerons plus loin, ot la courbe Cy a un point
triple en un dgs points singuliers de la surface de Kummer, une des
surfaces do quatrieme ordre inscriles est une surface de Steiner.

7%. En dernier Jicu, nous énoncerons, relativement aux courbes
algéhbriques tracées sur la surface de Kummer, ces quelques proposi-
tions évidentes. auxquelles nous aurons i renvoyer par la suite.
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Les courbes d’ordre f4m, qui sont les intersections complétes de
la surface et d’une surface d’ordre m, touchent en am points cha-
cun des plans singuliers.

Les courbes d’ordre 4m, de la famille singuliére, touchent cn
2m— 3 points les seise plans singuliers.

Les courbes d’ordre 4m, appartenant & Uune des trente familles
associées deux & deux, touchent huit plans singuliers en 2m —
points et les huit autres en 2m — 3 pomls'.

Les courbes d’ordre 4m + 2 qui passent par six points singu-
liers siiués dans un méme plan touchent ce planen 2m — 2 points,
et touchent les quinze autres plans singuliers en 2m points.

Les courbesd’ordre 4m + 2 qui passent par les dix points singu-
liers non situés dans un plan singulier, touchent celui-ci en 2m +
points et touchent les quinze autres en am — 1 points.

CHAPITRE VIII.

Surfaces développables circonscrites i la surface de Kummer.

75. La réciproque d’'unc surface de Kummer est ¢évidemment une
surface de Kummer; aux courbes tracées sur la premiére correspondent
des surfaces developpa])les circonscrites a la seconde, ct, par suite,
les propositions démontrées surla classification des courbes d’un degré .
connu donnent, par dualité, la classification des surfaces dévelop-
pables, d'unc classe donnée, circonscrites 4 la surface de Kummer.

Pour ne pas étendre inutilement ce Mémoire, nous n'¢noncerons
pas explicitement Loutes ces propriétes. )

Quand on transforme par réciprocité une surface de Kummer, une
courbe C,; d’ordre 2m, de cette surface se transforme en une dévelop-
pable de classe 2m circonscrite & la surface réciproque suivant une
courhe C, : pour abréger, nous dirons que les courbes C, et C, sont
réciproques.

Cela posé, nous traiterons les questions suivantes :

Etant donnée sur la surface de Kummer une courbe C,, quel est
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le degré de la courbe réciproque, C,, et d quelle famille appartient
celle-ci?

Le degré de C, est d’ailleurs égal a la classe de la développable cir-
conscrite, le long de la courbe C,, & la surface de Kummer primi-
live.

Nous pouvons toujours supposer que la quadrique qui sert 4 définir
la transformation réciproque ait pour équation

L5+ 2+ W+ &= 0;

soient toujours 6,, 6,, 6,, 8 les quatre fonctions normales, d’ordre 2,
a caracléristique nulle, qui sont proportionnelles aux coordonnées «,,
£,y L5y x, d'un point d’une surface de Kummer, K,.

Les coordonnées X,, X,, X;, X; d'un point de la surface K,, ré-
ciproque de K, sont données par les formules

'@, 0, O, 0, 6. 6,
08, 098, 00, de, 00, 06,
sN\y=\|0u du¢ Ju | ceny —eX,=|0¢ u 9u |
 do, d8, 08, Je, 8, oo,
lo¢ o ov de ¢ o¢

Désignons par 0,, 0., 9, 0, les quatre déterminants précédents :
chacune des fonctions b; est, comme on le voit aisément, une fonction
théta, normale, paire, d’ordre 6, a caractéristique nulle. Elle s’annule
pour la demi-période u = o, v = o, ainsi que ses dérivécs premicres

3 ! -0—- s'annulent
pour u = o, ¢ = 0. On démontrerait de méme que les quinze autres
demi-périodes annulent les quatre fonctions §; et leurs dérivées pre-
miéres.

Géométriquement, les courbes, représentées sur la surface K, par
I'équation

par rapport a « et ¢, car les fonctions impaires

w4 ally 4+ 1, 0, 4+ i, = o,

1Ly, ... i, élant des constantes, sont, d’aprés ce qui vienl d’étre dit,
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les intersections de K, avec des surfaces du troisiéme ordre passant
par les seize points singuliers : ce résultat était a prévoir, puisque la
polaire d’un point quelconque par rapport a K, est précisément une
surface de cette nature.

Cela posé, soit 0,(«, )= o I'équation d’une courbe quelconque C,
d’ordre 2p, tracée sur K, : 0, est une fonction normale, d’ordre p,
paire ou impaire. La courbe réciproque C, sera représentée, sur la
surface K,, par la méme équation; il sera aisé, d’aprés cela, d'en dé-
terminer le degré ct la famille.

76. Supposons d’abord p pair; p = 2m; trois cas sont i distin-
guer :

1° Sila courbe C,, d’ordre 4m, est I'intersection compléte de K et
d’une surface d’ordre m, la fonction théta correspondante 8,,(«, )
est paire, d’ordre 2m, et ne s'annule, en général, pour aucune des
seize demi-périodes.

On trouvera le degré de la courbe C,, c'est-a-dire de la courbe
0,,.(u, )= o sur la surface K., en cherchant en combien de points
cette courbe coupe le plan X;= o. Or X; est proportionnel & une fonc-
tion 9;, paire et d’ordre 6; le nombre des zéros communs aux fonctions
0., cLh; est égal & 2.2m.6=24m, et comme ces zéros sont deux a
deux égaux et de signes contraires, le degré de C., sera la moilié de
ce nombre, ’est-a-dire 12m.

Si la courbe C, passe par un ou plusicurs poinis doubles de h,, ce
résultat se modifie. Supposons, par exemple, qu’elle passe par le point
singulier « = 0, v = o : la fonction paire 0,,(u,v), sannulant pour
4 =o0, ¢ =0, aura ses dérivées premiéres nulles en ce point, ct, par
suite, parmi les 24m solutions communes aux deux équations ;= o,
0., = o figurera quatre fois la solation z =0, ¢v= o0 ('). Le degré
de C, sera ainsi $(24m — §)=12m — 2; on voil qu ’il s'abaisse de
deux unités toutes les fois que C, passe par un point singulicr de la

surface K.

(') Cela tient, géometriquement, a ce que les deux cousbes 8., (u,v)=o,
0;(u, ¥)== 0 ont un point double pour « = o, ¢ —o, sur la surface K.
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La courbe C, (n®74), si elle nc passe par aucun point singulicr,
touche en 2m points chacun des scize plans singuliers de K, ; les seize
points singuliers de K, seront donc, sur C,, des points multiples
d'ordre 25 il en résulte que C, est (n° 31) lintersection compléte
de la surface K, avec unc surface algébrique d’ordre 3/m ayant un
point multiple d’ordre 72 en chacun des seize points singuliers de K,.

Ce dernier résultat, transform¢ par réciprocité, donne la proposition
suivante :

La développable circonscrite a la surface de Kummer le long
d’une courbe diordre 4m, intersection de cetle surface avec une
surface d’ordre m qui ne passe par aucun point singulier, est de
classe 12 elle est circonserite a une surface de classe 3m, qui
louche en m points chacun des seize plans singuliers.

2" Sila courbe C, apparticot & la famille singuliére d’ordre 4m, on
trouve sans difficulté, en appliquant les mémes méthodes que tout &
Pheure, que le degré de C, est égal & [ {12.2m — 2.16] = 12m — 10.

En géncral, la courbe C, touche e¢n 2m — 3 points chacun des seize
plans singuliers de K, (n° 74); sur C, les seize points singulicrs de K.,
sont donc des points multiples d’ordre 2m — 3 : il en résulte (n” 31)
que C, appartient, sur K,, i la famille singuli¢re de courbes d’ordre
1(3m — §).

3¢ La courbe C, peut enfin appartcnir 4 'une des trente familles de
courbes qui passent par huit points singuliers de K, ; on trouve, en ce
cas, que 'ordre de C, est ¢gal & ;[12.2m —10] =12m — 8.

En général, la courbe C, touche en 2m —1 points huit des plans
singuliers de K, et touche les huit autres en 2m — 2 points (n° 74).
Donc, sur C,, huit des points singuliers de K, sont multiples d’ordre
2m —1, et les huit autres, multiples d'ordre 2m — 2; par suite
(n® 31), sur la surface K,, la courbe C, appartient & unc des trente
familles, deux & deux associées, de courbes d’ordre 12m — 8.

Les résultats qui précédent ne sont exacts que si les courbes C, con-
sidérées n’ont de point multiple (d’ordre supéricur ou égalé 2), en au-
cun des points singuliers de K ,; il est ais¢ de calculer I’abaissement
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que la présence d’un tel point multiple aménerait dans le degré de C, ;
on trouve, par la méthode suivie plus haut, que, pour un point mul-
tiple d’ordre 2/, I'abaissement est égal 4 2/, et pour un multiple
d’ordre 2k + 3, égal a 24 + 2.

De plus, on déterminerait aisément, dans chaque cas particalier, a
«quelle famille appartient C, : il suffit, pour ccla, de chercher en com-
bien de points C, touche chacun des seize plans singuliers de K, ; on
connait ainsi 'ordre de multiplicité des points singuliers de K, sur la
courbe C,, d’oti Pon déduit (n° 31) la famille de celle-ci.

77. Supposons maintenant p impair; p = 2m +1; deux cas sont
a distinguer :

1° Sila courbe C,, d’ordre 4m + 2, passe par six points singuliers
dans un méme plan, le degré de C, est égal a

s[12(2m +1)— 2.6]=12/m.

La courbe C,, en général, touche (n® 74) quinze des plans singuliers
de K, en 2m points el le seiziéme en 2/m — 2 points; donc C, a un
point multiple d'ordre 2/m — 2 en un des points singuliers de K., et
un point d’ordre 2m en chacun des quinze autres. La courbe (C, est
donc l'intersection compléte de K, avec une surface d’ordre 3m ayant
un point multiple d'ordre m —1 en un des points singuliers de K, et
un point d’ordre m en chacun des quinze autres.

2* Si la courhe C, passe par dix points singuliers de K,, le degré
de C, est égal & [[12(2m +-1)— 2.10]=12m — §; on voit, comme
plus haut, qu'elle a, en général, un point multiple d’ordre 2/m +1 en
un des points singuliers de K., et un point multiple d’ordre 2112 —1 en
chacun des quinze autres. La courbe C, appartient donc 4 la famille
singulicre de courbes d’'ordre 12/m — 4.

Si la courbe C, a un point multiple en un point singulier de K,, ces
résultats cessent d’éire exacts, el le degré de C, s'abaisse, d’apris la
loi indiquée au n° 76.

78. Comme application, on pent obsecrver que la réciproque d’une
courbe C, de la famille singuliére d’ordre 8, n’ayant de point multiple
Journ. de Math. (§° série), tome IX, — Fasc. 11, 18¢3. 18
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en aucun point double de la surface de Kummer, est également une
courbe d’ordre 8 de la famille singuliére; par suite la développable
circonscrite le long d'une telle courbe est de classe 8.

Dans le cas ot la courbe C, a un point triple en un point singulier
de K, elle ne touche aucun des six plans singuliers passant par ce
point et touche les dix autres en un point : la réciproque, C,, est une
courbe du sixiéme ordre (n® 76), passant par les dix points singuliers
de K, non situés dans un méme plan singulier.

Inversement, la réciproque d’une telle courbe C, du sixiéme ordre
est une courbe C,, d’ordre 8, de la famille singuliére, ayant un point
triple en un point singulier.

Or, le long de C,, on peut inscrire a K, une surface du troisi¢me
ordre & quatre points doubles (n° 49); donc, le long de C, on pourra
inscrire & K, une surface de Steiner, et, par suite :

I y a seize familles, chacune trois fois infinie, de surfaces de
Steiner inscrites a une surface de Kummer; les courbes de conlact
des surfaces d’une méme famille sont les courbes &’ordre 8, de la
SJamille singuliére, qui ont un point triple en un des scize poinls
stnguliers.

79. Voici quelques propriétés de ces surfaces déduites, par dualité,
de celles énoncées au n° 49 :

Les surfaces de Steiner inscriles a la surface de Kummer le
long des courbes d’ordre 8 qui ont un point triple en un méme
point singudier ont chacune pour droites doubles trois droites pas-
sant par ce poinl el formant un triédre dont les faces touchent le
céne des langentes de la surface de Kummer au point singulier
consideré. :

Inversement, les trois arétes d’un tricdre, circonserit aw céne des
tangentes d’une surface de Kummer en ur poinl singulier, sont les
droites doubles d’une surface de Steiner inscrite a cetle surface.

Deuz surfaces de Steiner inscrites, appartenant ¢ une méme fa-
mille, se touchent en qualre points de la surface de Kummer; ces
qualre poinis, situés dans un méme plan, sont les points de contact
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avec cette surface d’une méme conique, qui est tracée sur les deux
surfaces de Steiner considérées.

Observons enfin que les quatre plans singuliers d’une surface de
Steiner inscrite, c'est-a-dire les quatre plans qui la touchent chacun
suivanl une conique, forment un fétraédre circonscrit par ses faces
et par ses aréles a la surface de Kummer. Ces tétraédres sont les ré-
ciproques de ceux du n° 30, qui sont inscrits par leurs sommets et cir-
conscrits par leurs arétes; le théoréme du n® 51 se transforme ainsi :

Les trois arétes d’un triédre circonscrit au cdne des tangentes
d’une surface de Kummer en un point singulier rencontrent respec-
tivement la surface en deux nouveaur points : les six points ainsi
oblenus sont trois a trois sur quatre plans qui louchent la surface
de Kumimner, et ces quatre plans sont les faces d’un tétraédre dont
les six arétes touchent également la surface. Les points de contact
des six arétes sont les sic points primilifs.

CHAPITRE IX.

Genre des courbes algébriques tracées sur la surface de Kummer.
Géoméirie sur ces courbes.

80. Nous étudierons, dans ce Chapitre, les courbes tracées sur la
surface de Kummer, au point de vue de leur genre et de toutes les
propri¢lés qui se rattachent & la notion de genre; nous arriverons
ainsi, dans ce sujet de recherches, 4 des résultats simples et intéres-
sants, liés d’'une maniére étroite a notre théorie de la classification des
courbes d'un degr¢ donné.

La Géométrie permet d’indiquer immédiatement le geare général
des courbes d’un méme ordre et d’une méme famille, sur la surface de
Kummer.

Ces courbes, en effet, sont les intersections de la surface de Kum-
mer, qui est d’ordre 4, avec des surfaces d'un méme degré, ¢, passant
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par h coniques singuli¢res (k= o, 1, 2, 3, 4); or, d’aprés un théoréme
de M. Nother, les surfaces d’ordre ¢ + 4 — 4, c'est-a-dire d’ordre ¢
qui passent par les A coniques, coupent une des courbes de la famille
considérée en 2(p — 1) points mobiles, p étant le genre général de ces
courbes : en d’autres termes, deux courbes de la famille se coupent en
2(p — 1) points variables. De plus, ces 2( p —1) points forment, sur la
courbe a laquelle ils apparticnnent, un des groupes spéciaus: qu’on
désigne par la notation G, ,_,), ou plus simplement ¢, et dont voici la
définition générale : '

Sur une courbe plane d’ordre 1, les groupes G, ,_,, sonl les groupes
de 2(p —1) points mobhiles découpés sur la courbe par les courbes
adjointes d'ordre m — 35 sur une courbe gauche, intersection partielle
de deux surfaces d’ordres m el n, les groupes ¢ sont découpés par les
surfaces d’ordre m + n — 4 adjoinles, c'est-a-dire passant par le reste

~de Pintersection des deux surfaces, el par les points doubles de la

courhe gauche, si clle en a. Cette derni¢re définition implique un
théoréme, qui est dt &4 M. Nother et que nous venons de rappeler
tout & I'heure. Dans tous les cas, on peutl dire que sur une courbe
gauche, les groupes ¢ sont formés par les points qui correspondent
univoquement aux points d’un groupe ¢ sur une courbe plane de
méme genre et de mémes modules, ou encore sont formés parles points
ot s’annule une méme différenticlle abélienne de premicre espéce.

Il résulte des définitions ct des raisonnements précédents que on
obtiendra, sur une courbe algébrique générale de la surface de Kum-
mer, tous les groupes ¢, en coupant cetle courbe par les courbes du
méme ordre et de la méme famille; or les groupes ¢ forment, sur une
courbe, un systtme p — 1 fois infini, d’aprés leur définition méme sur
la courbe plane de genre p : on voit ainsi que p —1, pour une courbe
de la surface de Kummer, est é¢gal au nombre, diminué de 1, des pa-
ramétres dont dépend linéairement I'équation des courbes du méme
ordre et de la méme famille,

Ce résultat peut se vérifier autrement : nous avons vu, en effet, que,
si N est le nombre des points mobiles communs 4 deax courbes du
méme ordre et de la méme famille, le genre général, p, de ces courbes
est donné par la relation N = 2(p —1); comme nous savons calcu-
ler N, par la formule de M. Poincaré, nous pouvons calculer p, et
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nous arrivons ainsi, sans difficulté, a la formule
p=1+3(m*—s),

am étant Pordre de la courbe considérée, supposée sans point mul-
tiple, p son genre ct 25 le nombre des points singuliers de la surface
de¢ Kummer par lesquels elle passe.

Ainsi :

Le genre général des courbes d’un méme ordre et d’une méme
f(umlle tracées sur la surface de Kummer est égal au nombre des
paramétres dont dépend cetle famille.

Deus; de ces courbes se coupent en des points mobiles formant sur
Pune vt sur Pautre un groupe spécial Go,_.y, el, sur Uune d’elles,
tous les groupes spéciaus G,y sont déooupés par les autres courbes
de la famille.

81. Ces résultats peuvent étre élablis par une méthode analylique,
(que nous aurons occasion d’appliquer dams nos recherches uli¢-
ricures.

Soit O(u, v) la fonction normale la plus générale, d'ordre m et de
caractéristique donnée, paire ou impaire : 0,(«, ¢) étant une quel-
conque des fonctions ainsi délinies, la courbe 0, = o sera, sur la sur-
face de Kummer, d’ordre 2m; si nous désignons par x, y, z les
coordonnées non homogeénes d'un quelconque de ses points, toute di/f-
férenticlle abélienne appartenant a cette conrbe sera de la forme
F(x,y, 5)dx, F étant rationnel en x, y, 3.

Considérons, maintenant, le long de la courbe ®, = o, la différen-
ticlle

a(u, ) du,

J9,"
(%)
00 0(u, v) a la signification gu’on vient d’indiquer. Nous allens prou-

ver que c'est une différentielle abélienne de premiére espéce.
Démontrons d’ahord que <’est une différenticlle abélienne, c¢'est-
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a-dire qu'en tout point de la courbe 6= o0, ona "
0(«, ¢)

(5
dv)

ce qui revient & dire que la fonetion

du=V¥(r,y,s)de,

8(te, ) du
e, dr
(&)

esl exprimable, le long de la courbe, en fonction rationnelle des coor-
données.

Or, sur la surface de Kummer et, par suite, le long de la courbe,
les coordonnées z, y, z d’un point sont évidemment, d’aprés le mode
de représentation en coordonnées homogénes, des fonctions uni-
forines, quadruplement périodiques et paires des deux parameétres u,
¢3 on a donc

?(ll, )=

dr = b I/Il + dv,

?f Jx |,
Ju © 0
Drailleurs, le long dela courbe ©,(u, ¢) =0, on a

étant des fonctions quadraplement périodiques impaires.

-’19-‘! du -+ ’1?_‘1 v = 0.
du Je

Il vient ainsi, pour I'expression de 2(u, ¢), par élimination de oo,
du et dp,
e(n )
dr ()6., e ()Hn
du ¢~ ¢ du

w(u, v) =

Lelong de la courbe @, = o, on peul écrire

98, o ‘_()_4_9~ 9, o /L]
oz ()v de °  Ox Qu du

- e oy

o(u, v) v) u B 17 o2
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c'esl-i-dire
i __dx d 8, dxr 0 6,

dv du ©

o e M - C) L
Sous cette derniére forme, on voit, puisque -6" est évidemment une

fonction quadruplement périodique paire, que ¢(u, v) est aussi une
fonction quadruplement périodique, paire.

Or il est clair que toute fonction 9(«, ¢v) quadruplement périodique
el paire peut s’exprimer cn fonction rationnelle des coordonnées,”
Z, y, 5, du point (u, ¢) de la surface de Kummer; car, si 'on se
donne «, y, 3, les paramétres © et ¢ n’ont, abstraction faite des mul-
tiples des périodes, que deux systémes de valeurs de la forme u, v et
— u, — ¢, auxquels ne correspond qu’une seule valeur de (4, ¢).

La fonction o(u, ¢) étant ainsi une fonction rationnelle de z, y, z,
notre différenticlle est abélienne.

Reste & établir qu’elle est de premiére espéce. Or celte différen-
lielle,

e(u, ¢)
W dll,
(()V
nc peut devenir infinie, puisque @(u, ¢) est une fonction entiére,

. . ) . .
(u’aux points de la courhe ®, = o qui annulent % Mais la relation
98, 9, ,
9z Qe+ 52 do=o0

montre qu’en ces points du s’annule également, et.quc la différentielle
reste finie; I'analogie avec le cas des courbes algébriques planes est
¢vidente.

Il ne peut y avoir d’exception que pour les points de la courbe
' 718, 29,
EIr T
pour les points qui seraient multiples sur la courbe considérée.

Ecartant provisoirement ce cas particulier, nous voyons que pour
une courbe O,(u, ¢) = o0, sans point maltiple, les intégrales abé-

0, = o qui vérifieraient les relations =o0, c'est-a-dire
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liennes

. *O(u, ¢)

(1) 76, du
‘_()u)

sont de premiére espéce.

82. Réciproquement, toute intégrale de premiére espéce, le long
de la courbe ©, = o est de la forme précedente; en effet, nous savons
(n° 80) que le genre de O = o est égal au nombre (diminué de une
unité) des paramétres qui figurent dans I'équation des courbes du
méme ordre et de la méme famille; si & + 1 cst ce nombre, on aura
p = @. Mais les fonctions telles que @, linéairement indépendantes,
sont en nombre & + r, par définition; si P'on fail abstraction de la
fonction 0,, les @ aulres donnent, sous la forme (1), @ (on p) inté-
grales distinctes de premiére espéce le long de la courbe 0, = 0. Le
nombre des intégrales distinctes de premiére espéce, sur une courhe
de genre p, étant toujours égal & p, on voit qu’on a ainsi obtenu
toutes ces intégrales, poar la courbe 8, = o, sous la forme (r).

Ce résultat aurait pu d'aillears s'¢tablir directement par voie exclu-
sivement analytique. Donc :

Les intégrales abéliennes de premicre vspéce, appartenant
une courbe 0,(u,¢) =ode la surface de Kummer, ont pour ci-

pression générale
“f(u. ¢) du
[t
J R

ol O(u, v) désigne la fonction théla normale la plus géndérale de
méme ordre el de méme: caractéristique que la fonction ©,(u, ),
paire ou impaire enméme’ temps que celle-ci.

83. Remarque. — Si la courbe @, = o0 a un point double, il est
clair que la courhe © = o doit passer par ce point pour que Iintégrale
abélienne correspondante y reste finie; plus généralement, si 0, = o
a un point multiple d’ordre /2, on voit, comme dans le cas des courhes
planes, que la courbe ® = o doit avoir, au méme point, un point



THEORIE GENERALE DES SURFACES HYPERELLIPTIQUES. 145

multiple d’ordre 2 — 1. Les courbes O = o satisfaisant a cette condi-
tion scront dites adjointes de la courbe 6, = o.

On voit également qu’un point double diminue le genre de une
unité, un point triple de trois, etc.; il peut y avoir exception si le
point multiple est un des points singuliers de la surface de Kummer;
mais nous ne discuterons pas ce cas spécial, facile & examiner, et sans
intérét pour nos recherches actuclles.

84. L’étude des intersections d'une courbe générale de la surface
de Kummer avec les courbes de la méme famille et du méme ordre
revient, d’aprés la théorie précédente, & celle des groupes § sur cette
courbe, et réciproquement. Or on connait, pour une courbe algé-
brique quelconque, un certain nombre de propriétés générales des
groupes G, qui donncront ainsi autant de propriéiés correspondantes,
sur la surface de Kummer, relativement aux courbes d’'une méme fa-
mille.

Voici deux exemples :

Parmi les courbes d’ordre n — 3, adjointes & une courbe plane
d’ordre n ct de genre p, il en est 27~' (27 — 1) qui touchent celle-ci
cn Lous leurs points, non singuliers, de rencontre avec elle; il en est

p(p* —1) qui ont avec cetle courbe un contact d’ordre p — 1 en un
point. Donc :

Parmi les courbes du méme ordre et de la méme famille qu’une
courbe donnée, de genre p, sans point multiple, sur la surface dr
Kummer : v¢ il en est 2P~' (2P —1) qui touchent la proposée en
tous leurs points (non fixes) de rencontre avec elle; 2° il cn est
p(p* —1) qui ont avec elle, en un point, un contact de Uordre le
plus élevé possible.

85. Des résultats plus nombreux et plus intéressants dérivent de la
considération des-groupes de points sur les courbes de la surface de
Kummer, et en particulier de certains'groupes spéciaux; mais, avant
d’aborder ce sujet de recherches, il est nécessaire de rappeler, dans
une courte digression, quelques définitions on propositions de la
théoric générale des courbes algébriques.

Journ. de Math. (4 série), tomeIX.— Vasc. 11,18¢3. ¢
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Soit C une courbe algébrique plane d’ordre 2 ct de genre p: les
courbes d’un degré donné, adjointes & C et passant par un certain
nombre de points fixes de cette courbe, la coupent en outre en £ points
mobiles : les groupes de / points ainsi déterminés sont dits dquica-
lents entre cux; les groupes équivalents & un groupe donné forment
un sysiéme de groupes.

Analytiquement, deux groupes @,, &,, ..., @ et by, b,, ..., bssont

équivalents, lorsque I'on a, en désignant par f g dx une intégrale

(uelconque de premiére espéce, appartenant a C,

by Wb bl
f gd;c'+f gd;c—i—...-i-f gde=o0 (').
a, as “h

Inversement, si une telle relation existe pour chacune des p inté-
grales de premicre espéce, les groupes a,, ., ... et by, b,, ... sont
équivalents. Clest le théoréme d’Abel et sa réciproque.

Dans un systéme de groupes, on distingue deux éléments :

1° Le nombre / des points d'un groupe du systéme;

2° La multiplicité, r, du systéme, c’est-i-dire le nombre de points
d’un groupe qu’on peat se donner arbitrairement.

En général, d’apres le théoréme d’Abel, p points d’un groupe d’un
systtme donné sont déterminés par les o — p autres; on a donc

r=h—p,
mais il peut se faire qu’on ait
r=h—p+s,
¢ ¢tant positil; on dit alors que le systéme correspondant & ces valeurs

de & et r est un systéme spécial, d’indice ¢. Les groupes d’un systéme
spécial sont dits groupes spéciaux.

(') Le second membre de cette relation n’est nul qu’a des multiples prés des

2p périodes de I'intégrale f gdz.
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D'aprés cela, tout systéme de groupes comprenant moins de p -+ 1
points est spécial.

Les groupes G, (,—,) forment un systéme spécial, d’indice 1.

La théorie dcs systémes spéciaux est dominée par le théoréme sui-
vant, dit de Riemann-Roch :

Par les points d’un groupe appartenant & un systéme spécial de
multiplicité r et d’indice ¢, on peut faire passer un nombre g — 1
Sfots infini de courbes adjointes d’ordre n — 3 : ces courbes déter-
minent, par leurs points mobiles d’intersection avec C, un nouseau
systéme de multiplicité g — 1, qui est un systéme spécial d’indice
4.

Les deux systémes seront dits complémentaires.

Une courbe plane d’ordre » est coupée, par les droites de son plan,
suivant des groupes de 2 points, équivalents entre cux : il résulte du
théoréme de Riemann-Roch que, si le sysitme déterminé par ces
groupes est un systéme spécial, d’indice 3, la courbe considérée admet
unc famille linéaire, g — 1 fois infinie, de courbes adjointes d’ordre
n — 4, et réciprojquement. Les courbes jouissant de cette propriéié
sont dites spéciales.

De méme, si les groupes de points déterminés sur une courbe plans
par les coniques de son plan appartiennent & un systéme spécial
d’indice p, la courbe proposée admet une famille linéaire ¢ — 1 fois in-
finic de courbes adjointes d’ordre n — 535 ....

Sur une courbe gauche C, les groupes, spéciaux ou non, d’'un méme
systeme, sont formés par les points qui correspondent aux points
d'une des courbes planes sur lesquelles C est représentable point par
point. ’

Une courbe gauche, d’ordre n, est dite spéciale lorsque le groupe
formé par les 7 points ot clle est rencontrée par un plan quelconque
détermine un systeme spécial. Les courbes gauches spéciales présen-
tent un grand intérét : c’est 4 leur existence que tiennent les diffi-
cultés du probléme de la classification des courbes gauches d’un degré
donné.

Toute courhe gauche pour laquelle on a p2n — 2 est spéciale; en
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cffet, les n points ol clle est coupée par un plan déterminent un sys-
wme de groupes dont la multiplicité est au moins égale a 3 par suite,
pour ce systtme, p — h + r, c'est-d-dire p — n + r, est au moins égal
a1, si p2n— 2;le systeme est donc spécial.

86. Revenons maintenant aux courbes tracées sur la surface de
Kummer, et introduisons, pour snmphfier le langage, une nouvelle
définition.

Nous dirons que deux fonctions théta normales, simullanément
paires ou impaires, apparticnnent & la méme série si leurs ordres dif-
ferent d’un nombre pair d’unités el si clles ont méme caractérislique.
D’aprés cela, les fonctions normales paires el impaires sc répartissent
en 64 séries; il y a, pour les fonctions paires, 32 séries, se subdivisant
en 16 séries de fonetions d’ordre pair et 16 séries de fonclions dordre
impair; de méme pour les fonctions impaires : c’est la traduction des
résultats des n 4 ¢t 3. Les courbes de la surface de Kummer qui cor-
respondent aux fonclions d'une méme série passenl toutes par les
mémes points singuliers de la surface; les degrés de deux quelconques
d’entre elles différent de 4n unités. Nous dirons également qu'elles
apparticnnent 4 la méme série.

87. Si la courbe d’ordre 2m, passant simplement par 2s points
singuliers de la surface de Kummer, a d points doubles, la valeur
trouvée au n° 80 pour le genre devra étre diminuée de & unités. On a
ainsi

p=1+3(m*—s)—d.

Si la condition p2 2m — 2 est vérifiée, la courbe sera spéciale (n* 85 );
or, si d est nul, il est & remarquer que I'inégalité précédente est tou-
jours vérifiée dés que m dépasse 4; ainsi :

Toute courbe de la surface de Kummer, sans point multtple, et
d’ordre supérieur a 8, est une courbe spéciale.

Pour préciser ce résultat, il y a lieu de déterminer la multiplicité
du systéme spécial qui comprend les groupes de points de la courbe
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situés dans un méme plan; il est évident que ce nombre est au moins
¢gal a 3; nous allons montrer qu'il a précisément la valeur 3.

Soit, en effet, 8, = o 'équation d’une courbe C, d’ordre 2m, de
genre p, sans point multiple; désignons par 6" la fonction théta la
plus générale, d’ordre m — 2, et de la méme série que 6,, par 6,, 6,,
0;, 0, les quatre fonctions normales d’ordre 2, de caractéristique nulle.
11 est évident que la fonction

8(u, )= (%0, +...+1,0,)9,

ou les A sont des constantes arbitraires, est du méme ordre, m, et de
la méme famille que 8,. Par suite, les deux systémes de groupes défi-
nis respectivement, sur la courbe C,, par les poinits mobiles d'inter-
scction de cette courbe avec les plans X,z +...+ A, z,= 0, et les
courhes @' = o, systémes dont le premier est spécial si p est au moins
é¢gal & 2m — 2, sont complémentaires : le second est donc également
spécial, d’aprés le théoréme de Riemann-Roch. Pour démontrer gue
la multiplicité du premier systéme est égale & 3, il suffit évidemment
d*établir que fous les groupes de ce systtme sont formés de points si-
Lués dans un méme plan, ou bien, en vertu du théoréme de Riemann-
Roch, de: démontrer que toute courbe (%, v)= o, dec méme ordre et
de méme famille que 6, = o, qui passc par les points non fixes ol la
courbe C, est coupée par une des courbes @' = o, la coupe cn outre en
2/n points situés dans un méme plan.

Or les courbes @ = 0, 8, = 0, @' = o apparliennent 4 la méme sé-
rie; la premiére passe donc par fous les points, fixes ou non, qui sont
communs aux deux derniéres, en vertu de I'hypothése méme; la courbe
0 + 40, = o0 passe aussi par ces points, et 'on peut choisir la con-
stante A de maniére i la faire passer par un nouveau point de la courbe
0'=o0: clle coupe ainsi cette derni¢re en un point de plus que ne
I'exige le théoreme de M. Poincaré, et, par suite, puisque la courbe
©'= o peut étré choisie indécomposable, la fonction @ + 20, devra

, 0,
contenir 8’ en facteur. Le quotient -—-) ? est, d’apres la nature de 8,

6,, O, une fonction théta, norma]c, d’ordre 2, de caractéristique
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nulle; il vient ainsi
0+28,=0'(A,0,+...+2,0,),

ce qui montre hien que la courbe 8 = o coupe en outre O, = o0 cn 2m
points, situés dans le plan X, z, +...+ A, z,=o.

Nous avons ainsi ¢tabli que la multiplicité du syst¢me spécial formé
par les groupes de points de C, situés dans un méme plan est égale
4 3; de méme on voit que les groupes du systéme complémentaire
sont formés unigquement par les points d'intersection mobiles de la
courbe C, (d’ordre 2m) avec les courbes d’ordre 2, — 4 de la inéme
série. :

88. Plus généralement, on établit de la méme manicre que, si p est
supérieur ou égal & 2mq — ; (g +1)(¢ + 2)(¢ + 3)+ 2, la courbe
s est coupée par Loute surface d’ordre ¢ suivant un groupe apparte-
nant a un systéme spécial de multiplicité § (¢ +1)(g+2)(¢ +3)—1;
le systéme complémentaire est formé par les groupes des points mo-
biles communs 4 la courbe proposée ct aux courbes de la méme série,
d'ordre 2m — 4q.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Toute courbe, sans point multiple, tracée sur la surface de Kum-
mer, et d’ordre 2m, est coupée par les courbes de la méme séric,
d’ordre 2m — 4¢, suivant des groupes de points mobiles formait
un systéme spécial. Ce systéme ne comprend pas d’autres groupes
que ceux; ainsi définis.

Le systéme complémentaire est formé exclusicement par les
groupes de 2mq points découpés sur la courbe proposée par les
surfaces d’ordre ¢ de [’espace.

11 est inutile d’é¢noncer la condition restrictive

p2amg — (g +1)(qg+2)(qg+3)+2;

elle est vérifiée nécessairement il existe des courbes d’ordre 2m—4¢,
de Ja méme série que la proposée.
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Si la courbe a des points doubles, la proposition précédente s’ap-
plique aux courbes d’ordre 2m — 4¢ adjointes (n° 83) & la proposée.

11 résulte aisément de ce qui précéde que, sur la surface de Kum-
mer, les seules courbes, sans point muitiple, qui ne soient pas spé-
ciales, sont les seize coniqucs, les biquadratiques, les sextiques pas-
sant par dix points singuliers et les courbes d’ordre 8 de la famille
singuliére.

89. Remarque. — Les surfaces d'ordre ¢ découpent sur une courbe
C, de la surface de Kummer des groupes appartenant & un systéme de
multiplicité au moins égal & (¢ +1)(g +2)(g + 3)—15 51 le sys-
téme est spécial, la multiplicité a précisément cette valeur, comme
nous venons de le voir: L'indice, p, est égal

p—2mg+3(g+1)(g+2)(g+3)—1 (')

p ct 2m désignant toujours le genre ct Pordre de la courbe.

La projection de cette courbe sur un plan est une courbe, C,
d’ordre 2m et de genre p, sur laquelle existe un systéme de groupes
spéciaux d’indice p; les intersections de G avec les courbes d’ordre ¢
de son plan, forment des groupes de ce systéme, et, par suite (n° 85),
C, admet unc famille linéaire, p —1 fois infinic, de courbes adjointes
d’ordrc 2m — g — 3.

Donnons quelques exemples :

Les sextiques passant par sixz points singuliers situés dans un
méme plan se projetient suivant des courbes du sixiéme ordre qui
ont stz points doubles situés sur une conique.

Les courbes du huitiéme ordre ne passant par aucun point sin-
gulier se projetient suivant des courbes du méme ordre, & douze
points doubles : ces douse points sont sur une cubigue, et sur une
infinité triple de quartiques.

(') I est clair que si la courbe considérée est sur A surfaces d’ordre g, linéai-
rement distinctes, la multiplicité et, par suite, I'indice du systéme doivent étre
diminués de 4.
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Les courbes du huitiéme ordre passant par huit points singuliers
se projettent suicant des courbes du méme ordre, ¢ qualorse points
doubles situcs sur une infinité simple de quartiques.

90. Etudions maintenant les points mobiles communs 4 C, el
aux courbes de la méme série, d’ordre 2m + 44.

Ces courbes coupent C,, comme on le voit de suite, en
2(p — 1) + 2mq points mobiles; les groupes de points ainsi délermi-
nés appartiennent évidemment 4 un méme systéme, qui n'est pas
spécial, puisque chaque groupe comprend plus de 2(p — 1) points.
La multiplicité de ce systéme est donc p + 2mg — 25 pour qu'il ne
comprenne pas d’aulres groupes que ceux qu'on vient de définir, il
faut et il suffit qu'on puisse trouver un de ces groupes comprenant
p + 2mg — 2 points arbitraires de la courbe C,.

Or les courbes d’ordre 2m + 4g, passanl par 2s poinls singu-
liers de la surface de Kummer, dépendent lincairement (n° 80) de

! 2 _ 5 anamatres : parmi bes ficurer .
1+ 3(m~+ 2¢)* — - paramétres ; parmi ces courbes figurent celles

qui onl pour ¢quation
0= @o()\‘()‘ +7\202 - .. o),

0, ¢lant toujours le premier membre de Péquation de G, et ,, 0,, ...
désignant les fonclions, linéairement distincles, paires, d'ordve 24, de
caractéristique nulle. Ces fonctions étant (n® 4) en nombre ¢égal a
2¢4%+ 2, on pourra, parmi les points communs & G, ct & une courbe de
la méme série, d'ordre 2m + 4 ¢, en choisir arbitrairement un nombre
c¢gal a

s 2
I+ g(m+2¢) — - — 2¢° — 2,
c'est-a~dire, puisque p =1 + ;(m* — ), égal &
p+z2qm—2 C. Q. F. D.

Ainsi les groupes déterminés sur G, par les courbes de la méme
série, d’ordre 2m + 4 ¢, appartiennent & un systéme qui ne contient



THEORIE GENERALE DES SURFACES HYPERELLIPTIQUES. 153

pas d'autres groupes; il est clair d’ailleurs qu’on ‘obtient un groupe
particulier du systéme en combinant un groupe G,(,—,) avec le groupe
de 2/nq points de C, situés sur une surface d’ordre ¢.

Yoyons maintenant ce que donnent ces propriétés pour la courbe
C,, projection de C,.

Au systéme de groupes considéré correspondra, sur Cg, un systéme
de groupes, renfermant chacun 2m¢g + 2(p — 1) points, et parmi les-
quels figurent les groupes obtenus en combinant un groupe ¢,
avec celui que forment les 2mg points de G, situés sur une courbe
d’ordre ¢. Or une courbe d’ordre 2m — 3 adjointe 4 C; et une
courbe d'ordre ¢ forment une courbe adjointe d’ordre 2m + ¢ — 3 :
donc, d’aprés les propriétés connues des courbes adjointes, tous les
groupes du systéme seront découpés sur C, par les courbes adjointes
d’ordre 2m + g — 3 et réciproquement. Ainsi :

Soient C, une courbe d’ordre 2m, sans point multiple, de la sur-
Sace de Kummer, et C, la courbe du méme ordre suivant lagquelle
elle se projette sur un plan quelconque : les courbes de la surface
de Kummer de la méme série que Gy, d’ordre 2m + 4 q, découpent
sur cete courbe des groupes de points mobiles, qui ont pour pro-
Jections les groupes déterminés sur la courbe G, par les courbes
adjointes d’ordre 2m + g — 3 et réciproguement (*).

Ce théoréme permet d’étendre & une courbe de la surface de Kum-
mer les propositions si nombreuses que I'on connait sur les groupes
de points communs & une courbe plane et 4 ses adjointes d’un ordre
donné. -

Sans insister ici sur ces applications bien faciles, nous aborderons
I'étude de courbes intéressantes et trés générales situées sur la surface
de Kummer; nous les appellerons courbes univogues, en raison d’une
de leurs propriétés fondamentales.

(") Si G, a des points doubles, le théoréme s’applique aux courbes de la méme
série, d'ordre 2m + 4 ¢, qui lui sont adjointes (n° 83).

Journ, de Math. (4 série), tome IX.'— Fasc. II, 1843, 20
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CHAPITRE X.

Courbes univoques.

91. Soit 0,(u, ¢) unc fonction théta quelconque : si cette fonction
n’est ni paire, ni impaire, ct si elle ne le devient pas quand on la

2

g
multiplic par s U (n° 10), la éourbe ((w, ¢) = o, sur la surface
de Kummer, doit étre en réalité considérée comme donnée par I'équa-
tion 0, (u, ¢) 0y(— u, — ¢) = 0; clle a été comprise dans les recherches
cque nous avons faites jusqu'ici (n° 44), mais clle jouit de proprictés
particuliéres qui rappellent celles des sections de la surface par ses
plans tangents : ces sections appartiennent d’ailleurs & la catégorie de
courbes dont il s’agit (n° 59).

La fonction 0,(«, ¢) peut, comme nous le savons (n°® 2), se metire
sous la forme

0,(u, ) =0,(u— A, 0 — 1),

olt @,(«, ¢) est une fonclion théta & caracléristique nulle.

Nous retrouvons ainst les courbes dont nous avons dit un mot au’
n° 61.

Elles jouissent de celte propri¢té fondamentale que, pour chaque
poinl de I'une d’elles, on peut séparer les deux couples d’arguments
u, ¢ et — u, — ¢ qui correspondenl & un point de la surface de Kum-
mer, car si la fonction @,(z — A, ¢ — ) n'est ni paire, ni im-
pairc, clle ne s’annule que pour un scul des systéemes d’arguments u, ¢
et — i, — ¢ qui appartiennent 4 un point de la courbe ‘

O(ue—hv—p)y=0 (n°60).

Sila fonction ©,(z — A, v — 1) était pairc ou impaire, on retonmbe-
rail sur les courbes générales étudiées jusqu’ici, car ona vu (n° 14)
que toute fonction ihéta, paire ou impaire, est nécessairement une
fonclion normale.

Ce cas étant exclu, il ne correspond, & un point de la courbe
0,(u — Ay ¢ — 1) =0, qu'un seul systéme de valeurs des paramétres
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u ct v, aux multiples prés des périodes : pour rappeler cette proprigié,
nous donnerons aux courbes dont il s'agit le nom de courbes uni-
voques. }
Si ©,(u, ¢) est unc fonction théla d’ordre m, la courbe

Ot — A ¢v—@w)=o0

est, d’apres le théoréme de M. Poincaré, d’ordre 4m; elle a (n° 61)
m? points doubles, donnés par les deux équations

O(u—hov~—p)y=o0, Oy(—u—Ar —v—p)=o.

Enfin, la fonction @,(u — A, v — 1) @y(— & — A, — ¢ — ) élant
une fonction théta normale d’ordre 2m, de caractéristique nulle
et paire, la courbe précédente est (n® 46) Uintersection compléte de
la surface de Kummer acec une surface d’ordre m, touchant la
premiére en m* poinls.

La réciproque de cette derniére proposition n’est pas vraie ; nous
verrons, en effet, plus loin de quelles propriéiés spéciales jouissent les
surfaces d’ordre m qui passent par les courbes univoques d’ordre 4m.

Les courbes représentées par I'¢équation

0,(u — A, 0 —u)=o,

quand on fait varier A ct p., cn laissant @, invariable, se correspondent
en général point par point (n® 61); cnfin (n® 62), le long de la courbe
O,(t =Ny 0 — 1) =0, du et de sont des differenticlles abéliennes
de premicre espéce. _

Le genre de cette courbe se détermine par la formule du n° 87, of
Fon fait s = o ct d = ne*; on trouve ainsi

.

p=rt+i(4m*y —mP=un’+1.

-

92. Soil ©(«, ¢) une fonction normale quelconque, d'ordre me, &
caractéristique nulle; Pintégrale

) AL Sma Sl o207 P
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est une intégrale abélienne de premiére espéce appartenant & la courbe
0,(u — N\, o — pn) = o. Elle est abélienne, car si x, y, 5 désignent les
coordonnées cartésicnnes d’un point de la surface de Kummer, expri-
mées en fonction quadruplement périodiques de u et ¢, la fonction

T _()_6_0 dz
d )

peut s’écrire, le long de la courbe @,(z — A, ¢ — u) =0 (n° 81).

Q(U, ") _ 8(u—hyv—p) du

, 1
0z 0 6g(u—2, v—p) 0x 0 O,(u—2n,v—p)

dudo 8(u—A v—p) dv Ou 8w —h, v — )

Le dénominateur de cette expression est ¢videmment unc fonction
uniforme, quadruplement périodique de u, ¢: or, & un point de la
courbe @,(# — X, v — p.), ne correspond, aux multiples pres des pe-
riodes, qu'un seul systéme de valeurs de u, ¢ (n® 91) et, par suite,
qu'une scule valeur de la fonction ¢(u, ¢): celle-ci est donc expri-
mable rationnellement en fonction des coordonnées du point («, ¢) de
la courbe ©,(u — A, ¢ — @) = o. En d’autres termes, l'intégrale con-
sidérée est abéliennc.

Elle est de premiére espéce, car il est manifeste qu’elle ne devient
infinie en aucun point de la courbe ©, =0, & moins que celle-ci n’ait,
en dehors des m* points indiqués plus haut, d’autres points doubles
vérifiant les relations

99, 08, _

Oo(u——x,‘)"- ”):—"0, ?)“["—O, ;)V =

Nous écarterons, sauf avis contraire, ce cas spécial.

On trouve ainsi un nombre d'intégrales de premicre espéce égal &
m*~—1, puisqu’il y a m?* fonctions @ linéairement distinctes parmi
lesquelles figure @, ; ces intégrales, jointes aux intégrales f du et f do,

donnent le nombre total 2 + 1, ou p, des intégrales distinctes de pre-
miére espece.
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93. Cela posé, nous appellerons courbes univoques d'un méme
ordre et d’'une méme famille celles qui sont représentées par une équa-
tion de la forme O(u — A, v — ) =o0, o1 O(, ¢) est une fonction de
caractéristique nulle, d’un ordre donné, et ou A et p sont fizes : une
famille de courbes univoques est donc définie par 'ordre de la fonction
O(u, ¢) et par les valeurs de A et .

I est a observer que la famille de courbes univoques définie par des
valeurs X et i des deux paramétres est la méme que celle définie par
les valeurs — A et — w : en effet, O(u, 0) étant une fonction normale
a caractéristique nulle, la fonction ©(— u, —¢) est une fonction de
méme ordre et de méme caractéristique, @'(«,¢), en sorte que la
courbe O(u — A, v — w)=o0, qui est, sur la surface de Kummer, la
méme que la courbe O(—u — A, — v — ) =0, est aussi la méme
que la courbe ©'(u + A, v +-p)=o.

9%. Remarque. — Deux courbes univoques d’ordres 4m et 4n se
coupent en f{mn points; on peut observer (ue ces points se répartis-
sent en deux groupes distincts de 2mn points chacun. En effet, les
deux courbes

0,(u— v —p)=o, 0,(4 — N, ¢ —w)=o0,

ot les © sont des fonctions d’ordre marqué par I'indice, se coupent
aux 2mx points dont les coordonnées u, ¢ vérifient les deux équations
précédentes; la premiére pouvant aussi s’écrire

O (—u—nr —v—p)=o0;

les 2mn solntions communes a cette équation et & I'¢équation

.

0, (u—-N,o—p)=o0

donnent 2mn nouveaux points d’intersection des deux courbes.

Si les deux courbes sont du méme ordre et de la méme famille ca-
ractérisée par les valeurs A, i1, on peut, d’une seule fagon, mettre leurs
équations sous la forme

O —no—p)=o0, 0, (u—nv—u)=o0;
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les 2m?* points communs aux deux courbes, et dont les arguments v¢-
fient ces deux équations, jouent un réle plus important que les 2m?
autres points d'intersection. Aussi leur réservons-nous le nom de points
communs aux deux courbes.

D’aprés ce qui précéde, dews: courbes univoques &’ un méme ordre,
4m, et d’une méme famille, ont 2m* points communs, formant sur
chacune d’elles un groupe G, _,,; mais tous les groupes §,.,_,), sur
une courbe univoque, ne sont pas obtenus de la méme maniére, 4

cause de l'existence des deux intégrales de premiére espéce [ du

el [ dr, qui ne rentrent pas dans le type (1).

Il serait aisé¢ de démontrer des propositions analogues i celles des
n" 88 ct 90, relativement aux groupes de points découpés, sur une
courbe univoque, par les courbes univoques d’ordre inféricur ou supé-
rieur : nous ne développerons pas ici ces considérations, sur lesquelles
nous aurons a revenir 4 propos des surfaces hyperclliptiques générales;
nous nous bornerons, dans ce qui snit, a dablir quelques propriétés
spéciales i la surface de Kummer.

95. Soient O,(z—h, ¢ —p)y=0, O(u—h,¢—yu)=o0 denx
courbes univoques de la méme famille et d'ordre §m; les fonctions 0,
el @ sont d’ordre m. La fonction

(2) 9(u,0)= Oy(u —2¢e —u)d (—u—h —¢ - )
' +@(u——‘A,v—y.)GJ-u__‘/\,_‘,-_!,,)

est évidemment, puisque 0,(u,¢) el O(u, ) sont des fonctions de
caractéristique nulle, une fonction théta normale, paire, dordre 2 m,
de caractéristique nulle. La courbe 4 («,¢) = o est done P'intersection
compléte de la surface de Kummer avec une surface d’ordre 2m. Celte
courbe, d’aprés la forme 3 (u, ¢), passe

1° Par les points qui annulent

O(u —hye —u) et . Oy(—u—r, —v—yu),
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c'est-d-dire (n°® 91) par les points doubles de la courbe
0,(tt — hy¢ — u)=0;

2° Par les points doubles de la courbe O(u — %, ¢ — w)=o:

3° Par les 2m?* points communs aux deux courbes univoques pro-
posées. Donc :

Les 2m? points communs & deux courbes univoques, d’ordre 4m,
de la méme famille, et les m* points doubles de chacune d’elles
sont sur une méme surface d’ordre m (*).

De méme, la fonction

(3) ’, ?,(u,c)-—— eo(u_)"c—y')e (— u—“A,—-V—P-)‘
" — 0 (u—No—p)Oy(—u—2, —¢—y)

est une fonction théta, normale, impaire, d’ordre 27, de caractéris-

tique nulle; la courbe 5,(u, ¢)= o est donc une courbe d’ordre 4m de
la famille singuliére, et, par suite,

Les poinls communs & deur courbes univoques, d’ordre ym, de
la méme famille, et les m® points doubles de chacune d’elles sont
)
sur une méme courbe, d’ordre 4m, de la famille singuliére.

96. Unc courbe univoque d’ordre 4m, d’une famille donnée, peut
se décomposer en m courbes du quatrieme ordre. Soit, en effet,
Zy(u, ¢)la fonction théta normale d'ordre 1, de caractéristique nulle:

(') Celte proposition constitue bien un théoréme. En effet, sur une surface
du quatriéme degré, comme la surface de Kummer, le nombre des points arhi-
traires par lesquels on peut faire passer une surface d’ordre /m (ne comprenant
pas la surface proposée) est au plus égal a

sm 1y (m--2)(m+3)—L(m—3)(m~—2)(m—1)—1,

c'est-a-dire a 2 m? +1. Or, dans la proposilion ci-dessus, on établit qu’une sur-
face d’ordre m passe par 4m?* points de la surface de Kummer : c'est dong bien
un théoréme. Une observation analogue s’applique aux propositions qui suivent.



160 G. HUMBERT.

désignons par a,, B,; @,, B.; ... ; 2, Bw des constantes : la fonction

0(”) ")——‘ %o(u — gy ¥ — f’l) “ee 3’.(!& — Ay ¥ — Sn)

peut (n® 2) étre mise sous la forme O(u — 2, ¢ — u), ot O(z,¢) est
une fonction normale, d’ordre m, de caraciéristique nulle; les quanti-
tés % et u sont, par exemple, données par les équations

2, +0+...+2p,—mri=0, B +B,+...+8,—mu=o.

La courbe univoque @(u— ), ¢ — p) = o se décompose ainsi en n
courbes d’ordre 4, sections de la surface de Kummer par m plans tan-
gents (n°39); et 1’on peut appliquer & ce sysiéme de m courbes les
théorémes généraux qui précédent.

Rappelons-nous, i cet effet, que les 4/ points communs i la courbe
O,(z—i,¢c —p)=o0 ct a la courbe plane S,(u —2,¢c —§)=o0se
répartissent (n® 94) en deux groupes de 2m points; 'un de ces
groupes cst défini par les équations

B, (e —Me—p)y=o0, Z(u—a,c—%) =o,
et I'autre par
0,(z— Ay¢ — p)=o, Sy(u~+ a,¢+8)=o:

rien ne les distingue I'un de I'autre si I'on se borne & se donner géomeé-
triqguement le plan tangent qui coupe la surface suivant la courbe
Se(u — a,0 — B)=o0. Observons enfin que les points doubles de la
courbe O(«, ¢)= o, décomposée en m sections de la surface par des
plans tangents, sont : 1° les points de contact de ces e plans;
2° 2 m(m —1) couples de points communs i deux de ces plans et don-
nés (n° 91) par des équations de la forme

So(u—2,0—8)=o, Se(—u—a;, —v—Pf)=o.

Cela posé, nous pouvons énoncer le théoréme suivant, conséquence de
ccux dun® 95 :

Soit C une courbe univoque tracée sur la surface de Kummer et
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d’ordre f4m. On prend a volonté m —1 plans tangents de la surface,
dont chacun détermine sur C deux groupes de 2m points, et l'on
choisit arbitrairement un de ces groupes; les points des m —
groupes ainsi obtenus sont situés, avec les m® points doubles de C,
sur une surface S, d’ordre m, qui coupe en outre C en 2m points,
silués dans un nouveau plan tangent de la surface de Kummer.

La surface S passe également par les points de contact des m
plans tangents précédents avec la surface de Kummer, et par
sm(m —1) couples de points, communs a cetle surface et aux
3 m(m — 1) droites d’intersection des m plans, pris deux & devz.

Tous les points dont il vient d'étre parlé, par lesquels passe la
surface S, sont également situés sur une méme courbe de la sur-
Sace de Kummer, d’ordre 4m, appartenant & la famille singu-
licre.

Voici une application de ce théoréme :

Nous savons (n° 9%4) que les scctions de la surface de Kummer par
deux plans tangents se coupent en quatre points, qui se répartissent
en deux couples, comme M. Klein I'a d’ailleurs montré par une autre
voic ('); 4 un couple de plans tangents correspondent ainsi deux
couples de points, situés sar la surface de Kummer et sur I'aréte du
couple de plans : chacun de ces couples de points sera dit conjuguc
du couple de plans.

Cela posé, la courbe C du théoréme précédent peut elle-méme se
décomposer en m sections de la surface de Kummer par des plans tan-
genls, d’oul cette proposition trés générale, et qui se préte 4 de nom-
breuses applications :

Il cxiste des configuralions remarquables formées par 2m plans
tangents de la surface de Kummer et par m(2m —1) couples de
points de cette surface :

1° Les m(2m— 1) couples de points sont silués respectivement sur
les aréles des m(2m — 1) couples de plans oblenus en associant deux
a deux les 2m plans tangents de la configuration; sur chaque aréte,
le couple de points est conjugué du couple de plans;

(') Kiess, Math. Annalen, 1. XXVI1, p. 107.
Journ. de Math. (4* séri¢), tome IX. — Fasc. II, 1893, 23
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2° Les m(2m —1) couples de points et les 2m poinis de conlacet
des plans sont sur une méme surface d’ordre m, S;

3¢ Ils sont également sur une méme courbe d’ordre jm, de la
Samille singuliére, tracée sur la surface de Kummer, C,,;

4° Le long de la courbe C,,, on peut inscrire a la surface dv
Kummer une surface d'ordre 2m, qui touche chacun des m plans
de la configuration suivant une courbe d’ordre m; ces m courbes
de contact sont sur la surface S (*).

Le dernicer paragraphe (4°) de ce théoréme résultera de nos re-
cherches ultéricures (97).

De plus : parmi les 2m plans tangents d’une configuration,
2m —1 sont arbitraires.

Exemple. — 1| existe des tétracdres formés par quatre plans tan-
gents de la surface de Kummer, jouissant des propriétés suivanles :
Une méme quadrique, S, coupe chaque aréte du étraédre en dewr
des points oi cetle aréte perce la surface de Kummer, et passe cn
outre par les points de contact des quatre faces du tétracdre avee
la surface. Les douze points o0& S coupe les aréles du létracdre el
les quatre points de contact des faces sont sur une méme courbe Cy,
d’ordre 8, de la famille singuliére; une des surfaces de Kumnwer
inscrites & la surface de Kummer proposée le long de C, touche
chaque face du tétraédre le long de la conique suivant laquelle cetle
Sace est coupée par la quadrique S.

En d’autres termes, les tétraédres considérés sont des Létraédres
Gopel pour les surfaces de Kuminer inscrites & la proposée.

(') D'aprés cela, 'équation de la surface inscrite d’ordre 2m dont il s’agit
est de la forme
Sh—=PPy...Py=0;

Sa=o étant celle de S, et P,=o0 celle d’un des 2m plans de la configuration,
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97. Reprenons les deux fonctions 'q» et ¢, dun® 93; on ala relation

-Q

P =4 (u— A0 — )

} v ,
( X Op(— tt—hy —¢— p)O(u—h, ¢ —R)O(—tu—h, —v — ),

qui peut étre interprétée géométriquement comme il suit :
Soient

Sin( s Tay gy 1) = 0

Péquation d'une quelconque des surfaces d’ordre m qui coupent la
surface de Kummer suivant la courbe ¢(u,¢)= o0 (n° 95);

Sun=0

celle d’une des surfaces d’ordre 2m qui touchent la surface de Kum-
mer le long de la courbe 9,(u, ¢) = o, qui est d’ordre 4m et de la fa-
mille singuliére;; -

A,=o0 ct A=o

les ¢équations de deux surfaces d’ordre m, coupant respectivement la
surface de Kummer suivant les courbes univoques 0,(z —4, v—p)=o0
et®(u — X o—p)=o0(n°9).

L'identité (4) peut s’écrire, en désignant par S,,(«,¢), ..., A(u, )
ce que deviennent les polyndmes S, ..., A lorsqu’on y remplace les
coordonnées x,, ..., x, par leurs valeurs hyperelliptiques correspon-

dant 4 un point u, ¢ de la surface de Kummer,

’

Szm(”: (7) = S;';l(u, p)-- 4Ao(u, v)A(u, V),

d’ott P'on conclut, pour un point guelconque dé l'espace, l'identité
nouvelle

Sun( @y wyy w4y 2,) =8, (2, ..., ,)
- ./'Ao(m.|, ...,.’L",)A(.%’., .-.’-'l")"*— KG(.’L‘,, o .,:’L‘_ﬁ),

K(z,...,z,) étant toujours le premier membre de I'équation de la
surface de Kummer, et G désignant un polyndme d'ordre 2m — 4.



164 G. HUMBERT.

Si I'on pose

(5) . Syn= Szm - KG,
il vient
(6) Spn=S% — §A,A.

La surface X,,, = o est, d’aprés (5),-une surface d’ordre 2m touchant
la surface de Kummer le long de la courbe 2, (¢, ¢)= o.

L’identité¢ (6) montre que les surfaces d’ordre m représentées par
I¢équation

(7) w?A,+0S,+A=o,

ot » est un paramétre variable, ont pour enveloppe la surface X,,, = o.
D’ailleurs, observons que la surface w?A,+ ©S,,+A = o0 coupe la
surface de Kummer suivant une courbe ayant pour équation hyper-
clliptique

0=w0,(&—~Ao—p)O(—u—nh —v—u)+wy(n
+0(u—he—uw)0(—u—h, —¢—u),

ce qui peut s’éerire, en remplacant g (u, ¢) par sa valeur (2),

[00,(v— X0 —p)+0O(u—% v —u)
X[wB(—u—n —¢—u)+0O(—u—"hy ~¢— )| = o,

(8)

l.a courbe ainsi définic est donc une courbe univoque, du méme
ordre et de la méme famille que les deux courbes primitivement con-
sidérées et passant par les points communs i celles-ci.

Si nous remarcquons enfin que, parmi les surfaces

02A, +0S,+ A =o,
figurent les surfaces A, = o ct A = o, nous pouvons dire que :

Toute surface d’ordre m, passant par une courbe univoque
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d’ordre 4m, est inscrite () a une surface d’ordre 2m qui touche
la surface de Kummer suivant une courbe de la famille singu-
licre.

De plus : Etant données deux surfaces d’ordre m, passant res-
pectivement par deux courbes univogues d’ordre 4m et de la méme
JSamille, on peut toujours trouver une surface d’ordre 2m, E, in-
scrile aux deux précédentes et touchant la surface de Kummer le
long d’une courbe (d’ordre 4m) de la famille singuliére.

Les courbes de contact de la surface d’ordre 2m avec les deux
surfaces d’ordre m primitives sont sur une troisicme surface
d’ordre m.

Enfin, la surface d’ordre 2m, Z, admet un systéme de surfaces
inscrites d’ordre m, parmi lesquelles figurent les deux surfaces
primitives, et qui coupent toutes la surfuce de Kummer suivant des
courbes univoques d’ordre 4m, d’une méme famille, ayant 2m*
poinls communs (2).

On peut ajouter que le lieu des points doubles de ces courbes uni-
voques cst la courbe d’ordre 4m de la famille singuliére considérée
plus haut.

La propri¢té (4°) des configurations signalées au n° 96 est une ap-
plication immédiate du théoréme précédent.

La réciprogque de ce théoréme est vraie, ct s'énonce ainsi :

Si une surface d’ordre 2m, inscrite & la surface de Kummer le
long d’une courbe (d’ordre 4m) de la famille singuliére, est Uen-
celoppe de surfaces d’ordre m, dont Uéquation renferme au second
degré un paramétre variable, celles-ci coupent la surface de Kum-

.

(*) Nous dirons, comme toujours, que deux surfaces sont inscrites l'une 4
I'autre lorsqu’elles se touchent tout le long de leur intersection,

(?) L'identité £,,, = S%, — 4 A A montre que Jes points communs aux surfaces
Sn=0, Agy=o0, A=o0 sont des points doubles de £,,; or, parmi ces points
figurent (n°93) les points communs aux courbes univoques 8,(u ~ ), v — p)=o0
et 6(u—>, v—p)==o0. Donc:

La surface £ a m® points doubles, parmi lesquels figurent les 2m* points
communs aux courbes univogues primitives.
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- mer proposée suivant des courbes univoques, apparienant a la
méme famille, et passant toutes par les points communs ¢ deur
Qentre elles.

Soit, en effet, lasurface d’ordre 2m, I,,, = o,
(9) Zn==8,—1AA,

enveloppe des surfaces d’ordre m, w*A, + 0S,, + A =o.
Si elle est inscrite, le long d'une courbe de la famille singuliére, & la
surface de Kummer, en chaque point de celle-ci, on aura

X':Jm("vn ey '1'5) = ?::(U’ ")7

,(u, ¢) étant unc fonction théta impaire, d'ordre 2m el de caracté-
ristique nulle. On a, d’ailleurs, en chaque point de la surface de
Kummer,

S,,,(CL’., MR "".’n) = ?(ll, “.)7

» ¢lant une fonclion d'ordre 2m, de caracléristique, nulle et paire.
L'expression (g) de X,,, donne ainsi, sur la surface de Kummer, la
relation

(10) AAA =9 — ol = (9 —9.)(5 + 70)-

Or, sur la surface de Kummer, A, et A sont égaux a deux fonc-
lions théta, 0,(u, ¢) et 0 (u, v), paires, d’ordre 2m et de caractéris-
lique nulle; d’apreés cela, 0,(u, ¢) ne peut étre égal & aucune des fone-
lions d’ordre 2112, ¢ — 9, et » + 9,, qui ne sont pas paires, el de méme
pour 0(x, ¢). On en conclut nécessairement que 0,(u, ¢) el 0(z,¢) se
décomposent chacun en un produit de deux fonctions théta, d’ordre
mférienr a 2m

Do(uye)y=10,0,,  0(u,¢)=00"

et que 'on a

(r1) 20,0 =900, 20,0 =0 +9,.
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Mais si ’on change u, ¢ en — &, — ¢, 84 et 6 ne changent pas, ¢ — 3,
et ¢ + 9, sont permutés I'un dans I'autre : il en résulte bien facile-
ment que 0, et 0;, de méme que ¢’ et 6” se permutent quand on change
les signes de u«, v c’est-d~dire que 6, et 0 sont de la forme

Og(uy ) =0,(u, )0, (—u, —¢);  B(uye)=0(u,e)0'(—u, — ),

0§, et 0’ étant des fonctions théta d’ordre m.
On en conclut, d’aprés (11),

(uy 0)=0,(u, o)’ (—u, —¢)+0,(—u, —e)0(a, ),

ct pour que 9(u, ¢) soit une fonction de caractéristique nulle, il faut
(ue les fonctions 6, et 0’ aient les mémes multiplicateurs (n° 1), c’est-
i-dire qu’on puisse les mettre sous la forme

0,(t, ) = O(e =, v — 1),
0 (uye)=0 (e—"h,¢ —u),
A et étant deux constanteset €, (z, ¢), ®(u, 0) désignant deux fone-
tions théta d’ordre m & caractéristique nulle.

Dés lors, la surface w?A,+ ©S,+ A =0 coupe la surface de
Kummer suivant la courbe

0=020,( — Ao —p)0(—u—4 —¢—p)+wy(nr)
+0(u—No—uw)O(—u—A —¢—u),

c¢'est-a-dire

o=[w0(e—~Ne—uw)+0(u—N¢— y.)]
X[0O(—2~h —0—u)+0(~u—A —¢—u);

ce qui démontre la réciproque 4 établir.

98. Les propositions qu'on vient de faire connaltre donnent une
définition géométrique des courbes univogues, et rendent a peu prés
évidentes celles du n® 93. On voit que les courbes univoques sont dé-



168 G. HUMBERT.

coupées, sur la surface de Kummer, par des surfaces inscrites & celles
«(ui touchent la surface de Kummer le long de courbes de la famille
singuliére.

Par exemple, les plus simples des courbes univoques aprés les sec-
tions par les plans tangents, c’est-i-dire les courbes univoques de
huitiéme ordre, sont découpées par les quadriques inscrites aux
surfaces de Kummer qui touchent la proposée le long des courbes C,
de la famille singuliére. '

99. On peut, suivant une marche analogue i celle du n° 95, arri-
ver it d’autres propriétés des courbes univoques.

Soit, en effet, $,(u, ¢) la fonction normale, d’ordre un, de caraclé-
ristique nulle; la fonction

Suye)=S(—u—N, —¢—u)0,(1e —h v —u)

+ S =N, e — )0 (—ww—h, — v —u),

ott N et p’ sont des conslantles, est évidemment paire; clle sera une
fonction théta normale (d’ordre m + 1), et de caractéristique nulle,
st on a )

A= mh, w = muy.

“u ce cas, la fonction

filu, e )=5(—u—N, —¢c— )0 e —hy¢ — 1)

)
—S(u—=N, v =)0 (—u—h ~—¢—u)

sera une fonction théta, d'ordre m + 1, de caractéristique nulle, et
impaire.

On peut maintenant reproduire avec les fonctions f et fy, les rai-
sonnements faits plus haut avec g et 9,5 on arrive ainsi, sans diffi-
culté, aux résultats suivants :

[. Soit une courbe univoque quelcongue d’ordre 8m' + 4. Par
ses (20’ + 1)* points doubles on peut mener une surface d’ordre
m' + 1, la coupant en outre en fm’ + 2 points, qui sont situés dans
unméme plan tangent de la surface de Kummer. Ce plan tangent
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reste fixe pour toules les courbes univoques d’un méme ordre et
d’une méme famille; son point de contact est également situé sur la
surface d’ordre m’ + 1.

Les (2m’ +1)? points doubles, les fm’ + 2 poinis simples préce-
dents sont situés, avec le point de contact du plan tangent, sur une
courbe d’ordre f(m'+ 1) de la famille singuliére tracée sur la
surface de Kummer.

Toute surface d’ordre am’ + 1, qui passe par une courbe uni-
coque d’ordre 8m' + 4, est inscrile & une surface d’ordre 2m' + 2
qui touche elle-méme la surface de Kummer le long d’une courbe
de la famille singuliére.

Exemple. — Les courbes unicogues d’ordre douse sont découpées
sur la surface de Kummer par les surfaces cubiques (sans point
_double) nscrites 4 une des surfaces de Kummer qui touchent la pro-
posée le long des courbes C,; de la famille singuliére, et réciproquement.

I. Soit une courbe univoque quelconque d’ordre 8m'. Par ses
4m’ points doubles et par une quelcongue des coniques de la sur-
face de Kummer on peut mener une surface d’ordre m'+ v, cou-
pant en outre la courbe proposée en 4m’ points (non situcs sur la
conique choisie), qui sont dans un méme plan langent de la sur-
face de Kummer. Ce plan tangent reste le méme pour toutes les
courbes univoques d’un méme ordre et d’une méme famille; son
point de contact est également sur la surfdce d’ordre m’ + 1.

Les 4m'* points doubles, les fm' points simples précédents sont
situés, avec le point de contact du plan tangeni, sur une surface
d’ordre m' + 2, passant par trois com'ques de le surface de Kum-
mer qui forment, avec celle primitivement choisie, un groupe de
Rosenhain.

Si P'on choisit successivement les seize coniques de la surface de
Kummer, les seize plans tangents qui figurent dans 'énoncé précé-
dent se déduisent de I'un quelconque d’entre eux en augmentant « et ¢
de demi-périodes; ils forment donc, ainsi que leurs points de contact,
une configuration remarquable, étudiée par MM. Rohn et Klein, et
sur laquelle nous n'insisterons pas.

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. II, 18¢3. 22
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100. Les deux propositions I et 1I sont également applicables aux
courbes univoques décomposées en sections de la surface par des plans
langenls ; signalons, par excmple, comme conséquence de 11, ce théo-
réme :

Soit un couple de plans tangents de la surface de Kummer, ¢,
sur Uaréte de ce couple, un quelconque des deux couples de points
conjugués du couple de plans : par les deux points du couple choisi
et les points de contact des deux plans, on peut mener une sextiqur,
passant par les diz points doubles de la surface de Kummer qui
ne sont pas silués dans un’ méme plan singulier, quelconque & ail-
lewrs. :

‘n transformant ce résultat par réciprocité (n® 78), ou a l'aide
d'une démonstration dirccte facile, on arrive a cette nouvelle proposi-
tion, (ui nous sera utile plus tard :

Les points de contact d’un couple de plans tangents de la surface
de Kummer et les deux points d’un des couples conjugués sont sur
une méme courbe d’ordre huit, de la famille singuliére, ayant un
point triple en un des seize points singuliers (arbitraire d’ailleurs)
de la surface de Kummer.

I scrait ais¢ d’¢tendre encore les théorémes qui précédent en rem-
placant Ia fonction $,(#, ¢) introduite au commencement du n® 9%,
par une fonction normale, & caractéristique nulle, d’ordre quel-
conque; ces applications de la méthode générale n'offrent aucune
difficulté. (A suicre.)



