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Commentaire aux principes de Ut Thermodynamique ('); 

Ι'ΛΒ M. P. DIÏHEM 

DEUXIÈME PARTIE. 
LE PRINCIPE DE SADI CARNOT ET DE R. CLAUS1US. 

CHAPITRE I. 

LE CYCLE DE CARNOT ET LES MODIFICATIONS RÉVERSIBLES. 

1. Les modifications virtuelles. — Revenons d'abord à la notion 
de modification virtuelle pour la préciser mieux que nous ne L'avons 
fait au cours de la première Partie. 

Imaginons un système qui se trouve dans un état donné, ainsi que 
les corps étrangers à ce système. On connaîtra l'état de ce système, 
son mouvement et les actions extérieures qui agissent sur lui, si Ton 
connaît les valeurs des paramètres 

α, β, ..., Λ, cz, b
1
 ..., i 

et des quantités 
dt ' dt3 ' dt 

(1 ) Voir t. VIII, p. 269. 
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Pour connaître les forces d'inertie qui agissent sur le système et 
les coefficients calorifiques du système, il faut, en outre, connaître la 
valeur de chacune des quantités 

dP9 dP9 dp' 

Lorqu'on envisage non plus une modification réelle d'un système, 
mais une modification virtuelle, l'ordre dans lequel se succèdent les 
divers états du système n'existe que dans notre entendement et non 
point dans le temps; les quantités α, β, .λ ne peuvent plus être 
considérées comme des fonctions du temps. On ne peut donc plus 
parler des quantités 

di d$ à/, 

tl ίλ 

Il semble donc qu'il ne soit plus permis de parler de forces d'inertie 
ou de coefficients calorifiques pour un système qui subit une modifi-
cation virtuelle. 

En réalité, on peut conserver à ces mots une signification. 
Dans les formules qui définissent les forces d'inertie et les coeffi-

cients calorifiques d'un système en voie de transformation réelle, rem-
plaçons les quantités 

du d$ d). 

dr_α £? dn 

par des grandeurs 
u, p, fVr 

Up', ..., wr 

quelconques, assujetties seulement aux restrictions que la définition 
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même du système peut imposer aux cpiantités 

di' Έ* di' 

d}% d*l. 

nous aurons de nouvelles expressions qui représenteront, par défi-
nition, les forces d'inertie et les coefficients calorifiques du système au 
cours d'une modification virtuelle; nous pourrons alors parler du 
travail effectué par les forces d'inertie et de la quantité de cha-
leur dégagée par le système au cours d'une modification virtuelle. 

Les quantités «,-c, ..w doivent varier d'une manière continue au 
cours de la transformation virtuelle; au contraire, les quantités a 
c, peuvent présenter des discontinuités. 

2. Des cycles. — Rappelons la définition d'un cycle fermé, déjà 
indiquée dans la première Partie de ce travail (Chap. 11, nw I ). 

imaginons qu'un système parte d'un état initial défini par «les va-
leurs 

· · ·» ^0? ·-·? A» 

des paramètres 
GC, · · ·Ι A, ΊΊ, *··, /, 

son mouvement initial est défini par les valeurs 

"01 ...« tv
e 

des vitesses 
w, r, w. 

Ce système subit une série de modifications réelles ou virtuelles 
durant lesquelles les paramètres 

α, β, ..., λ, a, b, .... I 
et les vitesses 

u, r, w 

varient d'une manière continue. 
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il parvient à un état final dans lequel les quanlilés variables 

y, — λ. a, b, ... /, if, i\ .... iv 

oui des valeurs 

y
(
 . J|5 ···* τ .... /| j */,, ^)· .... <V|. 

Si 1rs quantités 

F'»? * · ··? '·(? ^Ι· · · "! /,R "N T?I* »··♦ <V, 

soul respectivement égales aux. quanlilés 

,joî ***r ^v»ï ^01 km An 1 e? -··« 

ou dit que Je système a décrit ifιι cycle ferme ou simplement uu 
cycle. 

Si Louies les modifications qui composent un cycle sont des modifi-
er» lions réelles, le cycle est lui-même réel; si toutes les modifications 
qui composent un cycle, ou seulement une partie d'entre elles, sont 
virtuelles, le cycle es! lui-même virtuel. 

5. Un cycle réel peut ne reproduire indéfiniment. — C'est ici le 
lieu dénoncer une hypothèse qui joue un rôle fonda mental dans la 
constitution de la Thennod y rut miq ue : 

HYPOTHÈSE. — Soit S un système et soit Σ Vensemble des corps 
étrangers à ce système. Imaginons deux intervalles de temps égaux, 
Γ un compris entre les instants („ et l'autre compris entre les 
instants t

{)
 et t\. Supposons les conditions suivantes réalisées : 

ιυ En deux instants correspondants quelconques des intervalles 
( /

0
, /,) et i\), le système Σ est dans le même étal. 
2° Aux instants t

9
 et le système S est dans le même élal et 

animé des mêmes vitesses. 
Nous admettrons que, dans ces conditions, en deux instants cor-

respondants quelconques des intervalles (/,, /,) et (t'
c
, ί\), le sys-

tème S est dans le même état. 
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Cette hypothèse peut s'énoncer sous une forme moins précise peut-

être, mais plus brève, en disant que : 

La modification subie par le système S dam Γintervalle de temps 
(lt, /,) est déterminée si Von connaît : i° Vélal des corps exté-
rieurs Σ à tout instant de l'intervalle ( /«, /,) ; a0 l'état et les vitesses 
du système S à C instant 

Nous ajouterons qu'à l'instant t
9
 l'état des systèmes Σ et S peut être 

défini seulement aux variables près qui fixent la position absolue dans 
l'espace de l'ensemble de ces deux systèmes. 

Considérons un cycle fermé réellement, décrit par le système S. 
Pendant le parcours de ce cycle fermé, les corps extérieurs Σ ont 
passé par une suite d'états. Λ la fin de ce cycle, le système S a repris 
le même état et les mêmes vitesses qu'au début. Lorsque ce cycle a 
achevé d'être décrit, faisons reprendre de nouveau aux corps Σ la suite 
d'états par laquelle ils ont passé durant le parcours de ce cycle. D'après 
l'hypothèse précédente, le système S décrira de nouveau le cycle. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

Un cycle fermé réel peut être indéfiniment reproduit identique 
à lui-même POURVU QUE L'ON PUISSE DISPOSER ARBITRAIREMENT DES 

CORPS EXTÉRIEURS AU SYSTÈME. 

4. Modifications adiabaiiques, exothermiques, cndolkermiques. 
— Considérons un système qui subit une modification infiniment 
petite, réelle ou virtuelle, sous l'influence de certains autres systèmes. 
Par l'effet de cette transformation, le système dégage une quantité de 
chaleur dQ ; les forces d'inertie (Ire Partie, Chap. Ill, n° 5) effec-
tuent un travail dz. Si la quantité 

0) d^=dQ — gdr 

est égale â ο, La modification infiniment petite considérée est dite 
adiabatique. 

Une modification finie est dite adiabatique si toutes les modifica-
tions infiniment petites qui la composent sont adiabatiques. 

Journ. de Math. <4* série), tome IX. — Fasc. III, j8g3. 38 
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Posons 

(2) M ILL 

Q étant la quantité de chaleur dégagée dans une modification et τ le 
travail des forces d'inertie durant cette modification. 

Nous donnerons à la quantité le nom effet calorifique total de 
la modification. °v_ 

Nous voyons sans peine que l'effet calorifique total d'une modifica-
tion adiabatique est toujours égal à o. La réciproque de celte propo-
sition n'est pas exacte. L'effet calorifique total d'une modification 
finie peut être égal à o, sans que l'effet calorifique de chacune des 
modifications élémentaires qui composent cette modification finie 
soit égal à o, et, partant, sans que la modification finie soit adiaba-
tique. 

Selon que l'effet calorifique total d'une modification sera positif, 
nul ou négatif, la modification sera dite exothermique, athermique 
ou endolhermique. 

Ce que nous venons de dire s'applique aussi bien aux modifications 
virtuelles qu'aux modifications réelles; pour une modification réelle 
infiniment petite, nous avons 

dz = — 

it étant la force vive du système. L'effet calorifique total d'une modi-
fication finie et réelle est donc défini par l'égalité 

{2 bis) Z=Q+1,5C,-C,) 

<£
0
 étant la valeur de la force vive du système au début de la modifi-

cation et itt
 la valeur de la même force vive à la fin de la inodifica-

lion. 
Considérons un cycle. 
L'effet calorifique de chacune des modifications élémentaires qui 

constituent ce cycle est défini par l'égalité 

d^ — dQ — ~ dz, 
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qui peut encore s'écrire [Ire Partie, Chap. Ill, Égalité (i6)| 

Ε d$ = de — Ε dû. 

En intégrant celte égalité pour le cycle tout entier, et en remar-
quant que l'énergie interne U du système reprend, à la fin du cycle, 
la même valeur qu'au commencement, nous trouvons 

O) E^=e. 

L'effet calorifique total d'un cycle fermé, réel ou virtuel, est 
équivalent au travail total effectué, durant le parcours du cycle

r 

par toutes les actions extérieures qui agissent sur le système. 

Ce théorème nous sera utile au Chapitre suivant. 

ii. Modifications isothermiques. Cycle de Carnot. — On peut 
fort bien imaginer qu'un système, en chacun des étals qu'il traverse 
au cours d'une modification, ait, en tous ses points, la même tempé-
rature £r, lue sur un thermomètre quelconque; cette température 
peut d'ailleurs varier de l'un des états traversés dans cette modifica-
tion à l'état suivant. 

Lorsque la température est la même non seulement en tous les 
points du système pris dans chacun des états dont la suite constitue 
une modification réelle ou virtuelle, mais encore dans tous les états de 
cette suite, la modification est dite isotherrnique. 

Imaginons un cycle soumis aux conditions suivantes : 
ι" Ce cycle est composé exclusivement de modifications adiaba-

tiques et de modifications isothermiques; 
2° Les modifications isothermiques qui figurent dans ce cycle sont 

toutes relatives à deux températures différentes, S et £' étant supé-
rieur à £r. 

Un tel cycle se nomme cycle de Carnol décrit entre les tempéra-
tures £ et S'. 

D'après celte définition, un cycle de Carnot peut être réel ou vir-
tuel. 
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Si un même système décrit successivement plusieurs cycles de 
Carnot, identiques ou non, mais entre les mêmes températures £ 
et S7, il est évident, d'après la définition précédente, que l'ensemble 
de ces cycles peut être regardé comme un cycle de Carnot unique, 
décrit entre les températures S et S'. 

Soient C,, C2, C
n
 ces cycles de Carnot successifs. Soit Γ le 

cycle de Carnot formé par leur ensemble. 
Soient · · · j l'effet calorifique total des modifications 

produites à la température & dans chacun des cycles C,, C
2
,..., C

n
; 

soit l'effet calorifique total des modifications produites à la tempé-
rature S dans le cycle Γ. 

Soient, de même, %'
t

, ..., l'effet calorifique total des modi-
fications produites à la température S' dans chacun des cycles C,, 
Cl, ..., C'

n
\ soit χ7 l'effet calorifique total des modifications produites 

à la température S' dans le cycle Γ. 
Nous aurons évidemment 

(4) 7. — £2 · · · + 
7/ — ~h £2 · ·"+" -L«* 

6. Modifications simultanées indépendantes. Généralisation du 
cycle de Carnot. — Soit un système complexe σ, formé par un cer-
tain système S et par des corps Σ étrangers à ce système. Ce sys-
tème σ est isolé dans l'espace. Pendant le temps compris entre les 
instants i0, le système S éprouve une certaine modification M. 

Soit, de même, un système complexe σ', formé par un certain sys-
tème S' et par des corps Σ7 étrangers à ce système. Ce système & esl 
isolé dans l'espace. Pendant le temps compris entre les instants t'

Ql
 t\, 

le système S'éprouve une modification M7. 
Supposons que l'on ait 

/.-*.=*;- C 

Imaginons maintenant qu'à un instant quelconque τ
0

, on place, 
dans l'espace, le système a dans l'état et avec les vitesses qu'il présen-
tait à l'instant t

0
, le système a' dans l'état et avec les vitesses qu'il pré-
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sentait à l'instant t
9)

 ces deux systèmes σ, σ' étant infiniment éloignés 
l'un de l'autre. 

Nous admettrons l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE. — Chacun des deux systèmes σ, σ' se modifiera 
comme s'il était isolé dans l'espace. 

Si l'on combine cette hypothèse avec l'hypothèse énoncée au n° 5, 
on voit sans peine que, dans un intervalle de temps 

I— / / /' / 

le système S éprouvera précisément la modification M et le sys-
tème S'la modification M;. 

Nous dirons alors que les modifications M et M' sont effectuées 
d'une manière simultanée et indépendante. 

On voit sans peine, en vertu des principes posés dans la première 
Partie de ce travail, que la quantité de chaleur dégagée par le système 
complexe (S, S') pendant l'intervalle de temps (τ

0
,τ,) est la somme 

de la quantité de chaleur dégagée par le système S subissant, en l'ab-
sence du sytème σ', la modification M, et de la quantité de chaleur dé-
gagée par le système S' subissant, en l'absence du système σ, la modi-
fication M'. Des propositions analogues peuvent s'énoncer du travail 
efl'ectué parles actions que le système (S, S') subit de la part des corps 
étrangers (Σ,Σ'); du travail des forces d'inertie appliquées au sys-
tème (S, S'); enfin de l'effet calorifique total de l'ensemble des deux 
modifications M, M'. 

Si deux cycles fermés C, C, sont décrits simultanément et d'une 
manière indépendante par deux systèmes S et S,, le système (S, S

4
) 

décrit évidemment un cycle fermé. 
' Supposons que les deux cycles C et C, soient deux cycles de Carnot 

décrits entre les mêmes températures S et S'. Si l'isotherme décrite 
par le système S à la température & et l'isotherme décrite par le sys-
tème S< â la même température S sont simultanées ; si, de même, les 
isothermes que les systèmes S et S, décrivent à la température â7 sont 
simultanées, le système (S, S,), lui aussi, décrira un cycle de Carnot 



3θ2 P. OU HEM. 

entre les températures & et En dehors de oe cas, le cyc|c fermé 
décrit par le système (S, S,) ne sera pas, en général, un cycle de 
Carnot. 

Néanmoins, par une extension du mol cycle de Carnot, nous con-
viendrons de dire qu'un système complexe (S, S,) décrit un cycle 
de Carnot Γ entre les températures Sr et si les deux systèmes 
infiniment éloignés S, S,, dont il se compose, décrivent, entre les 
mêmes températures &, y, deux cycles de Carnot simultanés et 
indépendants C, C,. 

Soient les valeurs de l'effet calorifique total des modifica-
tions décrites â la température S dans chacun des deux cycles C, C,. 
Soient, de même, , les valeurs de l'effet calorifique total des mo-
difications décrites à la température S' dans chacun des deux cycles 
C, C|e 

Par définition, nous dirons que la quantité 

(5) = 1+1. 

est l'effet calorifique total des modifications produites à la tempéra-
turc S dans le cycle Γ ; et que la quantité 

C.) bis) */=9;+9, 

est l'effet calorifique total des modifications produites à la tempéra-
turc y dans le cycle Γ. 

Naturellement, le nom de cycle de Carnot décrit entre les tempéra-
tures y s'étendrait également à l'ensemble de η cycles de Carnot 
simultanés, indépendants, décrits entre les températures S et y. 

7. Des modifications qui sont une suite d'états d'équilibre. — 
Lorsqu'un système est en équilibre dans un certain étal, il persiste 
indéfiniment dans cet état, il ne se transforme pas, il semble donc 
qu'on ne peut, sans contradiction, parler de modification réelle 
formée par une suite d'états d'équilibre; en réalité, on peut donner 
à ces mots un sens logique. 

Un état du système est défini, rappelons-le, par la connaissance des 
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quantités 

α, β, ···* λ, a
1
 b, ..., /, 

d% d$ d\ 

Considérons un système qui subit une transformation réelle- A un 
instant l de cette transformation, ce système est dans un état bien dé-
terminé; les paramètres analogues à α, β,..., λ, «, b, ..., I, qui 
définissent les propriétés des corps étrangers qui agissent sur le sys-
tème, ont également des valeurs bien déterminées. Imaginons qu'à 
partir de l'instant /, on maintienne invariables ces dernières valeurs, 
en sorte que les propriétés des corps étrangers au système demeu-
rent indéfiniment ce qu'elles sont à l'instant t. Si, par suite de celle 
opération, le système persiste, lui aussi, dans l'état qu'il présentait à 
l'instant t, nous dirons qu'à cet instant /, il était en équilibre sous 
l'action des corps étrangers en présence desquels il se trouvait. 

Or il serait évidemment impossible que les valeurs prises par les 
quantités 

a, β, ..., Λ, Λ, b, ..., /, 

du d'à d\ 

à rinslanl t conviennent encore à ces quantités pour tout instant posté-
rieur à si l'on n'avait 

dt ~~ °' Tt~°1 "" dt"0' 

Ainsi, pour qu'un certain état d'un système qui subit une transfor-
mation réelle puisse être dit état d'équilibre de ce système, il est 
nécessaire, mais non suffisant, que toutes les vitesses des diverspomts 
du système soient nulles dans cet état. 

De cette proposition se conclut cette autre : 
Considérons un système qui subit une modification réelle ; peut-il 

se faire que l'état présenté par ce système à chaque instant puisse être 
regardé comme susceptible de devenir un état d'équilibre du système 
sous l'action des corps étrangers en présence desquels il se trouve, si 
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ces derniers conservaient indéfiniment les propriétés qu'ils possèdent 
au même instant? Pour cela, il est nécessaire, mais non suffisant, que 
l'on ait, pendant toute la durée de cette modification, 

di ~~0) Tt~0) Έ~ °' 

ou, en d'autres termes, 

α = const., β = const., ..., λ = const. 

Cette proposition peut s'énoncer abréviativement de la manière 
suivante : 

Pour qu'une modification réelle soit une succession d'étals d'é-
quilibre, il est nécessaire, mais non suffisant, que tous les points 
du système gardent une position invariable dans l'espace pendant 
toute la durée de cette modification. 

Or est-il absurde d'admettre l'existence d'une modification durant 
laquelle tous les points du système gardent une position invariable ? 
Evidemment non; on est parfois amené, en Physique, à imaginer de 
semblables modifications. Prenons, par exemple, un récipient renfer-
mant un mélange d'hydrogène et de chlore; la combinaison se pro-
duit; une modification, un changement d'état a lieu; cependant, on 
peut fort bien admettre que la matière qui remplissait chacun des 
éléments de volume du récipient au début de la combinaison est de-
meurée dans le même élément de volume pendant toute la durée de la 
modification. 

Les réserves que nous venons de faire ne portent que sur les modifi-
cations réelles ; au cours d'une modification virtuelle, les valeurs de 
α, β, ..., λ, ne peuvent être regardées comme des fonctions du temps, 
en sorte que le raisonnement précédent ne s'applique plus. Il est bien 
vrai que si une modification virtuelle est une suite d'états d'équilibre, 
on doit avoir, pendant toute la modification, 

u — ο, ν = o, ..., w = o; 
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mais, comme on n'a pas 

H = di' w=dl' 

ces égalités n'cmpcchcnt nullement les quantités α, β, ..., λ, de 
changer de valeur au cours d'une telle modification. 

D'ailleurs, il est évident qu'une succession quelconque, mais con-
tinue, d'états d'équilibre d'un système peut toujours être envisagée 
comme formant une rnodiiication virtuelle de ce système. 

8. Des modifications réversibles. — Nous arrivons maintenant à 
l'une des notions les plus importantes et en même temps les plus déli-
cates à définir de toute la Thermodynamique : la notion de transfor-
mation réversible. 

Considérons, pour un même système, deux transformations réelles 
ou virtuelles S et S'

(
, douées des propriétés suivantes : 

i° Chacun des étals Ε de la transformation S correspond à un cl un 
seul étal E, de la transformation S, ; 

2° Durant les transformations S et S,, le système parcourt dans le 
même ordre les états qui se correspondent; en particulier, l'étal initial 
de la transformation S correspond à l'état initial de la transforma-
tion S, ; l'état final de la transformation S correspond à l'étal final de 
la transformation S< ; 

3° A deux états Ε, E', infiniment voisins en la modification S, cor-
respondent deux étals Ε,, E'

f
, infiniment voisins en la modification S, ; 

\° Deux états correspondants Ε et E, présentent les propriétés sui-
vantes : 

a. Les paramètres α, β, ..., A, a, b, ..., I, qui déterminent les 
propriétés du système dans l'état E, sont infiniment voisins des para-
mètres α,, β,, ..., λ,, Λ,, />,, ..., qui déterminent les propriétés 
du système dans l'état E,. 

b. Les quantités—» ···» (OHM, e, ..., w)
f qui déterminent 

les vitesses réelles (ou virtuelles) du système dans l'état E, diffèrent 
infiniment peu des quantités —t ···> ̂ (OUM,, v

n
 ny), qui 

Journ. de Math, (.y série), lome IX. — l'asc. Ill, 189$. <39 
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déterminent les vitesses réelles (ou virtuelles) du système dans l'état Κ,. 

c. Les quantités·^» ■—> ~ÛC- ^
ou

 ' ' )? qui détermi-

nent les accélérations (réelles ou virtuelles) du système dans l'état E, 
diffèrent infiniment peu des quantités ί—, -··» (ou u

n 

vÇ, m',), qui déterminent les accélérations réelles (ou virtuelles) 
du système dans l'état Ε,. 

d. Les paramètres analogues à α, β, ..., λ, a, /, qui déter-
minent les propriétés des corps extérieurs agissant sur le système, 
pendant qu'il se trouve dans l'état E, diffèrent infiniment peu des pa-
ramètres analogues à α,, β,, ..λ

ΐ5
 an

 b„ ..qui déterminent 
les propriétés des corps extérieurs agissant sur le système pendant 
qu'il se trouve dans l'état E,. 

De ces conditions relatives aux deux états E et E,, il résulte que la 
force vive, les actions extérieures, les forces d'inertie, les coefficients 
calorifiques ont des valeurs infiniment peu différentes pour le sys-
tème pris dans l'état E ou dans l'état E,. 

Les deux transformations S et S,, dont nous venons de fixer les 
propriétés, constituent deux transformations infiniment voisines. 
Nous donnerons le nom de transformation variable d'une manière 
continue à une suite de transformations dont chacune est infiniment 
voisine de celle qui la précède et de celle qui la suit. 

Soit % une transformation réelle ou virtuelle d'un système, cette 
transformation jouissant des propriétés suivantes : 

τ° Dans chacun des états qui la constituent, le système est en équi-
libre sous l'action des corps extérieurs en présence desquels il se 
trouve; 

2° Si la modification est virtuelle, les quantités //, r, ..iv et u\ 
r, ..sont supposées nulles dans tout son parcours; 

3" Soient (A) l'élaL initial et(B) l'état final de la transformation Σ; 
de (A) à (B), on peut passer par une transformation variable d'une 
manière continue, réalisable sous chacune de ses formes, et ayant 
pour forme limite la transformation réelle ou virtuelle Σ; 

l\° De (B) en (A), on peut passer par une transformation S' va-
riable d'une manière continue, réalisable sous chacune de ses formes, 
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et a va ill pour forme limite la transforma lion réelle ou virtuelle que 
Ton obtient en parcourant la suite d'états d'équilibre Σ, en ordre in-
verse, de (B) en (A). 

Une semblable transformation Σ se nomme une transformation 
réversible. 

Une transformation réversible est-elle réalisable? Une transforma-
tion réversible étant une succession d'états d'équilibre, nous savons 
qu'il sera impossible de la réaliser, sauf peut-être dans un cas parti-
culier que nous avons précisé au numéro précédent. Ainsi, en gé-
néral, une transformation réversible est une transformation pure-
merit virtuelle. 

On pourrait même se demander s'il est possible de constituer des 
modifications virtuelles qui soient réversibles; à celte question, nous 
répondrons en admettant l'hypothèse suivante : 

HYPOTHÈSE FONDAMENTALE. — Il existe des systèmes pour lesquels 
toute modification, réelle ou virtuelle, qui est une suite continue 
d'états d'équilibre, est une modification réversible. 

Nous N'ÉTUDIEBONS QUE LES SYSTÈMES QUI JOUISSENT DE CETTE PRO-

PRIÉTÉ. 

Il faut bien se garder de croire que ces systèmes-là existent seuls 
dans la nature; il est aisé de prouver le contraire; les cycles dé hyste-
resis magnétique, par exemple, sont des modifications non réversi-
bles, bien que ce soient des suites continues d'états d'équilibre. 

Ktablissons quelques propriétés des modifications réversibles qui 
nous seront utiles par la suite. 

Si une modification réversible est réelle, comme elle est une succes-
sion d'états d'équilibre, on a, pendant toute la durée de cette modifi-
cation, 

Tl~°> ~dt ~ °' 5i~OÎ 

on a donc aussi 

dri d*$ d}\ 
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Si une modification réversible est virtuelle, par définition, on a, à 
chaque instant, 

u — ο, ν — o, ..w = o, 

u = o, p' = o, .. .y w' = o. 

Ainsi, dans une modification réversible, réelle ou virtuelle, la 
force vive et les forces d'inertie sont constamment nulles. 

Soient A, B, ..L, j», ifc,..^ les actions extérieures auxquelles 
Je système est soumis pendant qu'il se trouve dans un des étals qui 
constituent la modification réversible Σ. Si le système parcourt cette 
modification de l'état (A) à l'état (B), les actions extérieures effectue-
ront un travail 

Θ- f (A ool -f- Β οβ -h... -t- L ολ -+- jl la 4-1«» ob -h.. £ ol). 

Si le système parcourt la même modification de (B) en (A), les 
actions extérieures effectueront un travail 

( A ccl -+- B ο β -+-... -f- Ij ολ -h «u oa -t— iB> ob -+-... H— jy ol ). 

Les deux intégrales sont prises Je long du même trajet 21, en sorte 
que Ton a évidemment 

0 ·+■ 0' = o. 

Or, d'après la définition d'une transformation variable d'une ma-
nière continue, le travail £, effectué par les actions extérieures pendant 
que le système parcourt la modification réelle S, conduite de l'état CA) 
à l'état (B), a 0 pour limite lorsque la modification S tend vers la 
modification réversible Σ; le travail ε', effectué par les actions exté-
rieures pendant que le système parcourt la modification réelle S', con-
duite de l'état (B) à l'état (A), a 0' pour limite lorsque la modification 
S' tend vers la modification réversible Σ renversée. 

Xous obtenons donc la proposition suivante : 

S et S' étant deux modifications réelles variables d'une manière 
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continue, inverses l'une de l'autre, qui ont pour limite commune 
une certaine modification réversible Σ, les travaux ε et té, effectués 
par les actions extérieures pendant que le système subit ces modi-
fications, tendent vers des limites égales et de signe contraire 
lorsque les modifications S et S'tendent vers la modification Σ. 

11 suffit, dans le raisonnement précédent, de remplacer les actions 
extérieures 

A, 13, ..., lij et», ^ 

par les coefficients caloriûqucs 

13«? 13pt » * ·? H).> ^i? '··) Λ/} 

les mots : travail des actions extérieures, par les mots : quantité de 
chaleur dégagée par le système, pour obtenir la proposition sui-
vante : 

Les quantités de chaleur Q el Q', dégagées par le système pen-
dant qu'il subit les modifications S et S', tendent vers des limites 
égales et de signe contraire lorsque les modifications S et S'ten-
dent vers la modification réversible Σ. 

Nous terminerons ces généralités sur les modifications réversibles 
par l'énoncé de deux hypothèses qui nous seront, par la suite, d'un 
grand usage. 

PREMIÈRE HYPOTHÈSE. — Si une trans formation réversible Σ est 
isolhermiquc, elle peut être regardée comme la limite commune de 
deux transformations S et S', inverses l'une de l'autre, variables 
d'une manière continue, constamment réelles et constamment iso-
thermiques. 

SECONDE HYPOTHÈSE. — Si une modification réversible Σ est adiar 
balique, elle peut être regardée comme la limite commune de deux 
transformations S cl S', inverses l'une de l'autre, variables d'une 
manière continue, constamment réelles et constamment adiaba-, 
tiques. 
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CHAPITRE IL 

LE THÉORÈME DE CARXOT ET LA TEMPERATURE ABSOLUE. 

1. Les hypothèses de Clausius et de Sir \V. Thomson. — Soient 
A, B, ..., L, Λ, i&, ..., .r les forces et les influences extérieures qui 
agissent sur un système pris dans l'un des étals dont la suite constitue 
un cycle de Carnot. Pendant une des modifications élémentaires 

do., d$, ..., cTa, da
t
 db, dl 

en lesquelles le cycle peut se décomposer, ces actions efl'ecluenl un 
travail 

d& = Adv. -+- Β </Β +...+ L IFA + ΛΏ-Ϊ- ibdb-h.. .4-

pendant le parcours du cycle entier, elles effectuent un travail 

ε — | (A du -H 13 ..-t- -h -Λ, ί/α -h ιβ, <//; -f-...-h -^dl), 

rinLcgralc s'élendant au cycle entier. 
Ce travail ε peut être positif, nul ou négatif. 
Les cycles de Carnot pour lesquels ε est nul et les cycles de Carnot 

pour lesquels £ est négatif sont l'objet de deux hypothèses dont Tune 
est due à Clausius et l'autre à Sir W. Thomson. 

HI POTHÈSE DE CLAUSIUS. — Si un système décrit un cycle de 
Carnot RÉEL entre les températures rz el ̂  (jd étant supérieur à R); 

si les actions extérieures auxquelles ce système est soumis ejfec-
luenl, dans le parcours du cycle, un travail total égal à o, il n'est 
pas possible que la modification isothermique produite à la tempé-
rature ζ soit endothermique, ni que la modification isothermique 
produite à la température ¥ soit exothermique. 

HYPOTHÈSE DE SIR W. THOMSOS. — Si un système décrit un cycle 
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de Carnol RÉEL entre les températures & et (£' étant supérieur 
à ~) ; si les actions extérieures auxquelles le système est soumis 
effectuent, dans le parcours du cycle, un travail total négatif, il 
est impossible que la modification isolhermique produite à la tem-
pérature ζ soil endolhermique. 

Ce n'est pas ici le lieu d'indiquer de quelle manière Clausius el Sir 
W. Thomson ont clé amenés à énoncer ces hypothèses, ni de rap-
peler les discussions soutenues par Clausius contre les physiciens qui 
en niaient Inexactitude. Dans les Traités classiques de Thermodyna-
mique, on donne ordinairement ces deux hypothèses comme équiva-
lentes et comme également capables de servir de base à la démonstra-
tion de Carnol; pour nous, nous les regarderons comme distinctes et 
les emploierons toutes deux dans notre exposé. 

2. Addition aux hypothèses de Clausius el de Sir IV. Thomson. 
— A ces deux hypothèses, nous allons faire une addition essentielle, 
que nous énoncerons de la manière suivante : 

HYPOTHÈSE ADDITIONNELLE. — Si un cycle de Carnol, décrit entre 
les températures S et 9s' (fis' étant supérieur à 9s), EST RÉEL ET N'EST PAS 

RÉVERSIBLE; si, dans le parcours de ce cycle, les actions extérieures 
effectuent un travail nul ou négatif, la modification isothermique 
produite à la température 9s ne peut pas être athermique. 

Combinée avec les hypothèses de Clausius et de Sir W. Thomson, 
cette hypothèse additionnelle fournit la proposition suivante : 

Parmi tous les cycles de Carnol, décrits entre les températures ζ 
et z' Cz' étant supérieur à zj, qui sont RÉELS ET NON RÉVERSIBLES, 

considérons ceux durant le parcours desquels les actions extérieures 
effectuent un travail nul ou négatif ; pour tous ces cycles, la modi-
fication isolhermique produite à la température 9; est exother-
mique. 

Les hypothèses que nous venons d'énoncer ne sont pas susceptibles 
d'une vérification expérimentale directe. Combinées avec d'autres 
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hypothèses, plus ou moins nombreuses, elles forment le point de 
départ des théories dont les conséquences éloignées peuvent seules 
être soumises au contrôle de l'expérience. Une remarque analogue 
s'appliquerait d'ailleurs à presque toutes les hypothèses que l'on ren-
contre en Physique. 

3. Diverses espèces de cycles de Carriol. — Prenons tous les 
cycles de Carnot virtuels que l'on peut concevoir; parmi ces cycles, 
cherchons à distinguer tous ceux dont les propriétés sont compatibles 
d'une part avec le principe de la conservation de l'Energie, d'autre 
part avec les trois hypothèses que nous venons d'indiquer. 

Parmi tous les cycles cle Carnot ainsi distingués se trouveront assu-
rément tous ceux qui sont réalisables et non réversibles. Les pro-
priétés qui appartiennen t à tous les cycles ainsi distingués appartien-
dront en particulier à tous les cycles réalisables et non réversibles. 

Jusqu'à nouvel ordre, nous excluons de nos recherches les cycles 
de Carnot réels, non réversibles, décrits entre les températures ζ 
el correspondant à un travail positif des actions extérieures, et 
pour lesquels l'effet thermique produit à la température ζ est égal 
à o. 

Soient toujours rz et £' les deux températures entre lesquelles csL 
décrit un cycle de Carnot, étant supérieur à z. Soient ^ l'effet calo-
rifique total de la modification isolhermique produite à la tempé-
rature £? et l'effet calorifique total de la modification isolhcr-
jnique produite à la température ζ'. Les modifications, autres que ces 
deux-là, dont se compose le cycle sont adiabatiques, en sorte (juc 
l'effet calorifique total du cycle se réduiL à (^H- 9'). 

Les actions extérieures auxquelles le système est soumis effectuent, 
pendant le parcours du cycle, un travail total <?. 

Le principe de la conservation de l'Energie nous donne | Cliap. 1, 
égalité (3)] 

(0 e = Κ(ι+ Z). 
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Do là, les propriétés suivantes : 

i° Si le travail ε est nul, les deux quantités *> et sont de signe 
contraire cl de même valeur absolue ; 

•a° Si le travail ε est positif, il y a au moins l'une des deux quan-
tités .^el ̂  qui est positive, et, s'il n'y en a qu'une, elle est la plus 
grande en valeur absolue; 

3° Si le travail ε est négatif, il y a au moins l'une des deux 
quantités ̂ el £ qui est négative, et, s'il n'y en a qu'une, elle est la 
plus grande an valeur absolue. 

Ces propositions résultent de l'application aux cycles de Carnot 
considérés du principe de la conservation de l'Energie. 

Appliquons-leur maintenant les deux hypothèses de Clausius et de 
Sir W. Thomson, énoncées au n"l, et l'hypothèse additionnelle, 
énoncée au n° 2. Nous serons conduit à la conclusion suivante : 

Si le travail externe est nul ou négatif, la quantité ^ est assurément 
positive; si le Lravail externe est positif, la quantité est positive ou 
négative, mais n'est assurément pas nulle. 

De ces propositions il est aisé de conclure que tout cycle de Carnot 
réalisable qui n'est pas uniquement une succession d'états d'équilibre 
rentre dans l'une des catégories de la classification suivante : 

]° Le travail ε effectué par les actions extérieures est nul; ^ est po-
sitif ; est négatif et égal à ^en valeur absolue; 

2° Le travail ε effectué par les actions extérieures est négatif; ^ est 
posiLif; 9' est négatif et supérieur à :^en valeur absolue; 

3° Le travail ε effectué par les actions extérieures est positif, trois 
cas peuvent alors se distinguer : 

a. ^est positif; ^ est positif ou nul; 
b. ^est positif; ^ est négatif et inférieur à ^en valeur absolue ; 
n. ^csl négatif; ^ est positif et supérieur à '^en valeur absolue. 
Cette classification est résumée clans le Tableau suivant : 

Cycles de premier genre : S = o < ο 
Cycles de deuxième genre : δ < ο ^>o 

Cycles de troisième genre : δ > ο 
Espèce a > ο & > ο 
Espèce b ^>o >£'< ο 
Espèce c ^ < ο ®>' > ο 

Journ. de Math. ({■ série), tome IX- — Fasc. III. ify3. /|0 
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Proposons-nous mainlcnant de comparer les valeurs que prend, 
pour ces différents cycles, le rapport 

p = l±ll. 

($_+ ^') étant nul pour les cycles de premier genre, négatif pour les 
cycles de deuxième genre, positif pour les cycles de troisième genre, 
ainsi que le montre l'équation (a), on voit que le rapport ρ a, pour 
les diverses catégories de cycles, le signe suivant : 

Cycles de premier genre ρ — ο 
Cycles de deuxième genre ?<° 

Cycles de troisième genre 
Espèce a f > ο 
Espèce b ρ > ο 
Espèce c ρ < ο 

■ί. Théorème de Carrwl. — L'inspection du Tableau précédent 
nous montre d'abord que le rapport ρ est plus petit pour un cycle 
(juelconque de troisième genre cl d'espèce c que pour un cycle quel-
conque de premier genre, et aussi que pour LUI cycle quelconque de 
troisième genre et d'espèce a ou d'espèce h. 

Nous allons démontrer maintenant que, si. Ton considère deux 
cycles de Car not, décrits entre les mêmes températures .r et r. Tun 
de troisième genre et d'espèce c, Τ autre de. deuxième genre, le 
rapport ρ n'est assurément pas plus grand pour le premier que 
pour le second, ces cycles étant supposés, bien cnLcndu, soumis au 
principe de la conservation de l'Energie et aux trois hypothèses précé-
demment énoncées. 

Une démonstration rigoureuse de ce théorème exige que nous distin-
guions différents cas. 

Soient C, le premier cycle et C, le second cycle. Soient Τ,, Ί\, les 
durées de ces deux cycles; nous commencerons par distinguer deux 
cas selon que les périodes Τ,, T, sont ou ne sont pas eoimncMisuraliles. 

i° Le rapport ψ est commensurable. 
Mous poserons 

(2) T, ~~ μ,' 
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u,

r
 p

a étant deux nombres entiers que nous pouvons supposer pre-
miers entre eux. 

Soient δ,, ^i, p, les quantités analogues à δ, ρ, qui cor-
respondent au cycle C, ; soient δ2, p2 'cs quantités analogues 
à δ. ρ, qui correspondent au cycle Co. Nous savons que l'on a 

£(>o, ^,<0, 

ε*< ο, ^
2
>o, ^ό<ο. 

Nous distinguerons deux cas secondaires, selon que les quantités δ, 
el | δ

2
1 sont ou ne sont pas commensurables. 

A. Le rapport I· est commensurable. 
Nous poserons 

(3) I Es ί _ fjh 

/»,, m
2
 étant deux nombres entiers que nous pouvons supposer pre-

miers entre eux. 
Posons 

(4) 
Ν, = /^ρ,, 

No = m
2
\u. 

Considérons N, cycles identiques au cycle C,, décrits simultané-
ment et d'une manière indépendante. Leur ensemble formera un cycle 
de Carnot unique γ,, dont la durée sera T,, qui sera décrit entre les 
températures Sr et et pour lequel les quantités analogues à δ, ^ 
auront les valeurs [Chap. I, égalités (5) et (5 bis)] 

Ν,ε,, Ν, ç,, 

Le cycle γ, peut être reproduit pu fois de suite (Chap. 1, η" 5). 
Ces ρ2 cycles γ, successifs pourront être considérés comme un cycle 

de Carnot unique Γ,, décrit entre les températures Sr, S', de durée 

ai) θ,= |AiT„ 
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cl pour lequel les quantités analogues à auront pour valeurs 

p.2\,<r
n {^2^1 5^11 {^2I £<♦ 

Considérons, d'autre part, Ns cycles identiques au cycle C2, décrits 
simultanément et d'une manière indépendante. Leur ensemble for-
mera un cycle de Carnot unique y

s
, décrit entre les températures !r 

cl de durée T
2
, et pour lequel les quantités analogues à y au-

ront les valeurs 
•ÎV jj 2 , Λ « , iN 4 ^.| · 

L'j cycle Γ* peut être reproduit p., fois de suite. Ces JA, cycles Γ. 

successifs pourront élrc considérés comme un cycle de Caruol unique 
Γ

3
, décrit entre les températures et £r', de durée 

( 5 è/s) 02= ^T
2

, 

et pour lequel les quantités analogues à e, £ auront pour valeurs 

p., Ν» A» 

Les égalités (2), (;>) et (5 ^/.s) nous apprennent que la durée 0, du 
cycle Γ, est égale à la durée 0

2
 du cycle Γ

3
; on peut donc supposer 

f|ne l'on décrive ces deux cycles simultanément et d'une manière in-
dépendante. Leur ensemble formera un nouveau cycle de Caruol 
féal Γ, décrit entre les températures £ et et pour lequel les quan-
tités analogues à f, £ auront pour valeurs 

V = p
a
N»£| H- Ρμ^2 172» 

1'·= [A, Y, 

Z= µ, N, 2',+ µ, 

Ln vertu îles égalités (4), ces égalités peuvent s'écrire 

( (51 

c - - p. 1 m\ $1 b 
« ä(ru.jZ, + vi'l*) 

g = μ,μΛΜ,ϊ, -h m, l',)· 
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l'ii vertu de l'égalité (3), la première des égalités (G) devient 

€ = o. 

Le cycle Γ est doue un cycle réel, /ton réversible, de premier 
genre. D'après l'hypothèse de Clausius, indiquée au n° 1, et l'hypo-
thèse complémentaire, énoncée au n°2, la quantité ^ doit être posi-
tive; en vertu de la deuxième égalité ((>), cette dernière condition 
devient 

firn., y , -h ///,¿2> o 
ou bien 

m ι ^ m 2 

Mais on a, d'après l'égalité (3), 

mi I * 

( )n a donc 

6ι ^ |gil 

ou bien 

'h ^ b' 

D'autre part, l'égalité (») donne 

s. = E(t, + t',), 
+ 1*) 

I/inégalité précédente devient donc 

h ^ b 
ou 

(7) p\ < pj' 
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Β. Le rapport —τ-ί est incommensurable. 

Soient /«,, m;,'deux nombres entiers, premiers entre eux. tels que 
l'on ait 

<*) nu, Ifejj 

ι étant une quantité positive que Ton peut prendre aussi petite que 
l'on veut. 

Construisons le cycle Γ comme dans le cas précéd eut. 
Nous aurons encore, pour ce cycle, 

Hi) 
k = p., p-2(y«2ê, -r- m, t

2
 ), 

1 = μ, + 

ϊ = μ
ι
ΐί:(ηι

2
ΐ

ι
Ί~Μ,ζ:). 

La première égalité (G), jointe à l'égalité (S), donne 

k = — FC/W, JX, [X;, k , . 

Γ étant négatif, le cycle Γ est un cycle de Carnot réel, non rêver-
sible, de deuxième genre. L'hypothèse de Sir W. Thomson, énoncée 
au ιι° 1, et l'hypothèse additionnelle, énoncée au n°2, nous appren-
nent que la quantité ^ est forcément positive, condition qui s'écrit, 
en vertu de la deuxième égalité (G), 

-f- w,^>o 
ou bien 

mt ^ m, 

Mais l'égalité (8) donne 

W
2kf —— /Wj ! &//Z| k | , 

ou a donc 

1^1 ^ 3« c^' 

ζ est une quantité positive qui peut être prise aussi petite que l'on 
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veut. L'inégalité précédente exige donc que l'on ait 

€. >|g,| 

ou bien 

9, =9*' 

L'égalité (1) donnant d'ailleurs 

ε, = £(i,+ £',), 
Ç-=E(?.-h 3'), 

on voit que Γ011 a 

2i±li<2i±S* S?, = 'i, 

ou 

(9) r< = r»· 

2" Le rapport ~ est incommensurable. 

Imaginons que le cycle C
2
 soit l'une des formes d'un cycle de Car-

not 2
2
, variable d'une manière continue, toujours réel et constam-

ment décrit entre les températures £*et.(7'; évidemment, ori a toujours 
le droit de faire celte supposition. 

Lorsque le cycle .3
2
 varie d'une manière continue, sa durée T

2 de-
meure constante ou varie d'une manière continue; évidemment, οτι a 
toujours le droit de choisir les variations du cycle de telle manière 
que sa durée ne demeure pas constante. 

Lorsque le cycle 3., varie d'une manière continue, les quantités ?
2
, 

2.2* 51 varient d'une manière continue; comme pour le cycle particu-
lier C

s
 aucune de ces trois quantités n'est égale à zéro, nous pouvons 

toujours limiter les variations du cycle S2, de part et d'autre de la 
forme C2, de telle sorte que nous ayons constamment 

ta<0· 

Le cycle 3t
 sera alors constamment un cycle de second genre. 
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De plus, (anl que le cycle C2
 variera d'une manière continue, le raj>-

porl p2 varieni d'une manière continue. 
Dr nous savons que, si Ton considère un des cycles C

2
 dont la 

durée T, est commensurable avec la durée Te du cycle C„ on aura 

r· ? î· 

( > que nous venons de dire démontre que Ton aura, pour toutes les 
formes du cycle £2, et en particulier pour Ja forme C2, 

( 10) m ^r«-

S7 </o/zc on considère deux cycles de Camot, réels cl non réver-
siJdxs, torn deux décrits entre les mêmes températures, run de 

pèemi&r genre et d'espèce c, Vautre n'appartenant pas au premier 
genre et à l'espèce c, le rapport ρ relatif au premier est au plus 
égal au rapport ρ relatif au second, 

< > théorème peut encore s'énoncer de la manière suivante : 

Considérons tous les cycles de Camot, réels et non réversibles, 
décrits entre les mêmes température* ζ, ié. 

is rapport ρ relatif à ceux qui sont de troisième genre et d'es-
pèce c admet une limite supérieure A, essentiellement négative. 

Le rapport ρ relatif à ceux qui ne sont pas de troisième genre et 
d'espèce c admet une limite inférieure A'. essentielle ment négative. 

On a 
A<A. 

CesL la première forme du théorème de Caniot. L'emploi des mo-
difications réversibles va nous permettre de donner a ce théorème une 
forme plus précise. 

;S. Théorème de Car not (suite). Emploi des modifications réver-
sibles. — Nous allons démontrer en premier lieu que 

A = A'. 
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Deux températures 3 et 3', celte dernière plus élevée que la pre-
mière, étant données, imaginons que Ton puisse toujours trouver-
uu système admettant quatre modifications réversibles qui jouissent 
des propriétés suivantes : 

La première est une modification réversible isotliermique —,
27

 cor-
respondant à la température 3* et conduisant le système de létal ι à 
l'état 2. 

tel deuxième est une modification réversible adiabatique con-
duisant le système de l'étal 2, 011 il a la température 3% à 1 état 3, où 
i 1 a la température 3. 

La troisième est une modification réversible isotliermique Z
9i1

 cor-
respondant à la température 3 et conduisant le système de l'étal 3 à 
l'étal 4. 

La quatrième est une modification réversible adiabatique ra-
menant le svslcme de l'état 4 « l'état i. 

Nous aurons ainsi constitué un cycle de Carnot réversible, décrit 
entre les lempératures 3 et 3\ 

lielativement à ce cycle, nous ferons encore J'bypotbèse suivante ; 
// e.v/ possible de le choisir de manière (μα' ta modification Z

3i
 ne 

soit pas athermique. 
D'après l'une des deux hypothèses indiquées â la ίίιι du Chap. Ι, η" 8, 

il existe une modification isolhcrniiquc réelle S,2, prenant le système 
dans l'état 1 avec des vitesses égales à zéro, ramenant â l'état 2 avec 
«les vitesses égales â zéro, variable d'une manière continue et avant 
pour limite la modification £l3. 11 existe de même une modifica-
tion isotliermique réelle S2,, prenant le système dans l'état 2 avec 
des vitesses égales à zéro, ramenant â l étal 1 avec des vitesses égales 
k zéro, variable d'une manière continue et ayant pour limite la modi-
fication.^. 

La modification isothermique les modifications adiabaliques 
1

3
3, Z

u donnent lieu â des observations analogues. 
L'ensemble des modifications 

^12 y ^2» j S
4I 

forme un cycle de Carnot réel, décrit entre les températures 3 et 3/, 
Jcurn. de Math, (.p série), tome IX. — Pasc. Ill, »8<j5. 4l 
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variable cl'inio manière continue, cl ayant pour limite le cycle 

— I 2) —23} —3ί) ■4-·|· 

De niciiic. lViiseinlilc des modifications 

°Î37 °32) 21 ' ,7IS 

forme un cycle de Carnolrécl, décrit entre les températures 2relr'
f 

variable d'une manière continue, et ayant pour limite le cycle 

—4 3 ) —32) —2<) —'IV 

Soient y,
2

, y,, les quantités de chaleur dégagées par les modifi-
cations réversibles Σ,,, X3i; les modifications Σ2(, Σ„ dégageront 
respectivement des quantités de chaleur χ

2
, — — y,

21
 y.

ti
=—y

Xi
. 

en sorte que, pour chacun des deux cycles 

V —12* —23) —3 4) —'4 J / '-L V— 43 1 —32* —21) —» 4/) 

la quantité analogue à ρ a la même valeur 

r— 'bi±J2±. 

Soient ^
l2

, les effets thermiques des modifications S<2
. S

si
. 

Pour le cycle (S
12

, S
23

, S
3

.,, S.,,) la quantité analogue à ρ a pour 
valeur 

„ ^12 ~t-

Soient £
2ί

, ^
λ3

 les effets thermiques des modifications S
2J

, SM. 
Pour le cycle (S

i3
, S

rJ
, S2n S,,), la quantité analogue â ρ a pour 

valeur 

» — IÛULJ». 

Par hypothèse, la modification n'est pas atliermique. Suppo-
sons, pour fixer les idées, ySi négatif. Les modifications S

3
, et S33 
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pourront cire prises assez voisines des modifications et Σ,, pour 
(|ue ait le merne signe que /

3J
 et que ί^

ί3
 ait le même signe 

que y ,
3

. Nous aurons alors 

Ζ» >", 

<;ii sorte que p, se rapportera certainement à UII cycle de troisième 
genre et d'espèce c et p, à un cycle qui n'est pas de troisième genre et 
d'espèce c. 

Le théorème démontré au numéro précédent nous donnera 

p,<A, Psi A'. 

Mais, d'autre part, lorsque les deux cycles 

(S|3, ^23, ^3 11 S4|) Cl S32i ^2 1» » ί ) 

tendent respectivement vers les cycles 

V —12' —231 — H/ ' 1 *^"«31 —32? —21» ^»4/» 

les deux rapports p,, p
a
 tendent vers la limite commune r. Connue 

les quantités A et A' ne varient pas lorsque Jes températures ζ et 
sont maintenues invariables, cela ne peut avoir lieu que si l'on a 

(M.) Λ = A', 

comme nous l'avions annoncé. 
Nous voyons en outre que, si un cycle de Carnol réversible est dé-

<-ril entre les températures Sr et ζ' (z' étant supérieur à z); si, de 
plus, Visothermique décrite à la température rz n'est pas ather-
mique, le rapport 

λ_1±2/ 

a, pour ce cycle, la valeur A. 
Que devient le rapport ρ pour un cycle de Carnol réversible décrit 

entre les températures £ et S·*, si l'isolhcrmiquc relative à la tempé-
rature £ est athermique? 
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Désignons par C, cc cycle; nous avons, par hypothèse, 

Z*=°' 

Soit C
2
 un autre cycle de Carnol réversible, décrit entre les tempé-

ratures r el ζ', cl pour lequel risollicrmiquc relative à la tempéra-
ture^ n'est pas athermique, Pour ce cycle, nous aurons, d'après la 
proposition précédente, 

3«+5; __ 1 

Les deux cycles C, cl C
3
 peuvent être considérés eomine virLueJs. 

On peut donc toujours supposer qu'ils soient décrits siinullanémenl 
d'une manière indépendante. Leur ensemble formera 1111 nouveau 
cycle de Garnot réversible décrit enlrc les IcinpéraLurcs rz et I/îso-
lliennique décrite à la température ζ correspondra à un effet lliei-
inique £0, en sorte qu'elle ne sera pas athermique. L'isolbermique dé-
erilc à la temperature Ξτ'correspondra à un ellct Llicrmiqiu 
D'après le théorème précédrnl, on aura, pour ce cycle, 

Xt _ \ 

Colle égalité ne sera compatible avec la précédente que si l on η 

l\ = "· 
D'où celle proposition : 

Si. un cycle cL· Car not réversible est décrit entre les températures 
rz nt y (ζ:' étant supérieur à z), et si la modification isotlwrmujue 
décrite et la température ζ est athermique, la modification isothee-
miff ue produite à la température ζ est aussi athermique. 

Dans ec cas, le rapport 
3' ~+~ 2' 

l 
perd tout sens. 

Nous allons démontrer maintenant que, pour aucun cycle réali-
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sable el non. réversible décrit entre les températures S cl le rap-
port 

,
 =

 !±i! 

ne peut atteindre la valeur A. 
La valeur A étant essentiellement négative, le rapport ρ ne peut 

atteindre la valeur A, à moins que le cycle n'appartienne soit au 
deuxième genre, soit au troisième genre et à l'espèce c. Supposons 
que, pour un cycle C, (nous admettrons, pour fixer les idées, qu'il 
soit de deuxième genre), on ait 

= ti+il _ A 

ou bien, puisque l'égalité (i) pcrmetdc remplacer (^, H- par Kg,, 

CI R) Ec,, — . 

\ous avons vu que l'existence de cycles réversibles et réels n'était 
nullement absurde. Admettons donc que l'on ait constitué un cycle 
de Carnol Co, réversible, réel, décrit entre les mêmes températures Sr, 
y que le cycle C,, et pour lequel la quantité G

2
 ne soit pas égale à zéro. 

La quantité s2
 sera, dès lors, positive ou négative; nous pouvons 

toujours la supposer positive, car, si elle était négative, il suffirait de 
réaliser le cercle réversible C2

 en sens contraire pour qu'elle devînt 
positive. 

En faisant varier d'une manière continue le cycle de Carnot C
2
, 

sans changer ni sa réversibilité, ni les températures entre lesquelles il 
est décrit, nous pourrons toujours l'amener à satisfaire aux conditions 
suivantes : 

i° La durée T, du cycle C, et la durée T
a
 du cycle C2 sont com-

mcnsurablcs ; 
2° Les quantités | &, | et sont commensurablcs. 
Posons 

(Î 2) Τι ~~ μ/ |Si| yw,' 

p.,, jx
2

, mn m2 étant quatre nombres entiers. 
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Au moyen des cycles C,, C2, constiluons un cycle de Garnol Γ, de 

la même manière qu'au n°4. Pour ce cycle Γ, nous aurons 

(Γ5) 

g = [i.2(/w3e, h-w,ea), 
2= [i.2(/w3e, h-w,ea), 

2'= [i.2(/w3e, h-w,ea), 

La seconde égalité (12), jointe à la première égalité (i3), montre 
que l'on a 

£ o. 

Le cycle Γ est donc un cycle de premier genre. 
La quantité ̂ 2 ne peut être égale à zéro. En eiTet,. le cycle C

2
 est 

réversible; d'après line proposition démontrée tout à l'heure, la quan-
tité ne pourrait être égale à zéro sans que la quantité ^ le soit 
également ; l'égalité 

e3 = £(9,4-3/.) 
donnerait alors 

0 2 — ο, 

co η traire ruent à l'hypothèse faite. 
Puisque, dans le cycle réversible C

2
, la quantité £

 2
 n'est pas égale 

à zéro, nous savons que l'on a 

xl»"*" $Î \ 

ou bien 

("Ό Eg
2
 = À^

2
. 

Les égalités (n) et (i4)> jointes à la seconde égalité (i-3), mon-
tre ni que, dans le cycle Γ, on a 

μ3 j (m2&, -h m, Ga)= o. 

Le cycle Γ serait donc un cycle de Carnot du premier genre, décrit 
entre les températures SrctS', dans lequel risotliermiquc décrite à la 
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lcmpcraturc 2r serait athermique. Mais, d'autre part, le cycle Γ serait 
un cycle de Carnot réalisable et il ne serait pas exclusivement com-
posé d'états d'équilibre, puisque le cycle C

2
 n'est pas exclusivement 

composé d'états d'équilibre. L'existence du cycle Γ est, dès lors, en 
contradiction avec l'hypothèse énoncée au n° 2. Admettant l'exacti-
tude de cette dernière hypothèse, nous pouvons formuler la proposi-
tion suivante : 

Poîw aucun cycle réalisable et non réversible, le rapport 

Uî±S! : s_ 

ne peut atteindre la valeur A. 

Réunissons maintenant en un seul Lhéorème les diverses proposi-
lions démontrées au numéro précédent et au présent numéro : 

Soient 2r et 5' deux températures, rz' étant supérieur à r. Il existe 
une grandeur négative A, qui dépend uniquement de ces deux 
températures S, et qui jouit des propriétés suivantes : 

i° Pour tout cycle de Carnot réversible réalisable,ou non, décrit 
entre les températures S et on a 

(io) t — ξ A1 

20 Pour tout cycle de Carnot, décrit entre les températures "x 
et qui est réalisable, non réversible, de troisième genre et 
d'espèce c, on a 

(16) P = ~—<A; 

3° Pour tout cycle de Carnot, décrit entre les températures rx 
et qui est réalisable el non réversible, qui n'est pas de troisième 
genre et d'espèce c, on a 

(>7) Ρ = ψ>Α· 
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De eel énoncé sont exclus : 
i° Les cycles réalisables et non réversibles pour lesquels on a 

ε>°ι 2 

2° Les cycles réversibles pour lesquels on a 

2=0 

pour ces derniers, on a également 

£ = o. 

β. La température absolue. — La quantité A est une fonction des 
températures S, éludions plus profondément la nature de celle 
fonction, ou plutôt, de la fonction 

(18) '!(-> 20= Λ — i. 

Celle fonction, qui n'est définie que pour les valeurs de z' supé-
rieures à 3r, esl négative et supérieure à ι en valeur absolue. 

.Moyennant l'égalité (ιB), l'égalité et les inégalités (to), ( 16) et (ι ~ ) 
peuvent être remplacées par l'égalité et les inégalités 

(1:7 lus ) |=·Κ~-

(ιG bis) | < ·Κ~-, ·■')> 

( ' 7l,is) | < ·Κ~-, ·■')> 

Soient £, ζ', z" trois températures, rangées par ordre de grandeur 
croissante; nous allons nous proposer de trouver une relation entre 
les trois quantités 

*(&,*), *(*,&·), Ψ(*, 

Considérons un cycle de Carnot réversible décrit entre les tempé-
ratures w et rz". Ce cycle prend le corps à la température dans 
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l'état A"; par une transformation isothermique, il l'amène à l'état B"; 
puis, par une transformation adiabatique, à l'état B, dont la tempéra-
ture est S; une nouvelle transformation iso thermique, accomplie à la 
température S, l'amène à l'état A; une nouvelle transformation adia-
batique le ramène à l'état A". 

Supposons que l'effet calorifique de la transformation BA, effet que 
nous désignerons par ̂ (BA), soit différent de zéro. 

Nous aurons alors 

(a) t(BA) ~~ '* 

En subissant la transformation B"B le corps passe, au moins une 
fois, par la température S' ; soit B' un état où il présente cette tempé-
rature. De même, en subissant la transformation AA", le corps passe, 
au moins une fois, par la température S' ; soit A' un état où il présente 
cette température. Relions les deux états A', B', par une suite d'états 
d'équilibre du système, ces états correspondant tous à la tempéra-
lure nous obtiendrons une modification isothermique réver-
sible, A'B'. 

Le cycle A'B'BAA' sera un cycle de Garnot réversible décrit entre 
les températures £ et comme ^(BA) n'est pas nul, on aura 

w ^>(A'B') ι/α c/x 

^(A'B') n'est certainement pas nul, puisque ψ (S, £') n'est pas nul. 
Mais on a évidemment 

(c) 3,(A'B')H-3.(B'A')=0. ' 

^(B'A') n'est donc pas nul. Dès lors, dans le cycle de Carnot réver-
sible A'B'B'A'A", décrit entre les températures 5' et £", on aura 

(d) $(B'A') TV"1 » ^ )· 

Les égalités (a), (b), (c), (d) donnent 

09) A cJ. rJ Ç//\ 'H rJ â" 
Journ. de Math, (4* série), tome IX. — Fasc. III, i8^3. 42 
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C'est la relation que nous voulions obtenir. 
La fonction ψ(2, £*) n'a de sens, jusqu'ici, qu'autant que % est 

supérieur à 2. 
Lorsque S7 tend vers 5, par valeurs supérieures à 2, £ tend évi-

demment, dans un cycle de Carnot réversible, décrit entre les tem-
pératures £ et 2^, vers la limite (— ; ψ (S, S') tend donc vers — ι. 
Nous conviendrons de poser 

•ΚΜ) = -<· 

Lorsque S7 sera inférieur à 2, nous définirons ψ(2τ, Br') par l'égalité 

K-.-) = - til C*/ C-

D'après ces définitions, l'équation fonctionnelle (19), établie en 
supposant 

- \ - <S"/ 7 

demeurera vraie, quels que soient 2r, 2', 2". De plus, on sera assuré 
que la fonction ψ(2, 2r') est continue pour toute valeur de 2r et de 2'. 

Prenons une température fixe, arbitraire d'ailleurs, 2r
0

. L'équation 
fonctionnelle (19) nous donnera 

,f / C. C.' \ ψ ( β ) * ) 

La température 2
0
 étant fixe, ψ(£

0
, 2) devient une fonction de la 

seule variable S; posons 

(20) F(Sr) = — λψ(2„, 2), 

λ étant une constante. 
L'équation précédente deviendra 

(21) ,1,/C. CA 

La fonction ψ(2, S7) est une fonction continue de 2r, S7; lorsque s' 
est supérieur à 2, elle est négative et supérieure à 1 en valeur absolue. 
La fonction F(2) possède donc les propriétés suivantes : 
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Elle est essentiellement positive ; 
Elle varie d'une manière continue avec la température £r; 
Elle croît toujours en même temps que la température B. 
D'après ce que nous avons dit plus haut (I^Partie, Chap. I, n° 6), 

au lieu de prendre la quantité Β pour déterminer la température des 
corps, on peut prendre la quantité Τ = F(S), dont la valeur pour 
chaque température ne dépend plus du choix du thermomètre; 
Τ porte le nom de température absolue. 

Si l'on a adopté, pour représenter les températures, la tempéra-
ture absolue T, cas auquel on devra poser, dans toutes les formules 
précédentes, 

S = T, 

on devra aussi, dans toutes les formules, poser 

F(S) = F(T) = T. 
Si l'on se souvient que 

ψ(^Ο)^β) 1 > 

on voit que l'égalité (20) donne 

F(î*
e
)=X. 

La température absolue 11'est donc pas entièrement déterminée; 
à une température arbitraire B

0
, elle prend une valeur arbitraire λ. 

Il est d'usage de prendre pour température B
0
 la température qui sert 

de ο à l'échelle centigrade et, pour λ, l'inverse d'une certaine con-
stante que l'on rencontre dans l'étude des gaz : le coefficient de dila-
tation des gaz parfaits. 

On sait que cette définition de la température absolue a été 
indiquée par Sir W. Thomson et exposée à plusieurs reprises par 
M. G. Lippmann. 

7. Énoncé définitif du théorème de Carnol. — La détermination 
de la fonction ψ (S, Sr7), fournie par l'égalité (21), va nous permettre 
de donner au théorème de Carnot une forme nouvelle et définitive. 
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Excluons d'abord : 
i° Les cycles de Carnot réversibles, décrits entre les tempéra-

tures S et S7, dans lesquels la modification produite à la température -
est athermique ; 

2° Les cycles de Carnot réalisables, non réversibles, de troisième 
genre, décrits entre les températures S et S7, pour lesquels la modifi-
cation produite à la température S est athermique. 

Pour les cycles réversibles, réalisables ou non, les égalités 
(i5 bis) et (21) donnent 

e>' _ F(ârf) 

et, puisque ̂  est différent de zéro, 

F(&) ^ F(S') 

Pour les cycles réalisables, non réversibles, de troisième genre 
et d'espèce c, l'inégalité (16 bis) et l'égalité (21) donnent 

y ^ F(S') 

Mais, dans ce cas, la quantité ^est négative; on a donc 

_JL J IL -> Ο 

Pour les autres cycles non réversibles, l'inégalité (17 bis), jointe 
à l'égalité (21), donne 

y ^ F(y) 

Dans tous ces cycles, la quantité ^ est positive ; on a donc encore 

^-+-§L>o 

Revenons maintenant aux deux classes que nous avons exclues. 
Pour tout cycle de la première classe, nous savons que l'on a non 
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seulement ^ = o, mais encore £=o; nous pouvons donc encore 
écrire 

F(2?) ̂  F(^) — ' 

Pour tout cycle de la seconde classe, nous avons 

^=o, t > o. 

L'égalité (i), qui se réduit ici à 

e = E£, 
nous donne alors 

£>o-

Nous pouvons donc écrire, pour tout cycle de cette classe, 

F (S) ^ F(2r') ^ 

En réunissant tous les résultats que nous venons d'obtenir, nous 
pouvons énoncer, sous la forme générale que voici, le THÉORÈME DE 

CARXOT : 

10 Pour lout cycle de Carnol réversible, réalisable ou non
}
 dé-

crit entre les températures 3r et on â 

(22) F(5) F(S') ~ °* 

20 Pour tout cycle de Carnot réel et non réversible, décrit entre 
les températures S et S7, on a 

(23) JË | ËL· \0 

On peut mettre ces énoncés sous une forme un peu plus explicite 
en revenant à la définition de l'effet calorifique total d'une modifica-
tion ou d'un ensemble de modifications. 
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Soit Q la somme des quantités de chaleur dégagées par le système 
durant cet ensemble de modifications; si ces modifications sont réver-
sibles, nous avons 

=Q, 

ce qui permet de remplacer l'égalité (22) par l'égalité 

(2 2. bis) Q , Q' _
Q 

Si les modifications considérées sont réelles et non réversibles, dé-
signons par [IL] la somme des accroissements que la force vive du 
système a subis durant ces modifications; nous aurons 

ET = EQ + [«], 

ce qui nous permettra de remplacer l'inégalité (23) par l'inégalité 

( 23 bis) "F(Sr") ' F(S') ' '· 

Ces divers énoncés ne souffrent plus d'exception. 

CHAPITRE III. 

L'ENTROPIE ET LE THÉORÈME DE CLAL'SIL'S. 

1. Conditions et hypothèses. — Le théorème de Carnot a été, ou 
le sait, généralisé par R. Clausius. Toutefois, cette généralisation 
n'est légitime que moyennant un certain nombre de conditions eL 

d'hypothèses, dont les unes portent sur le système étudié, les autres 
sur les modifications que subit ce système. 

Il ne nous sera pas utile, dans ce Chapitre, de distinguer, parmi les 
paramètres qui définissent l'état du système, ceux que nous avons 
désignés par les lettres a, b, ..., I de ceux que nous avons désignés 
par les lettres α, β, ..., λ. Par contre, il nous sera nécessaire de 
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mettre particulièrement en évidence, parmi les paramètres qui défi-
nissent l'état du système, la température Sr. Nous supposerons d'ail-
leurs que celle dernière a la même valeur en lous les poinls du 
système. Ainsi l'état du système sera défini par les η paramètres 

P'j "Ί 

Le système que nous allons éludicr ne sera pas soumis seulement à 
cette restriction d'avoir, en chacun de ses états, la même température 
en tous ses points, cette température pouvant d'ailleurs varier d'un 
état à l'autre. Nous le supposerons encore soumis à deux autres res-
trictions fondamentales : 

PREMIÈRE RESTRICTION. — Soil un étal quelconque du système, 
défin i par des valeurs 

„ ο. \ -

des paramètres variables; nous admettrons que Von puisse tou-
jours trouver, au moins d'une manière, un système de corps 
étrangers, lous portés à la température Sr, et tels que le système 
considéré, demeure indéfiniment en équilibre dans l'étal a, β, ..., 
λ, 3 si on le soumet à l'action de ces corps étrangers, maintenus 
invariables et si on le prend avec un ensemble de vitesses initiales 
égaies à zéro, 

L'énoncé de cette restriction ne constitue pas une vaine précaution. 
On rencontre souvent, en Physique, des systèmes qui n'y sont pas 
soumis et auxquels, par conséquent, les considérations qui vont suivre 
ne sont pas applicables. Citons-en quelques exemples : 

i® Un corps conducteur est traversé par des courants électriques. 
Parmi les paramètres variables qui déterminent l'état de ce conduc-
teur figurent : 

Les composantes u, v>,w du flux électrique en chaque point (x,y, z) 
du conducteur; 

La densité solide ρ de l'électricité en chaque point de la masse du 
conducteur; 
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La densité superficielle σ de l'électricité en chaque point (les sur-
faces de discontinuité qui partagent le conducteur ou qui le limitent. 

Peut-on, en faisant agir des corps extérieurs convenablement choi-
sis, maintenir le conducteur dont il s'agit en équilibre, de telle sorte 
que les variables que nous venons d'énumérer aient toutes des valeurs 
indépendantes du temps? Cela

v
ne sera pas possible, si Ton n'a pas, en 

tout point de la masse du conducteur, la relation 

(0 Ox dy ds °r 

et, eu tout point d'une surface de discontinuité dont la normale pré-
sente les deux orientations Nn Na, 

W 
u

%
 cos(N,,x) -h p, cos(N,,^) 4-<p, cos(N,, z) 

4- COS(N
2

, #) -h P
2
 COS

(^2>7) -+- cos(N
S

, z) = o. 

En effet, si ces deux relations ne sont pas vérifiées, les paramètres ρ 
et σ varieront forcément avec le temps /, en vertu des égalités géné-
rales 

3Ξ + Ty- + Ίϊ - ~~ Έ' 
u

{
 cos(N,, x) -H P, cos(N,,y) 4- (P, cos(i\,, z) 

4- u
2
 cos(N

2
, x) 4- p

2
 COS(N

2
,/) 4-<P

3
 COS(JV

2
, z) = — -

Les relations (i) et (2) caractérisant les courants que l'on nomme 
uniformes, on voit que l'on peut énoncer la proposition suivante, qui 
a de graves conséquences en Electrodynamique (1 ) : 

Un système de courants non uniformes ne satisfait pas à ία res-
triction précédente. 

20 Une chaîne fermée, parcourue par un courant uniforme, ren-
ferme un conducteur électroly tique. Parmi les variables α, β, ..., λ, £ 
qui définissent l'état de ce système, figurent l'in tensité du courant et 

(') P. DUBÎM, Leçons sur l'Électricité et le Magnétisme, t, HI, p. 221. 
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les variables qui déterminent l'état chimique du système; or, en vertu 
de la définition des électrolytes, cornue sous le nom de loi de Fara-
day, un electrolyte traversé par un courant éprouve, pendant chaque 
intervalle de temps, un changement chimique proportionnel en gran-
deur à cet intervalle de temps et à l'intensité du courant. Il serait 
donc contradictoire d'imaginer des corps extérieurs dont l'action 
maintiendrait le système en équilibre, et, parlant, rendrait invaria-
bles à la fois l'intensité du courant et l'état chimique de la chaîne. 
Ainsi, une chaîne parcourue par des courants même uniformes ne 
satisfait pas à la restriction précédente si elle renferme des électro-
lytes; cette conclusion est importante en Electrodynamiquc ('). 

L'hypothèse restrictive précédente entraîne un corollaire remar-
quable : 

COROLLAIRE. — D'un étal quelconque (Α, β, .. .,λ, ER) du système 
à un autre état quelconque (a', β', . ..,λ', S?) on peut toujours 
passer par une infinite de modifications réversibles. 

En effet, entre les deux états (ot, 3, ..A, 2r) cl (»', β',..λ', r'), 
on peut Loujours, d'une infinité de manières, ranger une suite conti-
nue d'états du système ; au moyen de corps extérieurs convenablement 
choisis, ces étals peuvent être transformés en états d'équilibre; cha-
cune des suites, constituées comme nous venons de l'indiquer, forme 
alors une suite continue d'états d'équilibre, ou bien, en vertu d'une 
hypothèse indiquée au Chap. I, n° 8, une modification réversible. 

SECONDE RESTRICTION. — Imaginons qu'à partir d'un certain étal 
(α, β,..., λ, Β) du système, on lui impose une modification virtuelle 

0«, OP, ..., OA, 0^. 

Les actions des corps extérieurs qui le maintiendraient en équilibre 
en l'état (α, β, ..λ, Β) effectuent un travail virtuel 

Αοα H- 13 δβ -ι- ... -ι- LoX H- 0Ôr. 

(') P. DL'HEM, Leçons sur l'Electricité èl le Magnétisme, 1. ΙΠ, p. 220. 
Jourit. de Math. (4e série), tome IX. — Fasc. III. 189.3. /,3 
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Nous admettrons que les quantités A, Β, ..L, Θ sont des fonc-
tions finies, uniformes et continues des paramètres ϋ., β, ..λ, 

Non plus que la précédente, cette restriction n'est inutile à énon-
cer, car il n'est nullement évident que tous les systèmes étudiés en 
Physique y soient soumis. En particulier, M. Marcel Brillouin (') a 
donne des déformations permanentes une théorie qui suppose les quan-
tités A, B, ..., L, Θ, fonctions continues, mais non uniformes, des 
variables α, β, ..., λ, S. 

Nous ajouterons l'hypothèse suivante à celle que nous venons d'é-
noncer : 

Le travail virtuel des actions qu'il faut appliquer à un système 
donné pour le maintenir en équilibre ne dépend pas de la position 
absolue que le système occupe dans l'espace ni de la variation de 
relie position. 

Il résulte en premier lieu de cette hypothèse que les quantités A, 
I», ..L, Θ ne dépendent pas de celles des variables α, β, ..., λ, r, 
qui fixent dans l'espace la position absolue du système. 

11 en résulte, en second lieu, que celles des variations virtuelles δα, 
δβ, ..., δλ, qui correspondent aux variables fixant la position ab-
solue du système dans l'espace ne figurent pas dans la somme 

A οα H- Β δβ H- ... L δλ -h Θ δ£. 

Le coefficient de chacune d'elles est identiquement nul. 

2. Coefficients calorifiques du système en équilibre. — Pour 
expliquer commodément ce qui va suivre, nous emploierons le lan-
gage de la Géométrie à η dimensions, η étant le nombre des para-
mètres α, β, ..., λ, 2r, qui définissent l'état du système. Les énoncés 
auxquels nous parviendrons pourront toujours être représentés par 
des figures planes s'il n'y a qu'un seul paramètre tel que α, β, ..λ, 
et par des ligures dans l'espace s'il y en a deux. 

(
L
) MARCEL BRILLOUIN, Déformations permanentes et Thermodynamique 

( Comptes rendus, 6, i3, 20 et 27 février J 888 ). 
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Un état du système, correspondant à un système de valeurs des 
coordonnées α, β, ..λ, 3, sera représenté par un point dans l'espace 
à η dimensions. Une modification, correspondant à une série linéaire 
de valeurs de α, β, ..λ, 3, sera représentée par une ligne. 

Le système étant pris dans un état déterminé (α, β, ..., λ, 3) les 
actions A, Β, ..., L, Θ qui le peuvent maintenir en équilibre dans cet 
état sont, par hypothèse, des fonctions uniformes et continues des 
variables α, β, ..., λ, 3. 

(') 

A =/«(«, β, ···,>·, S), 
B =/(ΐ(«>β> ···,*, S), 

L =/»(«>β>···> λ, S), 

® =/s(«, ?>···>*, &)· 

Ucs équations (i) sont les équations d'équilibre du système; ces 
équations seront dites connues lorsqu'on connaîtra la forme des 
// fonctions α, β, ..λ, 3·. 

Soit U la fonction uniforme et continue de α, β, ..., λ, 3, qui 
représente l'énergie interne du système. Posons 

(*) 

Ka ~~ à% Ε ■ 

ρ _ dU /β 

* ) 

U>~ dl ~Έ" 

Γ _ dU /5 

Les η quantités R
a

, Hp, R>, C définies par ces équations seront 
des fonctions uniformes de α, β. ..., λ, 3. Ce seront [Ire Partie, 
Chap. Ill, égalités (12) et (12 bis)\ les coefficients calorifiques du 
système en équilibre. Parmi ces paramètres, il en est un qui se dis-
tinguera des autres par des propriétés particulières; c'est le cocfii-
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oient C; nous le nommerons la capacité calorifique du système, re-
lative aux variables α, β, ..., λ, 2r. 

Comme In quantité U d'une part (Pe Partie, Chap. II, n° % 
dixième convention) et les quantités A, II, ..., L, Θ d'autre part 
(ce Chapitre, n° I), les quantités R

a
, Rp, ..., R), C, ne dépendent pas 

de celles des variai)les α, β, ..., λ, S, qui fixent la position absolue du 
système dans l'espace. De plus, ceux des coefficients calorifiques qui 
multiplieraient, dans l'expression de dQ, les variations de ces der-
nières variables sont identiquement nuls. 

L'équation 

<3) <IQ = - (R, o« + Rfi c? +...+- R,,oX + C lï) 

détermine [l,e Partie, Chap. Jll, égalité (ι3)] la quantité de chaleur 
dégagée par le système tandis qu'il subit la modification réelle ou vir-
tuelle (δα, δβ, ..., δλ, oS). 

L'équation différentielle 

(4) H
a
 dv, lip d'6 —1~... h— R)_ d\ -f- C dz = ο 

représente, dans l'espace à η dimensions considéré, une famille 
d'espaces à (η — ι) dimensions (de lignes, dans J'espace à deux di-
mensions, de surfaces dans l'espace à trois dimensions). .Nous admet-
trons que, par tout point (y., β, ..., λ, S) de 1* espace à η dimen-
sions, il passe un et un seul de ces espaces à (η — i) dimensions; 
que, de plus, l'espace ainsi déterminé, qui passe par le point 
(α, β, ..., λ, £), se déplace else déforme d'une manière continue 
lorsque le point (a, β, ..., λ, ζ) se déplace d'une manière continue. 

Nous admettrons en outre qu'un espace à adiubatiques réversibles 
ne se ferme jamais sur lui-même comme une ligne fermée ou une sur-
face fermée, mais qu'il forme toujours un espace simplement con-
nexe, s'étendant jusqu'aux limites du champ des videurs des a, 
p, * · ' ? /vJ ·ν· 

Considérons une ligne quelconque tracée tout entière en l'un de 
ces espaces à (η — i) dimensions. Cette ligne représentera une suite 
continue d'états du système. En chacun de ces états (α, β, ..., Λ, Sr), 
supposons le système entouré de corps qui ont la même température 
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que lui et qui exercent sur lui des actions données par les égalités (i). 
Cette suite d'états sera une suite d'états d'équilibre. D'après l'hypo-
thèse indiquée au Chap. I, n°8, cette suite d'états d'équilibre consti-
tuera une modification réversible. Les égalités (3) et (4) montrent, 
que, pour tout élément de cette modification réversible, on aura 

clQ = o, 

en sorte que cette modification réversible sera adiabatique. Ainsi 
toute ligne tracée en entier en l'un des espaces à (η — ι) dimen-
sions définis par Γ équation (4) représente une modification adia-
batique réversible du système. Nous nommerons chacun des espaces 
à (n — i) dimensions définis par l'équation (4) un espace à adiaba-
liques réversibles. 

Prenons deux points, m et /2, dans l'espace à η dimensions consi-
déré; entre ces deux points, m et Λ, menons deuxlignes, l et V, telles 
que chacune d'elles n'ait pas plus d'un point commun avec un même 
espace à adiabatiques réversibles. Les propositions suivantes, évidentes 
géométriquement lorsque les espaces à adiabatiques réversibles sonl 
des lignes (/1 = 2) ou des surfaces (72 = 3), peuvent être énoncées 
d'une manière entièrement générale : 

L'espace à adiabatiques réversibles mené par un point a de la 
ligne l rencontre la ligne V en un et un seul point a'\ les deux points 
a et a' sont dits points correspondants. 

Si les trois points a\ b', c' de la ligne l' correspondent respective-
ment aux trois points a, />, c de la ligne /; si le point b est situé, sur 
la ligne /, entre les points a et c, le point b' est situé sur la ligne 
entre les points a' et c'. 

Si deux points b sont infiniment voisins sur la ligne /, leurs cor-
respondants a', b' sont infiniment voisins sur la ligne ί. 

Au point m sur la ligne l correspond le même point m sur îa 
ligne ΐ ; au point η sur la ligne l correspond le même point η sur la 
ligne 

Ce mode de correspondance entre les points de deux lignes va nous 
être utile dans la démonstration du théorème de Clausius, démon-
stration que nous allons maintenant aborder. 
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5. Démonstration du théorème de Clausius. — Une ligne quel-
conque, tracée clans l'espace à η dimensions considéré, représente une 
suite d'éLats du système; si, dans chacun de ces états, nous supposons 
le système entouré de corps à la même température que lui et exerçant 
sur lui des actions données par les égalités (i), chacun de ces états 
deviendra un état d'équilibre, el la suite de ces états sera une mo-
dification réversible. Ainsi, une ligne quelconque, tracée dans l'es-
pace des α, β, ..., λ, S-, représente toujours, d'une et d'une seule 
manière, une modification réversible du système. 

Nous allons étudier les propriétés de semblables transformations; 
mais nous supposerons provisoirement chacune des modifications ré-
versibles étudiées soumise à certaines restrictions que nous lèverons 
ensuite une à une : 

iw La ligne qui représente une des modifications réversibles étu-
diées ne présente aucune partie d'étendue finie tracée en entier dans 
un espace à adiabatiques réversibles; 

2° La ligne qui représente une des modifications réversibles étu-
diées ne rencontre jamais plus d'une fois un même espace à adiaba-
tiques réversibles. Celte dernière restriction suppose évidemment 
cette autre : la ligne considérée ne passe pas plus d'une fois par un 
même point. 

Considérons deux modifications réversibles /, /', soumises aux res-
trictions précédentes; toutes deux prennent le système dans le mémo 
état initial, représenté par le point m, et ramènent au même état 
final, représenté par le point n. 

Soient a
y
 h deux états infiniment voisins de la modification /, 

l'état h venant après l'état a lorsqu'on suit la modification l en allant 
de m vers n. Soient a', b' les deux états de la modification l' qui cor-
respondent respectivement aux deux états a, b. D'après ce que nous 
avons vu, les deux étals b' sont infiniment voisins sur la modifica-
tion l' et, lorsqu'on parcourt cette modification de//? en//., on ren-
contre l'état a' avant l'état b'. 

Soient S la température du système pris dans l'état a et 5'la tem-
pérature du système pris dans l'état a'. Soient dQ la quantité de cha-
leur dégagée par le système pendant qu'il subit la modification réver-
sible infiniment petite ab et dQ' la quantité de chaleur dégagée par le 
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système pendant qu'il subit la modification réversible infiniment 
petite a'b'. Nous allons nous proposer de démontrer que l'on a 

(5·) dQ __ dQ' 

Piir le point a, menons une ligne isotlicrmique jusqu'au point c ou 
clic rencontre l'espace à adiabaliques réversibles mené par le point b; 
en général, le point c sera infiniment voisin des deux points α et b. De 
même, par le point a', menons une ligne isothermique, jusqu'au 
point c' où clic rencontre l'espace à adiabatiques réversibles mené par 
le point ben général, le point c' sera infiniment voisin des points a' 
et b'. Nous supposerons réalisées, pour le moment, les hypothèses que 
nous venons d'indiquer, quitte à revenir plus tard au cas où elles ne le 
seraient pas. 

Joignons les deux points c, b par une ligne infiniment petite tracée 
en l'espace à adiabaliques réversibles auquel appartiennent ces deux 

' points; joignons de même les deux points c', b' par une ligne infini-
ment petite tracée en l'espace à adiabatiques réversibles auquel appar-
tiennent ces deux points. 

Les lignes ac, cb
0
 a'c', c'b' représentent chacune une modification 

réversible infiniment petite du système. 
Les deux modifications réversibles cù, c'b' sont adiabatiques; 

lorsque le système subit l'une quelconque d'entre elles, il dégage une 
quantité de chaleur égale à zéro. 

Soient Î/Q, la quantité de chaleur que le système dégage lorsqu'il 
décrit i'isolhermique réversible ac et dQ't la quantité de chaleur que 
le système dégage lorsqu'il décrit l'isothermique réversible c'a'. 

Considérons le cycle fermé et réversible abca\ lorsque le système 
décrit ce cycle, il dégage une quantité de chaleur (dQ — dQt); en 
appliquant l'égalité (16) (I** Partie, Chap. Ill) à chacun des éléments 
de ce cycle, nous trouverons sans peine l'égalité 

Ε (dQ — Î/Q,) = j"(Ada. -T- ΒΎΊΒ-Κ. .-L· L dk H-

l'intégrale s'étendant au cycle abca tout entier. 
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Soit (α,,β,, un des points de ce cycle; soient An 

B,, L,, Θ, les valeurs que prennent, en ce point, les fonctions A, 
B, ..L, Θ; nous pourrons écrire l'égalité précédente 

E(dQ — dQ, ) = A, Çdu 4- 11, f dfi 4-...-f- L^cTk 4-<d
t
Jd'z 

H- f [(A - AJcfa +(B - M,)dfp +-... 
+ (L - L,) A +(Θ ~ Θ,)ιΒ\. 

Mais, comme le cvcle est fermé, on a 

Çdu = o, fd$ = o, ..., yrfX = ο, j'dz = o. 

D'autre part, comme les quantités A, B, L, Θ varient par hy-
pothèse d'une manière continue avec la position du point (α, β,..., λ, Ξτ), 
les quantités 

(A-A,), (Β — B,), ..., (L-M, (Θ — Θ,) 

sont des quantités infiniment petites, au moins du même ordre que 
les dimensions du cycle. La quantité 

/KA - A, ) du. 4-(13 — B,)</{3 4- ... 4-(L — L, )d\ 4- (θ — Θ, ) dz | 

est donc un inlinimeul petit d'ordre supérieur aux dimensions du cycle, 
en sorLe que l'égalité précédente permet d'écrire 

(β) r/Q — dQt
 = o. 

Une démonstration analogue, appliquée au cycle a //c'a , donne 
l'égalité 

(?) c/Q'4- dQ\ = o. 

Faisons maintenant décrire au système : 
i° L'isothermique réversible <zc, relative à la température S; 
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20 L'adiabatique réversible cb\ 
3° L'adiabatique réversible bb'\ 
4° L'adiabatique réversible b'c 
5° L'isothermique réversible c'a', relative à la température S'; 
()° L'adiabatique réversible a'a. 
Le système aura décrit un cycle de Carnot réversible entre les tem-

pératures S et S'; à la température S, il aura dégagé une quantité de 
chaleur tZQ, ; à la température S', une quantité de cbaleur dQ] ; on 
aura donc [Chap. II, égalité (22 fo's)] 

F(S-) + F(3-) _ °-

En vertu des égalités (6) et (7), cette égalité fournit l'égalité (5), 
que nous voulions démontrer. 

Considérons successivement tous les éléments de la transforma-
tion /, en allant de m vers n; les éléments qui leur correspondent sur 
la transformation V décriront une et une seule fois la transformation /' 
en allant de ni' vers n. Pour chaque groupe d'éléments correspon-
dants, écrivons l'égalité analogue à l'égalité (5) et ajoutons membre 
à membre les résultats obtenus; nous trouverons l'égalité 

(8) J, F(S) J, F&)' 

qui nous conduit à énoncer la proposition suivante : 

Considérons toutes les modifications réversibles (soumises aux 
restrictions indiquées) qui conduisent le système de Celai m à 
l'étal η, ces deux étals étant quelconques; pour toutes ces modifica-
tions, l'intégrale 

J F(2r) 
a la me me valeurs 

Il s'agit maintenant de lever successivement les diverses restrictions 
que nous avons admises pour effectuer la démonstration précédente. 

Nous avons admis qu'en tout point a de la ligne l on pouvait mener 
une isolhermique rencontrant l'espace à adiabatiques réversibles mené 

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. III. 1893. 44 
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par le point 6, infiniment voisin du point a en un point c, qui soit 
lui-même infiniment voisin du point a. Cela revient à admettre, on le 
voit aisément, que la ligne isotlicrmique issue du point a n'est pas 
tangente au point a à l'espace à adiabatiques réversibles qui passe 
par ce point. Une hypothèse semblable a été faite pour tout pointa' 
de la ligne l'. 

En premier lieu, on voit aisément que, s'il existe soit sur la ligne /, 
soit sur la ligne soit sur toutes deux, un nombre limité de points 
isolés les uns des autres, pour lequel l'hypothèse précédente cesse 
d'être exacte, le théorème précédent ne sera certainement pas en dé-
faut. Il ne pourrait donc être en défaut que s'il existait sur Tune au 
moins de ces lignes, la ligne l par exemple, une portion d'étendue 
finie, la portion fgh, en tout point de laquelle Γisothermique réver-
sible serait tangente à l'espace à adiabatiques réversibles. 

Si de semblables conditions sont remplies pour la ligne fgh, deux 
cas sont à distinguer. 

Il est possible que, du point / au point h, on puisse mener des 
lignes fg'h infiniment voisines de la ligne fgh et qui échappent aux 
conditions précédentes. 

Il est possible au contraire que louis les points de la ligne fgh ap-
partiennent à un domaine D, tracé dans l'espace α, β-, ..., λ, 2r, cl: 
qu'en tout point de ce domaine l'isothermique réversible soit tan-
gente à l'espace à adiabatiques réversibles. 

Dans le premier cas, l'intégrale J étendue à la ligne ntfg'hn 

aura, d'après la démonstration précédente, la même valeur que l'inté-
grale de même forme étendue à la ligne /'. Sa valeur ne variera donc 
pas lorsque la ligne mfg'Jm variera d'une manière continue de ma-
nière à tendre vers la ligne mfghn ou /; or, dans ces conditions, celle 
intégrale tend certainement vers 

Λ K(3) 

On a donc encore dans ce cas 

Jt F(3) Jt F (Y)' 
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Seul, le second cles deux cas que nous venons de distinguer demeure 

exclu de nos recherches. 
Essayons de caractériser ce cas d'une manière plus précise. 
Une isothermique réversible satisfait à l'équation différentielle 

dè = o. 

Un espace à adiabaliques réversibles est défini par l'équation diffé-
rentielle 

(4) R
a
 + Rp i/p R), cfX +· C — o. 

Pour qu'en tout point (α, β, ..., λ, S) du domaine D une isolher-
tnique réversible quelconque soit tangente à l'espace à adiabaliques 
réversibles, il faut et il suffit que l'on ait, en tout point du domaine D, 

(o) R« = o, Rp = n, R).= o. 

Nous excluons donc provisoirement de nos recherches les sys-
tèmes qui vérifieraient les égalités (9) en Ions les points d'un do-
maine d'élenclue finie appartenant à l'espace des a, β, ..λ, 

Nous avons admis jusqu'ici (pic chacune des deux modifications/ 
cl /' ne rencontrait pas en plus d'un point un même espace à adiaba-
liques réversibles. Nous allons maintenant nous affranchir de cette 
restriction et admettre que chacune des deux modifications / et /'peut 
rencontrer un môme espace à adiabatiques réversibles en un nombre 
fini de points, isolés les uns des autres. 

Menons l'espace à adiabatiques réversibles Ε(ι/ζ) qui passe par le 
point ni et l'espace à adiabatiques réversibles Ε(«) qui passe par le 
point 11. Ces deux espaces à (η — 1) dimensions partagent l'espace 
à η dimensions en Irois régions; une de ces régions est comprise entre 
les espaces E(m)et E(/i); les deux autres sont extérieures. Si Ton 
mène la droite de manière à rencontrer le point m au point n, et si 
l'on suit cette droite de manière à rencontrer le point m plus tôt que 
le point /2, avant d'arriver au point m, on se trouve dans une région 
que je nommerai la première; au moment où l'on passe parle point /22, 
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on pénètre clans une région que je nommerai la deuxième; au mo-
ment où l'on passe par le point /i, on quitte cette seconde région pour 
pénétrer clans une région que je nommerai la troisième (1 ). 

Il peut arriver que la ligne l ait avec un espace à adiabatiques ré-
versibles E, autre que l'espace E(/u) ou l'espace E(/i), un point de 
rencontre ρ, sans traverser cet espace en ce point de rencontre. Si l'on 
mène deux espaces à adiabatiques réversibles infiniment voisins de 
l'espace E, et situés de part et d'autre de cet espace, l'un d'eux n'aura 
avec la ligne l aucune rencontre infiniment voisine du point p, tandis 
que l'autre aura avec la ligne l deux rencontres infiniment voisines du 
point ρ. 

Prenons sur la ligne l tous les points, analogues à p, où la ligne t 
vient rencontrer un espace à adiabatiques réversibles sans le traverser; 
prenons de même, sur la ligne tous les points où la ligne l' vient 
rencontrer un espace à adiabatiques réversibles sans le traverser. Par 
tous ces points, menons des espaces à adiabatiques réversibles. Joints 
aux espaces E (m) et E(/i), ils divisent l'espace en un certain nombre 
de sous-régions. 

Tous les espaces à adiabatkpics réversibles situés dans une même 
sous-région rencontrent la ligne l en un même nombre Ν de points et 
la ligne l en un même nombre N' de points. Si la sous-région consi-
dérée fait partie de la deuxième région, les deux nombres Ν et jY sont 
impairs; si la sous-région considérée est située dans la première ou 
dans la troisième région, Ν et sont pairs ou nuls. 

Considérons une sous-région comprise dans la deuxième région ; 
dans cette sous-région, menons un espace à adiabatiques réversibles E ; 
il rencontre La ligne l en (2/» -t-1) points; numérotons ces points dans 
l'ordre où les rencontre la ligne l allant du point m au point η; soient 
a

n aa,..., a2A, a*A+, ces points. Ce même espace à adiabatiques réver-
sibles rencontre la ligne /' en (2k'-h ι) points; numérotons ces points 
dans l'ordre où les rencontre la ligne /' allant du point ?n au point u; 
a'n a',, ..., ci'

2k
., d

tA
..
+

, ces points. 
Sur la ligne £, menée de m vers η, prenons un point b

t
 qui soit ren-

(') Au cas où les deux points m et η seraient sur un même espace à adiaba-
tiques réversibles, la première et la troisième région coïncideraient. 
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contré infiniment peu après le point a,, et qui se trouve ainsi dans la 
même sous-région que le point a

r
 Par ce point b

n
 menons un espace 

à adiakatiques réversibles F} d'après ce que nous avons supposé au 
sujet des espaces à adiabatiques réversibles, l'espace F sera partout 
infiniment voisin de l'espace E, sans jamais le rencontrer. L'espace F 
rencontrera la ligne en l en (2/1 -+- i) points b

2i
 b

2k
, b

2k+n
 res-

pectivement voisins des points α,, α3, ..a.
ik

, a»lk+{ ; il rencontrera la 
ligne Γ en (2 A'H- i)points b\, b[

x
, b'2k., b'u,

+
„ respectivement voisins 

des points α\,ά
2

, a
2k

., a
ik

.
+r 

Sur la ligne /, menée de m vers n> les points a,h bi sont rencontrés 
dans l'ordre suivant 

b
i2

 b
2

, Λο, #3, A
3

, b
ikl Q"iki &2k+ i ? b., /p

+1
, 

ce qui nous donne (2 k 4-1) modifications réversibles infiniment petites 
ayant leur ligne représentative entre les espaces Ε et F. Ces modifica-
tions sont 

b.t&*) •••5 b.i/ittvfi) ^•ik+\b.ik+i. 

Adoptons, pour ces modifications, les notations suivantes : 

Modification subie Température initiale Chaleur dégagée 
par le système. du système. par le système. 

atbx S"! t/Q, 
b2ci-2 3',.1 dQi 
chb

:i Stj dQ
:i 

..... .... ... 
b-2Jca2k 3?2 k 
aU'+\b2k+\ ^zk-hi 

Sur la ligne /', menée de m vers 71, les points a], b'. sont rencon-
trés dans l'ordre suivant 

a\y b,, b
2X

 <2.,, (2
3

, b,j, b
zk

., Ct
ik

,^ ttw+i 1 b
ik

,
+
,, 

ce qui nous donne (ϋ/c'-+-1) modifications réversibles infiniment pe-
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lites ayant leur ligne représentative entre les espaces F et F. Ces mo-
difications sont 

Al ^2 ̂ 2 ' ^3^3' ' ' ' 1 ' 

Adoptons, pour ces modifications, les notations suivantes : 

Modification subie Température initiale Clialeur dégagée 
par le système. du système. par le système. 

a\ b\ Sr', dQ\ 
fo\ a\ 2r', d(j'.x 

d\ a\ 2r', d(j'.x 
... ... ... 
t'U· aik" Ζik' ^^2/.' 
&ik+l fo±i -hl ^ik'+i 

Considérons les deux transformations aKbK et b+a.,. Lu raisonne-
ment analogue à celui qui nous a fourni l'égalité (5) nous donnera 
sans peine 

F(S.) F<S;') - ' 

De même, la considération des deux modifications αΛΰ3 el h ·, a 
nous donnera 

F(3r,)^F(&T) 

On continuera de même jusqu'à considérer les deux modifications 
"2Â~I ^2A-I cl b.,

k
a

îh
, qui donneront 

dQ»*-i dQtl- __ 

Scmblablement, on prouvera que Ton a 

àQ\ , JSi_ _ n 

F(%) F(^) 
? 

F(3,F(9„·) ~ ' 
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Enfin, la comparaison des modifications aaA+J b» A+1 et àik.^b'ÎÀ.+l donne 

féiralité 

dQî/i H- ι dQ'îk '-f-l ^ 

Ces diverses égalités permettent d'écrire 

F(^) P(&,) F(S2A.) F(&2A+,) 

_ dQ\ dQ\ dQdQ'3k.+i 

On peut écrire une égalité analogue pour tout sysitème formé par 
deux espaces à adiabatiques réversibles infiniment voisins tracés dans 
la sous-région considérée; on aura donc pour cette sous-région tout 
entière 

(io) Σ γ/Q γι f/Q' 

dans cette égalité, le premier signe^ s'étend à tous les éléments de la 

modification / qui sont situés dans la sous-région considérée et le 
second à tous les éléments de la modification l! situés dans la même 
sous-région. 

/V chaque sous-région comprise dans la deuxième région on peut 
appliquer un raisonnement semblable qui fournira une égalité ana-
logue, en sorte qu'on peut supposer l'égalité (ίο) étendue à la 
deuxième région tout entière. 

Considérons maintenant une sous-région comprise soit dans la pre-
mière, soit dans la troisième région; dans cette sous-région, menons 
un espace à adiabatiques réversibles J£; il rencontre la ligne / en 2 A* 
points; numérotons ces points dans l'ordre où on les rencontre sur la 
ligne l en allant du point m au point /*; soient a

n
 a,, .a

2A
-_

lr
 a.

2ft 

ces points. 
Sur la ligne l, menée de m vers /1, prenons un point bi qui soit 

rencontré infiniment peu après le point a
K
, et qui se trouve ainsi dans 

la même sous-région que le point par ce point b
n
 menons un 

espace à adiabatiques réversibles F ; d'après ce que nous avons sup-
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posé au sujet des espaces H adiabatiques réversibles, l'espace F sera 
partout infiniment voisin de l'espace Ε sans jamais le rencontrer. 
L'espace F rencontrera la ligne l en 2 k points b

t1
 h.

J3
 ..., Λ»

3Α
_,, b.

lk
, 

respectivement voisins des points a
n
 a

2
, ..., α2Α_η 

Sur la ligne les points ah bi sont rencontrés dans l'ordre suivant 

^ l j ^3> · · ·) tL'ih— lî ^ik—1> ^2Αί 

ce qui donne a/c modifications réversibles infiniment petites avant 
leur ligne représentative comprise entre les espaces Ε et F ; ces modi-
fications sont 

ci\bti b2(i.,j a 3 b3, ···, ^LA-I 

La.considération de ces modifications donne aisément les égalités 

F(â,) ^ F(*a) -

F<Sr,) F(Sr4) -

i"(^2A:-lj F(-2A:) ' 

qui donnent elles-mêmes l'égalité 

l'CS.) F(\) ί·'Γ=«) 

On peuL écrire une égalité analogue pour tout système formé par 
deux espaces à adiabatiques réversibles infiniment voisins tracés dans 
la sous-région considérée; on aura donc, pour cette sous-région tout 
entière 

00 Σ ί/Q 

le signe 2 setendant à tous les éléments de la modification l qui sont 

situés clans la sous-région considérée. 
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A chaque sous-région comprise dans la première ou dans la troi-
sième région on peut appliquer un raisonnement semblable qui four-
nira une égalité analogue, en sorte que l'égalité (ι i) peut être étendue 
à l'ensemble de la première et de la troisième région. 

On démontrerait de mcme l'égalité 

(n bis) Y-^- = o 

dans laquelle le signe^ s'étend à tous les éléments de la modifica-

tion l' qui sont situés dans la première ou dans la troisième région. 
Des égalités (ίο), (ι i) et (n bis), on déduit facilement l'égalité 

(8) Jt F(Sr) ~Jf F(SO* 

Il nous reste à lever une dernière restriction. 
Nous avons admis que ni la modification /, ni la modification ne 

contenait une portion d'étendue finie tracée en entier en un espace à 
adiabatiques réversibles. 

Supposons maintenant que la modification l présente certaines por-
tions d'étendue finie λ,, λ

2
, ..., tracées en entier sur les espaces à adia-

batiques réversibles E,, E
2

, ... ; que, de même, la modification /' pré-
sente certaines portions d'étendue finie V

{
, λ^, ..., tracées en entier 

sur les espaces à adiabatiques réversibles Ε',, Ε!,, — 
Pour toute modification adiabatique réversible, on a constamment 

dQ — o. 
On aura donc 

(.2) f -^L-o fi£L = o 

et pareillement 

(12 bis) 
X.FO')-0' XF(S'>~°' "·· 

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Faso. III, i8g3. 45 
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On pourra donc, sans modifier la valeur de et àe£ ̂ -^,γ 

retrancher delà modification l, les portions λ,, λ2, ..et de la modifi-

cation l\ les portions λ',, λ!,, .... Il suffira alors de faire figurer les 
espaces E,, E

2
, ... et les espaces Ε',, Ε!,, ..., au nombre de ceux c|Ui 

limitent les sous-régions, puis de reproduire les raisonnements précé-
dents, pour prouver que l'on a 

(t3) 2d F{¥) ~~ 2a ψ^-ry 

le premier signe^ s'étendant à tous ceux des éléments de la modifica-

tion l qui ne sont pas compris dans les portions λ
(
, λ

3
,et le second 

signe^ s'étendant à tous ceux des éléments de la modification /' qui 

ne sont pas compris dans les portions λ',, λ!,, 
L'ensemble des égalités (12), (12 bis) et (i3) fournit aisément 

l'égalité 

(»> R <IQ _ R RFQ' 

Cette égalité n'est donc plus soumise qu'aux restrictions indiquées 
au n° 1 et aussi à celle condition que l'on n'ait pas identiquement, 
en tous les points d'un domaine d'étendue finie faisant partie de 
l'espace des a, β, ..., λ, 2r, 

(9) R
e

 "— ο, Rp — ο, ..., R) — ο. 

4. Propriété des cycles réversibles. — Imaginons que la modifi-
cation réversible l ramène le système à son état initial; l'état η est 
alors identique à l'état /n; parmi les autres modifications réversibles l' 
susceptibles de conduire le système du même état initial au même état 
final, on peut ranger l'absence de toute modification ; dans ce cas, on 
a évidemment 

Je F(*;) ~ °" 
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L'égalité (8) nous fournit alors ce théorème célèbre de Clausius : 

Pour le cycle réversible, on a 

04) Γdq _ 

Supposons en particulier le cycle isothermique ; la température S 
demeurant constante le long du parcours du cycle, il en est de même 
de la fonction F(S) et l'égalité 04) peut s'écrire 

dQ = ο 

ou 

J(R
a

cly. -t- Rpdfl h R).e£X)= o. 

En vertu des égalités (2), cette égalité devient 

M , dü ,rj ÚC r> ■+■ -ÜT «■? + * • • + -V- “A <)3 r <)/. > 

— ψ J" (Αί/α -h 13 d$ -+-... -+- Lr/λ) = υ. 

Mais, pour un cycle isothermique, on a 

J (τ; d%Jr Ttdï*--ίΓιη = °-

L'égalité précédente devient donc 

05) j (À dv. -h 13 -t-... L (Γκ) = o. 

Lorsqu'un système parcourt un cycle isothermique réversible, les 
actions extérieures appliquées à ce système effectuent un travail 
total égal à zéro. 

Ce théorème est dû à M. J. Moutier; Clausius et M. J. Moutiér en 
ont fait un fréquent usage. On peut remarquer qu'il est exact même 
pour les systèmes pour lesquels les égalités (9) seraient vérifiées. 
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5. L'entropie. — L'égalité (8) peut s'énoncer de la manière sui-
vante, en désignant par R

a
, R^, Rx, C les coefficients calorifi-

ques du système en équilibre : 

L'intégrale curviligne 

J" (Παd% Hp Η-RxcD\ -l· C d-z) 

a une valeur qui dépend uniquement du point initial 

(®0t |^0? · · ·) ^0' **Ό) 
el du point final 

(a
t

, ̂ , ..., λ,, Β f ). 

On sait que ce théorème équivaut à celui-ci : 

Il existe une infinité de fonctions uniformes des variables a, 
β,..., λ, S, différant les uns des autres par une constantequi sont 
telles que l'on ail 

(.6) 

F(Sr)- dx ' 

Rp _ dS 

........ 

«λ àS 

C _____ dS 

S (a, β, ..., λ, S) désignant une quelconque de ces fonctions. 

Cette fonction a reçu de Clausius le nom à'entropie du système. 
Ce théorème peut encore s'énoncer en abrégé de la manière sui-

vante : 

Pour toute modification réversible infiniment petite, on a 

07) F(&) ~~ a 
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Si nous nous souvenons, i0 que les quantités 

Κα, Κβ, R)., C 

ne dépendent pas de celles des variables α, β, ..., λ, S, qui détermi-
nent la position absolue du système dans l'espace; 

2® Que, dans l'expression 

R
a
 6ol -+- Rp οβ -+-...-+- Κχ ολ -+- G Ov, 

celles des variations δα, δβ, -.δλ, δ£ qui déterminent seulement le 
changement de position absolue du système dans l'espace ne figurent 
pas; nous voyons sans peine que l'entropie ne dépend pas de la position 
absolue du système dans l'espace. 

6. Sur le cas réservé dans ce qui précède. — Revenons au cas où, 
en tous les points d'un domaine D faisant partie de l'espace des a, 
β, ..S, on aurait identiquement 

(9) Rj — o, Rp — o, <.., R), — ο 

et cherchons si les théorèmes précédents peuvent être encore appli-
qués dans ce cas. 

En premier lieu, il est évident qu'ils peuvent Têtre si l'on n'en-
visage que des modifications isothermiques du système; car alors on 
aura, pour toute modification réversible, 

dQ = o, 
et, partant, 

F(Sr) ~a^ 

en désignant par S une fonction quelconque de la température. 
Ce cas particulier est important, car c'est en réalité celui que l'on 

envisage dans la Mécanique rationnelle classique; en effet, dans 
l'exposé classique de la Mécanique rationnelle, on omet la notion de 
température (ce qui n'est admissible que si la température est sup-
posée invariable) et l'on omet aussi la notion de quantité de chaleur 
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dégagée par le système; ce qui n'est admissible que si les égalités (9) 
sont vérifiées. 

Dans ce cas, les égalités (2) et (9) donnent 

(.8) A = E^> B = A-.v', ···. I, = Ι'-ττ· 

C'est la forme qu'il convient d'attribuer dans ce cas aux conditions 
d'équilibre (1). Le produit EU représente ce que les mécaniciens 
appellent le potentiel, des forces intérieures. 

Mais ne supposons plus la température invariable. Nous allons 
prouver que, s'il existe un domaine D QÙ les égalités (9) soient véri-
fiées, pour qu'il existe une fonction S, uniforme et continue, des 
variables α, |3,..., \ S, telle que, dans tout le champ de ces varia-
bles, on puisse écrire 

(ifi) 

F<3?)~ û*' 

H β _ _ dS 

-

H). Î)S 

C âS 

il faut et il suffit que, dans tout le do/naine D, la capacité calo-
rifique C soit fonction de la seule température le. 

Si le domaine D n'occupe pas le champ entier des variables a, 
β, ..., λ, £r, c'est le seul cas où le théorème ne soit pas évident) on 
pourra toujours découper la partie de ce champ extérieure au do-
maine D en espaces simplement connexes ; à l'intérieur de chacun de ces 
espaces, les démonstrations précédentes s'appliqueront; elles permet-
tent d'écrire des égalités analogues aux égalités (16), lesquelles en-
traînent à leur tour des égalités du type 

Ο») d Γ R« 1 - d Γ ke 1 
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et des égalités du type 

(18 bis) ^LF(2rjJ- CJ*LF(20J' 

D'autre part, pour que dans le domaine D, où les égalités (9) sont 
vérifiées, on puisse écrire les égalités (18) et (18 bis), il faut et il suffit 
que la quantité 

dQ _ G r 

soit une différentielle totale et, partant, que la quantité C soit une 
fonction de la seule température S. 

D'ailleurs, le champ des variables α, β, . ,.,λ, £r, étant supposé 
simplement connexe, pour qu'il existe une fonction S, uniforme et 
continue, des variables α, β,..., λ, S, vérifiant les égalités (16), il faut 
et il suffit que les égalités (18) et (18 bis) soient vérifiées dans tout ce 
champ. 

Ainsi, si nous admettons que, dans tout domaine D où les éga-
lités (9) sont vérifiées, la capacité calorifique du système est fonc-
tion de la température seule, les théorèmes démontrés dans· le 
présent Chapitre seront soumis seulement aux restrictions énoncées 
au n° 1. . : r * 


