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Commentaire awr principes de la Thermodynamique (');

Par M. P. DUHEM.

DEUXIEME PARTIE.

LE PRINCIPE DE SADI CARNOT ET DE R. CLAUSIUS.

CHAPITRE L

LE CYCLE DE CARNOT ET LES MODIFICATIONS REVERSIBLES.

1. Les modifications virtuelles. — Revenons d’abord 4 la notion
de modification virtuelle pour la préciser mieux que nous ne l'avons
fait au cours de la premiére Partie.

Imaginons un systéme qui se trouve dans un état donné, ainsi que
les corps étrangers & ce systéme. On connaitra I'état de ce systéme,
son mouvement el les actions extérieures qui agissent sur lui, si 'on
connait les valeurs des paramétres

w, By ooy Ay @, b, . L
ct des quantités
dx B &\
dt’ &’ T dt

(*) Voir t. VIII, p. 26g.
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Pour connaitre les forces d’inertic qui agissent sur le systéme et
les coefficients calorifiques du systéme, il faut, cn outre, connaitre la
valeur de chacune des quantités

dz  d*B )
de’ de’ 7 der

Lorqu’on envisage non plus une modification réelle d'un systéme,
mais une modification virtuelle, I'ordre dans lequel se succédent les
divers élats du systéme n’existe que dans notre entendement et non
point dans le temps; les quantités a, f, ..., A ne peuvent plus étre
considérées comme des fonctions du temps. On ne peut donc plus
parler des quantités

dz  d3 ai.
di’ di’ 7 dt’
'z dtp d

@ d T aE

1l semble donc qu’il ne soit plus permis de parler de forces d'inertic
ou de coefficients calorifiques pour un systéme qui subit unc modifi-
cation virtuelle.

En réalité, on peut conserver & ces mots une significalion.

Dans les formules qui définissent les forces d’inertie et les coeffi-
cients calorifiques d’un systéme en voie de transformation réelle, rem-
placons les quantités

dx dj ).
ac’ do’ 7 d’
da 8 2.

d¢’ de’ 7 qi
par des grandeurs
Uy, ¢, ..., W,

’
u, ¢, ..., w

quelconques, assujetties seulement aux restrictions que la définition
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méme du systéme peut imposer aux (uantités

R

d’ do’ oode’
d*x &' ?).
de’ dr’ T e

nous aurons de nouvelles expressions qui représenteront, par défi-
nition, les forces d’inertie et les coefficients calorifiques du systéme au
cours d’'une modification virtuelle; nous pourrons alors parler du
tracail effectué par les forces d’inertie et de la quantité de cha-
leur dégagée par le systéme au cours d’une modification virtuelle.

Les quantités u,-¢, ..., w doivent varier d’'une maniére continuc au
cours de la transformation virtuelle; au contraire, les quantités o',
¢y ..., w' peuvent présenter des discontinuités.

. Des cycles. — liappelons la définition d'un cycle fermé, déja
m(hquce dans la prcmlcre Partie de ce travail (Ch‘lp. I, oo L.
Imaginons qu’un systéme parte d'un ¢tat initial défini par des va-
leurs
10’ 30' M 4 ~A()’ aﬂ’ I’O? e ,0

des paramétres
%, 137 vy Ayoay by o L

son mouvement initial est défini par les valeurs

Upyy Vg3 et Wy
des vitesses
u, ¢, ..., .

Ce systéme subit une séric de modifications réelles ou virtuelles
durant lesquelles les paramétres

' 2, B, ..0s Aoa, b o]
ct les vitesses

Uy ¢y ... W

varient d’une maniére continue.
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I parvient & un état final dans lequel les quantités variables

% By e heoay by . L, ou, e ... ow

ont des valeurs

. .
A Y P/ A S R 7P

Si les quantilés

Yy By e by oap by oo Lowy, e o @y
sont J'u.:pecliwnumt'égalcs aux quanlités

Zoy ,?’M ceer -,\n: agy by, ... [ Ugy Vgy ---. W,

on dit que le systeme a déerit un ¢yele fermé ou simplement un
eycle.

i Loutes les modifications qui composent un cycle sont des modifi-
cations reelles, le evele est lui-méme séel; si toutes les modifications
qui composent un eyele, ou sculement une partie dentre elles, sonmt
virtnelles, e eyele est lni-méme virtuel.

o. Un cycle réel peut se reproduire indéfiniment. — Clest ici le
lieu d’énoncer une hypothése qui joue un role fondamental dans la
constitution de la Theemodynamique

Ivvoruise. — Soit S un systeme et soit ¥ Uensemble des corps
dtrangers acesystéme. Imaginons deux intervalles de temps égau.r,
Uun compris entie les instants t, et (,, Uautre compris entre les
instants t, el (. Supposons les conditions suicantes réalisées :

1v En deus instants correspondants quelcongues des intercalles
(Lo, 8,) el (£, 1)), le systéme X est dans le méme état.

2° Aux instants ly et L, le systéeme S est dans le méme élal vt
animé des mémes vilesses.

Nous admeltrons que, dans ces conditions, en deus: instants cor-
respondanis quelconques des intervalles (t,,1,) et (£,,1,), le sys-
téme S est dans le méme élat.



COMMENTAIRE AUX PRIXCIPES DE LA THERMODYMNAMIQGE. 297

Cette hypothese peut s’énoncer sous une forme moins preclse peut-
étre, mais plus bréve, en disant que :

La modification subie par le systéme S dans Uintervalle de ternps
(t,, 1)) est déterminée si lon connail : 1° Uélat des corps exté-
rieurs X a tout instant de Uintervalle (1,,1,); 2° Uétat et les vitesses
du systéeme S a Uinstant t,.

Nous ajouterons qu’a 'instant 7, I'état des systémes X et S peut étre
défini seulement aux variables prés qui fixent la position absolue dans
I’espace de I'ensemble de ces deux systémes.

Considérons un cycle fermé réellement, décrit par le systeme S.
Pendant le parcours de ce cycle fermé, les corps extérieurs T ont
pass¢ par une suite d’états. A la fin de ce cycle, le systéme S a repris
le méme état et les mémes vitesses qu'au début. Lorsque ce cycle a
achevé d’étre décrit, faisons reprendre de nouveau aux corps X la suite
d’états par laquelle ils ont passé durant le parcours de ce cycle. Daprés
I'hypothése préeédente, le systeme S décrira de nouveau le cycle.

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Un cycle fermé réel peut étre indéfiniment reproduit identique
@ lui-méme POURVU QUE L’ON PUISSE DISPOSER ARBITRAIREMENT DES
CORPS EXTERIEURS AU SYSTEME.

4. Modifications adiabatiques, exothermiques, endothermiques.
— Considérons un systéme qui subit une modification infiniment
petite, réelle ou virtuelle, sous I'influence de certains autres systémes.
Par P’effet de cette transformation, le systéme dégage une quantité de
chaleur dQ); les forces d'inertie (I'® Partie, Chap. III, n°® 3) effec-
tuent un travail 4z. Si la quantité

(1) | dg =dQ — g d=

est égale & o, la modification infiniment petite considérée est dite
adiabatique.

Une modification finie est dite adiabatique si toutes les modifica-
tions infiniment petites qui la composent sont adiabatiques.
Journ. de Math. (4 série), tome 1X. — Fasc. Iif, s8¢3. 38
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Posons
(2) =0~

Q étant la quantité de chaleur dégagée dans une modification et = le
travail des forces d'inertie durant cette modification.

Nous donnerons 4 la quantité%le nom d’effet calorifique total dr
la modification.

Nous voyons sans peine que l'effet calorifique total d’une modifica-
tion adiabatique est toujours égal a o. La réciproque de cette propo-
sition n’est pas exacte. L’effet calorifique total d’unc modification
finie peut étre égal a o, sans que l'effet calorifique de chacune des
modifications élémentaires qui composent cette modification finie
soit égal & o, et, partant, sans que la modification finie soit adiaba-
tique.

Selon que I'effet calorifique total d’une modification sera positif,
nul ou négaiif, la modification sera dite exothermique, athermique
ou endothermigue.

Ce que nous venons de dire s’applique aussi bien aux modifications
virtuelles qu’aux modifications réelles; pour une modification réelle
infiniment petite, nous avons

dr =— d@,

€ étant la force vive du systéme. L'effet calorifique Lotal d’une modi-
fication finie et réelle est donc défini par I'égalité

(2 bis) Q=Q+é(@;—'¢o)’

€, étant la valeur de la force vive du systeme au début de la modifi-
cation et €, la valcur de la méme force vive a la fin de la modifica-
lion.

Considérons un cycle.

L’effet calorifique de chacune des modifications ¢lémentaires qui
constituent ce cycle est défini par I'égalité

dy=dQ - £ dr,
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qui peut encore s’écrire [ I Partie, Chap. III, Egalité (16)]
Edy = d& — EdU.

En intégrant cette égalité pour le cycle tout entier, et en remar-
quant que I'épergie interne U du systéme reprend, 4 la fin du cycle,
la méme valeur qu’au commencement, nous trouvons

(3) Ep =c¢.

Lefet calorifigue total &’un cycle fermé, réel ou viriuel, est
équivalent au travail total effectué, durant le parcours du cycle,
par toutes les actions extérieures qui agissent sur le sysiéme.

Ce théeréme nous sera utile au Chapitre suivant.

3. Modifications isothermigques. Cycle de Carnoi. — On peut
fort bien imaginer qu'un systéme, en chacun des états qu'il traverse
au cours d’une modification, ait, en tous ses points, la méme tempé-
rature £, lue sur un thermométre quelconque; cette température
peut d’ailleurs varier de 'un des états traversés dans cette modifica-
tion & I'étal suivant.

Lorsque la température est la méme non sculement en tous les
points du systéme pris dans chacun des états dont la suite constitue
une modification réelle ou virtuelle, mais encore dans tous les états de
cette suite, la modification cst dite isothermique.

Imaginons un cycle soumis aux conditions suivantes :

1® Ce cycle est composé¢ exclusivement de modifications adiaba-
tiques et de modifications isothermiques ;

2° Les modifications isothermiques qui figurent dans ce cycle sont
Loutes relatives 4 doux températures différentes, $ et &, & étant supé-
ricur a g.

Un tel cycle se nomme cycle de Carnot décrit enire les tempéra-
luresSet &

D’aprés celte définition, un cycle de Carnot peut étre réel ou vir-
tuel.
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Si un méme systtme décrit successivement plusieurs cycles de
Carnot, identiques ou non, mais entre les mémes températures <
et &, il est évident, d’aprés la définition précédente, que I'ensemble
de ces cycles peut étre regardé comme un cycle de Carnot unique,
décrit entre les températures S et $'.

Soient C,, C,, ..., C, ces cycles de Carnot successifs. Soit T' le
cycle de Carnot formé par leur ensemble.

Soient 9,, 92, ..., 2, l'effet calorifique total des modifications
produites a la température S dans chacun des cycles C,, C,, ..., C;;
soit y I'effet calorifique total des modifications produites 4 la tempé-
rature & dans le cycle T ,

Soient, de méme, 9,, 9., ..., 2, Veffet calorifique total des modi-
fications produites 4 la température 5 dans chacun des cycles C|,
C., ..., C,; soit 7' I'effet calorifique total des modifications produites
a la température &' dans le cycle T.

Nous aurons évidemment

1=ttt

(4) Y ,
L =2+ 2, +...4+ 2.

6. Modifications simultancées indépendantes. Généralisation du
cycle de Carnot. — Soit un sysiéme complexe o, formé par un cer-
tain systeme S et par des corps X étrangers a ce syst¢me. Ce sys-
ttme o est isolé dans I'espace. Pendant le temps compris entre les
instants 4, ,, le systéme S éprouve une certaine modification M.

Soit, de méme, un systéme complexe ¢’, formé par un certain sys-
teme ' ct par des corps ¥’ étrangers a ce systéme. Ce systéme o’ esl
isolé dans I’espace. Pendant le temps compris entre les instants ¢, £,
le systéme S’ éprouve une modification M’.

Supposons que ’on ait

Ly— =1, — 1,

Imaginons maintenant qu'd un instant quelconque 7,, on place,
dans P'espace, le systéme ¢ dans P'état et avec les vitesses qu'il présen-
tait 4 I'instant ¢,, le systéme o’ dans P'état et avec les vitesses qu'il pré-
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sentait 4 l'instant ¢,, ces deux systémes 6, ¢’ étant infiniment éloignés
Pun de I'autre.
Nous admettrons hypothése suivante :

Hyroruise. — Chacun des deux systémes ¢, ¢ se modifiera
comme 5’il était isolé dans Uespace.

~ Sil'on combine cette hypothése avec I'hypothése énoncée au n° 3,
on voit sans peine que, daas un intervalle de temps

T me=l— =1 —1,

le systéme S éprouvera précisément la modification M et le sys-
téme S' la modification M'.

Nous dirons alors que les modifications M et M’ sont effectuces
d’une maniére simultanée et indépendante.

On voit sans peine, en vertu des principes posés dans la premiére
Partie de ce travail, que la quantité de chaleur dégagée par le systéme
complexe (S, S’) pendant l'intervalle de temps (7,,7,) est la somme
de la quantité de chaleur dégagée par le systéme S subissant, en ’ab-
sence du syteme o', la modification M, et de la quantité de chaleur deé-
gagée par le systéme S’ subissant, en I'absence du systéme o, la modi-
fication M'. Des propositions analogues peuvent s’énoncer du travail
cflectué par les actions quele systéme (S, ') subit de la part des corps
étrangers (Z,X'); du travail des forces d'inertie appliquées au sys-
itme (S, §'); enfin de P'effet calorifique total de I'ensemble des deux
modifications M, M’ ’

Si deux cycles fermés C, C, sont décrits simultanément et d’une
maniére indépendante par deux systémes S et S, le systéme (S, S,)
décrit évidemment un cycle ferme.

- Supposons que les deux cycles C et G, soient deux cycles de Carnot
décrits entre les mémes températures 3 et ¥. Si I'isotherme décrite
par le systéme S 4 la lempérature 3 et I'isotherme décrite par le sys-
téme S, 4la méme température ¥ sont simultanées; si, de méme, les
isothermes que les systémes S et S, décrivent a la température & sont
simultanées, le systéme (8, S,), lui aussi, décrira un cycle de Carnot



302 P. DUHEM.

entre les températures 3 et <. En dehors de oe cas, le cycle fermé
décrit par le systéme (S, S,) ne sera pas, en général, un cycle de
(Carnot.

Néanmoins, par une extension du mot cycle de Carnot, nous con-
viendrons de dire qu’un systéme complexe (S, S,) décrit un cycle
de Carnot T entre les températures S et &', si les deux systémes
infiniment éloignés S, S,, dont il se compose, décrivent, entre les
mémes tempéralures S, ¥, deux cycles de Carnot simultanés et
indépendants C, C,. )

Soient 9, 2, les valeurs de I'cffet calorifique total des modifica-
tions décrites 4 la température & dans chacun des deux cycles C, C,.
Soient, de méme, 9, 3, les valeurs de I'effet calorifique total des mo-
difications décrites & la température & dans chacun des deux cycles
G, C,.

Par définition, nous dirons que la quantité
() L=+

est U'effet calorifique total des mnodifications produites & la tempéra-
ture 3 dans le cycle I'; et que la quantité

(5 bis) J =+,

est 'effet calorifique total des modifications produites & la tempéra-
ture & dans le eycle T,

Naturellement, lec nom de cycle de Carnot décrit entre les tempéra-
tures 9, ¥ s'étendrait également 4 ’ensemble de 7 cycles de Carnot
simultanés, indépendants, décrits entre les températures S et 3.

7. Des modifications qui sont une suile d’élats d’équilibre. —
Lorsqu'un systéme est en équilibre dans un certain état, il persiste
indéfiniment dans cet état, il ne se transforme pas, il semble donc
qu'on ne peut, sans contradiction, parler de modification réelle
formde par une suite &’étals d’équilibre; en réalité, on peut donner
4 ces mots un sens logique.

Un état du systéme est défini, rappelons-le, par la connaissance des



COMMENTAIRE AUX PRINCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE. 303

quantités

«, By ..., N\, @ b, ..

dx  dB . i
darc’ &’ U7 de

o

Considérons un systéme qui subit une transformation réelle. A un
inslant £ de cette transformation, ce systéme est dans un état bien dé-
terminé; les paramétres analogues 4 «, 8, ..., A, @, 5, ..., I, qui
définissent les propriétés des corps étrangers qui agissent sur le sys-
Lltme, ont également des valeurs bien déterminées. Imaginons qu’a
partir de I'instant £, on maintienne invariables ces derniéres valeurs,
en sorte que les propriétés des corps étrangers au systéme demeu-
rent indéfiniment ce gu’elles sont a instant t. Si, par suite de celle
opération, le systéme persiste, lui aussi, dans 'état qu’il présentait 4
P'instant ¢, nous dirons qu'a cet instant ¢, il était en équilibre sous
I’action des corps étrangers en présence desquels il se trouvait.

Or il scrait ¢videmment impossible que les valeurs prises par les
(uantités '

%y g, teey )\, a, [I, ooy l,
dr  df )
oI PRI <
a I'instant ¢ conviennent encore & ces quantités pour tout instant posié-
rieur & ¢, si 'on n’avait

di.

dz d
= —_— =0 =
dt

—_— =)
dt ’ dt !

Ainsi, pour qu’un certain étal d’un systéme qui subit une transfor-
mation réelle puisse étre dit état d’équilibre de- ce systéme, il est
nécessaire, mais non suffisant, que toutes les vitesses des diverspoints
du systéme soient nulles dans cet état.

De cetic proposition se conclut cette autre :

Considérons un systéme qui subit une modification réelle; peut-il
se faire que I'état présenté par ce systéme 4 chaque instant puisse étre
regardé comme susceptible de devenir un état d’équilibre du systéme
sous I'action des corps étrangers en présence desquels il se trouve, si
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ces derniers conservaient indéfiniment les propriétés qu'ils possédent
au méme instant? Pour cela, il est nécessaire, mais non suffisant, que
Pon ait, pendant toute la durée de cette modification,

dd_ dﬁ—o .o 5{5—0
=% A= oA T

ou, en d’autres termes,
0. = const., B = const., cny X = const.

Celte proposition peut s'énoncer abréviativement de la maniére
suivante :

Pour qu’une modification réelle soit une succession d’élats d’é-
quilibre, il est nécessaire, mais non suffisant, que tous les points
du systéme gardent une position invariable dans I’espace pendant
toute la durée de cetle modification.

Or est-il absurde d’admettre I'existence d’une modification durant
laquelle tous les points du systéme gardent une position invariable ?
Evidemment non; on est parfois amené, en Physique, 4 imaginer de
semblables modifications. Prenons, par exemple, un récipient renfer-
mant un mélange d’hydrogéne et de chlore; la combinaison se pro-
duit; une modification, un changement d’état a lieu; cependant, on
peut fort bien admettre que la mati¢re qui remplissait chacun des
éléments de volume du récipient au début de Ja combinaison est de-
meurce dans le méme élément de volume pendant toute la durée de la
modification.

Les réserves que nous venons de faire ne portent que sur les modifi-
cations 7éelles; au cours d’'une modification virtuelle, les valeurs de
2, B, ..., A, ne peuvent étre regardées comme des fonctions du temps,
en sorte que le raisonnement précédent ne s’applique plus. Il est bien
vrai que si une modification virtuelle est une suite d’états d’équilibre,
on doit avoir, pendant toute la modification,

u=o, v =o0, oy w=0;
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mais, comme on n'a pas

73 d3 .
U= —) = - ooy = —>
. dt

dt dt

ces ¢galités n’empéchent nullement les quantités «, §, ..., A, de
changer de valeur au cours d’une telle modification.

D’ailleurs, il est évident qu'une succession quelconque, mais con-
tinue, d’¢lals d’équilibre d’un systéme peut toujours étre envisagée
comme formant une modification virtuelle de ce systeme.

8. Des modifications réversibles. — Nous arrivons maintenant 4

I’une des notions les plus importantes et en méme temps les plus déli-
ates & définir de toute la Thermodynamique : la notion de transfor-
malion réversible.

Considérons, pour un méme systéme, deux transformations réelles
ou virtuelles S et S|, douces des propriélés suivantes :

1* Chacun des élats I de la transformation S correspond a unct un
scul ¢lat IS, de la transformation S, ;

2° Durant les transformations S el S, le systeme parcourt dans le
méme ordre les élals qui se correspondent; en particulier, I'état initial
de la transformation S correspond 4 Pétat initial de la transforma-
tion 8,; I'¢tat final de la transformalion S correspond & I'¢tal final de
la transformation S,

30 A deux états E, I, infiniment voisins en la modification S, cor-
respondent deux états E,, I/, infiniment voisins en la modification S, ;

4° Deux états correspondants E et £, présentent les propriétés sui-
vantes :

«. Les paramétres o, 8, ..., A\, a, b, ..., [, qui déterminent les
propriétés du systéme dans I'état I, sont infiniment voisins des para-
métres ey, Byy ooy Ayy @y byy ooy 4y, qui déterminent les propriéeés
du systtme dans I'état I%,.

%, Z——g, ‘o % (oau, ¢, ..., w), qui délcrminent
les vitesses réclles (ou virtuelles) du systéme dans 1'état K, different
day  dp, )y

infiniment peu des quantités —= —2 <+ 2 (ouu,, ¢y, ..., w,), qui

h. Les quantités

Journ. de Math. (4¢ stric), Lome [X. — Fasc. 111, 1893. 39
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déterminent les vilesses réclles (ou virtuelles) du systéme dans Pétat I,

c. Les quantités ?};; —‘l%g: “e %?— (ou ,¢',...,w'), quidétermi-
nent les aceélérations (réelles ou virtuelles) du systéme dans l'état E,
different infiniment peu des quantités %, %}Z«’, “e (g‘—),—' (ou uy,
€1y ---y %), qui déterminent les accélérations réelles (ou virtuelles)
du systéme dans I'état E,.

d. Les paramétres analogues a2, B, ..., A, a, b, ..., {, qui déter-
minent les propriétés des corps extéricurs agissant sur le systéme,
pendant qu’il se trouve dans I'état E, différent infiniment peu des pa-
ramélres analogues & o, §,, ..., A,, @, b,, ..., l,, qui déterminent
les propriétés des corps extérieurs agissant sur le systéme pendant
qu’il se trouve dans I'état E,.

De ces condilions relatives aux deux élals E et E,, il résulte que la
force vive, les actions extérieures, les forces d’inertie, les coefficients
calorifiques ont des valeurs infiniment peu différentes pour le sys-
teme pris dans I'étal E ou dans I’état E,. .

Les deux transformalions S et S,, dont nous venons de fixer les
propriétés, conslituent deux transformations infiniment voisines.
Nous donnerons le nom de transformation variable d’une maniére
continue & une suite de transformations dont chacune est infiniment
voisine de celle qui la précede et de celle qui la suit.

Soit X une transformation réelle ou virtuelle d'un systéme, cette
transformalion jouissanL des propriélés suivantes :

1° Dans chacun des élats qui la constituent, le sysléme est en équi-
libre sous 1’action des corps extérieurs en présence desquels il se
trouve;

2" Si la modification est virtuclle, les quantités «, ¢, ..., w et &/,
¢y ..., #', sont supposces nulles dans tout son parcours;

3> Soient (A)I'état initial et (B) 'état final de la transformation X;
de (A) 4 (B), on peat passer par une transformation variable d'unc
maniére continue, réalisable sous chacune de ses formes, ct ayant
pour forme limite la transformation réelle ou virtuelle X;

4° De (B) en (A), on peut passer par une transformation $ va-
riable d’une maniére continue, réalisable sous chacune de ses formes,
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et ayant pour forme limite la transformation réelle ow virtuelle que
I'on oblicnt en parcourant la suite d’¢tats d’équilibre X, en ordre in-
verse, de (B) en (A).

Une semblable transformation ¥ s¢ nomme une (ransformation
récersible.

Une transformation réversible est-elle réalisable? Une transforma-
tion réversible ¢tant une succession d’élats d’équilibre, nous savons
qu’il sera impossible de la réaliser, sauf peut-étre dans un cas parti-
culier que nous avons précisé au numéro précédent. Ainsi, en gé-
néral, une transformation réversible est une transformation pure-
ment virtuelle.

On pourrait méme se demander s'il est possible de constituer des
modifications virtuelles qui soient réversibles; 4 celte question, nous
répondrons en admettant hypothése suivante :

Hyrotuise FoxpaMENTALE. — [l exisie des systémes pour lesquels
toute modification, réelle ow virtuelle, qui est une suite continue
’étals d’équilibre, est une modification réversible.

Nots N'ETUDIERONS QUE LES SYSTEMES QUI JOUISSENT DE CEYTE PRO-
PRIETE. .

Il faut bien sc garder de croire que ces systémes-la existent seuls
dans la nature; il est aisé de prouver le contraire; les cycles d’Aysie-
resis magnélique, par excmple, sont des modifications non réversi-
bles, bien que ce soient des suites continues d’états d’équilibre.

Ltablissons quelques propriétés des modifications réversibles qui
nous seront utiles par la suite,

Si une modification réversible est réelle, comme elle est une succes-
sion d’états d’équilibre, on a, pendant toute la durée de cette modifi-
cation,

da d da
E:O, ¢—[t=0’ vy 22":—'0;

on a donc aussi

ds_ o dp . _
Z=% =% v g =
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Si une modification réversible est virtueile, par définition, on a, a
chaque instant,
u=o, ¢ =o, ciey W =0,

u=o, v =o, ceny w’ =o.

Ainsi, dans une modification récersible, réelle ou virtuelle, la
Sforce vive et les forces d’inertie sont constamment nulles.

Soient A, B, ..., L, &, #, ..., ¢ les actions extérieures auxquelles
le systéme est soumis pendant qu’il se trouve dans un des étals qui
_constituent la modification réversible X. Si le systéme parcourt cette
modification de I'état (A) a I'état (B), les actions extéricures effectue-
ront un travail

‘B)
0= (Alz+BB+. . +LA+adat+wibr...+g2).
(A)

Si le systéme parcourt la méme modification de (B) en (A). les
actions exLérieures effectueront un travail

A
G)’:f (Adz+Bef+...+Loh+ada+wsh+...+12).
iB)

Les deux intégrales sont prises le long do méme trajet X, en sorte

(que I'on a évidemment
O+6&=o.

Or, d’aprés Ia définition d’une transformation variable d’une ma-
ni¢re continue, le travail &, effectué par les actions extéricures pendant
que le systéme parcourt la modification réelle S, eonduite de I'état (A)
al'¢lat (B), a © pour limite lorsque la modification S tend vers la
modification réversible X; le travail &, effectué par les actions exté-
rieures pendant que le systéme parcourt la modification réelle S, con-
duite de I'état (B) al'état (A), a®' pour limite lorsque la modification
S’ tend vers la modification réversible T renversce.

Nous obtenons donc la proposition suivante :

S et S’ étant deusr modifications réelles variables d’une maniére
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conlinue, inverses Uune de Uautre, qui ont pour limite commune
une certaine modification réversible £, les iracaur ¢ et &, effectucs
par les actions extéricures pendant que le systéme subit ces modi-
fications, tendeni vers des limites égales et de signe contraire
lorsque les modifications S et §' tendent vers la modification X.

H suffit, dans le raisonnement précédent, de remplacer les actions
exiérieures

A, B, cocy ]J, GL, ﬁ’ ooy (
par les coefficients calorifiques
Ry, Reoe ..oy Ry, A, &, ..., &;

les mots : tracail des actions extérieures, par les mols : quantité de
chaleur dégagée par le systéme, pour obtenir la proposition sui-
vante :

Les quandités de chaleur Q et (), dégagées par le systéme pen-
dant qu’tl subit les modifications S et S, tendent vers des limites
égales el de signe contraire lorsque les modifications S et S ten-
dent vers la modification réversible X.

Nous Llerminerons ces généralités sur les modifications réversibles
par I'énonceé de deux hypothéses qui nous seront, par la suite, d’un
grand usage.

Presipe uyrotuise. — Si une transformation récersible X est
isothermique, clle peut Etre regardée comme la limite commune de
deur transformations S et S, inverses Uune de Uautre, variables
d’une maniére continue, constamment réelles et constamment iso-
thermiques. :

Secoxpe nypornise. — St une modification réversible ¥ est adia-
batique, elle peut étre regardée comme la limite commune de deus
transformations S et S', inverses Uune de Iautre, variables d’unc
maniére continue, constamment réelles et constamment adiaba-
ligues.
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CHAPITRE II.

LE THEOREME DE CARNOT ET LA TEMPERATURE ABSOLLUE.

1. Les hypothéses de Clausius et de Sir W. Thomson. — Soient
AB, .., LA, w, ..., ¢ les forces el les influences extérieures qui
agissent sur un systéme pris dans ’'un des états dont la suite constitue
un eycle de Carnot. Pendant une des modifications élémentaires

de, df, ..., di, da, db, ..., dl

en lesquelles le cycle peut se décomposer, ces actions eflectuent un
travail

de =Adz+Bd3 +...+ Ldr+ Ada+wdb+...+ gdl:

pendant le parcours du cycle entier, clles effecluent un travail
¢== [(Adz+Bdf+...+ Ldh+ \da +wdb+...+ ¢ dl),

I'intégrale s’étendant au cycle entier.

(e travail G peut étre positif, nul ou négatif.

Les cycles de Carnot pour lesquels & est nul et les cycles de Carnol
pour lesquels ¢ est négatif sont I'objet de deux hypothéses dont I'une
est due & Clausius et autre a Sir W. Thomson.

Hyvoruise ve Cravssvs. — Si wun systéme déerit un cycle de
Carnot séev entre les temperatures = et ' (5 étant supéricur a5);
si les actions exiérieures auxquelles ce systéme est soumis effec-
tuend, dans le parcours du cycle, un travail total égal a o, il 1'est
pas possible que la modification isothermique produite a la tempe-
rature S soil endothermique, ni que la modification isothermique

produite & la température ¥ soit exothermique.

Hyporuise pe Sin W. Tuousox. — Si un systéme décritun cycle
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de Carnot rier entre les températures S et ' (S étant supérieur
@ 2); si les actions extéricures auzxquelles le systéme est soumis
effectuent, dans le parcours du cycle, un travail total aégatif, il
est impossible que la modification isothermique produite a la tem-
perature = soit endothermigue.

Ce n’est pas ici le lieu d'indiquer de quelle maniére Claustus ct Sir
W. Thomson ont ¢té amenés & énoncer ces hypothéses, ni de rap-
peler les discussions soutenues par Clausius contre les physiciens qui
en niaient Pexactitude. Dans les Traités classiques de Thermodyna-
mique, on donne ordinairement ces deux hypothéses comme équiva-
lentes et comme égalenjent capables de servir de base 4 la démonstra-
tion de Carnol; pour nous, nous les regarderons comme distincles et
les emploicrons toutes deux dans notre expose.

2. Addition aus hypothéses de Clausius et de Sir W. Thomson.
— A ces deux hypothéses, nous allons faire une addition essentielle,
que nous énoncerons de la maniére suivante :

Hyporuise apprtionserrne. — Si un cyele de Carnot, décrit cutre
les tempiratures S et S' (3 élant supéricur ¢ 5), BST REEL ET N EST PAS
REVERSIBLE; 8/, dans le parcours de ce cycle, les aclions extéricures
effectuent un travail nul ou négatif, la modification isothermigue

produite & la température S ne peut pas étre athermigue.

Combinée avee les hypothéses de Clausius et de Sir W. Thomson,
cette hypotheése additionnelle fournit la proposition suivante :

Parmi tous les cycles de Carnot, décrits entre les températures =
el 3 (5 élant supéricur & =), qui sont REELS ET NON REVERSIBLES,
considérons ceux durantle parcours desquels les actions extérieures
effectuent un travail nul ow négalif; powr tous ces cycles, la modi-
Sication. isothermigue produite a la température S est cxother-
mique.

Les hypothéses que nous venons d’énoncer ne sont pas susceptibles
d’une vérification expérimentale directe. Combinées avec d’autres
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hypothéses, plus ou moins nombreuscs, elles forment le point de
déparl des théories dont les conséquences éloignées peuvent scules
étre soumises au contrdle de I'expérience. Une remarque analoguc

s'appliquerait d’ailleurs & presque toutes les hypothéses que l'on ren-
contre en Physique.

3. Diverses espéces de cycles de Carnot. — Prenons lous les
cycles de Carnot virtuels que I'on peut concevoir; parmi ces cycles,
cherchons i distinguer tous ceux dont les propri¢iés sont compatibles
d’une part avec le principe de la conservation de 'Encrgie, d’autre
parl avec les trois hypothéses que nous venons d'indiquer.

Parmi tous les cycles de Carnot ainsi distingués se trouveront assu-
rément tous ceux qui sont réalisables et non réversibles. Les pro-
pri¢iés qui appartiennent 4 tous les cycles ainsi distingués apparticn-
dront en particulier & tous les cycles réalisables et non réversibles.

Jusqu’a nouvel ordre, nous eccluons de nos recherches les cycles
de Carnot réels, non récersibles, décrits entre les températures =
el corre: lant & un travail positif des actions cxtévicures, e

1S, correspondant ¢ un travail positif des acti vlérieures, el
pour lesquels Ueflet thermigue produil @ la température = est égal
ao.

Soient toujours T ¢l 3’ les deux Lempératures entre lesquelles est
déerit un eycle de Carnot, =’ étant supéricur & 5. Soient 3 l'effet calo-
rifique tolal de la modification isothermique produite i la temp-
rature S el @ leflet calorifique lotal de la modification isother-
mique produite & la température . Les modifications, aulres que ces
deux-la, dont se compose le cycle sont adiabatiques, en sorte que
Peflet calorifique total du cycle se réduit a (2 + 27).

Les actions extéricures auxquelles le systéme est soumis effectuent,
pendant le parcours du cycle, un travail total €.

Le principe de Ja conservalion de I'Energie nous donne [ Chap. 1,
egalileé (3)]

(1) = E(2+)-

Y]



COMMENTAIRE AUNX DPRENCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE. 313

De 14, les propri¢iés suivantes :

10 Sile travail & est nul, les dewx quantiiés 3 el ' sond de signe
rontraire el de méme valeur absolue;

2° Sile travail € est positif, il y a awmoins I'une des deux quan-
lités 3 et 9 qui est positive, el, s'iln’y en a qu’une, elle est la plus
grande ea valeur absolue;

3o Si le trasail & est négatif, il y a au moins Uune des deux
quantités 3 el ' qui est négative, et, $'il W'y ena qgr'une, elle est la
plus grande en valeur absolue.

Ces propositions rcsultent de I'application aux cycles de Carnot
considérés du principe de la conservation de I'inergie.

Appliquons-leur maintenant les deux hypothéses de Clausius et de
Sir ' W. Thomson, ¢énoncées au n* 1, ct 'hypotheése additionnelle,
¢noncée au n° 2. Nous scrons conduit & la conclusion suivanlte :

Si le travail externe est nul ou négatif, la quanlité 9 est assurément
positive; si le Lravail externe est positif, la quantité 9 est positive ou
négalive, mais n'est assurément pas nulle.

De ces propositions il est aisé de conclure que tout cycle de Carnot
réalisable qui n’est pas uniquement une succession d'états d’équilibre
rentre dans 'une des catégories de la classification suivante :

1° Le travail & effectué par les actions extérieures est nul; 9 est po-
siLif; 9" esl négatif et égal & 9 en valeur absolue;

2° Le travail & effectué par les actions extéricures est négatif; 9 est
positif; 9" est négatif et supérieur & 9 en valeur absolue;

3° Le travail & cffectué par les actions exlérieures est posilif, trois
cas peuvent alors se distinguer :

a. 9 est posilif; 9’ cst positif ou nul;

b. 3 cst positif; 9 est négatif et inférieur 4 3 en valeur absolue;

¢. 9 estnégatif; 9 est positif et supérieur & 9 en valcur absolue.

Cetle classification est résumée dans le Tableau suivant :

Cycles de premier genre: €=o0.............. 2 >0 ¥<o
Cycles de deuxiémegenre: <o .............. 2>o0 <o
‘Espécea.... 2>0 2o
Cycles de troisiéme genre : >0 { Espéceb.... 9 >o 9 <o
| Espécec.... 9 <o >0

Journ. de Math. (4° scrie), lome IX. — Fasc, 11, 18¢3. /IO
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Proposons-nous maintcnant de comparer les valeurs que prend.
pour ces différents cycles, le rapport

o=+,

s
(2 + /) ¢lant nul pour les cycles de premier genre, négatif pour les
cycles de dengi¢me genre, positif pour les cycles de troisiéme genre,
ainsi que le montre I'¢équation (2), on voit que le rapport ¢ a, pour
les diverses calégories de cycles, le signe suivant :

Cycles de premiergenre .................... F=
Cycles de deuxiémegenve ................... <0
{ Espécea......... §>0
Cycles de troisicme genre { Fspéce b......... :>0
Espécec......... g<o

Théoreme de Carnot. — Llinspection du Tableau précédent
nous montre d'abord que le rapport ¢ est plus petit pour un cycle
quelconque de troisitme genre el d’espéce ¢ que pour un cycle quel-
conque de premier genre, ct aussi que pour un cycle quelconque de
troisitme genre et d'espéce @ ou d'espece b.

Nous allons démontrer maintenant que, s/ [on couw’dérv dewr
eycles de Carnot, décrits entre les mémes tempiératures = et = un
de troisiéme genre el d'espéce e, Uautre de devwricme genre, I
rapport g n (’sl assurément pas 1)/us; grand pour le premier que
pour le second, ces cyc]es ¢taml supposés, bien enlendu, soumis au
principe de la conservation de I'Energic ¢t aux trois hypothéses préce-
demment énoncées.

Une démonstration rigourcuse de ce théoréme exige que nous distin-
guions diflérents cas.

Soient C, le premier cycle 1 C, le second cycle. Soient T, T, les
durées de ces deux eycles; nous commencerons par distinguer deus
cas selon que les périodes T, T, sont ou ne sont pas commensurahles,

4\

1
1° Le rapport = est commensurable.
i
Nous poscrons

—
d
-
N

(F%S

(2)

-

= In
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&,y W, ctant deux nombres entiers que nous pouvons supposer pre-
miers enlre eux.

Soient &,, 2,, 2, #, les quantités analogues 4 &, 9, 9/, 5, qui cor-
respondent au cycle C, ; soient &,, 9., 9.,, . les quantités analogues
48, 9,9, p, qui correspondent au cycle C,. Nous savons que l'on a

¢, >o, 2.<o0, 2,>0,
€. <o, 2:>0, Q,;<"'

Nous distinguerons deux cas secondaires, selon que les quantités &,
el |&,|sont ou ne sonl pas commensurables.

lzl

A. Le rappori === est commensurable.

Nous poserons

I)' 7
] —— = —
( ) (! m;’
m,, m, Ctant deux nombres entiers que nous pouvons supposer pre-
micrs entre eux.
Posons

() [ Ny= g,

N, =m,p.,

Considérons N, cyclcs identiques au cycle C,, déerits simultané-
ment et d'une maniere indépendante. Leur ensemble formera un cycle
de Carnot umquc 0 dont la durée sera T,, qui sera décrit entre les
températures S et 3/, el pour lequel les quantités analogues a ¢, 9, 2’
auront les valeurs [ Chap. 1, égalités (5) et (5 bis)]

N,e,, N2, N2
Lecycle v, peut éire reproduit ., fois de suite (Chap. 1, n° 3).
Ces w, cycles y, successifs pourront étre considérés comme un cycle

de Carnot unique T',, décrit entre les températures S, &, de durée

(.5) . ®| = P".*Tn
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et pour lecuel les quantités analogues & &, 9, 2’ auront pour valeurs

e Ny &y $2N2,, N2

Considérons, d'autre part, N, cycles identiques au cycle C,, déerits
simultanément ct d’'une maniére indépendante. Leur ensemble for-
mera un cycle de Carnot unique v,, déerit entre les Lempéralures =
el Z, de durée T,, et pour lequel les quantités analoguesa &, 3, " au-
ront les valeurs

N.e,, Nu2s Nu2,.

22 eycle v, peut étre reproduit g, fois de suite. Ces ¢y cycles v,
aucccssifs pourront ¢lre considéx'és comine up cycle de Carnol unique
",, décrit entre les températures Z et ¥, de dm ce

(5 bis) 0,=u,T,,
et pour lequel les quantités analogues & &, 2, 2° auront pour valeurs
Uy N, Ty 1y xz{:a N2 2,

Les égalités (2), (5) et (5 bis) nous apprenment que La durée 0, du
cxvele Iy est égale 4 la durée 0, du cycle I',5 on peut done supposer
que L'on déerive ces deux eyeles simultanément et d’une maniére in-
dépendante. Leur ensemble formera un nouveau eyele de Carnol

réel Iy décrit entree les températures & et 77, ot pour lequel les quan-
tites analogues a4 &, », 2’ auront pour valeurs

¢ = (J’le(?l 4+ U, N, 7y,

2= e Ni 2 H e N 2

azi*za\,@.w:“zb'

En verta des égalités (4), ces égalités peuvent s'éerire

‘ T == Uy (I, 8y 4+ m,e,),
(0 2 = Uy (1,2, 4+ M, 2, )

2N

(1 Uy Uy (12,9 10,2 ).
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En vertu de égalité (3), la premiére des égalités (6) devient

@

= 0.

Le cyele T' est done un eycle réel, non réversible, de prensier
genre. D’aprés Phypothése de Clausius, indiquée au n® 1, et 'hypo-
thése complémentaire, énoncée an n° 2, la quantité 9 doit élre posi-
tive; en vertu de la deuxiéme égalité (6), cette derniére condition
devient

My, + M2, >0
ot hien ’

1R

m,

-

"

Mais on a, dCapres Pégalité (3),

m__ &
‘ m, | &
On a done
&, | &)
il > 22
ou hien
€, €,
{\l < Qz

D autee part, Pégalité (1) donne

& =LE(2,+2,),
e, =E(2,+2,)

{inégalité précédente devient donc

1+Q¢ Q.+ s
< 7
ol

(7) pi<pa
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G .
B. Le rapport -i-—ci'— est incommensurable.
41

Soienl m,, m, deux nombres enticrs, premiers entre cux. lels que
F'on ait

(8) 2 = :E’I — &
e €,

¢ élant une quantité positive gne I'on peut prendre aussi petite que
'on veut.

Construisons le cycle I' comme dans le cas précédent.

Nous aurons encore, pour ce cycle,

c = [J,’ !.L:(’)l:“’:| —+ llll Gg )’
(6) | 2 =tia(m22,+m,22),
¥ =thpa(my 4 m )
La premiére égalité (6), jointe a I'égalité (8), donue
= —em U,

¢ ¢tant négatif, le cycle I' est un cycle de Carnot récl, non récer-
sible, de deuxiéme genre. L'hypothése de Sir W. Thomson, énoncér
au v° 1, et hypothése additionnelle, énoncée au n® £, nous appren-
nent «ue la quantité 3 cst forcément positive, condition qui s éerit,
en vertu de la deuxiéme égalité (6),

m,2,+m2,>0

ou bhien

@
V
@[3

on a4 done

¢ est une quantité positive qui peut étre prise aussi petite que l'on
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veut. L'inégalité précédente exige donc que I'on ait

| &

2.

¢,

|

[LRVZ

ou bien
G <&,
2,72

1. ’égalité (1) donnant d’ailleurs

= E(Q_. + QI‘)’
2(22 + 2,),

on voit que on a
2i+21 <22+ 2
Ql = Qz

(111

WA

~

(.f’) P

2 Le /'appwt%.- est incommensurable.

Isaginons que le cycle C, soit I'une des formes d’un cycle de Car-
not 2,, variable d'unc maniére conlinue, toujours réel et constam-
ment décrit entre les tlempératures S et S5 ¢videmment, on a toujours
le droit de faire celle supposition.

Lorsque le cycle.2, varie d’unc maniére continue, sa durée T, de-
meare constante oo varie d’une maniére continue; évidemment, on
toujours le droit de choisir les variations du cycle €, de telle maniére
(que sa durée T, ne demeure pas conslante.

Lorsquc le cycle 2, varie d’une maniére continue, les quantilés ¢,
2., 2, varient d’'unc maniére continue; comme pour le cycle particu-
lier €, aucune de ces trois quantités n’est égale a zéro, nous pouvons
tougours limiter les variations du cycle 2,, de part et d’autre de Ia
forme C,, de telle sorte que nous ayons constamment

Gz<‘)a Q,ﬂ < 0y Q; <o.

Le cycle 2, sera alors constamment un cycele de second genre.
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De plus, tant que le eycle 2, variera d'une maniére continue, le rap-
port z, varicra d’'une maniére continue.

Or nous savons que, si Fon considére un des eveles 2, dont la
durée T, est commensurahle avec la darée T, du cyele C,, on aura

(1Y

F25%s-
Cr que nous venous de dire démontre que Pon aura, pour toutes les
formes du cycle 2,, et en particulier pour la forme C,,

(10) F2251-

Si donc on considére deur cyeles de Carnot, réels el non réver-
sz//‘IQ) tous dews: décrits entre les mémes lempératures, Uun de
premier genre ot d'espéce ¢, Uautre wappartenant pas au fi‘("ﬂ?ﬁ‘l
zenre et @ Uespéce o, le rapport ¢ relatif eu premier ext au plus

czal aw rapport ; relatif au second.
Ce théoréme peut encore s'énoncer de la maniére suivante :

Considérons lous les cycles de Carnot, réels ot non réversibles,
Jeerits entre les inémes températures =, 3.

Le rapport ¢ relatif a ceux qui sont de troisicme genre of d’es-
pece ¢ admet une limile supéricure A, esseaticllement négatice.

Le rapport z relalif a eeus qui ne sonlt pas de troisicme genre el
A espéce ¢ admet une limite inféricure A’ essenticllement nézatice.

On «

AZA.

C'esl la premiére forme du théoréme de Carnol. Lemploi des mo-
difications réversibles va nous permetire de donsier i ¢ce théorime une
forme plus précise.

3. Théoréme de Carnot (suite). Emploi des modifications réver-
sibles. — Nous allons désmontrer en premier lieu que

A=A,
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Deux lempératures 5 et ¥, cette derniére plus élevée que la pre-
miére, ¢tant données, imaginons que I'on puisse loujours (rouver-
un systéme admettant quatre modifications réversibles «qui jouissent
des propriétés suivantes :

La premiére est une modification réversible isothermique =,., cor-
respondant i la température 2 et conduisant le systéme de Pétat s &
Fétat 2.

La deuxiéme est une modification réversible adiabatique X,,, con-
duisant le systéme de I'état 2, oit il a la température =, a I'élat 3, ois
il a la température Z.

La troisicme est une modification réversible isothermique 5., cor-
respondant 4 la température < et conduisant le systéme de I'étal 3 a
I'état .

La quatriéme cst une modification réversible adiabatiqoe £,,, ra-
menant le systeme de 'état 4 a Pétat 1.
Nous aurons ainsi constitu¢ un cycle de Carnot réversible, déerit
entre les Llempératures S et 5.

iclativement a ce eycle, nous ferons encore I'hypothése suivante
1 est possible de le choisir de maniére que la modification X, ne
suil pas athermique.

Daprislane des deux hypothéses indiguées ala fin du Chap. I, n* 8,
il existe une modification isothermique réelle S,,, prenant le systéme
dans I'état 1 avec des vitesses égales & zéro, I'amenant a 'état 2 avee
des vitesses ¢gales 4 zéro, varjable d'une maniére continue ct avant
pour limite la modification X,,. Il existe de méme une modifica-
tion isothermique réelle S,,, prepant le systeme dans I'élat 2 avee
des vilesses égales a zéro, l'amenant al'état 5 avee des vilesses égales
i zéro, variable d’une maniére continue el avant pour limite la modi-
fication X,,.

Lla modification isothermique ¥;,, les modifications adiabatiques
X.2, Z;, donnent licu 4 des observations analogues.
L’ensemble des modifications

bl"r b'.’:l’ b!‘-’-’ S'

2 "

forme un cycle de Carnot réel, décrit entre les températures T et &,
Journ. de Math. (4* séric), tome IX. — Fasc. 11, 1843. 41
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vartable d'une maniére continue, ct ayant pour limite le eyele

v v v v
—y2)  mma3y  em3hy gy

De mée, Vensemble des modifications

Sasa Szza Szu bl

1

L)

forme un eyele de Carnot réel, déerit entre les Lempératures T et &7,
variable d"ane maniére continue, et ayant pour limite fe evcle
v v v v
~i39 -32) -249 bad BN
Soient 7,4, 7.4 Jes quantités de chaleur dégagées par les modifi-
A29 Ja4
cations réversibles Yoy X345 les mudlﬁc.luons Xy X5 dégageront

respectivement des quantités de chaleur 7, =—v,2, 71 =— /s
en sorte que, pour chacun des deux cycles

v v v oov v v
=g By w239 —3'1 d‘|) c ( iRy amnae a—n,, —",
Ja quantité analogue a ¢ ala méme valeur

VAL mal £XY

=%

/33

Soient 9 ,.. 23, les eflels thermiques des modifications S,,. S,,.
Pour le eyele (54,5 5.5, 554, S,4) Ja quantité analogue 4 ¢ a pour
valeur

Soient 2,,, 2,5 les elfets thermiques des madifications S,,, S,,.
Pour e eyele (8.5, 8,0, 5,0, 5,4), la quantité analogue a ¢ a pour
valeur
2 ?'2,$3

O

Par hypothise, Ja modification Z,, w'est pas athermique. Suppo-
sons, pour fixer les idées, y,, négatif. Les modifications S,, et 8,
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pourront étre prises assez voisines des modifications X, et X,; pour
(que 3,, ait le méme signe que 75, et que 2, ait le méme signe
(Jue 743 Nous aurons alors

23 <0, i3 >0,

en sorte que g, se rapportera certainement a un eycle de troisicme
genre et d’espéce ¢ el g, a un cycle qui n'est pas de troisieme genre ot
d"espice c.

Le théoréme démontré au numéro précédent nous donner:

< A > A
l::/\? i‘:‘:“\"

(3}

Mais, d’autre part, lorsque les deux eveles
(Si25 B35 B34y Sav) et (8455 Saay B2y By5)
tendent respectivement vers les eycles
(ZIZ’ DT ;.44) et (x.'.:n Y X, zl/.)’

lex deux rapports z, £, tendent vers la limite commune . Comme
les quantités A et A’ ne varient pas lorsque les températures 5 el 7/

sont maintenues invariables, cela ne peut avoir lieu que si 'on a
(10) A=A,

comme nous l'avions annoncc.

Nous voyons en oulre que, st uncycle de Carnol réversible est de-
erit entre les températures 5 et &' (5 élant supéricur a Z); si, de
plus, Uisothermique décrile & la température = n'est pas ather-
mique, le rapport v

=22
a, pour ce cycle, la valeur A. '

Que devient le rapport ¢ pour un cycle de Carnot réversible décrit
cenire les températures & et ¥, si Uisothermique relative i la tempé-
rature S est athermique?
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Désignons par (; cc cycle; nous avons, par hypothése,

Q=0

Soit C, un autre cycle de Carnot réversible, déerit entre Tes tempe-
ratures el 2, et pour lequel Pisothermique relative a la tempéra-
ture ¥ w'est pas athermique. Pour ce eycle, nous aurons, d'aprés la
proposition préeédente,

Les deux eveles C, el C, peuvent étre considérés comme virtuels,
On peul donc Loujours supposer qu'ils soient déerits simullanément
d'une maniére indépendante. Leur ensemble formera un nouveau
cycle de Carnot réversible déerit entre les températures 5 et 57, L'iso-
thermique décrite 4 la température = correspondra i un effet ther-
mique 2,, en sorle quelle ne sera pas athermique. Lisothermique deé-
crite ala Lmnp(‘ ratare S correspondra & un effet thermique (2, + 2)).
Dapres le théoréme précedent, on anra. pour ee evcle,

2,+2+2, A
P A

Cetle égalité ne sera compatible avee La précédente que si Fon a

P
,2”-—-0.

Dol celle pmposilion :

St un eycle de Carnot réversible est décrit eutre les (empératires
TetZ (T élamt sr/pr"r[ﬂa/' a2, et sila modification isothermique
décrite & la températare = est (/l/u'/ mtque, le 1mnodi f leation isother-

/m//ur' pr’ozlu/lr' ala l/'m[)/'/aw/'rl /'s'l anssi alher mu/u/'

Dauns ce cas, le rapport
X+
2
perd toul sens.
Nous allons démontrer maintenant que, pour aucun cycle réali-
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sable et non réversible décril entre les températures S el ', le rap-
port o e

5= Q; R
ne peat alleindre la valeur A.

La valeur A étant essenticllement négative, le rapport g ne pcut
atteindre la valeur A, 4 moins que le cycle n’appartienne soit au
deuxi¢me genre, soit au Llroisitme genre et 4 I'espéce c. Supposons
(que, pour un cycle C, (nous admettrons, pour fixer les idées, qu’il
soit de deaxiéme genre), on ait

2
on bien, puisque 'égalité (1) permet de remplacer (2, + 2) par E¢,,

(11) Ee, =A2,.

O

Nous avons vu que 'existence de cycles réversibles et réels n'élait
nullement absurde. Admettons donc que I'on ait constitué un cycle
de Carnot C,, réversible, réel, décrit entre les mémes tempéralures =,
= quele eyele Gy, et pour lequel la quantité &, ne soit pas égale & zéro.

La quantité &, sera, dés lors, positive ou négalive; nous pouvons
toujours la supposer posilive, car, st clle était négative, il suffirait de
réaliser le cercle réversible G, en sens contraire pour qu’elle devint
positive.

En faisant varier d’unc manic¢re conlinue le cycle de Carnot C,,
sans changer ni sa réversibililé, niles températures entre lesquelles il
est déerit, nous pourrons loujours I'amener i satisfaire aux conditions
suivantes :

1° La durée T, dua cycle C, et la durée T, du cycle C, sont com-
mensurables;

2° Les quantités |8, | cl ¢, sont commensurables.

Posons

(12) LU O = M

Uyy Wy ), T, Clant quatre nombres entiers.
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Aumoyen des cyeles C,, C,, constituons un eycle de Carnot I, de
la méme maniére qu'au n® 4. Pour ce cycle T, nous aurons

& =y o (Ma T, + M, E,),
(13) : =ty (m,2,+m,9,),
V= (M, +m2,).

.

La seconde égalité (12), joinle & la premicre ¢galité (13), montre
(que l'on a
€ =o.

Le cycle T est done un cycle de premier genre.

La quantité 9 , nc peut étre égale & zéro. En eflet, le cycle C, est
réversible; d’aprés une proposition démontrée Ltout 4 Fheure, la quan-
Lit¢ 9, nc pourrait étre ¢gale 4 zéro sans que la quantité 9, le =oil
¢galement ; 'égalité

&=L, +2.)

donnerait alors

contraivement & 'hypolhise faile.
l’uusque dans le cycle réversible C,, la quantité 3, n'est pas égale
a zéro, nous savons que I'on a

3 +6\’
Qzﬁ)__n — A
X2
ol bien
(14) Ee,=A3,.

Les égalités (11) et (14), joinles & la scconde égalité (13), mon-
trent que, dans le cycle T', on a

D=y (m»C + m,&,)=o.

Le cycle T serait donc un cycle de Carnot du premier genre, décrit
entre les températures & et ¥, dans lequel l'isothermique décerite 4 la
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température S scrait athermique. Mais, d’autre part, le cycle I' scrait
un cycle de Carnot réalisable et il ne secrait pas exclusivement com-
posé d’états d’¢quilibre, puisque le cycle C, n’est pas exclusivement
composé¢ d’¢tats d’équilibre. L'existence du cycle T est, dés lors, en
contradiction avec 'hypothése énoncée au n® 2. Admettant I'exacti-
tude de cette derniére hypothése, nous pouvons formuler la proposi-
Lion suivante :

Pour aucun cycle réalisable el non récersible, le rapport

2+

p= =

Q
ne peud atleindre la valeur A.

Réunissons mainicnant en un seul théoréme les diverses proposi-
tions démontrées au numéro préeédent et au présent numéro :

Soient S et 3’ deux tempéralures, 3’ élant supcrieur ¢ S. Il existe
une grandeur négalice A, qui dépend uniquement de ces deuc
lempératures S, $'y el qui jouit des propriéiés suivantes :

1° Pour tout cycle de Carnot réversible réalisable ou non, décrit
entre les lempératures S el &'y on a

(13) 9=Q——-——EQ=A;

2° Pour tout cycle de Carnot, décrit entre les températures 5
o

el ¥y qui est réalisable, non réversible, de troisiéme genre et
d’espéee ¢, on a

(16) p="-

O
A

4
ERRS

3° Pour tout cycle de Carnot, décrit entre les températures 5
vl &', qui est réalisable e non réversible, qut n’est pas de troisiéme
genre et d’espece ¢, on a

H

+

PO
2

(17) e= > A.

.
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De cet énonceé sont exclus :
1° Les cycles réalisables et non réversibles pour lesquels on a

t>o, =03
2° Les eycles réversibles pour lesquels on a
=05
pour ces derniers, on a ¢galement
) =0,

6. La tempcrature absolue. ~ La quantité A est une fonetion des

températures S, 55 ¢ludions plus profondément la nature de cette

fonction, ou plutot, de la fonction
(18) (5 T)=A—1.

Cette fonction, qui n’est définie que pour les valeurs de =7 supe-
ricures & 3, esl négalive ct supéricure & 1 en valeur absolue.

Moyennant I'égalité (18), 1'égalité et les inégalités (£3), (16) et (17)
peavent étre remplacées par 'égalité et les inégalités

(13 bis) :); — '.!/(,':, ),

(16 bis) _'\é_ <U(E, 3D,
oo '))'

{17 bis) > 1(5,9).

Soient 7, ', Z” trois températures, rangées par ordre de grandeur
croissante; nous allons nous proposer de trouver une relation entye

les trois quantités
dre o KNS N n
(S, %), V(=,5), 57
Considérons un cycle de Carnot réeersible déerit entre les tempé-
ratures S et $”. Ce cycle prend le corps &4 la température 57, dans
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I’état A”; par une transformation isothermicue, il 'améne 4 I'état B";
puis, par une transformation adiabatique, 4 1'état B, dont la tempéra-
ture est $; une nouvelle transformation isothermique, accomplie a la
température S, 'améne 4 I'état A; une nouvelle transformation adia-
batique le raméne 4 I'é¢tat A”.

Supposons que U'effet calorifique de la transformation BA, effet que
nous désignerons par 9 (BA), soit différent de zéro.

Nous aurons alors

n

(a) U = (% %),

in subissant Ja transformation BB le corps passe, au moins unc
fois, par la température ¥'; soit B’ un état ot il présente cette tempé-
rature. De méme, en subissant la transformation AA”, Ie corps passe,
au moins une fois, par la température &'; soit A” un état ou il présente
cette température. Relions les deux états A’, B', par une suite d'états
d’équilibre du systéme, ces états correspondant tous a la tempéra-

ture <, nous obtiendrons une modification isothermique réver-

sible, A’'1".
Le cycle A’B’BA A’ sera un cycle de Carnot réversible décrit entre
les températures $ et 5’5 comme 9 (BA) n’est pas nul, on aura

A'B") ,
(b) QQ((BA) {/ c’%)':

2(A'B’) n’est certainement pas nul, puisque ¢ (<, ') n'est pas nul.
Mais on a évidemment

(c) AA'B)+ 9 (B'A)=o.

2(B’A’) n’est donc pas nul. Dés lors, dans le cycle de Carnot réver-
sible A”B"B’A’A”, décrit entre les températures ' et 3” , ON aura

A// BI/ )
(d) S =& ),

Les égalités (a), (), (¢), (d) donnent
(19) §E& ) == U3, )Y, &),

Journ. de Math. (4 série), tome IX. — Fasc, 111, 18y3. 42
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C’est la relation que nous voulions obtenir.

La fonction $(£,%) n’a dc sens, jusqu'ici, qu'autant que S est
supérieur a 9.

Lorsque ¥’ tend vers S, par valeurs supéricures a S, 2 tend évi-
demment, dans un cycle de Carnot réversible, décrit entre les tem-
pératures & et ¥, vers la limite (— 2)); 4(5,5') tend donc vers — 1.
Nous conviendrons de poser

(~, o = —1T.
Lorsque ¥ sera inférieur i &, nous définirons (%, ') par I'égalité
L(> &) — !
‘?("’7"‘ )‘_ - 1(3"3)'

D’aprés ces définitions, P'équation fonctionnelle (19), établic en
supposant

-

(=X o
o~ ~

demecurera vraie, quels que soient $, &, Z”. De plus, on sera assuré
que la fonction (S, ') est continue pour toute valeur de T et de ='.

Prenons une température fixe, arbitraire d’ailleurs, =,. L’équation
fonctionnelle (19 ) nous donnera

La température S, étant fixe, {(5,, <) devient une fonclion de la
seule variable 53 posons
(20) F($) = — 14 (%0 5),
’ étant une constante.

L’équation précédente deviendra

-

L

(
(

)
)

!

(21) WS, ¥)=—

W

La fonction (S, <) est une fonction continue de 7, &'; lorsque £’
estsupérieur a S, elle est négative et supérieure 1 en valeur absolue.
La fonction F(&) posséde donc les propriétés suivantes :
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Elle est essentiellement positive ;

Elle varie d’'une maniére continue avec la température 5;

Elle croit toujours en méme temps que la température .

D’aprés ce que nous avons dit plus haut (I Partie, Chap. I, n° 6),
au lieu de prendre la quantité $ pour déterminer la température des
corps, on peut prendre la quantit¢ T =F (%), dont la valeur pour
chaque température ne dépend plus du choix du thermométre;
T porte le nom de température absolue.

Si I'on a adopté, pour représenter les températures, la tempéra-
ture absolue T, cas auquel on devra poser, dans toutes les formules
précédentes,

=T,
on devra aussi, dans toutes les formules, poser

FE)=F(T)=T
Si I'on se souvient que
"!’(%0’%ﬂ) =—1,

on voit que I'égalité ('20) donne
F(zo) == -j\-

La température absolue n’est donc pas enti¢rement déterminée;
4 une température arbitraire S, elle prend une valeur arbitraire .
Il cst d’usage de prendre pour température S, la température qui sert
de o a I'échelle centigrade et, pour A, lmverse d’une certaine con-
slante que I'on rencontre dans I'étude des gaz : le coefficient de dila-
lation des gaz parfails.

On sait que cctie définition de la température absolue a été
indiquée par Sir W. Thomson et exposée a plusieurs reprises par
M. G. Lippmann.

7. Enoncé définitif du théoréme de Carnot. — La détermination
de la fonction $($, &), fournie par I'égalité (21), va nous permettre
de donner au théoréme de Carnot une forme nouvelle ct définitive.
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Excluons d’abord :

1° Les cycles de Carnot réversibles, décrits entre les tempéra-
tures S et ¥, dans lesquels la modification produite & la température &
est athermique;

2° Les cycles de Carnot réalisables, non réversibles, de troisiéme
genre, décrits entre les températures S et &, pour lesquels la modifi-
cation produite 4 la température 3 est athermique.

Pour les cycles reéversibles, réalisables ou non, les égalités
(15 bis) et (21) donnent

. 2_' _ F(3')

et, puisque 9 est différent de zéro,

2 2 _
FOTFE T

Pour les cycles réalisables, non réversibles, de troisiéme genrc
et d’espéce c, Yinégalité (16 bis) et I'égalité (21) donnent

Mais, dans ce cas, la quantité  est négative; on a donc

2
F&) F(Sr') > 0

Pour les autres cycles non réversibles, 'inégalité (17 bis), jointe
i 'égalité (21), donne

_F(3)
F > T

7" I(U

Dans tous ces cycles, la quantité 2 est positive; on a donc encore

2 ¥
5 TFEH) -~

Revenons maintenant aux deux classes que nous avons exclues.
Pour tout cycle de la premiére classe, nous savons que I'on a non
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seulement 2 = o, mais encore 3 =o; nous pouvons donc encore
¢crire
? ¥

FytrEey = &

Pour tout cycle de la seconde classe, nous avons

2=o, € >o.
L’¢galité (1), quise réduit icia
¢ =E9/,

nous donne alors

9 >o0.
Nous pouvons donc écrire, pour tout cycle de celte classe,

2 . 2
Fo) T FE)

En réunissant tous les résultats que nous venons d’obtenir, nous
pouvons énoncer, sous la forme générale que voici, le THEoRENE DE
Canvor :

1° Pour tout cycle de Carnot récersible, réalisable ou non, dé-
crit entre les tempéralures S et$', on &
2 2
22 o =en —O.
(>2) & * e
2° Pour tout cycle de Carnot réel et non reversible, décrit entre
lgs températures S et 5, on a

(23) 1‘7?5—5+?-(—9*—)'>0.

On peut mettre ces énoncés sous une forme un peun plus explicite
en revenant a la définition de I'effet calorifique total d’une modifica-
tion ou d’un ensemble de modifications.
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Soit Q la somme des quantités de chaleur dégagées par le systéme
durant cet ensemble de modifications; si ces modifications sont réver-~
sibles, nous avons

Q,=Q,

ce qui permet de remplacer I'égalité (22) par I'égalité

(22 bis) L Y

Si les modifications considérées sont réclles el non réversibles, dé-
signons par [@] la somme des accroissements que la force vive du
systéme a subis durant ces modifications; nous aurons

Ey =EQ +[€],
ce qui nous permettra de remplacer I'inégalité (23) par I'inégalit¢

(23 bis) R T

Ces divers énoncés ne souffrent plus d’exception.

CHAPITRE III.

L’ENTROPIE ET LE THEOREME DE CLAUSIUS.

1. Conditions et hypothéses. — Le théoréme de Carnot a éLé, on
le sait, généralisé par R. Clausius. Toutefois, cetle généralisation
n'est légitime que moyennant un certain nombre de conditions el
d’hypothéses, dont les unes porlent sur le systéme étudié, les autres
sur les modifications que subit ce systéme.

Il ne nous sera pas ulile, dans ce Chapitre, de distinguer, parmi les
paramétres qui définissent I'état du systéme, ceux que nous avons
désignés par les lettres a, D, ..., [ de ceux que nous avons désignés
par les letires «, B, ..., A. Par contre, il nous sera nécessaire de
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mettre particuliérement en évidence, parmi les paramétres qui défi-
nissent 'état du systéme, la température 5. Nous supposerons d’ail-
leurs que eette derniére a la méme valeur en tous les points du
systéme. Ainsi I'état du systéme sera défini par les n paramétres

@ B, ..., A S

Le systéme que nous allons étudier ne sera pas soumis seulement &
cette restriction d’avoir, en chacun de ses états, la méme température
en tous ses points, cette température pouvant d'ailleurs varier d'un
état & autre. Nous le supposerons encore soumis 4 deux autres res-
trictions fondamentales :

Premiire rEstricTiON. — Soil un élat quelconque du systéme,
défini par des valeurs

G -
Uy Py ey Ay S

des paramétres variables; nous admetirons que Uon puisse tou-
jours trouser, au moins d’unec maniére, un systéme de corps
élrangers, tous portés ¢ la tempéralure 5, et tels que le systéme
considéré, demeure indéfiniment en équilibre dans état a, B, ...,
n, S st on le soumnel & Uaction de ces corps éirangers, mainteius
incariables et si on le prend acec un ensemble de vitesses initiales
égales a séro,

L’énoncé de celte restriction ne constitue pas une vaine précaution.
On rencontre souvent, cn Physique, des systémes qui n’y sont pas
soumis et auxquels, par conséquent, les considérations quivont suivre
ne sont pas applicables. Citons-en quelques exemples :

1* Un corps conducteur est traversé par des courants ¢lectriques.
Parmi les paramétres variables qui déterminent Iétat de ce conduc-
teur figurent :

Les composantes z, ¢, w du flux électrique en chaque point (x,y, =)
du conducteur; '

La densité solide p de I'électricité en chaque point de la masse du
conducteur;
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Ia densité superficielle o de I'électricité en chaque point des sur-
faces de discontinuité qui partagent le conducteur ou qui le limitent.

Peut-on, en faisant agir des corps extérieurs convenablement choi-
sis, maintenir le conducteur dont il s'agit en équilibre, de telle sorte
que les variables que nous venons d'énumérer aient Loutes des valeurs
indépendantes du temps? Cela ne sera pas possible, si I'on n’a pas, en
tout point de la masse du conducteur, la relation

du 0(; ¥ 134
(1) ety TE

_'—_“()’

et, en tout point d’une surface de discontinuité dont la normale pré-
sente les deux orientations N,, N,,

() u, cos(N,, x) + ¢, cos(N,, ) +w, cos(N,, z)
2 : .
: + uycos(N,, ) + ¢, cos(N,,y) + w, cos(N,, ) = o.

En effet, si ces deux relations ne sont pas vérifices, les paramétres p
et ¢ varieront forcément avec le temps 7, en vertu des ¢galités géné-
rales

du  O¢ o 0
dJ:+ v —t— ()-a - aza
u, cos(N,, ) + ¢, COS(NH}/)'*'W' COS(N":)
+ u, cos(N,, x) + 0, cos(N,, ¥) + w, cos(N,, 3 “"%%'

Les relations (1) et (2) caractérisant les courants que I'on nomme
uniformes, on voit que I'on peut énoncer la proposition suivante, qui
a de graves conséquences en L]ectrod) namique (') :

Un systéme de courants non uniformes ne satisfait pas a la res-
triction précédente.,

2° Une chaine fermée, parcourue par un courant uniforme, ren-
ferme un conducteur électrolytique. Parmi les variables o, 8, ..., %, 5
qui définissent I'état de ce systéme, figurent l'intensité du courant et

(') P. Dungm, Legons sur I’ Electricité et le Magnétisme, 1, Wi, p. 221.
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les variables qui déterminent I’état chimique du systéme; or, en vertu
de la définition des électrolytes, connue sous le nom de loi de Fara-
day, un électrolyte traversé par un courant éprouve, pendant chaque
intervalle de temps, un changement chimicjue proportionnel en gran-
deur & cet intervalle de temps ct a Pintensité du courant. Il serait
donc contradictoire d'imaginer des corps extéricurs dont Iaction
mainticndrait le systéme en équilibre, et, partant, rendrait invaria-
bles & la fois I'intensité du courant et I’état chimique de la chaine.
Ainsi, une chalne parcourue par des courants méme uniformes ne
satisfait pas 4 la restriction précédente si elle renferme des électro-
lytes; cette conelusion cst importante cn Electrodynamique (').

L’hypothése restrictive précédente entraine un corollaire remar-
(quable :

Conovratre. — D’un état quelconque (2,8, ..., %, S) du systéme
a un aulre étal quelcongue (o', 3, ...,N,S') on peul loujours
passer par wne infindté de modifications réversibles.

En clfet, entre les deux états (e, 8, ..., A, S)et (o, %, ..., N, 5),
on peul toujours, d'une infinité dc maniéres, ranger une suite conti-
nue d’élats du systéme; au moyen de corps extéricurs convenablement
choisis, ces élals peuvent éure transformés en états d’équilibre ; cha-
cune des suites, constiluées comme nous venons de U'indiquer, forme
alors unc suile continue d’états d’équilibre, ou bien, en vertu d’unc
hypothése indiquée au Chap. I, n® 8, une modification réversible.

Secoxpe rEsTRICTION. — Imaginons qu'a partic d’un certain état
(2,8, ...,%,%) du sysléme, on lui impose une modification virtuelle

Oz

b D N AT
/] -~
%, 6@, ..., oh, 0%

l.es actions des corps extéricurs qui le maintiendraient en équilibre
en Pétat (2,8, ..., %, ) effcctuent un travail virtuel

Afxr + BG83 + ... + Léh 4- 035,

(") P. Donex, Legons sur UElectricité et le Magnétisme, 1. 111, p. 220.
Jowrn, de Math. (4 série), tome IX. — Fase. 111, 18g3. /|3
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Nous admettrons que les quantités A, B, ..., L, 0 sont des fouc-
tions finies, uniformes et continues des paramétresa, B, ..., A, .

Non plus que la précédente, cette restriction n’est inutile & énon-
cer, car il n'est nullement évident que tous les systemes éludics cn
Physique y soient soumis. En particulier, M. Marcel Brillouin (') a
donné des déformations permanentes une théorie qui suppose les quan-
tités A, B, ..., L, O, fonclions continues, mais non uniformes, des
variables «, B, ..., A, 5.

Nous ajouterons I’hypothése suivante & celle que nous venons d’'é-
noncer :

Le tracail virtuel des actions qu'il faut appliquer & un systéme
donné pour le maintenir en équilibre ne dépend pas de le position
absoluc que le sysiéme occupe dans Uespace ni de la variation de
celle position.

Il résulte en premier lieu de cette hypothése que les quantités A,
B, ..., L, ® ne dépendent pas de celles des variables 2, 8, ..., &, 5,
qui fixent dans I'espace la position absolue du systéme.

1l en résulte, en sccond licu, que celles des variations virtuelles ¢z

? ? b
e e\, 85 qui corr 1 ¢ variables fixant 1 ition al
6P, .- +y OAy 03 quL correspondent aux variables 1xant la position ah-
solue du systetme dans I'espace ne figurent pas dans la somme

Acx+ BB +.. .+ Ler+ 035
e coefficient de chacune d’elles st identliquement nul.

2. Coefficients calorifiques du systéme en équilibre. — Pour
expliquer commodément ce qui va suivre, nous emploierons le lan-
gage de la Géomeétric 4 n dimensions, n ¢tant le nombre des para-
métres o, B, ..., A, 7, qui définissent I'¢tat du sysieme. Les énoneés
auxquels nous par'vlendl‘ons pourront toujours étre représentés par
des figures planes s’il n’y a qu’un seul paramétre tel que o, B, ..., %,
et par des figures dans U'espace s'il y en a deux.

(') Marcer BriLrouN, Déformations permanentes et Thermodynamique
(Comples rendus, 6, 13, 20 et 27 février 1888).
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Un état du systéme, correspondant & un syst¢me de valeurs des
coordonndes a, 8, ..., A, $, serareprésenté par un poindans 'espace
4 n dimensions. Une modification, correspondant i une série linéaire
de valeurs de e, 8, ..., A, &, scra représentée par une ligne.

Le systéme étant pris dans un état déterminé (a, 8, ..., A, $) les
actions A, B, ..., L, ® qui Ie peuvent maintenir en équilibre dans cet
¢lat sont, par hypothese, des fonctions uniformes et continues des
vaviables «, 8, ..., %, S.

A ::fa(:x, p, ooy 7\, %),

L =f1(°ﬁ,p, "-’7‘,S>7
0 =f:,(oz,$,...,7\,9).

Ces ¢quations (1) sont les cquations d’équilibre du systéme; ces
équations seront dites cornues lorsqu’on connaitra la forme des
n fonctions a, 8, ..., X, 5.

Soit U la fonclion uniforme ¢t continue de o, 8, ..., A, $, qui
représente I'énergie intlerne du systéme. Posons

R,=2% 22,
m=%~%

(2) [ revereneeeeeenn ,
e of
c-n 2

Les o quantités Ry, Rg, ..., Ry, C définies par ces équations seront
des fonclions uniformes de «, 8, ..., &, 5. Ce seront [I* Partic,
Chap. ILI, égalités (12) ct (12 bis)] les coefficients calorifigues du
systéme en équilibre. Parmi ces paramétres, il en est un qui sc dis-
linguera des autres par des propriétés particuliéres;.c'est le coeffi-
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cient C; nous le nommerons la capac:le calorifique du systéme, re-
lative aur variables e, 8, ..., &, S.

Comme la ¢uantité¢ U d'une part (I'® Partic, Chap. 11, n° 2,
dixi¢me convention) ct les quantités A, B, ..., L, @ d’autre part
(ce Chapitre, n° 1), les quantités R,, Rg, ..., R, C, ne dépendent pas
de celles des variables 2, 8, ..., A, £, qui fixent la position absolue du
systtme dans I'espace. De plus, ccux des coefficients calorifiques qui
multiplieraicnt dans U'expression de d(QQ, les variations de ces der-
ni¢res variables sont ulcnhqucmcnl nuls..

I’¢qquation

(3) dQ=—(R,8z +Rge3+...+ Ry oh + C2S

détermince [1'¢ Partie, Chap. I11, égalité (13)] la quantité de chaleur
dégagée par le systeme tandis qu'il subit la modification réelle ou vir-
1ucl|c (Sx, 2B, ..., Oh, 82).

L’¢quation différentielle

(4) Rodn +Ryd3 +...+ Rydh + Cd3 =

représente, dans l'espace 4 2 dimensions considéré, une famille
d’espaces & (# — 1) dimensions (de lignes, dans 'espace & dcux di-
mensions, de surfaces dans 'espace 4 trois dimensions). Nous admel-
irons que, par loul point (%, 8, ..., A, ) de Uespace & n dimen-
stons, il passe un et un seul de ces espaces ¢ (n — 1) dimensions;
que, de plus, Uespace ainsi déterminé, qui passe par le point
(2,8, ..y hy 2), se déplace el se diéforme d’une manicre continue
lorsque le point (=, 3, ..., &, T)se déplace &’ une maniére continue.

Nous admelirons en oulre quun espace & adiabatiques réversibles
ne se ferme jamais sur lui-méme come une ligne fermcée ou une sur-
face fermée, mais qu'il forme Lonjours un cspace simplement con-
nexe, s’étendant jusqu'anx limites du champ des valeurs des 2,
By vovy Ay 3

Considérons une ligne quelconcque tracée tout enti¢re en Pun de
ces espaces & (2 — 1) dimensions. Cette ligne représentera une suile
continue d’étals du systéme. En chacun de ces états (2,8, ..., A, T),
supposons lc systéme entouré de corps qui ont la méme température



COMMENTAIRE AUX PRINCIPES DE LA THERMODYNAMIQUE. 3/‘[

que lui et qui exercent sur lui des actions données par les égalités (1).
Cette suite d’Ctats sera une suite d’états d’équilibre. D'aprés Phypo-
thése indiquée au Chap. 1, n®8, cetle suite d’états d’équilibre consti-
tucra unc modification réversible. Les ¢égalités (3) et (4) montrent
que, pour tout élément de celte modification réversible, on aura

(lQ = 0,

en sorte que cette modification réversible sera adiabatique. Ainsi
toute ligne tracée en entier en U'un des espaces ¢ (n — 1) dimen-
sions définis par I'équalion (4) représente une modification adia-
batique réversible du systéme. Nous nommerons chacun des espaces
a (n — 1) dimensions définis par 'équation (4) un espace a adiaba-
tiques réversibles.

Prenons deux points, m et n, dans I'espace 4 n dimensions consi-
déré; entre ces deux points, m et n, menons deux lignes, [ et ', telles
que chacune d’elles n’ait pas plus d’'un point commun avec un méme
espace 4 adiabatiques réversibles. Les propositions suivantes, évidentes
géométriquement lorsque les espaces & adiabatiques réversibles sont
des lignes (7 =2) ou des surfaces (7 =3), peuvent &tre énoncécs
d’une maniére entiérement générale :

L'espace a adiabatiques réversibles mené par un point a de I«
ligne { rencontre la ligne I en un ct un scul point a’; les deux poinis
a et ¢’ sont dits poinls correspondanis.

Si les trois points &', I/, ¢’ de la ligne I’ correspondent respective-
ment aux trois points @, b, ¢ de laligne /; si le point b est situé, sur
laligne /, entre les points @ et ¢, le point & est situé sur la ligne /,
entre les points & et ¢'. '

Si deux points @, b sont infiniment voisins sur la ligne /, leurs cor-
respondants a’, &’ sont infiniment voisins sur laligne /..

Au point m sur la ligne / correspond le méme point m sur la
ligne Z'; au point n sur la ligne £ correspond le méme point z sur la
ligne 7',

Ce mode de correspondance entre les points de deux lignes va nous
étre utile dans la démonstration du théoréme de Clausius, démon-
stration ue nous allons maintenant aborder.
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3. Démonstration du théoréme de Clausius. — Une ligne quel-
conque, tracée dans I'espace & n dimensions considéré, représente une
suite d’élals du systémes si, dans chacun dc ces états, nous supposons
le systéme entouré de corps i la méme température que Iui et exercant

“sur lui des actions données par les ¢galités (1), chacun de ces états
deviendra un état d'équilibre, et la suite de ces états sera une mo-
dification réversible. Ainsi, une ligne quelconque, tracée dans ’es-
pace des a, B, ..., A, 5, représente toujours, d’une et d’une seul:
maniére, une modification récersible du systéme.

Nous allons étudicr les propriétés de semblables transformations:
mais nous supposcrons provisoirement chacune des modifications r¢-
versibles ¢tudiées soumise & certaines restrictions que nous léverons
ensuile une 4 une :

1° La ligne qui représente une des modifications réversibles ¢lu-
diées ne presente aucune partic d'étendue finic tracée en entier dans
un espace & adiabatiques réversibles;

2° La ligne qui représente une des modifications réversibles ¢tu-
dices ne rencontre jamais plus d’une fois un méme espace & adiaba-
tiques réversibles. Cette derniere restriction suppose évidemment
cetle autre : la ligne considérée ne passe pas plus d’une fois par un
méme point.

Considérons deux modifications réversibles /, /', soumises aux res-
trictions précédentes; toutes deux prennent le systéme dans le méme
¢lat initial, représenté par le point m, et Pamcénent au méme état
final, représenté par le point n.

Soient @, b deux étals infiniment voisins de la modification [,
I"état O venant aprés I'élat @ lorsqu’on suit la modification £ en allant
de m vers n. Soient @', 0’ les deux élats de la modificalion £ qui cor-
respondent respectivement aux deux états @, b. D’aprés ce que nous
avons vu, les deux ¢lals ', U sont infiniment voisins sur la modifica-
tion /' et, lorsqu’on parcourt cette modification de m en 7, on ren-
contre ’état ¢’ avant I'état .

Soient  la température du systéme pris dans 1'état ¢ et &' la tem-
perature du systéme pris dans I'état @', Soient dQQ la quantité de cha-
leur dégagée par le systéme pendant qu’il subit la modification réver-
sible infiniment petite ¢l et dQ’ la quantité de chaleur dégagée par le
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systeme pendant qu’il subit la modification réversible infiniment
petite @’’. Nous allons nous proposer de démontrer que I'on a

- d dQ)’

Par le point @, menons une ligne isothermique jusqu’au point ¢ ofi
clic rencontre I'espace a adiabatiques réversibles mené par le point &
c¢n général, le point ¢ sera infiniment voisin des deux pointsa et b. De
méme, par le point «’, menons une ligne isolhermique, jusqu’au
point ¢’ ot clle rencontre I'espace 4 adiabatiques réversibles mené par
lc point I'; en général, le point ¢’ sera infiniment voisin des points ¢’
et U'. Nous supposcrons réalisées, pour le moment, les hypothéses que
nous venons d'indiquer, quitte 4 revenir plus tard au cas ou elles ne le
seraient pas.

Joignons les deux points ¢, b par une ligne infiniment petite tracée
en P'espace 4 adiabatiques réversibles auquel appartiennent ces deux

- points; joignons de méme les deux points ¢/, &’ par une ligne infini-
ment pelite tracée en I'espace & adiabatiques réversibles auquel appar-
tiennent ces deux points.

Les lignes ac, cb, a'c¢’, ¢b’ représentent chacunc une modification
réversible infiniment petite du systéme.

Les deux modifications réversibles ¢b, ¢’l’ sont adiabatiques;
lorsque le systéme subit 'une quelconque d’entre elles, il dégage une
quantité de chaleur égale i zéro.

Soient ), la quantité de chaleur que le systéme dégage lorsqu'il
décrit Nisothermique réversible ac et Q) la quantité de chaleur que
le systéme dégage lorsqu’il décrit Tisothermique réversible ¢’a’.

Considérons le cycle fermé et réversible abea; lorsque le systéme
décrit ce cycle, il dégage une quantité de chaleur (dQ — dQ,); en
appliquant I'égalité (16) (I Partie, Chap. III) a chacun des éléments
de ce cycle, nous trouverons sans peine 1'égalité

E(dQ — dQ,)-_‘—_-f(A do+Bdp—+...+Ld\+0d3),

intégrale s’étendant au cycle abea tout entier.
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Soit (2,8, ..., &, 3,) un des points de ce cycle; soient A,
B,, ..., Ly, O, les valeurs que prennent, en ce point, les fonctions A,
B, ..., L, ©; nous pourrons écrire I'égalité précédente

E(dQ—dQ)=A, [da+B, [db+...-+ L, [dr +0,fd:—

+fl_<A ~Aydz+(B—B,)d} +
+(L—=L)dx+(0—~0,)d3|.

Mais, comme le cycle est fermé, on a

fcla:o, 'f(l{ﬁ =0, ey f(ll:: 0, fd%::o.

D’autre part, comme les quantités A, B, ..., L, © varient par hy-
pothése d’une maniére continue avee la position du point (,§,...,,%),
les quantités

(A—A), (B=B), ..., (L—L,), (0—6,)

sont des quanlités infiniment petites, aw moins du méme ordre (ue
les dimensions du cycle. La quantilé

[I(A —A)de+(B—B,)d3 +...+(L—L,)d\ +(0 — 0, d5|

est donc uninfiniment petit d’ordre supérieur aux dimensions du cyele,
en sorle que Pégalité précédente permet d’écrire

(6) dQ —dQ, = o.

Une démonstration analogue, appliquée au cycle a’d'¢’'a’, donne
I'égalité

(7) A -+ dQ, =

FFaisons maintenant décrire au systeme :
1° L’isothermique réversible ac, relative a la température 5;
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2 L'adiabatique réversible cb;

3o L'adiabatique réversible b0";

4° L’adiabatique réversible b'c’;

5° L’isothermique réversible ¢'@’, relative a la température 5';

6° L’adiabatique réversible @' a.

Le systéme aura décrit un cycle de Carnot réversible entre les tem-
pératures 5 et $'; a la température S, il aura dégagé une quantité de
chaleur £Q, ; 4 la température ', une quantité de chaleur dQ’ ; on
aura donc [Chap. II, égalité (22 bis)]

4 4Q,
F(Z)  F(&)

= 0.

En vertu des égalités (6) et (7), cette égalité fournit I’égalité (5),
(ue nous voulions démontrer.

Considérons successivement tous les éléments de la transforma-
tion /, en allant de m vers 25 les éléments qui leur correspondent sur
la transformation I’ décriront une ct une seule fois la transformation /'
en allant de m' vers n™. Pour chaque groupe d’é¢léments correspon-
dants, c¢crivons I'égalilé analogue & Pégalité (5) et ajoutons membre
a membre les résultats obtenus; nous trouverons ’égalité

\ “«Q _ [ 4
(8) T ) FEY

(jui nous conduit & ¢noncer la proposilion suivante :

Considérons toutes les modifications récersibles (soumises aur
restrictions indiguées) qui conduisent le systéme de Uétai m a
Uétat n, ces deux états étant quelcongues; pour toutes ces modifica-
tions, l'intégrale

aQ
, ‘ F(%)
a la méme valcur.

[l s’agit maintenant de lever successivement les diverses restrictions

que nous avons admises pour effectuer la démonstration précédente.

Nous avons admis qu’en tout point a de la ligne { on pouvait mener

une isothermique rencontrant I'espace a adiabatiques réversibles mené
Journ. de Math. (4° série), tome IX. — Fasc. 1II, 1893, '—/l/l
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par le point &, infiniment voisin du point ¢ en un point ¢, qui soil
lui-méme infiniment voisin du point a. Cela revient & admetlre, on le
voit aisément, que la ligne isothermique issuc du point @ n’est pas
langente au point ¢ & I'espace & adiabatiques réversibles qui passe
par ce point. Une hypothése semblable a été faite pour tout point &’
de la ligne 7.

En premier lieu, on voil aisément que, s'il existe soit sur la ligne /,
soit sur la ligne 7, soit sur toutes deux, un nombre limité de points
isolés les uns des autres, pour lequel I'hypothése précédente cesse
d'¢Lre exacte, le théoréme précédent ne sera certaincment pas en deé-
faut. Il ne pourrait donc étre en défaut que s'il existait sur I'une au
moins de ces lignes, la ligne ? par exemple, une portion d'¢lenduc
finie, la portion fg#h, en tout point de laquelle I'isothermique réver-
sible serait tangente & I'espace & adiabatiques réversibles.

Si de semblables conditions sont remplies pour la ligne fgh, deux
cas sont & distinguer.

11 est possible que, du point / au point A, on puisse mener des
lignes fg’h infiniment voisines de la ligne fgh et qui échappent aux
conditions précédentes.

11 est possible au contraire que tous les points de la ligne fg/h ap-
partiennent & un domaine D, tracé dans I'espace o, 3, ..., 4, S, el
qu'en tout point de ce domaine I'isothermique réversible soit tan-
gente a I'espace a adiabatiques 1'évcr=il)1es.

Dans le premier cas, I'imtéy I‘ill(.‘/ FE) élendue ala ligne mf g hn
aura, d'apres la démonstration précédente, la méme valeur que Pinté-
grale de méme forme étenduc & la ligne /. Sa valeur ne variera done
pas lorsque la ligne mfg’ hn variera d une maniére continue de ma-
niére & tendre vers laligne mfg/in ou l; or, dans ces conditions, cetie
intégra ale tend certainement vers

49
, F(5)

On a donc encore dans ce cas

" dQ dQ’
F(°) . F(2')
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Seul, le second des deux cas ¢ue nous venons de distinguer demeure
exclu de nos recherches.

Essayons de caractériser cc cas d’une maniére plus précise.

Une isothermique réversible satisfait a I'équation différentielle

dS = o.

Un espace & adiabatiques réversibles est défini par 'équation diffé-
rentielle

(4) R.doe + RgdB +...+ R dh+ CdS=o.

Pour qu’en lout point (2, B, ..., A, 5) du domaine D unc isother-
mique réversible quelconque soit tangente a I'espace a adiabatiques
réversibles, il faut etil suffit que I'on ait, en tout point du domaine D,

(9) Ha =0, RB =0, cany R): 0.

Nous excluons donc provisoirement de nos recherches les sys-
témes qui vérifieraient les égalités (9) en tous les points d’un do-
maine d’élendue finie appartenant a l’espace des #, 8, ..., X, <.

Nous avons admis jusqu'ici (que chacune des deux modifications /
el { ne rencontrait pas en plus d’un point un méme espace & adiaba-
tiques réversibles. Nous allons maintenant nous affranchir de cette
restriction et admettre que chacune des deax modifications Let /' peut
rencontrer un méme espace a adiabatiques réversibles en un nombre
fini de points, isolés les uns des autres.

Mecnons l'espace &4 adiabatiques réversibles L(m) qm passe par l¢
point m et I'espace a adiabatiques réversibles E(r) qui passe par le
point . Ces deux espaces a (n —1) dimensions partagent I’espace
i n dimensions en lrois régions; unc de ces régions est comprise entre
les espaces E(m)ct E(n); les deux autres sont extérieures. Si I'on
meéne la droite de maniére 4 rencontrer le point 2 au point n, et si
I’on suit cette droite de maniére a rencontrer le point m plus tdt que
le point 1, avant d’arriver au point /, on se trouve dans une région
(ue je nommerai la premiére; au moment ou I'on passe par le point m,
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on pénétre dans une région que je nommerai la deuxiéme; au mo-
ment ott 'on passe par le point 7, on quitte cetic seconde région pour
pénétrer dans une région que je nommerai la troisiéme ().

Il peut arriver que la ligne  ait avec un espace & adiabatiques ré-
versibles E, antre que 'espace E(m) ou l'espace E(n), un point de
rencontre p, sans traverscr cet espace en cc point de rencontre. Sil'on
méne deux espaces & adiabatiques réversibles infiniment voisins de
'espace E, et situés de part et d’autre de cet espace, I'un d’eux n’aura
avec la ligne [ aucune rencontre infiniment voisine du point p, landis
que 'autre aura avec la ligne / deux rencontres infiniment voisines du
point p.

Prenons sur la ligne { tous les points, analogues & p, ot la ligne ¢
vient rencontrer un espace & adiabatiques réversibles sans le traverser;
prenons de méme, sur la ligne ', tous les points ot la ligne  vient
rencontrer un cspace a adiabatiques réversibles sans le traverser. Par
tous ces points, menons des espaces & adiabatiques réversibles. Joints
aux cspaces E(m) ¢t E(n), ils divisent I'espace en un certain nombre
de sous-régions.

Tous les espaces & adiabatiques réversibles situés dans une méme
sous-région rencontrent la ligne £ en un méme nombre N de points ct
la ligne 7 en un méme nombre N’ de points. Si la sous-région consi-
dérée fait partic de la deuxiéme région, les deux nombres N ct N’ sont
impairs; si la sous-région considérée est située dans la premicre ou
dans la troisitme région, N et N’ sont pairs ou nuls.

Considérons une sous-région comprise dans la deuxicme région;
dans cette sous-région, menons un espace & adiabatiques réversibles 19,
il rencontre la ligne [ en (24 + 1) points; numérolons ces points dans
'ordre ot les rencontre la ligne £ allant du point 72 au point 2; soient
@5 Qyy ooy Qagy Uagsy, ces points. Ce méme espace a adiabatiques réver-
sibles rencontre la ligne " en (2k"+ 1) points; numérolons ces points
dans 'ordre ou les rencontre la ligne /' allant du point . au point 7;
@)y By oo oy Cigry Cygoyy CCS POINLS.

Sar la ligne /, menée de m vers n, prenons un point b, qui soit ren-

(') Au cas ou les deux points m et n seraient sur un méme espuce & adiaba~
tiques réversibles, la premiére et la troisiéme région coincideraient.
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contré infiniment peu aprés le point @, ¢t qui se trouve ainsi dans la
méme sous-région que le point @,. Par ce point &,, menons un espace
dadiabatiques réversibles I3 d’aprés ce que nous avons supposé au
sujet des espaces & adiabatiques réversibles, I'espace I scra partout
infiniment voisin de I'espace E, sans jamais le rencontrer. L’espace I¥
rencontrera la ligne en [en (2 + 1) points by, by, .+, Dosy Doy, res-
pectivement voisins des Points @, Qay - « .y @yky Gagsy 1l rencontrera la
ligne  en (2&’ + 1) points 0}, b}, ..., by Dypeyyy Tespectivement voisins
des points @), @,, ..., Gyey Cypeye

Sur la ligne /, menée de m2 vers 2, les points a;, b; sont rencontrés
dans I'ordre suivant

tyy by bey @y @y by ey buy @uy Gareyy Do,
ce qui nous donne (2 + 1) modifications réversibles infiniment petites

ayant leur ligne représentative entre les espaces E et F. Ces modifica-
tions sont '

abyy, bya,, ayby, ... DopQap,  GupgrDspe,.

Adoptons, pour ces modificalions, les notations suivantes :

Modification subic Température initiale  Chaleur dégagée
par lc systéme. du systéme. par le systéme.
ay [I, ‘:7| dQl
boa, %, dQ,
@304 %3 dQ,
biray Yok dQsy
@3ty Doty T2kt dQypsy

Sur la ligne-/, menée de 1 vers », les points «;, b sont rencon-
trés dans 'ordre suivant

’ ' 1 ’ ' X I ' ' '
a, b, b,y @y, agy Uy ooey by ay, gty Daposs

ce qui nous donne (2% + 1) modifications réversibles infiniment pe-



350 P. DUHEM.

tites ayant leur ligne représentative entre les espaces E et F. Ces mo-
difications sont

! 14 ’ ’ ! ’ ! 0 ' !
ab,, bya, ab,, ..., byty, G4 by.,.

Adoptons, pour ces modifications, les notations suivantes :

Modification subic Température initiale  Chaleur dégagée
par le Syst¢me. du systéute. par le systéme.
! 4 p" sy
a, b, 1 dQ)
b, a, %, dQ,
. 4 : ! ’
ay by ~3 dQ;,
I;;k.a;‘.- '.-7;/, ([(\”2/,-'
! U "' '
@y Oy T2k +1 d Oty

Considérons les deux transformations ¢, b, el b,a,. LUn raisonne-
ment analogue a celut qui nous a fourni I'égalit¢ (5) nous donnera
sans peine

dQl - dQ
JEN I TEA T

De méme, la considération des deux modifications a,b, ¢t b, «a,
nous donnera

On continuera de méme jusqu'a considérer les denx modiications
Unpy Dagey €L Dy oy, qui donneront

an‘ F el d(\)y..

F(Z21-1) F(?zk)

Semblablement, on prouvera que I'on a
dQ dQ,
v + TarT = 0,
F(=, F(%,
4Q, 4q,
Fey T e =0
F(=)  F(E) 7
................... ,
WQus  dQu

F(Sw-1) ~ F(2uw)
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linfin, la comparaison des modifications ayx. | bop | € @y by, donme
I'égalité
dQyp - dQsi41 .
F(%a41) ~ F(S2)

Ces diverses égalités permettent d’écrire

dQy dQ, dQar dQsk+s
Feg T FE) Tt FEw T F o)
g, . dQ, AQy . dQas
= —=~ + “+... - ; .
FE) T ey T FE) T Pl

On peut écrire une ¢galité analogue pour tout systéme formé par
deux espaces a adiabatiques réversibles infiniment voisins tracés dans
la sous-région considérée; on aura donc pour cette sous-région loul
enticre

cl !
<[0) F(f) z;ig’

dans cette égalite, le premier signe Y, s'étend & tous les éléments de la
) o}

modification / qui sont situés dans la sous-région considérée ct le
sccond & tous les ¢léments de la modification F situés dans la méme
sous-région.

A chaque sous-région comprise dans la deuxiéme région on peut
appliquer un raisonnement semblable qui fournira une ¢galité ana-
logue, en sorte qu’on peut supposer V'égalité (10) étendue a la
deuxieme région toul cnlicre.

Considérons maintenant une sous-région comprise soil dans la pre-
micre, soit dans la troisitme région; dans celle sous-région, menons
un espace & adiabatiques réversibles I il rencontre la ligne Zen 24
points; numérotons ces points dans I'ordre oii on les rencontre sur la
ligne ! en allant du point m au point n; soient a,, @,y ..., Gyryy oy
ces points.

Sur la ligne /, menée de m vers n, prenons un point b, qui soit
rencontré infiniment peu apres le point a,, et qui se Lrouve ainsi dans
la méme sous-région que le point a,; par ce point b, menons un
cspace & adiabatiques réversibles FF; d’aprés ce que nous avons sup-
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pos¢ au sujet des espaces & adiabatiques réversibles, I'espace 17 sera
partout infiniment voisin de I'espace L sans jamais le rencontrer.
[espace F rencontrera la ligne { en 24 points b,, b, ..., byiey, by,
respectivement voisios des points @,, dg, .« .., Gajyy @age

Sur la ligne [, les points @;, b; sont rencontrés dans 'ordre suivant

ay by by ay ayy by ooy gy bueyy bay ay,

ce qui donne 2k modifications réversibles infiniment petites ayant
leur ligne représentative comprisc entre les espaces E ct IF; ces modi-
fications sont

abyy biay, asbyy, ooy @iy bapsy

La.considération de ces modifications donne ais¢ment les égalités

dQ, dQ,

S rra s =0
FE) T e
dQ; aQ, __
¥(z) COFE) Y

qui donnent elles-mémes P'égalité

‘[Qt dQ. . dQay
= T e Tt e =
Fz) " FE) 0 Fza)

On peul écrire une ¢égalité analogue pour lout systéme formcé par
deux espaces a adiabatiques réversibles infiniment voisins tracés dans
la sous-région considérée; on aura donc, pour celle sous-région toul
entiére

(II) -—d%z(),

le signe 2 s'¢tendant & tous les éléments de la modification / qui sont

situés dans la sous-région considéréc.
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A chaque sous-région comprise dans la premiére ou dans la troi-
sieme région on peut appliquer un raisonnement semblable qui four-
nira une égalité analogue, en sorte que 1'égalité (1 1) peut étre étendue
4 l'ensemble de la premiére ct de la troisiéme région.

On démontrerait de méme I'égalité

(11 bis) Z I*(S’ =o,

dans laquelle le signez s'étend & tous les éléments de la modifica-

tion /' qui sont situés dans la premiére ou dans la troisiéme région.
Des égalités (10), (11) et (11 bis), on déduit facilement P'égalité

dQ dQy
(8) ich be)

Il nous reste & lever une derniére restriction.

Nous avons admis que ni la modification /, ni la modification £, nc
contcnait une portion d’étendue finie tracée en entier en un espace &
adiabatiques réversibles.

Supposons maintenant que la modification £ présente certaines por-
tions d’étendue finie A,, A, ..., tracées en entier sur les espaces 4 adia-
batiques réversibles E,, E,, ...; que, de méme, la modification /' pré-
sente certaines portions d'étendue finie A, A, ..., tracées en entier
sur les espaces & adiabatiques réversibles E, E,, ....

Pour toute modification adiabatique réversible, on a constamment

dQ = o. '
On aura done

d
(12) fp(g.)::oa F(g)"’o’ vy
et pareillement
(12 bis) Q. aQ

0 ————
 F(2) i F(5)
Journ. de Math. (4¢ série), tome IX. -- Fasc. IIT, 18g3. 45

= o,
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On pourra donc, sans modifier la valeur de f Q. et de --'igl-,
P 5 ‘ @) L F(¥)

retrancher dela modification /, les portions &,, Ay, ..., ct de la modifi-
calion 7, les portions X,, A}, .... Il suffira alors de faire figurer les
espaces E,, E,, ... et les espaces E,, E,, ..., au nombre de ceux qui
limitent les sous-régions, puis de reproduire les raisonnements précé-
dents, pour prouver que l'ona

O 40 dQy
(3) - 2 =2y

le premier signe‘z s'étendant & tous ccux des éléments de la modifica-
tion [ qui ne sont pas compris dans les portions A,, A, ..., et Ie second

signez s’étendant & tous ceux des éléments de la modification /' qui
ne sont pas compris dans les portions 4, A, ....
L’ensemble des égalités (12), (12 bis) et (13) fournit aisément

'égalité

1Q dQ’
8 f A _ 4y
(8) L F(z) ~J, F(m)

Cette égalité n'est donc plus soumise qu'aux restriclions indiquées
aun® 1 et aussi d cette condition que Uon n’ait pas identiguement,
en tous les points d’un domaine d’étendue finic faisant partie de
Uespace des 2, B3, ..., A, S,

. (9) [{'x =0, R{; = 0, .o .,‘ R)_ = 0.

4. Propricté des cycles réversibles. — Imaginons que la modifi-
cation réversible / raméne le systéme & son ¢tat initial; 'état 2 est
alors identique & I’état m ; parmi les autres modifications réversibles I’
susceptibles de conduire le systéme du méme état initial au méme état
final, on peut ranger I’absence de toute modification; dans ce cas, on
a évidemment

dQ'

—_— == ).
r F(&)
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I.’égalité (8) nous fournit alors ce théoréme célehre de Clausius :

Pour le cycle récersible, on a

dQ
(14) e =

Supposons en particulier le cycle isothermique; la température 3

démeurant constante le long du parcours du cycle, il en est de méme
de la fonction F(3) et I'égalité (14) peut s’écrire

f(fQ:O

f(Rada + RgdB +...+ Rydh) = o.

ou

En vertu des égalités (2), cette égalité devient

f(‘f,“ da + % & Vs +.. +5)—-d/\)

- ]%f (A(ll =+ Bd{ﬁ +...4+ Ldr) = o.

Mais, pour un cycle isothermique, on a

()U U U )
f( ln + ),J llj+-..+'(‘)7/:(l)\)=0.

L’égalité précédente devient done
(15) f(Adsc—!—Bd?»-i-...+Ld‘A):o.

Lorsqu’ un systéme parcourt un cycle isothermique réversible, les
actions extérieures appliquées & ce systéme effectuent un travail
total égal @ séro.

Ce théoréme est dtt & M. J. Moutier; Clausius et M. J. Moutier en
ont fait un fréquent usage. On peut remarquer qu’il est exact méme
pour les systémes pour lesquels les égalités () seraient vérifiées.
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5. L'entropie. — L'égalité (8) peut s'énoncer de la maniére sui-
vante, en désignant par R,, Rg, ..., Ry, C les coefficients calorifi-
(ques du systéme en équilibre :

L’intégrale curciligne
fp‘—(l*;; (Roda +Rgdp +...+ Rydh + Cd53)
r'd ~

a une valeur qui dépend untquement du point initial
(%os Bos -+ oy Aoy o)
o .
(“H [51) LRRS 7}1, 9()

On sait que ce théoréme équivaut a celui-ci :

et du point final

1l existe unc infiniié de fonctions uniformes des variables =,
8,..., NS, différant les uns des autres par unc constanie, qui son!
telles que Pon ait

R, _ o8

F(Z)~  0dz°

Rg dS

TE R

(16) {oveenianein
R, _  dS

Fey =~ o’

c __os

F(z)  ~ 9%’

S(a, B, ..., N\, S) désignant une quelconque de ces fonctions.

Cette fonction a recu de Clausius le nom d’entropic du systéme.
Ce théoréme peut encore s’énoncer en abrégé de la maniére sui-
vanie :

Pour toute modification réversible infiniment petite, on a

dl
(17) ’ IT(%)zdS.
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Si nous nous souvenons, 1° que les quantités
R, Rs, ..., Ry, C

ne dépendent pas de celles des variables a, B, ..., A, S, qui détermi-
nent la position absolue du systéme dans I’espace;
2° Que, dans 1'expression

R.%z + Rg2f +...+ Ryér+ Cé3,

celles des variations S, ¢B, ..., CA, 3 qui déterminent seulement le
changement de position abselue du systéme dans ’'espace ne figurent
pas; nous voyons sans peine que I'entropie ne dépend pas de la position
absolue du systéme dans 'espace.

6. Sur le cas résercé dans ce qui précéde. — Revenons au cas ou,
en tous les points d'un domaine D faisant partie de I'espace des «,
B, ..., S, on aurait identiquement

(9) R,‘-‘——"O, ]{3 =0, “eey R)A:::o

ct cherchons si les théorémes précédents peuvent étre encore appli-
qués dans ce cas.

En premier lieu, il est évident qu'lls peuvent I'étre si 'on n’en-
visage que des modifications isothermiques du systéme; car alors on
aura, pour toute modification réversible,

dQ =o,
et, partant, 0 ’
d
F(z) = %

en désignant par S une fonction quelconque de la température.

Ce cas particulier est important, car c’est en réalité celui que I'on
envisage dans la Mécanique rationnelle classique; en effet, dans
I'exposé classique de la Mécanique rationnelle, on omet la notion de
température (ce qui n’est admissible que si la température est sup-
posée invariable) et 'on omet aussi la notion de quantité de chaleur
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dégagée par le systéme; ce qui n'est admissible que si les égalités (9)
sont vérifiées.
Dans ce cas, les égalités (2) et (9) donnent

)

ME

(8)  A=EZ, B=A%, ... L=I

C'est la forme qu'’il convient d’attribuer dans ce cas aux conditions
d’équilibre (1). Le produit EU représente ce que les mécaniciens
appellent le potentiel.des forces intéricupes.

Mais ne supposons plus la température invariable. Nous allons
prouver que, s'il existe un domaine D ot les égalités (9) soient véri-

. fiées, pour qu’il existe une fonction S, uniforme et continue, des
variables 2,3, ..., S, telle que, dans tout le champ de ces varia-
bles, on puisse écrire

By 08

()~ 07

Rg 05

F(z)~ 0%

(16) (evveiennnnn, ,
Mo 98

(%) o’

C __8

=z~ 9F

il faw et il suffit que, dans tout le domaine D, la capucilé calo-
rifique C soit fonclion de la seule température .

Si le domaine D n’occupe pas le champ entier des variables =,
B,..., 7 3, cest le seul cas ot le théortme ne soil pas évident) on
pourra toujours découper la partie de ec champ extéricure au do-
maine D en cspaces simplement connexes; & l'intérieur de chacun de ces
espaces, les démonstrations précédentes s'appliqueront; elles permet-
tent d’éerire des ¢galités analogues aux égalités (16), lesquelles en-
trainent a leur tour des égalités du type

(+8) sles )= 27
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et des égalités du type
. J[R.J_9d[ C
(185is) 7 (vsi)= alee]

D’auatre part, pour que dans le domaine D, ot les égalités (g) sont
vérifiées, on puisse écrire les égalités (18) et (x8 bis), il faut et il suffit
que la quantité

49 _ C e
F(s)“r‘(s—)d‘“

soit une différentielle totale et, partant, que la quantité C soit une
fonction de la seule température S.

D’ailleurs, le champ des variables «, §, ..., %, S, élant supposé
simplement connexe, pour qu'il existe une fonction S, uniforme et
continue, des variables «, B, ..., A, S, vérifiant les égalités (16), il faut
et il suffit que les égalités (18) et (18 bis) soient vérifiées dans tout ce
champ.

Alnsi, si nous admeltons que, dans tout domaine D oi les éga-
lités (9) sont vérifices, la capacité calorifigue du systéme est fonc-
tion de la température scule, les théorémes démontrés dans le

présent Chapitre seront soumis seulement aux restrictions énonicées -
aun°q. o

-
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