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Sur Uapplication des méthodes d’approximations successives
o o~ .. . , - ° - - .
&.l'étdde. de certaines équations différentielles ordinaires ;

.
N

YWY i Par M. Ewie PICARD.

/

Dans le cinquiéme Chapitre d'un Mémoire sur les équations aux
dérivées partielles ('), j'ai rapidement indiqué comment certaines
méthodes d’approximations successives pouvaient étre employées
dans I'étude de quelques équations différentielles ordinaires. 11 m’a
paru intéressant d’appliquer les mémes principes 4 I’étude de quelques
autres classes d'équations différentielles; c’est ce que je me propose
de faire dans ce Mémoire. Les méthodes d’approximation dont nous
faisons usage sont théoriquement susceptibles de s'appliquer a toute
¢quation, mais elles ne deviennent vraiment intéressantes pour I'étude
des propriétés des fonctions définies par les équations différen-
tielles que sil'on ne reste pas dans les généralités et si'on envisage
certaines classes d'équations. Le champ ot ’approximation converge
est alors susceptible d’étre agrandi; on verra méme des exemples ol
les approximations seront convergentes pour toute valeur réelle de la
variable indépendante. Bien des précautions d’ailleurs sont 4 prendre
dans ces questions délicates; par cela méme que les approximations
convergent, on n'est pas assuré qu'elles convergent vers le systéme
cherché d’intégrales dont on fait 'étude.

(*) Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et la mé-
thode des approximations successives (Journal de Mathématigues, 18go).

Journ. de Math. (4* série), tome IX. — Fasc. III, 18g3. 28
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La plus grande partic de ce travail cst consacrée & une méthode
d’approximations permettant d'obtenir les intégrales d'un systéme
de n équations du second ordre, ces intégrales ayant des valeurs don-
nées pour deux valeurs de la variable. Pour des classes assez étendues
d’équations, le champ d’application de la méthode est beaucoup -plus
¢tendu qu’on pourrait le croire tout d’abord; il est méme des équa-
tions pour lesquelles on peut ainsi faire I'étude compléte des inté-
grales. Parmi les applications, je citerai la démonstration, pour cer-
Laines équations, de solutions périodiques. On pourrait étendre ces
applications; je n’ai voulu indiquer, dans ce travail, que quclques
exemples, afin de ne pas rester uniquement dans les géncéralités. Je
compte revenir plus tard sur quelques problémes de Mécanique qui
me paraissenl pouvoir &tre traités par cette voie (').

CHAPITRE I.

GENERALITES.

1. — PReMIERE METHODE D’APPROXIMATIONS.

1. Je ne ferai que rappeler la premiére méthode d’approximations
quc j'ai développée ailleurs en détail (voir, en particulier, le second
Volume de mon Traité d’Analyse, p. 301). Considérons le systéme
d’¢quations

d
‘—1}'—;-' :f‘ (.’L’,y“)’” u-'y)"m),

dy,
7};— =fz<x9yn)’2’ ---,)’m),

dy,
—(%,._2:,—‘ = m(x))/ny'.’a "'7)’":)'

(') Jai donné un résumé de ce Mémoire (Comples rendus, t. CXV, p. 553).
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On suppose que les fonctions f soient définies, z restant dans I'in-
tervalle (#° — @, 2° + a) et y; restant dansl'intervalle (y; — b, y; +b)
pour {=1,2,...,m, et soit M la valeur absolue maxima des fonc-
tions dans ces intervalles.

De plus, les fonctions f sont telles que

Lfi(® s Yer oo Ym) = Si(®s Y13 Y25 -5 ¥m) |
<¢|)".—y.|+@l)’;—}’z|+--o+7\l_'}’;.,—}’ml,

2, ..., A étant des constantes positives.

Dans ces conditions, nous obtenons un systéme d’intégrales prenant
pour z° les valeurs 1, 3, ..., ¥, et déterminées dans l'intervalle
(i£o— lyzy+ k), en désignant par £ la plus petite des trois quantités

)
a4 Bd... 4+ A

() a,

2

2

2. On peut, du résultat précédent, déduire une conséquence ap-
plicable 4 unc classe trés ¢tendue d’équations. Reprenant le systéme
précédent, nous admettons maintenant que les fonctions f soient
finics et bien déterminées quand z reste dans un certain domaine I,
et quand ¥y, ¥, -- -, ¥m Varient entre —oc et + oo. De plus, les dé-
rivées partielles du premier ordre

-()—1;'; (i,’f-“:l,il,...,m)

reslent, je le suppose, toujours moindres en valeur absolue qu’un
nombre fixe N, quand x reste dans 1 et que les y varient entre
—»el + %

On pourra prendre ici pour valeur de «, ..., A le nombre N.
D’autre part, dans la détermination du nombre % du paragraphe pré-
cédent, nous n’avons pas ici a considérer les deux premiers termes de
la suite («), car nous les avions seulement introduits pour que les y;
calculés dans les diverses approximations restent entre y!—b et
yi—+ b, ce qui est inutile ici puisque le champ des y est illimité. Nous
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pouvons donc prendre
I

— mN’

I est donc un nombre fire. Ce résultat important montre que nous
pourrons toujours étendre notre systéme d'intégrales de proche en
proche dans tout le domaine de I.

Ainsi, tout systtme d'intégrales prenant pour z° les valeurs finies
Vs Yes ooey Yo Teste certainement fini et bien déterminé dans tout
Uindervalle 1.

Ce résultat, quoique trés simple, présente peut-étre quelque inté-
rét, car il est en général impossible de savoir ce (que deviennent les
intégrales en dehors d’'un champ trés limité. En particulier, si I'inter-
valle I contient tout I'intervalle (— o2, + oz), les intégrales resteront
loujours finies.

Pour citer un exemple, prenons I'équation

2
=P () + Qo) T
Si I'on suppose que P (i) et Q () restent,  allant de — = & o,
toujours moindres qu'un nombre fixe, on peutl affirmer que loufes
les intégrales de cette équation scront déterminées el resteront finics
pour I'ensemble des valeurs réclles de x. L’équation précédente est,
en effet, équivalente au systéme

d
=Y

D = Pa)y + Q) ey

da’t N \/, +y2

¢l les dérivées partielles des seconds membres de ces équations par
rapport a y el & )’ restent moindres qu'un nombre fixe.

3. Le champ de convergence de la série obtenue au moyen de la
méthode générale rappelée au n® 1 cst, en général, assez limité. Il y a
cependant des cas de quelque étendue ou le champ de convergence
sera beaucoup plus étendu. Nous allons citer quelques exemples.
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Prenons les équations (je me borne & denx équations uniquement
pour simplifier)

=J(%Y53)
(E) s
l Z = (5 Y, 3)-

Nous n’allons considérer les fonctions f el % que pour des valeurs
positives de y et z.

Supposons qu’elles soient positives, quel que soit x, et croissent
avec y et 3. De plus les dérivées partielles du premier ordre de f par
rapport  y et z, nécessairement positives, vont en décroissant quand
Y ou z augmente.

I1 est clair d’abord que, dans ces conditions, les dérivées partielles
du premier ordre de f resleront toujours moindres qu'un nombre
fixe et, par suite, le systéme (E) appartiendra au type étudié dans le
paragraphe précédent.

En supposant que

f(x,0,0) et g¢(x,0,0)

ne soicnt pas lous deux nuls identiquement, nous avons un systeme
d'intégrales y et z des équations (E), s’annulant pour une certaine
valeur de x, soit x = 0. Nous pourrons suivre ces intégrales de proche
c¢n proche ; elles seront toujours positives et bien définies pour toute
valcur positive de x, d’aprés ce quia été dit (n° €).

Nous allons montrer qu'un méme déceloppement représentera ces
intégrales pour toute valeur positive de x.

Les approximations successives, faites en partant de y,=z,=o,
nous donnent une suite de fonctions positives

Yo= 0, 9= 0,
Y %y
Y2 %24
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et 'on aura évidemment

Yyl oo < YuZ oo s
:l< :z<---< $,<....

FEiablissons que les approximations suceessives convergeront pour
toute valeur positive de x. Reprenons, a cet effet, les deux intégrales
¥ et z du systéme (E) s’annulant pour = = 0. Des équations (E) el
des équations

dv . .
27' = f(x,0,0),

- =%(x,0,0),

on conclut

y>y, s> s,

et, de méme, d’une maniére générale, quel que soit »,

Y>Ye >3,

It est donc manifeste que y, et =, auront des limites : il faul mon-
trer que ces limites sont respectivement y el =.
Considérons, a cet effet, un intervalle fini, d'ailleurs quelconque
(0, &), et les quoticnts
Y=, T3,
4 -1

(Ces quotients sont des fonctions de z, plus petites que 'unité, ect,
quand x varie entre o et @, il ¥ a pour elles un maximum ¢ plus petit
que l'unité. Il ne pourrait y avoir de difficulté a ce sujet que pour
x = 0. Or, pour x = o, 'expression

tend vers zéro, puisque

d,?'i
. g . dr . f(x,0,0)
limZ! = lim <= = lim 1229 _
Y _‘{‘_}: J‘=¢f(x!,,7’1 s ’
drx
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en supposant que f(o,0,0) ct g(0,0,0) ne soient pas nuls. Nous
avons donc entre o et ¢

¥y —¥ S— 3
< — <4 (¢<1)-
Prenons maintenant les quotients

=y 5— 3,
4 Y 25

YN

1 3%
[}

nous allons voir qu’ils sont aussi tous deux moindres que ¢. En cffet,

d(y — . .
(_7d$_y,) =f(#,y,3) — f(x,0,0),

(’i‘(l“'“‘ =f(wy);5) — f(@y ¥4 5,)-

Or, en n’écrivant plus  pour abréger, nous avons

S —=f(yn3) _ (=)L, 8+ (=3 L2 (%, %),
Sy3)—J(o,0) ¥ Sy (%0y Bo) + 3/2 (%0, L) ‘ ’

7, el {, sonl respeclivement compris entre y ¢l ), puis 5 et 3,3 de
méme, 1, et {, sonl respectivement compris enire o ol y, puis entre
o ¢t 3. De plus,
1y > Moy ¢ >0
Par suite
,[3‘(":1’11) | AL
f;'(")oa Co) ’ .’; ( T0e (o)

On en conclut de suite

Js 3~ [y, %)
75— f(00) <%

cL enfin, en revenant aux équalions qui donnent les différences y — y,
el y —y, et aux équations analogues en 3

S < ¢ ':———z’<g-

z_.-_“"
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‘n continuant ainsi de proche en proche, on a, d’'unc maniére gé-

nérale,
—-“’

I <g S <a

T ~a—1
H en résulte
. Y=y <q"y, s —5,<q"s
el, par suite,
limy,=y, lims,=s.
n=mw n=»

Comme a est quelconque, on voit que les approximnations succes-
sices conver geront nécessairement pour toule valeur positice de .
Lies fonctions y et z seront donc représentées par les développements
Loujours convergents pour z positif

Y=Y+ =y )+ oo +Oe—Fn-s)+ -0y
=5+ (3. —35)+ ..+ (5,— %)+ ....

Citons comme cxemple, en prenant une seule ¢quation,
=A(x)y + B(s)—== + C(x)
()y N :

en désignant par A(x), B(x), C(«) les fonclions de ¢ positives pour
# > 0, les deux premiéres restant inféricures a un nombre fixe,

4. Reprenons maintenant les équations (1), en ne faisant aucune
hypothese sur les dérivées du premier ordre des £ et des g, si ce n'est
(qu’clles restent comprises entre deux limites fixes. Les ¢quations ap-
particnnent toujours au type du n® 2, el nous sommes assuré qu'il
existe un systéme d'intégrales y et s parfaitement déterminées pour
toute valeur positive de x, et sannulant pour « = o. 1l est évident
(Jue ) et 3 iront constamment en croissant.

(Que pouvons-nous dire des approximations successives? On verra,
comme plus haut,

V<)< <Y< .. LY,y
<< < L...L 3
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1l en résulte que y, et z, auront nécessairement des limites Y et Z
et nous pouvons écrire

Y=y, +0:=y)+eet+ Ve —Ya=i) +-. oy
Z=3+4+(z,—35)+...+ (5, — Zpy) +....

Pour chaque valeur de x, ces séries sont convergentes, mais nous -
ne pouvons pas démontrer ici que Y =y, L =z.

Cetle ¢galité a lieu quand z est assez petit : c’est le théoréme gé-
néral. Sil'on admet que les deux séries qui représentent Y et Z sont
uniformément convergentes dans un certain intervalle (o, @), on
peut établir que Y et Z coincident respectivement avec y et 5. Pre-
nons, en effet, la séric des dérivées

dyy | d(y,—yy) d(¥Yn—Yr—s)
(2) e T T e e L

Elle peut s’écrire

f(-’/l,}",, zO) + I/(M Y Z.) "‘f(«’b',)’o, zo)] “+...
+ L/("’"’ Y1) zﬂ—l) ""'f("’fr n-z,zn—'.’) +.ons

La somme des 7 + 1 premiers termes de cette série est égale 4

S (%5 Yo 50)-

Elle est donc convergente et a pour somme f(xz, Y, Z); elle est
uniformément convergente siy, et z, tendent uniformément, comme
nous I'admettons, vers leur limite, quand  est compris dans I'inter-

valle (o, a). La série (£)peut donc &tre intégrée, ou, en d'autres
termes,

dY ly
o =/, Y, L)

et, de la méme maniére,

dZ r
= o(x, Y, Z).

Les deux fonctions Y et Z satisfont donc aux équations différen-
Journ. de Math. (4* série), tome 1X, — Fasc. 111, 1893, 29
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tielles et, comme elles s’annulent pour z = o, on a nécessairement
Y=y, 4=7.

5. Des circonstances plus curieuses encore vont se présenter dans
le cas ott les fonctions f et 9, toujours positives, sonl décroissantes
avec y et z. Les approximations successives, faites en partant de
Yo =3, = o, donnent une suite de fonctions positives de

Yo=0, Iy =0,
Y 13
Yas Say
e .
Yas e

On a d’abord

/‘ 2(uay 0, o)dr

]

I

Y =jorrf(x, 0,0)dr, z,

et ensuite

Y =[ Sy, s)ds, Sa ='[ 9(xyy y1y 5)dor.

It en résulte

Yo <Y 3, < 5.

Sinous prenons alors la valeur de y, et z;, on aura, d’aprés les hy-
pothéses faites,

Vi Y5 >V 5, >35> 35,

[l en résulte que les y 4 indices pairs forment une suite croissante,
ci les y & indices impairs forment une suite décroissante; tout terme
de la seconde suite est plus grand que tout terme de la premiére.
Nous sommes donc assuré que les termes d’indice impair

Yiy Yay Yir e
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ont une limite que nous désignerons par Y, et de méme les termes
d'indice pair
Yay Yay Yay e

ont une limite que nous appellerons y.

11 est certain, d’apres le théoréme fondamental, que y et Y sont
identiques quand « est suffisamment petit.

Si les deux suites précédentes convergent uniformément vers leurs
limites quand x est dans un intervalle (o, @), il est facile d’établir que
les deux himites sont égales. Prenons, en effet,

Y =y, + ()’3 “)']) ..+ (_:)/'2n+l “_')’:»—1)""-',
Y=Y+ =y et O = YVemr) e

D’aprés notre hypothése, ces deux séries sont uniformément con-
vergentes dans l'intervalle (o, @). Nous allons en conclure que les
deux fonctions de x, ainsi représentées, ont des dérivées. Prenons,
en effet, la série des dérivées

dye | A=) A Yana)
dr du dx

+...,
qui se réduit a

SOy 5) + /(e Y 55) = S0, 70 50))+- .
-+ l:f(:l’.> Yan—1y :2"-—l) - f(.'l', Yon—as Fan-n )] +...

La somme des n premiers termes de celle série est

/(xa You~1y San—i )
Lille a pour limite

J(z, Y, L),

et elle sera uniformément convergente dans I'intervalle (o, @), puisque
¥an—r €t 25, tendent uniformément vers leur limite. On en conclut
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que y a une dérivée et que

4 — f(a, Y, ),

dz
et, pareillement, ‘

De la méme maniére, on aura

14 ¢4
Z;zf(w’ Yy %)s

dz
dr — o(x, 7, 3)-

Par conséquent, nous avons quatre équations auxquelles satisfont
les fonctions
Y, 3 Y, L

Or, pour z = o,

N

y:::Y: =0

ct 'on en conclut de suite, & cause de la symétrie,
y= Y, s=1/.
I1 est bicn probable qu’en général les limites (y, 5) et (Y, Z)
seront distinctes quand l'intervalle sera suffisamment grand, cc qui
tiendra, d’aprés ce qui précéde, a la convergence non uniforme des

deux suites vers leur limite; il serait désirable d’avoir un exemple
explicite ou les limites seraient différentes.

II. — SECONDE METHODE D’APPROXIMATIONS.

6. Prenons d’abord l'unique équation

. da? {
() 2 =1(a 9 %)
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Nous voulons trouver U'intégrale de cette équation, qui prend
pour xz = a la valeur A et pour x=b la valeur B. On suppose que

la fonction
J@ x5

est définie et continue quand x varie dans un certain intervalle de lon-
gueur & comprenant a ct b, et que |y | et|y’| varient respectivement
entre — L et + L d’une part, — L’ et + L’ d’autre part; nous dési-
gnerons par M le module maximum de f dans ces conditions. On
admet de plus que

(@ yoy)—f@Eyy)I<ely =y |+B8ly —yi

o ct  étant deux constantes positives fixes, les y et y' restant entre
les limites indiquées.

On part d’unc fonction quelconque y, satisfaisant aux conditions
précédentes, et I'on forme les équations successives

ay,
dx® _f( Yor zla:)
Ay, . Ay

(=) V=1 &)
e e ,
d*y, dyn-
W‘f(%)’n—u z |>

i

On intégre chaque fois par la condition que y,,y,, ..., ¥, prennent
les valeurs initiale et finale données.
Pour simplifier I'écriture, nous supposerons, comme il est évidem-
menl permis, que .
a=A=o0 et b>o.

Il s’agit d’abord de savoir si les y successifs restent, ainsi que leurs
dérivées premiéres, entre les limites indiquées.

7. Arrétons-nous un moment sur I'équation

, i
(3) 7 =),
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on aura l'intégrale s'annulant pour « = o,

f'rq (8) (¢ —35)ds + Pur.

[

Choisissons la constante P de telle sorte que cette expression prenue
la valeur B pour £ = b; on a ainsi

S Bz b . .
¥ 2-«/0 o(3)(w—3)ds + ——b—z— — %/0 2(3)(h—3)ds,

qui représente I'intégrale de (3) s'annulant pour « = o et prenant la
valeur B pour .z = b. On peut trouver une limite supéricure de| y| et

td . N e
_; a;;l quand z varie entre o et b. Ecrivons y sous la forme

o

L

La valeur absolue de la premiére intégrale, en désignant par M la
valeur absolue maxima de g(«), est moindre que

r\ My?

La valeur absolue de la seconde est moindre que

-Q

i \ B
(\5)(‘%_')65—“51‘ ?(:)(b_:)(l:—i»_[-;.

x M(b-—x)z.
b

On a done, par conséquent,

M6 | 2 M(b—a)*
}ly|<(l—- %) = +§_L;_El +|B],
d’ou, enfin,

My
vl <= +1B].
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> : . dv
Passons maintenant a Zooona

dy

r B ll .
d:=fo ?(Z)dz+;—,‘;fo 3(3)(x — 5)ds.

égalité qu’on peut écrire sous la forme

d =f?(:)(l—

on aura, par suite,

r—3 r [ B
) ds— 3 [ 9@ - dr g

ct, par suite,

8. Revenons maintenant au systéme (2). Nous devons évidemment
supposer

|IB|< L.
Nous admettrons de plus que

(%) ¥ +iBI<L,

ce qui a lieu si b est assez petit. De plus, pour que % soit certaine-
ment compris entre — L’ et + L, nous faisons I'hypothése que

) Mb+ l%\ <L

Moyennant les inégalités (4) et (5), nous sommes assuré que les
fonctions y,, ¥, ..., ¥, sont toutes comprises entre — L et + L. On
doit remarquer que ces inégalités seront certainement vérifiées si b,

B .
B et 5 sont suffisamment petits.
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Il nous faut maintenant montrer que y, tend vers une limite quand
n augmente indéfiniment. On a

B (ys—y dy 1y,
'———();;1._ 1) - f(.l:, Yy d;.l) f("""}’oa ((1_3_;)'
Or, soit M le maximum de

ol =yl + 8|2 - 2|

nous aurons, d’apreés le numéro précédent,

M.z
by —ril<=-

{dy: _dy
& _ "<Mo

La relation
"’_(-?*__M _f(x, 29 (lz) f(x’y”%)

nous montre que
. e b v

iy,—y._.!<M(a; +{5b) 5’

{dj': fl_y_z

dzx dr

<M (a — + ,fb)

et, de proche en proche, on arrive aux inégalités
\ 15 n-2 g2
Vo= Yoo | <M(2 2 +80)"" 7,

(;l}f _dya 1|<M<r/—+ [l)ﬂ_zb.

Sidonc on a

(6) a2 4 Bb<a,

la série

Yit+(yi=y )+ o+ (Yu—=Ya-i) +-.
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sera manifestement convergente, et, par suite, y, aura une limite y

pour n =x. Cette fonction y de = aura certainement une dérivée
premiére représentée par la série

dy, dy, d.r:) ‘dyn  dya-
%"F(——‘(E +.. +( — + ...,

dx dr

Il est aisé de vérifier que y satisfait i I’équation (1); on a, en effet,
— E o Y- ') c—3)ds
Vn jo f( 2 Yamry = )(: )
: 1Y o—
— ’—Zf f(:,y,,_” (—'Zl—;'—)(li — 3)ds,

en remplacant, sous les signes d’intégration, dans y,_,, la lettre = par
la lettre 5. Puisque y, et 5= _y -~ convergent uniformément vers leurs

. . . d
limites respectives y et =2, on aura
dr

), ff ’)’d)(l_")d"‘i___-/f",_y,d (b—c)db
et, par suite, en différentiant deux fois

dy dy

e —/( “ Yy gz

Il est évident, d’ailleurs, que y = o pour x= o, et y =B pour x= b.
La recherche de Uintégrale est donc complétement effectuée; on ne

doit pas oublier que les inégalités (4), (5) et (6) sont supposées vé-
rifiées.

9. L’analyse précédente peut s’étendre a un nombre quelconque
d’équations de la forme

? ar Ly
(/.’1)',’; =/ (""")’n)’ea s Ym 7;;,’ -..,7{;)’
dz"" d, (l ll’
ll-:l"" f ('”’}’n)"w'-w)’m, de‘""’ t;;;)a
dz m d d
(li’ =f’"(x7ylr)/21""ym7£1"-’—‘Z;m- .

Journ. de Math. (§* série), tome IX. — Fasc. 11, 1893. 30
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Notre méthode d’approximations successives permettra de déterminer
les intégrales y',, y., . .., ¥, de ce sysiéme, telles qu’on ait

I

Y2=-0i=)p=0 (pour x = o),

Y.
y.=B, y.=B.. een Ya=B, (pour & =1b).

Certaines inégalités analogues aux inégalités (1), (5) et (6) devront
étre vérifiées. On suppose, d-ailleurs, que

] - ’ - . . ‘
[ FTO PPI I LS Vol Ty 1 (00 O S-S ¥
1oL - 1. P _ 0 .
< yi— T L Y — Zal S 5 e BV —

~m ,'

En gardant pour le reste les mémes notations que plus haut, on devra
avoir

‘ £l
N B, <L,
\l[l—-—,,— <l.4.
et enfin _
/ f s
(%, +... - ) +(J,~—;.,+...+‘$,,,,>/;<|,

10. Je dis maintenant que Uintégrale déterminée par la méthode
précédente esl unique, cesl-a-dire qu’il n'existe quun scul systéme
d'intégrales y,, ¥, ..., ¥u prenant les valeurs données au commence-
ment et 4 la fin de I'intervalle (0. ). Bien entendu, nous ne pouvons
considérer que des systémes d’intégrales telles que

o<k, ypi<l
puisque c’est seulement dans un tel intervalle que nous supposons les /
définies.
D’ailleurs, pour abréger, je supposerai que les fonclions /ont des

dérivées partielles du premier ordre par rapport aux y, de telle sorte
que 2, sera le maximum de

a ;7 -
!«bf,it (i=1,2,...,m);
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parcillement 3 sera le maximum de

U

0}'2-l (i=1,2,...,m),

quand x varic entre o et b, les y entre — L et +L et les y entre — L’
et + L.

Supposons maintenant que nous ayons deux systémes d’intégrales
satisfaisant aux mémes conditions aux limites

)/”“)f,’,, ...,)'m el \r|,Y9, ooy ‘fm'
On aura, en retranchant les équations différentielles, posant
yi—Yi=1u

et appliquant le théoréme des accroissements finis

« (_fl.li; =y Uyt dy, ”2+~~+a|,mum+/’n ‘(11%! +-w+//|,m %,

{ ]':) e ettt e ettt ,
'([3 T \ duy , du,,

d.ir? Sl Uyl Uy 5Oy Uy - bm,l?j;-f"-—-'*‘bm,m%'

Nous pouvons considérer les a et b comme des fonctions de «, ¢t nous
avons alors un systéme d’¢équations linéaires et homogénes, pour les-
quelles un systéme d’intégrales

Uy Uyy ... Up

s'annulent pour # = o ¢l pour x = b.
Nous allons voir que les z doivent étre identiquement nulles. De ce
que A
laip) <o et foiu <8 (i=1,2,...,m),

on conclut que, pour le systéme (E) d’équations linéaires, la méthode
des approximations successives est applicable. Il en résulte que I'on
peut trouver 2m systémes d’intégrales prenant pour z =o et x =10
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des valeurs arbitrairement données. Avec ces 2m systémes d’inté-
grales, nous pouvons former l'intégrale générale de (E) et détermi-
ner les constantes de fagon a avoir les intégrales s’annulant toutes
pour z =o et pour = b. Or ces constantes seront toutes nulles,
puisqu’elles sont données par des équations homogénes du premier
degré, dont le déterminant n’est pas nul, toutes les lettres qui forment
ce déterminant ayant des valeurs arbitraires. L.es u sont donc identi-
quement nulles, et I'on a bien

Y, =Y e sz_ylm
comme nous voulions I’établir.

i O e

CHAPITRE 1L

III. — EXAMEN D'UNE FORME PARTICULIERE D1'EQUATIONS.

11. Examinons quelques cas particuliers, ot la forme spéciale des
équations nous permettra diverses remarques sur la solution dont nous

nous sommes occupé aun® 6.
Prenons d’abord I'équation trés simple

d*y s
m :f(ll/,y)-

Nous avons montré (*) que, si la fonction f croit Loujours en méme
temps quey, il ne pourray avoir deux intégrales de cette équation,
continues dans Uintervalle (a, D) et prenant les valeurs A et B aux
deux extrémités.

(*) Chapitre V, n° 3, du Mémoire cité,
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Nous avons cnsuite fait voir comment la méthode alternée pouvait
étre appliquée 4 'équation précédente. Je ne veux pas revenir sur ces
(uestions, et c’est d’une équation de méme forme, mais avec des hy-
potheses différentes, que je veux m’occuper mainlenant.

Ecrivons I'équation sous la forme

d*y
(7) a3 F S y)=o0,
eLsupposons que, x étant dans un certain intervalle, la fonction f(x, y),
définie pour toute valeur de y, croisse constamment acec y el que
Pon ait identiquement

f(z,0)=0.

I est clair que, dans ces conditions, f(«,y ) sera positif quand y sera
lni-méme positif. Nous allons supposer de plus que la dérivée toujours
positive

Sy(#5y)

décroit quand y augmente.

Ces hypothéses faites, admettons qu’il existe une inlégrale y de
P’équation (7), restant toujours positive (et non nulle) lorsque « varie
entre o et 0, et ne s'annulant pas pour les valears extrémes. Nous
allons montrer que cette intégrale peul certainement étre obtenue
par la méthode des approximations successives.

Partons & cet effet de la fonction y, satisfaisant & I'équation

Ly,

dx?

=0

et prenant aux limites les mémes valeurs que y. Les équations succes-
sives

d?y, .
72 TSy =o,
dry,

dz" +f("”.y‘) =0,

dzt +,f(""/‘1y”—|)= 0
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(yx prenant les mémes valeurs que y aux deux limites) montrent que
Yol <o <)’n'
11 faut montrer que y, a y pour limite. Or considérons le quotient

Y= .
—
D’aprés Péquation

r/-(v——u,,

T drt +f( ,,)/)-——0,

y est plus grand que y,, ct, par suile, le rapport précédent est plus
. o

petit que Punité et n’atteint pas ce nombre : soit ¢ son maximuom;
ona

(/'<l.

Ceci posé, I'équation

l?
(l [_)’x) + ) ()= [l y) =0

donne, d’aprés len® 7,

‘y—)f, = [ /(2 )=/ (5 vl ' g |”~"
(8) R i '
( + 5 [ 1=z )l (b= =)z,

en remplacant, sous les signes d’inlégration, dans y ct y,, « par =
Mais nous pouvons écrire I'inégalité

S =150 fi(5E)(r =) < r=
S Y)Y —=/(5 2) —f,\l'(:’s‘*)(."_-yv)

[ p— ’ ’
) Yo

car §,>%,. Or de I'égalité

y=ro= [ ) (1= E)ds 4 5 [ Sz (0= ) ds
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rapprochée de I'égalité (8) et de Finégalité

S5 v)— 15, ¥) LS55y —yo) y— )u
- = (
S5 J) S35 0)y < 2 <4
on conclut
Y=
J’”)o<

On aura de la méme maniére

et ainsi indéfiniment

De ces inégalités, on déduit

), ____),’l <), qlu—l.

Cette inégalité élablit bien que y, converge uniformémentversy.

Cest ce que nous voulions établir.

12. Nous avons maintenant & rechercher lesintervalles dans lesquels
on peut étre assuré d’avoir une intégrale toujours positive, el cher-
cher en particulier §'il est possible d’avoir une intégrale s'annulant
aux extrémités d’'un intervalle sans étre identiquement nulle. Nous

avons dit que la dérivée toujours positive

fy/'(”"u)/)

allait constamment en décroissant quand y augmente, lorsque x a une
valeur fixe quelconque dans un certain mtervalle Pour y ==, cetle

fonction aura une valeur déterminée; posons

S, 0) =P (),
Sy 2) = Q)
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on aura .

P(z)> Q(x),

(Q(«) pourrait étre identiquement nulle.

13. Avant d’aller plus loin, rappelons un théoréme bien connu sur
les équations différenticlles lincaires.
Istant donnée I'équation linéaire

(9) dw- P(r)y =o,

ou la fonction P(x) est positive et définie pour un champ suffisam-
ment grand de valeurs de z, il existe une quantité o, telle que dans tout
intervalle (o,a’) ot &'<C #, unec intégrale nulle aux deux extrémités
est identiquement nulle. Pour 'intervalle (o, &) au contraire, il existe
une intégrale s’annulant aux deux exirémilés et qui n’est pas nulle
identiquement. Dans I'intervalle (o, «) la méthode des approxima-
lions successives conduit a une série convergente.
~Si l'on considére une seconde équation de méme forme

(10) CL 4+ Qr)y =0,
i cetle équation correspondra un intervalle (o, ). Sil'on a
P(x)>Q(),
a <5

14. Ceci posé, revenons & I’équation

on aura nécessairement

N dz,)’ A N
(l/) zl—'_-, —+—'/<.'l/,y)=().

Proposons-nous de montrer qu'il existe une intégrale (ne s’annu-
lant pas identiquement) s’annulant

pour x=o0 ¢t  pour x=a,

a étant compris entre o ct f.
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Cette intégrale va nous étre fournie par la méthode des approxima-
tions successives. Nous partons d’une fonction arbitraire, toujours
positive, s'annulant pour o et pour @; nous allons montrer d’abord
que la séric des approximations successives est convergente. Consi-
dérons & cet effet une quantité posilive ¢ assez grande pour qu’en
posant

[r(z,e)=R(x),

la quantité, analogue & la lettre « du numéro précédent et relative a
I'équation
da*

-+ R(l‘) y=o
soil supéricure & a; ceci est possible puisque pour ¢ == la fonction
R(x) se réduit &4 Q(x).

Ceci posé, cherchons l'intégrale de I'équation (E) prenant pour
£ = o ct pour z == & la valeur ¢. La méthode des approximations suc-
cessives nous fournira unc suite de fonctions croissantes

Yo==% Yie Yoy eeey Yuy 4o
11 est aisé de voir que cette suite a une limite. On a en effet
dﬁ( 'n—Yn- )
S Tt e f (8, Yum) = [ (Y0 2) = 0.
Or . :
,/.("171 )fn-' ) - ,/(wyyn—'.')< R(.SU) ()///—-i '“)’u—z),

puisque y,_, ct y,., sont supérieurs & . Or la série des approxima-
tions successives converge pour 'équation linéaire

d?y
T T R(@)y=o0.

Il en est donc a fortiori de méme pour 'équation (E).
Nous venons de trouver 'intégrale de I’équation (E) prenant pour
;= 0 et ¥ =« la valeur ¢, ¢ étant une constante suffisamment grande.
Nous voulons avoir I'intégrale de I'équation prenant la valeur zéro
Journ. de Math. (4* séric), tome IX, — Fasc. IlI, 18g3. 3



242 EMILE PICARD.

aux deux extrémités. Or partons d'une fonction s’annulant aux deux

extrémités et inféricure & e puisquc les approximations convergent
dans le cas (ui vient d’¢tre cxaminé ci-dessus, elles convergunt neces-
sairement encore dans le cas actuel,

Nous obtenons done, par la mithode des approcimations sucees-
sives, une intégrale s'annulant pour x == o et pour » == a. Une ob-
jection importante se¢ présente loutefois immédiatement : Vintégrale
(que nous venons de lrouver n'est~clle pas identiquement nulle?

Nous allons établir qu'il n’en est pas ainsi.

Montrons d’abord qu'on peut trouver unc fonction continue y,
de x, s'annulant pour x = o et pour x == a, et telle que dans Pinter-
valle (o, @) '

@y + [ (kg ¥y )> 0.

da?

Soit n unc quantité positive, et posons

f]'.(;l,’, ) == R, (x).

Nous pouvons prendre 1 de telle sorte que la quantité a,, corres-
pondant a Péquation linéaire

(I y + R, ()y =0,

soit égale & a. Désignons alors par y, la fonction continue satisfaisant
a cette derniére équation entre o et @ et sannulant pour cos deux
valeurs; de plus, comme elle n’est déterminée qu'a un facteur pres,
nous la prenons telle qu’elle ne dépasse pas 4. Nous avons ainsi une
fonction continue parfaitement définie, Lelle que

ol
dj; 4 () yy) > 03

nous allons la prendre pour coinmencer les approximations succes~
sives. La seconde fonction y, cst déterminée par 'équation

Ly , .
“(T[Z'Tzl‘ +f(@,y0)==0
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et par la condition de s'annuler pour x = o et pour z=a. Il est
facile de voir que

Y >V
Si nous écrivons, en effet, y, = y, + ), nous aurons

an. &y,
da T udr + [(x,¥4)=o.

La somme des deux derniers termes est positive; A s’annulant aux
deux extrémités de Vintervalle (o, @) sera donc positif dans cet inter-
valle. Nous aurons donc bien ['inégalité annoncée. Du moment que
Y>> Yay ONaura

- Y:>s

ct ainsi de suite. L'intégrale cherchée y sera donc supérienre & y, :
elle ne sera pas identiqguement nulle.

2n définitive, nous avons démontré dans ce paragraphe qu'il existait
une intégrale de Uéquation

dvy ,
G+ S, y)=0,

sannulat pour x = o et pour x = a, et loujours positive dans cel
intervalle,

5. L'intégrale dont il vient d’étre question est unique. — Geci
est unc conséquence de Panalyse dun°41. A la vérité, Vintégrale tou-
jours posilive ¥, que nous avons considérée dans ce numéro, ne s’an-
nulait pas aux deux extrémilés; le raisonnement subsiste sans mnodifi-
cation si I'intégrale s’annule sculement 4 une des extrémités, soit pour
«==0 et si l'on suppose, de plus, (ue ?IL ne soit pas infinic pour x ==o.

: 54
11 est évident d'ailleurs que i% ne sera pas nulle pour 4 = o, car antre-

ment y serait identiquement nulle. Sinousprenons alors le rapport
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du n° 8, ce rapport sera plus petit que Punilé méme pour x = o, car

lim Yo langa’
y = tangh’

r=0

0 eL ¥ désignant deux angles aigus différents de zéro et de ; et 'on a

®

0<h.

Si I'intégrale toujours positive y s'annule aux deux extrémilés de
Iintervalle, le raisonnement doit étre modifi¢, car on ne peut faire les
approximations successives cn parlant de la fonction y, satisfaisant i
I'équation

dzy
du?

On suppose que 1'on parte de la fonction y, considérée ala fin du
numéro précédent, pour laquelle

d* v,
= Sl ) >0

On peat de plus supposer que y, <y (y, n'étant déterminé qu'a
un facteur prés).
Nous pouvons affirmer alors que 'expression

_ e
’

reste moindre qu'un nmnbrc ¢ plus petit que Tunité, puisque pour
w=0 clx=alalimite de < '—- ne peut étre nulle. J o'y a plus alors

(u raisonner comme au n"l 1 pour voir que y, a nécessaicement une
imi imile est y. Cetle intécrale v est done unique.
limite, ct cette limite est y. € o

16. Nous avons supposé, dans lout ce qui précide, que a élail
distinct des valeurs extrémes z ct 5. Montrons que U'intégrale tend
vers zéro quand « tend vers 2. Nous allons raisonner conunce au n* 14,
quoique dans des circonstances un peu différentes. Nous pouvons
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prendre la constante ¢ assez petite, pour que, ayant posé
Sy (@ &) =R(z),

I'intervalle o’ dans lequel s’applique, pour I'équation

la méthode des approximations successives, soit aussi peu supérieur
que I’on voudra 4 «. Choisissons alors a entre 2 eta’. D’aprésle n° 14,
l'intégrale y de notre équation

&cy

do? +/("6’ .y) =0
est moindre que I'intégrale, prenant pour x = o et x = a la valeur ¢,
el obtenue comme limite des approximations convergentes

ks )
d.;z; + f(x,2)=0,

(l‘l 2

= +f(x,y) =0,

dx?

¢l ainsi de suite. Or on voit que chacon de ces y est de l'ordre de ¢,
¢’est-a-dire peut se mettre sous la forme du produit de & par une fonc-
tion restant finie; notre intégrale y est donc elle-méme de I'ordre de e
comme on peut faire tendre ¢ vers zéro a mesure que ¢ se rapproche
de plus en plus de «, il en résulte que U'intégrale y tend vers zéro,
comme nous 'avons annonceé.

Supposons maintenant que « tende vers §. Nous aurons recours
alors 4 la seconde partie du raisonnement du n°® £4. Puisque a est Lrés
voisin de B, nous pouvons prendre la quantité 7 extrémement grande.
Supposons de plus que le maximuam de la fonction y, soit precisément
7, ¢C ue nous pouvons toujours réaliser, puisque y, n'est déterminé
qu’a un facteur prés. Dans ces conditions, notre intégrale atieindra
certainement unc valeur supéricure 4 9. Comme 7 est aussi grand que
I'on veut, si a est suffisamment rapproché¢ de f§, on voit qu'il n’y a pas
d'intégrale continue (outre y = o) s’annulant pour 2 = o et pour
x = fB. Pour une valeur fixe quelconque de z (distinete de o ct @) la
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valeur de U'intégrale y de I'équation

d!r
;1? +/($,}’_)=0s

s’annulant pour o et pour @, augmente indéfiniment quand « tend
vers . Il résulte encore de ces considérations que, pour Iintégrale y

- | RS d" - L)
correspondant a a, la valeur de la dérivée —— pour « = o varie d’'une

maniére continue de zéro 4 'infini quand « varie de ez 4 5.

17. Dans tout ce qui précede, nous n’avons étudié que les intégrales
restant toujours positives (ounulles). Pour ¢tudier d'autres intégrales,
il est évidemment nécessaire de faire des hypothéses sur la nature de
la fonction f(x, y ) et de ses dérivées pour y négauf. Supposons en-
core que cette fonction, qui s'annule pour y == o, croisse toujours cn
méme temps que y, et que la dérivée

¥a 'r(:c, ¥

toujours positive, ait un maximum pour y = o, ¢t wait ni minimum, ni
autre maximom. On pourra alors ctudier toutes les intégrales de
I'équation. Faisons seulement, pour le moment, la remarque quein-
tégrale étudiée aux n** 14 et 43, et qui s'annule pourr = o et pour
# = a, ne sera pas nécessairement unique si U'on ne la suppose pas
toujours positive dans 'intervalle (o, «). D’une maniére plus géné-
rale, une intégrale n’est pas nécessairement déterminée d’une ma-
niére unique dans Uintercalle (0, o) par ses valeurs initiale et fi-
aale; nous allons toutefois montrer qu'il en scra nécessairement ainsi
dans le cas ot
a<o.

Soient, en effet, y ¢t z deux intégrales supposées distincles satis-
{faisant aux mémes conditions. On aura
d*(y — 3) o -
i (@ y)— (e, z)=0
ou .

Py —3) N (o Ny —
——Z‘};;*—-P()"—»)/y(‘l,, h)=o,
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) ¢tant compris entre y et 5. Oron a

L2, 0) < [, 0) =P(x).

Il en résulte que l'intervalle, partant de zéro, dans lequel une inté-
grale s’'annulant aux deux extrémités est identiquement nulle, est plus
grand pour I’équation

d*u
i & u=0

que pour Péquation

d*u
iz P(x)u=o.

Il est dés lors évident que les deux intégrales coincident.

IV. — EXTENSION AUX CAS DE m EQUATIONS.

18. Les résultats précédents s'étendent facilement & m équations

&
—/7%5' +,/4('7;1.Yn)’2, "'7)’;;4):—“—0,
rl’)2

dzr fz(“&)’n}’:; "-7)’”1):01

(lz.ym ) 5 ‘.
“dr T/'”(J"y"yzs <oy Ym) =0.
Comme le cas ol « nentre pas dans les équalions cst 4 la fois le

plus intéressant et le plus simple, nous nous hornerons 4 ce cas, et
considérerons les n équations

;dz
2.14_-‘};—*-/‘()/1;1-“,14)::0’

dz
da’+f(y’ 3 eeey U) =0,

A A I R LI I I I AP .0

d*u

&—‘ig-i-fm(‘y, Zy ey u):o,

ot les lettres y, z, ..., u sont en nombre m.

~

(11)
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Nous supposons que les fonctions f s’annulent pour
y=s=...=u=0,

Elles croissent quand les variables y, 3, ..., u augmentent. De
plus, les dérivées nécessairement positives

o
Js -

(s étant une quelconque des lettres) décroissent quand les valeurs
absolues des variables augmentent,

Nous aurons a faire tout a 'heure une hypothése supplémentaire
sur les dérivées du premier ordre, mais il nous faut examiner d’abord
un cas particulier.

19. Arrétons-nous sur le cas bien simple ou les équations sont li-
ncéaires. Soit

Ay

;’1;?,‘: +ay+a,s+...+ a,u==0,
2z

dr —+ bly'+' [/._,3 —+...4+ I)mu 2 0,

d*u

i Ly + s +...+ L,u =o,

les @, b, ..., ! sont alors posilifs. L’équation cn S,
a, — S* a, ay, i

b by—8* ... b
! 1 m } — 0,

/ l, ... l,—S?

s'offre quand on cherche les intégrales de 1'équation précédente de la
forme

Asin(Sz), Bsin(Szx), ..., Lsin(Sxz).

Cette équation admet au moins une racine positive S; considérons
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la plus grande de ces racines que nous désignons par S,. Les équations
différentielles admettent le systéme d’intégrales

(12) Aysin(S,x), Bgsin(S,z), ..., L,sin(S,x),

et Uon peut démontrer que les constantes A,, B,, ..., L, sont loutes
de méme signe.

Montrons que dans un intervalle de longueur moindre que ¢ la
(4
méthode des approximations successives donne certainement un ré-

sultat convergent. Nous allons d’abord établir que dans un tel inter-
valle tout systéme d'intégrales

Yy B ey U

restant’positives (et non nulles) peut étre obtenu par la méthode des
approximations successives. On considére les équations successives

d*y, dtz, d*uy,
[{.l‘z——(), -8?——0, ey —‘752——0,
d*y,
'(T;z' +a|y”+a250 +o-.+ a,,,lh,:o,

e Ly, + Lz +...+ lu, =o,

el ainsi de suite, les valeurs initiale et finale aux extrémités de I'inter-

valle étant toujours les mémes pour chacune des fonctions. On a évi-
demment

Yo<lYi< . vny
5, <5< -0
U, < Uy < ..

¥» 3, ..., usont d'ailleurs nécessairement aussi supérieures respecti-
vement 4y, 3, ..., ¥,. Les quoticnts
Y —Ye, 3—% uU— Uy
’ ’ L]
y z u
Journ. de Math. (4 série), tome IX. — Fasc. III, 1893, 32
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restent compris entre zéro ct un, ct 'on peut trouver un nombre
g <1, auquel ils restent inférieurs. Des deux systémes d’équations

d*(y — yo)

A Fay -+ +au=o,

12
c ({l - ) @ (Y — Vo) .ot @it — tty) =0,

on conclut
w— u,

- < {f,

w— Uy,

;_;, <qg

el en continuant ainsi de proche en proche, on a

)’—)’n<}”1"+'; s ll-—ll,,< U{["H’
ce qui établit bien que
limy, =y, cens limu, =u (pour n==).

Ce point établi, la méthode des approximations successives réus-
sira pour I'intégrale (12), et, par suile, pour loul systéme de valeurs
initiales ct (inales, puisqu’on peul toujours supposer (ue cclles-ci sont
moindres cn valear absolue que les valeurs correspondantes de (12).

Remarquons encore gu’une intégrale est completement déterminée,
dans Pintervalle considéré, par ses valeurs initiale et finale. Dans le
cas contraive, en clfet, on aurait une intégrale du systéme s’annulant
aux deux extrémités de 'intervalle sans étee identiquement nulle. Or
cela est impossible; on peut, cn effel, oblenir un systéme de 22 inté-
grales ayant des valeurs initiale et finale arbitraire (en employant les
approximations successives) : avec ces intégrales on formera l'inté-
grale générale, ct il esl clair que ces intégrales s’annulant aux deux
extrémitésde l'intervalle serontidentiquement nulles, puisque on‘aura,
pour déterminer les constantes, un systéme de 2m équations linéaires
homogtnes & 2m inconnues, dont le déterminant nec sera pas nul
puisque toutes les lettres qui y figurent sont arbitraires.
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20. Revenons maintenant au systéme général (11). J'envisage
I'équation en S

Uh _g O ..
dy 05 o
afs 9fs —S ... df
dy 03 Ju =o.
g,_”_x d/m Ve ofm sz
Jdr Js Ju

Celle équation a au moins une racine positive, et c’est sur la plus
grande que nous portons notre attention. Celte racine peut étre con-
sidérée comme unc fonction dey, s, ..., u.

Nous supposons qu’clle atleigne sa valeur maxima pour

y=3s=...=uU=0,

et qi'elle aille toujours ru décroissant quand les valeurs absolues
des variables augmentent.

Nous allons pouvoir, sous ces conditions, étendre an systéme (11)
la plupart des résultats ohitenus dans le cas d'une seule équation. Deux
systémes d'équalions lindaires vont jouer un rdle essentiel comme
équations de comparaison. Posons

o _ o _ I
‘ dy ay, Jz — Y ceey e m
’_)./z _ 9
(rl‘) ‘;)?-—vl|, cvese ey o ey ’a—u"-—b,n',
()fm / ()fm —_—
l"()‘y J%) eee 0oy ooy (,“"'—'”l’

(quand on fait dans les premiers membres y =z =...=u = 0. Dési-
gnons de méme par les grandes lettres A,, A,, ..., L, les valeurs de
ces dérivées pour

y=z=..=u=+»,
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Les deux systemes d’équations linéaires scront les systémes i coef-
ficients constants formés avec ces cocfficients et de méme forme que
ceux (ui ont ét¢ considérés au n® 19. Au premicr systéme formé avec

—

les petites lettres correspond un intervalle « (a = S_)’ el au second

systéme formé avec les grandes lettres correspond un intervalle §3
d’apres les hypolhéses faites, on aura

a < 8.

24. Ceci posé, revenons au systéme (11). Nous voulons montrer
qu’il existe unc intégrale de cette ¢quation, non nulle identiquement,
et s'annulant pour « = o et pour « = «, a étant compris entre o et .

Nous allons nous placer au méme point de vue que préeédemment.
Nous partons de rz fonctions loujours positives, s'annulant pour .« = o
et pour z = a; on va montrer d’abord que la série des approxima-
Lions successives esl convergente. Considérons a cet effel une quantité
positive ¢ el désignons par

Lyy QLyy  oeey Gy
f4

Bn Bza ey Py

chy eey ey eey

’\" Xz, ey A,”

les valeurs du Tableau (T') des dérivées pour

On peut choisir ¢ assez grand pour que, S désignant la plus grande
racine positive de I'équation

(13) B B8 Ba = o,
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. ™~ . e - . ’ .
le quolient g soit supérieur & a; ceci résulte de ce que, pour ¢ irés

S
Ceci posé, cherchons les intégrales du systéme (11), prenant pour

= o et pour = a la valeur e. La méthode des approximations suc-

cessives nous fournira une suite de fonctions ‘

grand, cette quantité ¢ se réduit a 8.

—_ —_ — .
Vo=§&  Zp=¢ ey Ug= ¢,
Y Shy ceey Uy,
cees ceny vy very
Yaus Zny ceey Un,

cl toutes ces fonctions sont supérieures a .
Montrons que cette siite a une limite. Prenons, en cffet, les équa-
tions dont nous écrivons seulement la premiére,

dﬁ Yn— I-—) -
(L/l) LW&—L +f'(yn—n “l)—’l)""ull—l)

.~f‘(yll-—27 :n-.g, ceey un_2)= 0,

ct désignons par
ki ks ooy ki

les valcurs des dérivées partielles

oh oh . W
dy’ 93’ > Ou

poury =s=...=u=¢.
Considérons alors le systéme d’équations linéaires

. dtU
dz* + ki, U+If"2V+,,.+k,,mW=0,
s

(I5) ‘ : @+]fz.|U+k2.‘zv+°"+k2,mW:O’
2w

Az + ’\’,,,,‘ U+ k,,,,,V e km,mw = 0.
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La plus grande racine positive S de I'équation
plus g

,"i,( - S ]"1,2 kn,m
k, ky.— 87 k1m

LXxd se s e .o LT

I"m,l km.z ,"m,m - Sg

est moindre, d'aprés nos hypothéses fondamentales, que les racines de
Iéquation (13); elle est done supérieure a a. Il en résulte que les ap-
proximalions successives fournies par les équations (14) seront con-
vergenles, puisque ['on a manifestement

I)’/z —)'n-t '< l’,,_,, ceey U, — u,._, < W -1
si 'on a pris

Yi—Ye= U, ceen u,—u,=W,.

Nous obtenons done un systeme d'intégrales, Loujours posilives, pre-
nant pour . = o el pour x = ¢ la valeur ¢ (z élant une constante suf-
fisamment grande). Si maintenant nous partons de m fonctions posi-
tives s'annulant pour £ =0 el pour . =a cl inférieures & g, les
approximaltions convergeront a fortiori, ct, par suile, nous oblenons
un systeme d’intégrales

¥y Sy ey U

sannulant pour x =0 ¢l v = a.

On doit toutefois se demander si ces intégrales ne sont pas identique-
ment nulles. 11 saffit pour cela (n® £4) de voir que I'on peut tronver
des fonctions y,, g, ..., U, posilives et s'annulant pour . = o et pour
2 == a telles que

d*y, .
. ‘-{E,—" Sy (YosSgr ey ty) >0,
(16) ) e ,

==+ [n() o3 Tor ooy ty) >0,

dx?

' d*u,
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Soit, & cet cffet, 1 unc quantité positive et désignons par

Rpiw Tysy ooy Ry

hay, hzea ceny Ilem,

oy ev ey vy ceey

Iy /lm'.'a ceey /'mma

le Tableau des dérivées parﬁc]les du premier ordre des fpour
=si=...=U=17.

On peut choisir 7 de telle sorte que la quantité 2,, relative au systéme
analogue & (15) o les k ont ét¢ remplacés par les 4, soit précisément
égalea a. Ceci est évident, puisque, pour y = o0, @, = a ¢t ue, pour
7, = 0, 2, = 3. On prendra alors pour y,, 3, ..., ¢, les intégrales du
systeme (A) (voir loc. cit.) sannulant pour z =o et pour x =a.
Comme ces intégrales ne sont déterminées qu'a un facleur constant
pres, nous les prenons telles qu’elles ne dépassent pas v.

I est clair que pour ces fonctions les inégalités (16) sont vériliées,
puisque -
fi()’oa Sy e ”o)> /"1',|YO + ,’i,:' Spt...+ /"i,muo' .

Nous prendrons alors, pour commencer les approximalions, les fone-
Hons ¥, gy ...y Uy, €l comme les y,, 3,, ..., &, iront certainement
en croissanl avec #, nous sommes assuré d’avoir des limites (ui ne
seronl pas nulles.

22. On éludierait facilement les cas de
a=1a et a=j.
Quand @ tend vers 2, les intégrales tendent vers zéro, et quand « tend
vers { les inlégrales augmentent indéfiniment : je veux dive que pour
une valeur quelconque z (distincte de o et $) les valeurs de y, z, ..., u

augmentent indéfiniment quand « tend vers f.

23. Indiquons un exemple d'équations différenticlles auxquelles
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s’appliquent les principes que nous venons d’mdlqucr. Prenons les
denx équations

dxt

d*z
dr?

+ay+B(—e?)+as+F(1—e)=0,
+YYHI0— )+ Y+ (1 —e7) =0,

les a, 3, y et ¢ étant des constantes positives.

Les seconds membres sont des fonctions croissantes de y et = (on se
borne 4 y ct = positifs); de plus leurs dérivées partielles du premier
ordre décroissent quand les valeurs de y ct = augmentent. Nous de-
vons encore considérer I’équation en S

lao+Be7—8 o+ Gee
= 0.

N\ . N, LY Y
| y+oe? YAt

La plus grande racine positive S de cette équation esl une fonction
de y et 5. 1 faul, pour appliquer la théorie, qu'elle aille en décrois-
sant quand les valeurs de y ct 5 augmentent. Il serait aisé de recher-
cher les conditions auxquelles doivént satisfaire les constantes pour
qu’il en soit ainsi. Nous nous bornerons & remarquer que 'hypothése
nécessaire sera certaincment réalisée, si

ay' — vy’ < o,
by — v2 <o,
ad — v <o,

D _D/ <0

2%. Pourle cas d'une seule équaiion, indiquons un exemple ou I'on
pourra faire aussi, d"aprés les mémes principes, I'étude des intégrales
correspondant i y négatif, ct qui est algébrique,

2 By
+ﬂy+ =
dz* Vit 2

=0,

« et f3 étant des fonctions positives de .
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L fonction positive

_Br
x = e r————
f( 7}’) -y V""‘ y?
augmente avec y, ct sa dérivée
A
Y (1 +y2)2

va bien en décroissant en méme temps que y augmente.

V. — SuPPRESSION DE QUELQUES HYPOTHESES RESTRICTIVES.

25. Les conditions imposées aux fonctions entrant dans les équa-
tions différentielles sont susceptibles d’étre un peu ¢largies. On peut
prendre, en quelque sorte, ces fonctions comme fonctions de compa-
raison auxquelles on cherchera & en comparer d’autres.

P’renons les équations (en nous bornant, pour abréger, au cas de
deux équalions)

dx’ +f(.y1")-‘0’

(17)

dx’ + 74(}/, Z)-—- o.

Supposons que les fonctions positives f et g s’annulent pour y =z=o0
ct soient, comme précédemment, croissantes avec y el z (nous ne’
considérons pour le moment que y et z positifs). De plus, quand y
et 5< [, les dérivées du premier ordre sont supposées décroissantes
dans les mémes conditions.

On voit que nous faisons seulement dans I'intervalle (o, /) pour les
dérivées du premier ordre les hypothéses que nous faisions tout 4
I'heure de zéro 4 I'infini; [ pourra étre trés petit.

En outre, nous supposons maintenant qu'on peut trouver deux
fonctions positives F'(y, z) et ®(y, ) s'annulant pour y =0,z —o
définies pour

y<L, z< L,

Journ. de Math. (4* séric), tome 1X. — Fasc. III, 18g3. 33
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et telles que dans cet intervalle

f(.yi :)EF()” 5), ?(}', :)E‘l’()’, 7).

les fonetions IF ct @ satisfaisant dans I'intervalle (o, L) aux conditions

(jue remplissaient les fonctions £ de la Section précédente; de plus, les

dérivées partielles du premier ordre des fonctions I et @ ont respec-

tivement les mémes valeurs pour 3" = z = o que les dérivées de fet <.
Si nous considérons les deux équations

| e +F(Y,Z)=o.
(18) .

e +¥(Y,L)=o,

nous pouvons leur appliquer la théorie de la Section précédente, en
nous bornant toutefois & U'intervalle que j'appelle (z,v) tel que Fin-
tégrale s’annulant pour r =oct.r =a,

alay.
reste inféricure a L.

Nous voulons démontrer que les équations (17) admettront des in-
tégrales non nulles identiquement s’annulant pour x = o et pours =a.
la quantité ¢ satisfaisant aux inégalités précédentes.

Tould’abord, si @ est trés voisin de 2, nous avons, d'aprésfa théorie
de la Section précédente une intégrale toujours positive <"annulant
pour z = o et x = a cl restant lrés voisine de zéro.

Quand a est quelconque entre z et v, la méthode des approxima-
tions successives nous donne certainement une limite; c’est ce qui
résulte de la comparaison des systémes d’¢quations (17) et (18). Puis-
qu'il y a unelimite pour ces derniéres équations, il v en aura une aussi
pour les premicres.

On pourrait craindre que les valeurs trouvées pour y et s ne fussent
identiquement nulles. On peut démontrer de la maniére snivante
qu'il n’en est rien. Soit 2, une quantité Lrés voisine de 23 on pourra
(roir n° 21) déterminer deux fonctions y, el sz, annulant pour . =o
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et = a,, tellés que
(1’)’0 +/‘( - )> o
P Yor~o ’

!-

T2 +3(Ver70)>0-

Pour déterminer les intégrales y et z s'annulant pour £ =o0 et
+ = a, on prendra pour commencer les approximations les fonctions
Ye el 3, précédentes de o 4 2, et de 2, & a, on prendra y,=o, 5,=o.
A la vérité, les fonctions y, et z, ainsi constituées n’ont pas leurs déri-
vées continues de o a a, mais il est facile de sc rendre compte que
cela n'a pas d'importance pour I'emploi de la méthode. On déter-
mincra la suite de fonctions approchées, et dans cette suite les y, et
les =, iront en augmentant constamment avec I'indice # : la limite ne
pourra donc étre nulle.

26. Indiquons une équation ot I'on pourra appliquer ce qui pré-
cide. Nous avons considéré plus haut I'équation

‘[21 [4]
L ay+ 2L —o,

(r9) 7 Vit

2 el 3 élant des fonctions posilives de «.
Considérons maintenant I'équation

dy
Y 4y + -

(20 —
) dz Vi y?

iy —
—ysin*y = o,

~ étant une fonction positive de .« et telle que, pour toute valeur de »
«que nous allons considérer,
azy.
La fonction

s(y)=ay + ,_3;77, — ysin’y;

ol nous mettons sculement y en évidence, a pour dérivée

7(y) =2+ —t— —ysinty,
(1+%)*
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cette dérivée scra loujours positive ct par conséquent g(y) ira cn
croissant avec y. 9'(y) n'ira pas loujours en décroissant quand y
variera de o & oc, mais il en scra ainsi dans le voisinage de ¥ = o,

puisque

7(0)=—127.
D’autre part, en posant
_ By
P(y)=ay+ i
on aura
2 (¥)<P(y)-

Enfin on a

v'(0)=®(o0).

Nous pouvons donc appliquer les remarques précédentes, et I'on
aura certainemenl une intégrale s’annulant pour «x =oectl = a. en
prenant « dans I'intervalle défini pour Péquation (19).

CHAPITRE IIL.

APPLICATIONS DES RESULTATS PRECEDENTS.

VI. — Cas p'UNE SEULE EQUATION.
27. Reprenons 'équation

.. d*y
(E) L+ [ y)=0,

en faisant Jes muncs hypothescs qu'au Chapitre préeédent. Ces hypo-
théses étaient relatives 4 y positif. Si nous voulons éludier des inté-
grales devenant négatives, il est indispensable de compléter ces hypo-
théses. Supposons done que I'équation oblenue en changeant y en
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—, cest-a-dire I'équation

d:
,17}:' —J(x, —y)=o0

rentre dans le méme Lype que I'équation (E), pour y positif. -

Toutes ces conditions étant remplics, nous sommes assuré¢ de pou-
voir suivre une intégrale quelconque pour toute valeur de i, si, bien
entendu, nous supposons f(x, ¥) définie et continue pour toute valeur
réelle de . L’équation () appartient en effet au type d’équations au
sujet desquelles nous avons démontré (n° 2) un théoréme général.

Toute intégrale de Uéquation (E) devra nécessairement 8an-
nuler. — Supposons en effet qu’une intégrale ne s’annule pas a partir
de & = o. Désignons encorc par « et § (n® 14) les deux nombres rela-
lifs & = o, qui ont joué un réle fondamental dans toute la théoric
du Chapitre précédent. Si I'intégrale considérée ne s’annule pas &
partir de z = o, nous aurons une intégrale restant toujours positive
ct différente de zéro dans un intervalle (o, £),

i étant supérieur a 3.

On pourra alors obtenir une intégrale, non identiquement nulle,
s'annulant pour - = o et pour i = /&, ct restant loujours positive dans
cel intervalle, ce qui est en contradiction avec les résultats précédem-
ment oblenus, puisque c’est seulement dans Uintervalle (o, a), oi

e alp,

que L'on peut déterminer une intégrale s'annulant aux deux extré-
mités cl Loujours positive dans l'intervalle.

On peut encore démontrer de la maniére suivante le théoréme pré-
cédent, cn remarquant cue, si a est inféricur & §, mais en esl trix
voisin, I'intégrale qui s’annule pour = o et pour « = @ devient trés
grande (n° 16); la courbe intégrale que nous étudions et cette seconde
courbe intégrale auront donc au moins deux points communs, et,
par suite, nous aurions deux intégrales positives prenant les mémes
valeurs pour deux valeurs de , ce qui est impossible.
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L’intégrale s’annulant une fois devra s'annuler une infinité de fois,
¢t, comme nous I'avons dit d'unc maniére générale, on pourra suivre
sa valeur de proche c¢n proche.

La courbe représentée par toute intégrale aura donc la forme d'une:
sinusoide, et I'on peat dire que le probléme de Fintégration pour
Péquation (1) cst résolu, si I'on entend par la qu’on peut suivre
avec précision les valeurs de la fonction quand - augmente indéfini-
ment.

28. Soicnt deux valeurs @, ct x, de z{x, <.z,). A un intervalle
commencant en iz, correspondent pour I'équation (E) une longucur 3
et une lengueur o, en gardant toujours la méme notation générale,

Considérons cnsuite I'équation transformée de I

1 diy ) _
(1) d—‘z",;—-f(;c,—.!;,-—_y).-_—o.

Pour cetle équalion en #, nous aurons, pour un intervalle commen-
cant & 2’ = o, une longueur §’ et une longueur «'. Supposons mainte-
nant que les quantités

e o 0 . .
Loy T — P, "0‘*‘31 oy

soient rangées par ordre croissant de grandeur ct que de plus
Ly —oa' >+ 2.
- Nous allons montrer qu’il eciste aw moins une intégrale de I'équa-
lion Sannulant pour & =y el pour v = x,.
Désignons par & une arbitraire comprise entre
L, — (ﬁ' el ag+ 3
[L'y aura une intégrale toujours positive de I'équation (L) s’annu-
lant pour 2, et 4; de méme I'équalion (E') admettra une intégrale

toujours positive s’annulant pour &’ = o et ' =x,— ) et, par suite,
I'équation: (I¥) admettra une intégrale toujours négative s’annulant
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pour . = &, et = A. Les deux intégrales que nous venons de Lrouver
peuvent-clles étre la continuation 'une de Pautre. I faut et il suffit
que leur dérivée premiére ait la méme valeur pour « = A. Désignons
par 0 et 0’ les angles compris entre o et - que font les tangentes aux

deux courbes au point = A, y = o avec I'axe des . L'équation
(21) l—0=0

est une équation en A, puisque 0 et §” dépendent de 4. Il faut montrer
que celte équation a unc racine entre &, — P’ ety + §. Or, quand

esl trés voisin de wr, — ', 0 esl voisin de 1;:’ tandis que 0 a une valeur
difierente de ;, donc ) — 0’ est négatif pour cette valeur de x5 au con-
traire, pour .z voisin de iz, + 3, 0 est voisin de ’;' tandis que 0" a une
valeur différente de ; : la différence 0 — O sera alors positive. L'¢qua-

tion (21) anra donc au moins unc racine correspondant i une valeur
telle que

x,— f$’< A< g+ ?;

lst-on assurc que I'intégrale correspondante ne sera pas nulle iden-
tiquement? Oui, puiscque autremant il faudrait que 'on eiil & la fois

h < xg+ o, AN Sz, —o,

ce qui est incompatible avec nos hypothéses. Nous avons done bien
une intégrale non nulle identiquement ¢t s’annulant pour # = i, et
x =, : celle intégrale ne garde pas um signe invariable entre les deux
valenrs extrémes.

29. Occupons-nous maintenant d’un cas particuliérement intéres-
sanl : celui o la fonction f(x, y) serait périodique par rapport a x
ct de période w. Considérons un intervalle (xy, 24+ ). En suppo-
sant remplies les hypothtses du n® 28, nousavons une intégrale s'an-
nulant pour z, et , + w. Celte intégrale ne sera pas en général pério-
dique, car pour x, ct x, + o les dérivées n’auront pas la méme valeur,
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En éerivant cette condition, on aura une équalion en z,
F(z,)=o0.

A chacue racine réelle de celte ¢quation correspondra une solution
periodique. Nous indiquerons tout a I'heure des cas assez é¢tendus ol
il ¥ a une solution périodique.

Je veux pour le moment rester dans le cas général. Soit .z, une
valeur arbitraire. On peut considérer intégrale.

J

e, %A mi/(

) T \_/ x

Si on se donne I'angle 0, (o< 0, < 5) de la tangente avee O

pour Pintégrale sannulant en x,, cetle intégrale sera complétement
déterminée. Elle sera d’abord positive, deviendra négative et s’annu-
lera pour la seconde fois ¢n z,; soit 0, I'angle, compté comme 'in-
dique la figure, de la tangente avee Oz (0 <0, L ;) L'angle 0, est

N

unce fonction de 0, el nous formons I'équalion en 0,
0‘ - @U = 0.

Elle admettra la racine @y = o, puisque @, s“annule en méme temps
que ,. Elle peut admettre d’aulres racines ow n'en pas admettre, en
laissant de coLé le cas limite = O, = -, qui ne correspond pas, 4
proprement parler, 4 une intégrale. Soit @; la plus petite racine, si il
y a des racines (en dehors de zéro) : la différence

0,0,

aura un signe invariable quand @, variera de zéro 4 @]. Supposons
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qu’elle soit négative et que par suite

0,> 0,
lorsciue I'on a
0,< 6.
Quand =z, variera d'une maniére continue dans un intervalle égal
4 w, la racine minima @ variera aussi d’une maniére continue et nous
allons supposer qu’elle R’atteigne jamais zéro : soit /i son minimum.
Dans ces conditions, il est facile de chercher ce que devient pour
positif et trés grand I'intégrale s’annulant pour une valeur arbitraire
x, et dont la tangente en ce point fait avec I'axe des x un angle 8, in-
férieur & A. D’aprés ce que nous venons de dire, au second point de
rencontre z, de la courbe avec Oz, on a

0,<0,.

Conlinuons a suivre la courbe; 0, étant inférieur 4 0, est certaine-
ment inférieur & A, ct, par suite, pour le troisiéme point de ren-
contre , (A partir de x, ), on aura

0,< 0,.

On peut continuer ainsi indéfiniment; tous les angles positifs @
vont aller én diminuant et ils auront par suite une limite. Cette
limite ne pourra étre que zéro. Placons-nous en effet dans I'hypo-
thése contraire, et soit & cette limite différente de zéro; pour 7 suffi-
samment grand @,, differe de & d’aussi peu que 1'on veut. Or entre
o et w il existe un point " homologue de «,,. L'intégrale s’annulant en 2’
et faisant avec O« l'angle @, conduira & un point suivant avec un
angle @, plus petit que @,, mais en différant d'unc quantité finie; or
cette branche de courbe devrait étre identique & celle qui commence
en «,, ct par suite @, devrait étre égal &4 @,,,, ce qui est, comme on le
voit, impossible.

Il résulte de la que Uintégrale considérée tend vers zéro quand =
augmente indéfiniment en étant positif.

Journ. de Math. (4° séric), tome IX. — Fasc. III, 1893, 34
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On voit que I'équation considérée admet une infinité d’intégrales
asymptotiques & y = o, c'est-a-dire d’intégrales qui, & partir d’une
valeur positive de x suffisamment grande différent de zéro d’aussi peu
qu’on veut. Ces solutions sont différentes des solutions asymptotiques
de M. Poincaré, ct ne sonl pas susceptibles, cn général, de la repreé-
senlation analytique en série d’exponentielles qui est, pour I'éminent
auteur, la définition des solutions asymptotiques.

30. Nous avons dit que la recherche des solutions périodiques re-
vient & la résolution d’une équation que nous avons appelée

F(xz,)=o.
L’¢tude des racines de cette équation sera, en géncéral, extrémement

difficile. Je veux indiquer cependant un cas intéressant ot I'on pourra
¢lablir 'existence d’unc solution périodique. Reprenons I'équation

. d-l—i—/(uc y)=o0

satisfaisant aux conditions des paragraphes précédents. La fonclion
Sf(x, y) est périodique par rapporl i z et de période w. Supposons

que
J (s y) =/(w—a,y)

S, y)=—[f(x, = y).

Partons de , = o. Si, comme nous 'admettons, les nombres « et

el que, de plus,

P . w . .o,
relalifs a Porigine comprennent entre eux > il y aura une intégrale

' . (0] . .
de I'équation s’annulant pour x = o ct z = ~ et qui ne sera pas iden-

Y

0

<
e

liquement nulle. Je dis que cette solution sera une solution pério-
dique.
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l, P . y W
*renons, en effet, la courbe symétrique parrapporta 2: = ~, y =o,
de la branche de courbe dont nous venons de parler. Il est aisé de
voir (u'elle satisfera & I'équation différentielle.

in désignant par y = ¢(x) I'équation de la premiére branche, on
aura pour ¢quation de la symétrique

y=--9(0—ux).

Donc
d'y

zi =¥ (0 =)
et nous devons montrer que 'équation
- (o —x)+ [T, —9(0 —2)] =0

est vérifiée. Or elle pourra s’écrire

7(0 —a) + flu, 3(0 —8)| =1

o~
T

et enfin, puisque f(x, y) = (0 —#,¥),
(=) + /o= 5 9(0 =) =0,
(ui est manifestement vérifiée.

31. Indiquons un exemple. Soit I'équation

([2}, 1 [ [} 2,
;—z?_.—f-;.ysm :c-l—(l—l-._—,cos x =0,

) Y
[ \/l +y‘!

Nous regardons la fonction / (i, y) correspondante comme admel-
tant la période 27, c'est-d-dire que @ = 273 on a bien en plus

SCoy)=f(27 —, y).

L’équation rentre d’ailleurs dans la classe qui nous occupe actuel-
lement. 1l nous faut chercher les deux nombres « et § pour recon-
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naitre si 'on a

(21) eln<B.
Or o est le nombre relatif a I'équation linéaire

d*y
d.g’ '+'.)/f)(‘l’ 0)"’0’

et B correspond 4 I’équation linéaire

ok
;lx’-’ +y j (&, ®»)=o.

Nous aurons donc ici, pour la premiére équation,

(22) 37 + 2y =o0,
et, pour la seconde,

2
(23) ((i}:—*-,ysm 7 =o0.

Pour I'équation (22) nous avons de suite « = —=; dans un inter-
V2

valle moindre que —= unc intégrale s'annulant aux deux extrémités esi
2
identiquement nulle. Pour I'équation (23) nous ne pouvons trouver
la valeur exacte de (si ce n'est sous forme de série), mais nous pou-
vons avoir une limite inférieurc de § et cela nous sultira. Si, en effet,
au lieu de I'¢équation (23), on envisage I'équation
da? ]
T iy =0
le nombre B correspondant 4 1'équation (23) sera plus grand que celui
qui correspond & cette derniére équation. Par suite

B>myo.
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Puisque a = 7. ¢t B > = y/2, nous sommes assuré que les inégali-
2

tés (21) sont vérifiées. i

1l existe donc une intégrale de période 2% pour Péquation pro-
posée, et nous pouvons I'obtenir sous forme de série convergente, par
notre méthode d’approximations successives.

VII. — Cas pE PLUSIEURS EQUATIONS.

32. Ce que nous venons de dire relativement & une équation peut
s'étendre & plusieurs équations pour ce qui concerne les solutions pé-
riodiques. Nous supposerons, comme nous I’avons fait plus haut,
quoique ce ne soit nullement nécessaire, que la variable indépendante
n’entre pas explicitement dans les équations. Prenons done, en nous
hornant & deux équations,

d*y -
da? +/(}’7 ") =0,
d*s ‘
ot 3)=o,

les fonclions f et o salisfaisant aux conditions du Chapitre précédent.
Nous aurons, comme il a é1¢ expliqué au n° 20, deux nombres « et
correspondant & ce systéme d’équations. Sil'on a

2 <5 <b

il existera une intégrale s’annulant pour une valeur arbitraire de z,, et
w -

) -- Nous pouvons supposer x, = o.

pour z, + ~- Nous pouvons supposer x,

Si maintenant nous faisons I’hypothése que

S(=y —::)::—:f(y,z'),
9(=y, —3)=—3()3),
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nous allons établir que les équations admettront une solution pério-

dique de période w. On le voit de suite, pulsqu il suffit de prendre la
courbe symétrique par rapport au point (.:, =0,y = )de la solu-

tion que nous avons définie plus haut pour avoir le prolongement de
Iintégrale, et 'on obtient bien ainsi une solution périodique.

Ainsi notre systtme admet unc infinité d’'intégrales périodiques
avec une période arbitraire . Ces solutions périodiques dépendent,
par conséquent, de deux constantes arbitraires (la scconde constante
étant iz, ).

33. Donnons un exemple. Soient les deux équations

dy Ay . B _,
(24) “’*‘" Vier  Jizs
3
) d" Cy )
.+ __‘7__.+ - =0

A, B, €, D étant des constantes positives. Conformément a la théorie
générale, nous devons considérer I'équation

A g b
(e )- sz |
C D =
3 R S?
(14 %)°* (1+ %) !

La plus grande racine posilive S de celle équation est une fonetion
de y et 5. 1l faut pour appliquer la théorie qu'elle aille en décroissant
quand lcs valeurs de y et z (positives) angmentent. En posant

1 -

wle

(14 )7%)

nous avons l'équation

]
1=E"7

(1+3)

Bp |
s —

Dp —S2
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La plus grande racine positive S doit diminuer quand A et w vont
en diminuant de un i zéro. On vérifie de suite qu'il en est certaine-
ment ainsi si

AD — BC<o.

Les quantités désignées d’une maniére générale par « et § sont ici

l?’ =x,
9 = S_o,
S, étant la racine de Y'équation précédente correspondanta A =p =1,

c’esl-a-dire que 'on a

S:= A + D) + (A + D)* + 4(BC — AD).

Nous pouvons donc affirmer que les équations (24) admettent une

., .. . . . . P 2%
intégrale de période o,  élant erbitraire, mais supéricur a <
>0

34. Dans ce qui précede, les fonctions f et ¢ étaient définies pour
toutes valeurs de y et z, mais on peul, dans bien des cas, appliquer la
théorie quand les fonctions sont définies seulement dans le voisi-
nage de y = 3 = o, ou quand elles jouissent seulement dans ce voisi-
nage des propri¢tés nécessaires pour nos raisonnements; c'est une
remarque que nous avons déja faite (Section V) et qui est susceptible
d’accroitre heaucoup les cas ot I'on pourra se servir de la méthode.



