JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

CAMILLE JORDAN
Remarques sur les intégrales définies

Journal de mathématiques pures et appliquées 4° série, tome 8 (1892), p. 69-99.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1892_4_8 69_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1892_4_8__69_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

REMARQUES SUR LES INTEGRALES DEFINIES.
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Remarques sur les intégrales défines;

Pax M. | Camne JORDAN.

L'intégrale définie (simple ou multiple) d'une fonction f dans un
champ E s'obtient, comme on sait (lorsque le champ ct les valeurs de
1a fonction sont bornés), de la mani¢re suivante :

On décompose le champ en éléments infiniment petits dans tous
les sens; on multiplic 'étendue ds de chacun de ces éléments par la
valeur de f en un point choisi i volonté dans I'élément; et 'on cherche
la limite de la somme Z J d= ainsi formée.

On sait en effet que cette limite a unc valeur bien déterminée
Jorsque la fonction f est continue. Cette propric¢té subsiste méme
pour une classe de fonctions plus générale, définies d’'une maniére
précise par un théoréme bien connu de Riemann.

Enfin, M. Darhoux a fait voir que, quelle que soit la fonction hor-
née f, les deux sommes 2 Mds, 2 mdsz, oi M ct i représentent le
maximum ct le minimum de f dans 1'élément ds, ont toujours une
limite parfaitement déterminée.

Ces résultats sont trés nets ct éelaircissent complétement le role
que joue la fonction dans I'intégrale.

L’influence de la nature du champ ne parait pas avoir été étudice
avec le méme soin. Toutes les démonstrations reposent sur ce double
postulatum, que chaque champ E a une étendue déterminée; et que,
si on le décompose en plusieurs parties E,, E,, ..., la somme des éten-
dues de ces partics est égale & I'étendue totale de E. Or ces propo-
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sitions sont loin d’étre évidentes si on laisse & la conception du champ
toute sa généralité,

Nous nous proposons de montrer dans les pages suivantes qu'a un
champ E quelconque correspondent deux nombres déterminés E' et 1
«qu’on peut appeler son élenduc intérieure et son étendue extéricurc.

Si ces deux nombres coincident, nous dirons que E est mesurable
ct a pour étendue le nombre E”=E’. Pour que cette circonstance se
présente, il faut et il suffit que la fronti¢re de E ait une étenduc nulle,

Une fonction f, qui reste bornée dans tout l'intéricur de L, admet
dans cette région une intégrale par excés et unc intégrale par défaut.

Si ces deux intégrales coincident, clles représentent I'intégrale pro-
prement dite de la fonction f dans le champ E.

La détermination d'unc intégrale proprement dite multiple se raméne
a celle d’une suite d’intégrales simples, pourvu (ue le chamnp soit me-
surable.

Si la valeur de la fonction f(ix,y) ne reste plus bornée lorsque le
point (, y) se rapproche indéfiniment de la fronticre du champ d'in-
tégration E, supposé cncore borné, il seranécessaire ct suffisant, pour
que Pintégrale (par excts ou par défaut) ait une valeur finic et déter-
minée, que la valeur de l'intégrale, prise dans un domaine mesurable
et parfait D intéricur & I, tende vers zéro en méme temps que Taire
de D, quelle que soit la situation de ce domaine dans le champ.

Si le champ E est infini, il faudra en outre que V'intégrale prisc
dans D tende vers zéro, lorsque 1) varic d’une maniére quelconque,
mais de telle sorte que sa plus courte distance & 'origine des coor-
données tende vers e,

Si les intégrales de f(, y) par excés et par défaut, dansle champ I
sont toutes deux finies et déterminées, il en sera de méme de 'inte-
grale par excés de la fonction mod f. Cette condition est suffisantc.

Pour exposer, sans faire de restriction inutile, la théorie du change-
ment de variables dans les intégrales multiples, il semble qu'on doive
renoncer i s’'appuyer, comme on le fait communément, sur la réduc-
tion 4 une suite d’intégrales simples, cclle-ci n’é¢tant établic que pour
les intégrales proprement dites prises dans un champ mesurable. La
méthode géométrique, employée pour les intégrales doubles ou triples,
et dans laquelle on change simultanément toutes les variables, est pré-
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férable & ce point de vue et s'étend aisément au casde n variables.
Elle exige toutefois quelques développements pour étre rendue tout a
fait rigourcuse. Cette étude nous conduit au résultat suivant :

Soient z, y et u, ¢ deux couples de variables liées par les relations

z =q(u,v), y=%(47)

de telle sorte que, lorsque (#, ¢) décrit un certain domaine E, (z, y)
déerira un domaine correspondant E'.

Supposons : 1° qu'a chaque point de E corresponde un seul point
de I et réciprognement ; 2° qu'en tout point intérieur & E’ (sauf en des
points exceptionnels formant un ensemble d’étendue nulle) les fonc-
tions 3, 3, admettent des dérivées continues, dont le jacobien J ne soit
pas nul.

Cela posé, soit f(c, y) une fonction quelconque, telle que inté-

grale
Si.[(x,y)dwdy

¢ calenlée par exeés ou par défaut) soit finie et déterminée. Sa valeur
sera cgale @ celle de Pintégrale

Se f(%,2,) modd duds

t caleulée de la méme manitre).

I. — NOTIONS GENERALES SUR LES ENSEMBLES.

I. Soicut @, y, .... n variables indépendantes. Tout systéme de
vileurs @, b, ... attribué & ces variables constituera un point d’un
espace a n dimensions.

L¢écart pp’ de deux points p =(a, b,...)ct p'=(a’, V', ...) sera
défini parla relation

pp=1a—al+|b~ b+

Nous appellerons avec M. Cantor :
1* Ensemble 1oute collection de points; .
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2° Point limite d’'un ensemble E tout point = tel, qu'on puisse,
quel que soit ¢, déterminer dans E un point p différent de =, et dont
Pécart & & soit < ¢;

3° Dérivé de E I'ensemble E’ formé par les points limites de E;

4° Ensemble parfait tout ensemble qui contient son dérivé.

Un ensemble E', dérivé d’un autre ensemble E, est nécessaire-
ment parfait. — Soit en effet = un de ses points limites; I’ contien-

dra un point p’ tel que p'n soit < -;; mais, p’ étant un point limite

de E, on pourra déterminer dans E un point p tel que pp’ soit < =;
on aura donc

pPRipp+pr<e;
donc = est un point limite de E, et appartient a 1.

2. Si I'ensemble E ne contient pas tous les points possibles, les
points qui ne lui apparticnnent pas forment un cnsemble complénien-
taire E,.

Soient respectivement 1, K| les ensembles dérivés de B, E,. Les
points du plan pourront étre répartis en trois classes:

1* Les points intérieurs a E. Ce sont ceux qui appartiennent a |
sans appartenir 4 E;. Pour chacun d’eux p on pourra assigner une
quantité ¢ telle que tout point dont I'écart & p est < eappartient & I
ctnona E,.

2* Les points exiéricurs, qui appartiennent a K, sans appartenir
ak.

3¢ Les points frontiéres, (ui appartiennent a la fois & I'un des
ensembles E, E, et au dérivé de 'autre.

On peut aisément concevoir des ensembles pour lesquels les points
intérieurs ou les points extéricurs, ou tous les deux & la fois, viennent
a manquer. Mais il existe toujours des points fronticres.

Soient en effet p =(a, b) et n=(«, ) deux points quelconques
choisis respectivement dans E et dans E,.

Partageons la droite pw en 2" segments égaux. Soit p, le dernier
des points de division qui appartienne & E, =, le suivant. Il est clair
que, si l'on fait crolire n, les deux points p, et =, se rapprocheront
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constamment |'un de 'autre, et tendront vers un méme point limite ¢.
Si n est assez grand, on aura

Prd<t g < t.

L.e point ¢ appartiendra donc & la fois 4 E’ et 4 | ¢t comme il ap-
partient en outre 4 E ou a E,, cc scra un point frontié¢re.

Il pourrait arriver qu’a partir d’unc certaine valeur v de 2, un des
points p,, %,, lc premicr par exemple, cessit de se déplacer, mais Ia
conséquence serait la méme. En effet, le point ¢ = p, appartiendrait
a E; d’ailleurs c’est la limite des points %, qui apparticnnent 4 E,:
donc il apparticnt & E); c’est donc encore un point frontiére.

L’ensemble F des points frontitres est parfail. — Soit, en cffet,
¢ un point limite de I¥; F contiendra une infinit¢ de points ¢,, ...,
{ny --. convergeant vers ¢. Si parmi eux il en ¢st une infinité qui
soient communs & E et & E), leur point limite ¢ appartiendra aux
dérivés de ces ensembles; or E a pour dérive 1 et K| contient son dé-
rivé, Donc ¢ est commun & E’ et 4 |5 mais ilappartienten outre & I
ou a E, : c'est donc un point fronticre.

Si parmi les points ¢,y ..., ¢ay -.-, il N'en existe qu'un nombre
borné communs 4 E et 4 E), les aulres, en nombre infini, seront
communs a K, et a I, et un raisonnement analogne au précédent con-
duira 4 la méme conséquence.

3. Un ensemble de points (i, y) sera dit horné si les coordonnées
de tous ces points restent comprises entre des nombres fixes M et m.

Tutonkve v Weienstnass. — Tout ensemble borné qui contient
une infinité de points admet aw moins un point limite.

En cffet, partageons l'intervalle de m & M en n parties égales. Les
deux coordonnées z, y d'un point quelconque de K tomheront cha-
cune dans I’'un de ces intervalles. Groupons en un ensemble partiel tous
ceux des points de E ou 2 d'une part et y d’autre part tombent dans
le méme intervalle.

Nous obtiendrons ainsi n? ensembles partiels, dont la réunion con-
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stitue E. L'un au moins E, de ces nouveaux ensembles contiendra une
infinité de points; et I'écart

&' = x|+ [y ~yl

. M—m
de deux de ces points ne pourra surpasser 2 — — -

Opérons sur E, comme sur E; nous le décomposerons en n? ensem-

bles partiels, dont I'un au moins E, conticndra unc infinité de points,

. M—m
dont les écarts mutuels ne pourront surpasser 2 ——- On pourra

encore opcérer sur E, comme sur E,, et ainsi de suite.

Cela posé, soient p, un point choisi & volonté dans E,; p, un autre
point, choisi & volonté dans E,, cte. Ces points p,, p,, ... tendront
¢videmment vers un point limite 7.

%. Soicnt E, E’ deux ensembles n’ayant aucun point commun. f.ex
¢carts des divers points p de E aux divers points de p’ de E forment
nn ensemble de nombres non négatifs. D’aprés un théoréme hien
connu, il existe donc un minimum A, positif ou nul, tel : 1° quancun
des ¢carts pp’ ne soit < A; 2° qu'il en existe un moindre ue A = ¢,
(quelle que soit la quantité positive €.

Ce minimum A s’appelleral'éeart des ensembles E, K. S'il est > o,
nous dirons que ces ensembles sont sépards.

Deur ensembles bornés et parfaits B, ¥, qui w’ont aucun point
commun, sont nécessairement séparcs; el, si leur écart est A, ils con-
ticndront au moins un couple de points dont Uécart mutucl soit pre-
cisément A.

Soient en cffet p=(z,y), ... les points de K: p'=:(a', v"). ...
ceux de E'. Associons-les deux & deux de toutes les maniéres possibles
de manicére & former de nouveaux points (pp’) = (x, y, «, 3") dans
I'espace & quatre dimensions. L'ensemble EE’ de tous ces nouveaus
points sera évidemment borné et parfait.

Cela posé, si E ct IV ne contenaient aucun couple de points dont
I"écart fat A, ils contiendraient tout au moins un couple de points p,, p,
dont I’écart scrait moindre que A + ¢,, ¢, ¢tant pris & volont¢.
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Soient d, I'écart de p, a p,, €, un nombre < d, et < 52! ; on pourri

déterminer un nouveau couple de points p,, p, dont I'écart d, soit
< A +¢,. Continuant ainsi nous obtiendrons une suite infinic de cou-~
ples piy p\5 psy P,3 ... ou les écarts convergent vers A; les points
composés (p, p,)y (pap,), - .. de'ensemble EE’ admettent au moins
un point limite (pp’), ol les deux points composants auront pour
¢cart A. Or p est une limite de 'ensemble des points p,, p,, ... qui
apparticnnent 4 E; c’est donc un point limite de E, et comme cet
ensemble est parfait, il conticnt p. On voit de méme que ' con-
tient p'.

’ailleurs A ne peut étre nulj car alors, les points p, p* se confon-
dant, E ct ¥’ auraient un point commun, contre I'hypothése.

3. Nous dirons qu'un ensemble E borné et parfait est d'ure seul
tenant 8'il ne peut étre décomposé en plusicurs ensembles parfaits
séparés.

Le caractére distinetif d'un pareil ensemble est le suivant :

Entre dewc quelconques de ses points p, p'y on peut toujours,
quel que soit g, intercaler une chalne de points intermeédiaires, ap-
partenant a Uensemble donné, et telle que Uécart de deur points
conséeulifs soil < e.

1© Cette condition est nécessaire. En effet, supposons que pour un
nombre donné ¢ elle ne soit pas satisfaite. Associons au point p d'a-
hord tous ceux de E dont I'écart 4 p est <, puis ccux dont I'éeart
a l'un de ceux-ci est < e ct ainsi de suite. Les points ainsi obtenus
forment un ensemble K,. Les autres points de I forment un ensem-
ble K,, contenant au moins un point, 4 savoir p’, ct dont I'écart & k,
est Se. ailleurs chacun des ensembles E,, E, est parfait. Soit en
effet £, un point limite de ,.-11 appartient a E, (ui est supposé parfait.
Donc il appartient 4 E, ou & E,. D'ailleurs il existe des points de I,
dont il est écarté de moins de €. Donc il appartient & E, et non 4 E,.

Soit d’autre part /, un point limite de k,. Il apparticnt a E, et comme
il existe des points de E, dont il est ¢carté de moins de ¢, il ne peut
appartenir 4 K, ; donc il appartient & E,. :
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2¢ Réciproquement, cette condition est suffisante. En effet, suppo-
sons E décomposable en deux ensembles parfaits séparés E, et E,;
soient ¢ leur écart, p, ct p, deux points pris respectivement dans E,
ct E,. Si on les relic par une chalne quelconque de points intermé-
diaires, cette chaine contiendra nécessairement deux points consécu-
tifs appartenant, I'un & E,, Vautre a E,. Leur écart sera donc 3¢5 et
la condition de I'énoncé ne sera pas remplie pour les valeurs de e moin-
dres que ¢.

La proposition ci-dessus entraine cctte conséquence :

Un ensemble V. formé par laréunion de plusieurs rnsembles d’un
seul tenant E,E,, ..., dont chacun a au moins un point commun
avee Uun des précédents, est lui-méme d’un seul tenant.

6. Un ensemble E d’un seul tenant se confond acre son dérice I
(s'il ne se compose pas d'un scul point).

En effet, E contient ', par définition. Mais, dautre part, il y st
contenu. Soicnt, en eflet, p, p’ deux points arbitrairement choisis
dans E. On peut intercaler entre eux une chaine de points p, p,, ...,
tels que écart de deux points consécutifs quelconques, et notamment
cclui de p a p,, soit <e. On peut done, quel que soit ¢, déterminer
dans E un point p, dont I'écart a p soit < ¢. Donc p est un point li-
mite de E et appartient a 17,

7. Soit E un ensemble borné, formé des points p, p,, ...; les écarts
de ces points pris deux & deux forment un ensemble de nombres po-
sitifs qui est borné. Il admet donc un maximum d, que nous appelle-
rons le diamétre de Vensemble K.

8. Cherchons, d'autre part, & préciser la notion de Uétendue de
cet ensemble.

Cette étendue sera une longucur, une aire, un volume, ete., suivant
que le nombre des dimensions de I'ensemble sera 1,2,3,.... Nous
supposerons, pour fixer les idées, que ce nombre soit égal i 2. Chaque
point (¢, ¢) de E pourra étre représenté géométriquement sur un plan
par le point dont u, ¢ sont les coordonnécs rectangles.
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Décomposons ce plan par des paralléles aux axes en carrés de coté 7.
I.'ensemble de ceux de ces carrés dont tous les points sont intérieurs
a E forme un domaine S intéricur & E; I'ensemble de ceux qui sont
intéricurs 4 E ou qui conticnnent un point de sa fronti¢re forment un
nouveau domaine S + 8, auquel E est intérieur. Ces domaines, étant
formés par la réunion de carrés, ont des aires déterminées, qu’on peut
également représenter par S et S 4§,

IFaisons varier la décomposition en carrés, de telle sorte que r tende
vers zéro : les aires S ot S + S tendront vers des limites fices.

1 En effet, considérons, par exemple, celles des aires S pour les-
«quelles 7 ne surpasse pas un nombre fixe; elles forment un systéme de
nombres positifs, ¢videmment borné, et admettant un maximum A.
On pourra trouver une décomposition déterminée, pour laquelle cetie
aire prenne une valeur S, plus grande que A —e. La frontiére F de
I£ et celle du domaine intéricur S, forment deux ensembles parfaits,
ayant un écart ¢ différent de zéro.

Considérons maintenant une nouvelle décomposition quelconque

’ L] . ? * . .
en carrés de coté moindre que é L’¢cart maximum entre deux points

d'un méme carré y sera < 3. Done tous ceux de ces carrés dont un
point appartient & S, seront cn entier dans ['intérieur de E. Donc le
domaine S contiendra 8,, et son aire sera 3A — ¢; mais, d’autre
part, elle ne surpasse pas A. Les aires S admettent donce une limite
egale 4 A .

2% Considérons, d'autre part, les aires S + 8. Elles forment un
ensemble de nombres positifs admettant un minimum a. Il existera
nne décomposition déterminée pour laquelle S + 8 prendra une va-
lenr S, + S, moindre que @ + . Soit 3 I'écart de la frontiére de E &
celle du domaine S, + 8. Considérons une autre décomposition quel-

D . 3 ’ . . 'R W
conque ot r soit < -;- Tous les carrés dont un point appartient i E ou

a sa fronticre seront intérieurs a S, + S, On aura donc
S+8Z8,+5,<a+c

Mais, d'autre part, S + 5'Ja. Donc a est lalimite des sommes S + &',

Journ. de Math. (4* série), tome VIIL. — Fasc. I, 1892, Il
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Comme on a toujours
S+ 858,
a sera au moins ¢gal a A.
Nous appellerons A 'aire intérieure de E, a son aire ectérieure.
Si §' a pour limite zéro, nous dirons que K cst quarrable, ot a pour
aire la quantité a = A.

9. Soit I un nouvel ensemble intéricur a E. Son aire extéricure,
et, @ fortiori, son aire intéricure, scront moindres que l'aire inté-
ricure de E. Soit, en effet, ¢ I'écart des frontiéres de E et de E'. Sil'on

. , . 5. .
décompose le plan en carrés de edtés < -;-, il est clair que tous les car-

rés non extéricurs 4 IF, et aussi les carrés adjacents, seront intérienrs

a K. L'aire intéricure de E surpasse donc Paire extéricure de F dune
quantité au moins égale a la somme des aires de cos derniers carrés.

10. Supposons E formé par la réunion de plusicurs ensembles par-
tiels E,, E,, ..., et considérons une décomposition quelcondue du plan
en carrés. Soient respectivement 8, S,,S,, ... les sommes des carrés
intérieurs a K, K, K., .0 8,89, ... celles des carrés qui rencon-
trent leurs frontiéres. Tout carré intéricur & 'un des ensembles E,,
Iy, ... lesta E, et, dautre part, tout carré non extéricur a I est non
extéricur 4 I'un au moins des ensembles E,, K, ... on auea done

SIS, 48,4+ ...,  SHENUS N +8,+5,+...,

et a la limite
;\;1\‘4-.\,-4-..., O dy+dy+ ...

AyAL A, etayay,a,, ... veprésentant fes aires intéricures el exté-
rieures des ensembles E, I, IX,. ... Ces inégalités se changent, d'ail-
leurs, en égalités, si los ensembles sont (quarrables.

11. On peut concevoir une infinité de décompositions du plan en
régions ¢lémentaires quarrables A5y, A, . .., dont le diamétre ne sur-
passc pas un nomhre donné . Considérons unce suile quelconque de
décompositions de ce genre, ot ¢ tende vers zéro. La somme X Ao,
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étendue aux ¢léments intérieurs 4 E, aura pour limite l'aire inté-
rieure A,

Nous pouvons, en effet, déterminer une décomposition en carrés,
telle que la somme S des aires des carrés intérieurs soit > A — ¢; soit
2 Pécart des frontiéres de E et de S. Dés que p sera devenu < ¢, tout
¢lément Az qui a un de ses points dans S sera tout entier intéricur a E.
L'aire £ Ac contiendra donc l'aire S et scra > A — ¢. Mais, d’autre
part, clle ne peut surpasser A. En effet, soit & Pécart de sa frontiére
a cclle de E. Considérons une autre décomposition en carrés, de

’ a, [ . .
cote <L 3" Tous ceux de ces carrés qui ont un poinl commun avec

Iaire 2 Ag scront intéricurs a E. La somme S’ des carrés intérieurs est
donc 5 £ 453 mais clle ne surpasse pas A.

Done A est bien la limite des sommes I As.

On voit de méme que la somme Z Az, étendue non sculement aux
¢léments intéricurs & K, mais aussi i ccux qui rencontrent sa frontiére,
a pour limite I'aire cxtéricure a.

La somine ZAg, hornée aux éléments frontiéres, sera done nulle si
k. st quarrable.

12. Les considérations précédentes sont ¢videmment applicables
aux ensembles d'un nombre quelconque de dimensions. On pourra
déterminer pour chacun d’eux une étendue intérieure et une étendue
extiricure. Si clles coincident, 'ensemble sera mesurable.

13. Nous terminerons ces remarques en établissant le théoréme
suivant :

Soient u, v, ... des fonctions des variables indépendantes x, v, . ..
qui restent continues lorsque x,y, ... se meucent dans un certain
cusemble E; soit ¥ Uensemble des points (u, ¢, ...) correspondant
aur divers points (z,y,...)de L.

1° 8¢ E est borné et parfait, ¥ le sera également;

2° Si K est d’un seul tenant, F le sera également.

Supposons, en effel, que E soit borné et parfait. Si I n’était pas



8o C. JORDAN.

borné, on pourrait y déterminer un point ¢, ol la somme
ful+lel+...

fot plus grande qu'un nombre donné quelconque L; puis un autre
point g,, oii cette somme de modules fat > 2L; un autre point ¢,, ol
elle fot > 4L, ...; un nouveau point g,, ot clle fit > 2”1, .... Soient
Ps Pss +++3 Pay - - les points correspondants de E. Iis sont tous diffé-
rents, car u,¢, ... n'ont qu'un seul systéme de valeurs en chaque
point de E. Leur nombre étant infini, ils admettent au moins un point
limite %, qui appartiendra & E. La suite p,, p,, ..., p, ... contiendra :
1° un point p, tel que I'écart p, = soit moindre qu'un nombre fixe
qquelconque ¢; un point p, tel que I'éeart p, = soit moindre que p,=,

. £ . . .
PiTy « s Po, = et moindre que ~; un point p, el que p, % soit moindre

t .
que Py, .y puTelque s o Les points py, pys oo Py ... conver-

gent vers =3 d'ailleurs, les indices 2,, «,, ... vont en croissant: done
2, -1 et la somme
A,

au point ¢, , sera au moins égale a 221, Il existera done dans K des
points aussi rapprochés qu'on voudra du peint =, et pour lesquels
fu|+{v|+... sera plus grand que tout nombre assignable, Ce pré-
sultat est absurde; soient, eneffet, U, V, ... les valeurs de w, ¢, ... an
point %, On pourra, en vertu de la continuité admise pour ces fone-
Lions, trouver un nombre % el que, pour tout point de I dont I'écart
amest <y uyvy .o different de UV, L de moins de g2 d'on Pon
déduit
i < Ul+e+ V44

1l reste & prouver que I est parfait, ¢’est-a-dive contient son dé-
rivé F'. Soit ¢" un point de I, vers lequel converge une suite infinie
Giy s Guy -+ de points de F. Soient p,, ..., p,, ... les points cor-
respoudants de E. Ils admettent au moins un point limite =, apparte-
nant 4 E. Dans la suite p,, ..., p,, ..., on peut trouver, comme on
I'a vu, une suite de points p,, p,, ..., Pa,, ... qui convergent vers =,
et oir les indices a,, a,, ... aillent en croissant. Les points ¢,, ...,
g,y - -- convergeront vers le point ¢'. Mais, en vertu de la continuité,
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ils doivent converger vers le point de F qui correspond & =. Donc ¢’
appartient bien &4 F ¢t correspondra au point =.

Supposons enfin que E soit d’un seul tenant, ¢t montrons qu'il en
est de méme de F.

Soient ¢ = (u,v,...) et Q=(U,V,...) deux points quelconques
de F; p=(x,y,...) et P=(X,Y,...) les points correspondants
de K. On peut les relier par une chaine de points intermédiaires p,.
Pas -+ tels que Pécart

| Chss — €| + | YVier —Yal + . ..

de deux points consécutifs

Pr= ('L'ln Yy oo Phkey = (wh-n Yhegooor)ds

¢t a fortiori chacun des modules

}‘L'I:+a"'wlt]’ l)’ﬁw"’)’k!'

soit inférieur & un nombre donné uelconque v,

Soicnt u, ¢y, ... les valeurs des fonctions u, ¢, ... aux points .z,
Vs« - Lia continuité ¢tawt uniforme, comme I'a montré M. Liiroth,
dans tout domaine borné et parfait tel que E, on peut choisir 7, asses
pelit pour que, pour toute valeur de k, les modules

iuh-o"'uﬁl’ I"/:-H“VA], oo

el par suite leur somme, soient moindres qu’une quantité ¢ arbitraire-
ment choisie. Or cette somme représente 'écart des deux points

= (Upy¥h . .) et Ghrr = (Upryy Shops -o0 )

Les points ¢, ¢,, ..., Q forment ainsi une chaine oui I'écart de deux
points consécutifs est < ¢, Notre proposition est donc établie.

. — INTEGRALES DEFINIES.

14. Soit f(x,y,...) unc fonction qui conserve une valeur hornée
dans l'intérieur d'un domaine K, supposé¢ mesurable.
Décomposons E en domaines élémentaires mesurables ¢, ¢,. ....



82 C. JORDAN,

Désignons par M, m le maximum ct le minimum de la fonction /
dans E; par M;, m, son maximum ct son minimum dans ¢, ct for-
mons les sommes

S =2 hl[‘ck, s =2 mye,.
Comme on a évidemment
mim,: Mz M,

S el s seront compriscs entre
N Y )
Mz e, = ME el ”‘2‘ ey =mk,

el leurs modules seront, au plus, égaux & LE, L désignant le plus
grand des deux modules |M| et | m | (ou le maximum de | £ dans e
domaine E).

M. Darboux a montré que, si Pon fait varier la décomposition de
telle sorte que les diamétres des éléments@endent vers zérvo, S et s
tendront vers des limites fixes.

En effet, considérons, par exemple, les sommes 8. Lears valeurs
forment un cnsemble borné, lequel admet un minimum T; et Fon
pourra déterminer une décomposition particulicre A, telle que la

. . & v .
somme correspondante S, soit comprise cntre T et T + ~. Soient

A

Py o0y ¢, les éléments de cette décomposition, # leur nombre; on
aura

E =i Chy S, =z M, ;.
]

Soit A une autre décomposition quelconque; nous y dislingucrons
deux sortcs d'éléments : 1° ceux qui sont contenus en entier dans I'un
des éléments ¢y, e, ..., tel que ex; nous les désignerons par ¢, .. .,
Chis + -+ 5 2° coux qui empictent sur plusicurs des éléments ¢y, e,, ... 5 dé-
signons-les par ¢, ..., ¢;,.... Soient enfin My, M; les maxima de /
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dans ey, 73 on aura évidemment
;\I‘ sm, ;\l“ 2 A\I‘, .\I; 2 A\[,

S =2 Cii +2 C; =2 €y,
ki 4 &
et enfin, pour la somme S correspondante & la décomposition A,
S =Y Myru+ 3 Me,

ik {
23IM Y e+ MYe),

k i !
:5,-3 M,,(e,—z eu)+ MY e,

& . i 4
T+ i +(M— m)Z(e,,-—z 0,,).
k. '

Dautre part, T étant le minimum des sommes S, on aura
SsST.

De ces deux inégalités résulte immédiatement la preuve que, st le
diamétre des ¢léments tend vers zéro, S tend vers T. En effet, les do-
maines e,, ..., ¢, ¢tant mesurables, la différence entre ¢4 et la somme

\ X %A . . . ’ o A
Z"""' des nouveaux éléments qui lui sont intéricurs tend vers zéro

avec le diamétre de ces ¢éléments. On pourra donce, aprés avoir choisi ¢

a volonté, ce qui fixera le nombre #, assigner un nombre ¢ tel que, si
X P . ) b

tous les éléments ont un diametre < 2, chacune des # sommes

Cp— z Chi
i

— .
an(M—m)

devienne moindre que

Des lors, S sera compris entre T et T+ ¢.
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Ce nombre fixe T =1lim8S sec nomme l'intégrale par excés de la
fonction f(ix, ¥, ...) dans l'intéricur de E.

On démontre de méme que les sommes s tendent vers leur maxi-
mum ¢, qui scra U'intégrale par défaut de f(x, y, ...).

On a évidemment TSe SiT=¢, la fonction sera intégrable, ot
T =t scra son intégrale, laquelle pourra étre représentée par la nota-

tion Sg f(x, y, ...)de.

15. Silon partage E en plusieurs domaines mesurables E,, I, .. .,
Fintégrale, soit par excés, soit par défaut, prise dans I, sera évidem-
ment la somme des intégrales prises dans ces domaines particls.

Nous avons vu, d’ailleurs, qu'on peut déterminer une suite de do-
maines mesurables E,, ..., E,, ... dont chacun soit intéricur au sui-
vant et & K, et dont les étendues aient pour limite 'étendue de E. Lin-
tégrale (par excés ou par défaut) prise dans E sera la limite vers
laquelle tend, pour n = =, 'intégrale prise dans E,; car la différence
des  deux intégrales est ¢gale a Pintégrale prise dans le domaine
I- — E,, ct son module, ne pouvant surpasser L(E — I,), tend vers
zéro quand 72 tend vers =,

16. Nous avons admis, jusqu’a présent, que le domaine I est me-
surable. Nous pouvons maintenant supprimer cetie restriclion. On
peut, en cffet, le considérer comme limite d’une suite de domaines
mesurables E,, ..., E,, ... dont les ¢étendues convergent vers une
limite qui, par définition, est I'é¢tenduc intéricure de L. L'inlégrale
(par cxcts ou par défaut) prise dans I, tend vers une limite; car la
différence entre les intégrales prises dans I, et 1,,, a son module au

plus égal &
L(L,— E) < L(E—-E,),

el tend vers zéro pour n = x. Nous considérerons cette limite de I'inté-
grale prise dans E, comme représentant la valeur de Uintégrale dans K.

A7. Siune fonction f(x,y, ...)de nvariables est intégrable dans
un domaine E, d’étendue mesurable, le calcul de Uintégrale multiple

[=S,f(z,y,...)de

se raménera & celui de n intégrales simples successives.
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Pour plus de simplicité, nous supposerons n = 2 dans la démonstra-
tion. Le champ E sera réprésenté géométriquement par un ensemble
de points (z, y) situés dans un plan.

Les valeurs de y, auxquelles correspondent des points de E, for-
ment un ensemble borné F. Soit n I'unc d’elles; les valeurs de x qui,
assocides i v, donnent des points de E, forment un ensemble borné G.,.
Nous nc pouvons pas affirmer que G, ait une longueur mesurable, ni
qque la fonction f(z,n) y soit intégrable; mais cette fonction étant
bornée, on pourra toujours déterminer dans U'intérieur de (s, son in-
tégrale par excés et son intégrale par défaut. Ce seront des fonctions
de %, (ue nous pourrons désigner par J(v) et j(%), et qui sont bor-
nées dans le domaine F. Nous pourrons donc déterminer dans P'inté-
ricur de I : 1 I'intégrale par exces de J(1), que nous désignerons
par K; 2° l'intégrale par défaut de j(4), que nous désignerons par A.
Comme on a évidemment J(4)3j(n), & sera au plus égal a Pintégrale
par défaut de J() et a fortiori au plus égal a K.

Nous allons montrer, d’autre part, que K est au plus égal a I'inté-
grale double I. Pour cela, décomposons le plan en rectangles infini-
ment petits par des paralléles aux axes, Celui de ces rectangles (ui est
limité par les droites = w&;, # = x;+ duwyy y =y4 y = yi+dys
pour airc d.z; dy,; nous le désignerons par ey, s'il est tout entier inté-
ricur & I, par e, s'il contient un point de la fronti¢re de 2. Dans cha-
cun des rectangles ey, la fonction f(z, y) admettra un certain maxi-
nmum M, ct dans la portion des rectangles ¢;, qui appartient & I elle
ne pourra surpasser un nombre fixe M, égal au maximum de f(.r, y)
dans le domaine E.

L’ensemble G, est formé par les points communs & E et a la
droite y = 7. Les paralléles aux & que nous avons tracées décompo-
sent cette droite en segments et Pintégrale J(n) est ¢gale a la somme
des intégrales particlles prises dans Uintérieur des portions communes
a cos divers segments et & E.

Supposons v compris entre y; ¢t y,+ dyy, k ayant une valeur dé-
terminée. Soit e 'un des rectangles intéricurs a F compris entre les
droites 3 =y et y = yx+ dy;. Le segment de la droite y =, con-
tenu dans ce rectangle a pour longueur dz; et se trouve en enticr

Journ. de Math. (i série:, tome VIII, —- Fasc. [, 182, 12
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dans E; daillenrs, la fonction f(.c, y) en chaque point de ce segment
a une valeur au plus égale & M. La valeur de I'intégrale correspon-
dante ne peut donc surpasser My dz;.

Soit, d’autre part, ¢;, un des rectangles compris entre y = y; et
Y =Yi+ dy; qui rencontrent la frontiére de E. La longueur (inté-
ricure) de la portion de la droite y = y commune a ce segment ct a I
ne peut surpasser dic;; la valeur de la fonction f(.z, y) en chacun de
ses points ne peut surpasser M; la valeur de P'intégrale correspondante
ne peut surpasser M diz;.

Donc la valeur de J(n) ne pourra surpasser la quantité

W= 2 Mﬂ, {l{lf,' + M 2 d.'l/',',

la premiére somme s'étendant i ceux des rectangles ey, el la seconde
a ceux des rectangles ¢, ot k a la valeur constante (que nous avons
supposée.

Si donc nous désignons par I; la valeur de Pintégrale par excés
de J(n) dans intervalle de v = y;, & =y + dv;, on aura

L2 widy,Z 2 Miew+M 2 e
i i

Chacun des éléments dy, intéricurs a I donne une relation de ce
genre. Sommant les inégalités obtenues, il viendra

2 l‘z 2 bii/,(.’”, -+ }I 2 C;,,.
ik ik

On remarquera que dans la premicre somme du second membre fi-
gurent tous les rectangles ey, intéricurs a IS, car toute paralléle aux
qqui coupe un de ces rectangles ou passe i une distance de son contour
inféricure & 'écart de ce contour i la frontiere de E a nécessairement
des points communs avee ce domaine. Au contraire, quelques-uns des
rectangles frontiéres ¢;, pourront manquer dans la seconde somme.

Passons maintenant & la limite, en supposant que les dimensions
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des rectangles décroissent indéfiniment. Le premier membre aura évi-
demment pour limite I'intégrale K. La premiére somme du second
membre aura pour limite lintégrale double Sg f(z,y)de, prise par
excés. La seconde a pour limite zéro, si E est mesurable, comme nous
I'avons supposé; car lasomme totale des aires des rectangles fronticres

tend vers zéro, et, & plus forte raison, la somme 2 e}y, si celle-ci ne
ik
s'étend qu'a une partie de ces rectangles.

Nous voyons ainsi que l'intégrale K est au plus égale & l'intégrale
double S; f(iz, y) de, prise par exces.

On démontrerait, par un raisonnement tout semblable, que Uinté-
grale k est au moins égale & cette méme intégrale double prise par dé-
faut.

Jusqu’a présent nous n’avons fait aucun usage de Phypothése que la
fonetion f(ic,y) est intégrable. §'il en cst ainsi, les deux intégrales
doubles, par excés et par défaut, coincident entre clles, et, par suite,
avec les intégrales K et &. Or chacune de celles-ci peut se caleuler par
deux intégrations simples, effectuées successivement ().

18. Soit f(.r, y) une fouction définie dans tout I'intéricur d'un
domaine E et (ui reste bornée dans tout domaine D mesurable et par-
fait contenu dans cet intérieur, sans toutefois jouir de cetle propriéte
dans tout l'intéricur de k. Cetie fonction admettra dans D une inté-
grale par excés et unc intégrale par défaut, que nous représenterons
respectivement par Sy, f'de et S f de, ou, plus simplement, par S}, S;.

Considérons, par exemple, l'intégrale par excés Sy, Si nous faisons
varier le domaine D) d’'une maniére quelconque, mais de telle sorte

(') La démonstration ci-dessus suppose (ue le domaine I est mesurable. S'il
ne I'était pas, la proposition & établir pourrait se trouver en défaut. Supposons,
par exemple, que E soit constitué par les points ot ySo0Z1 et 23031, siy est
vationnel ou zZ03—1, si y est irrationnel, et prenons pour fonction & intégrer
une constante ¢. L'intégrale double Sgcdrdy sera nulle, car aire intérieure
de E est évidemment nulle. Mais, d’autre part, les domaines Gy, et F ayant une
longueur égale & 1, on aura

['d'r.fcdxr:'f.cd'r,::('.
L Gy, ¥
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«jue son aire ait pour limite I'aire intéricure de E, il pourra arriver que
l'intégrale S tende vers une limite déterminée. Nous dirons dans ce
cas (ue cette limite est I'intégrale par excés de £ dans le domaine I,
ct nous la représenterons par Sj.

La condition nécessaire ct suffisante pour que cette limite existe est
que lintégrale S; tende vers zéro lorsque D varie d'une maniére
quelconque de telle sorte que son aire tende vers zéro : autrement
dit qu’a tout nombre positif € on puisse faire correspondre un autre
nombre ¢ tel, que pour tout domaine D (horné, parfait et intérienr 4 1)
d'aire moindre que ¢, on ait

1Sy <

En effet, supposons cette derniére condition satisfaile et considérons
deux domaines quelconques D et D’ (mesurables, parfaits et intérieurs
aE) tels que leurs aires D et 1) different de Paive intéricute de I
d'unc quantité moindre que 8. Soit # I'ensemble des points de D qui
n'apparticnnent pas a I)'; d’ celui des points de 1) qui n’appartiennent
pas a D; on aura évidemment

d<kE-D<e, d<b -D<La,
D-=d-—d
ct, par suile, L ‘
. I'n_ bl‘v:‘ h,', T .'1‘7
'S)— SLIZISH+ ]S4 < 2, .

ce qqui prouve l'existence de la limite Sg.

Réciproquement, supposons la condition non satisfaite. Il existera
une quantité ¢ pour laquelle on pourra déterminer un domaine d, d'aire
inféricure i une quantité quelconque 2 et tel que Pintégrale S, ait son
module Se.

Soit D un domaine mesurable ct parfait contenant o, intévieur a IS
et tel que E — D soit moindre que ¢. Si nous enlevons du domaine D
les points intéricurs a d, nous obliendrons un nouveau domaine
D'=D — d dontl'aire 1 scra > E — 42, Les deux aires D et D' ten-
dront toutes deux vers E sil'on fait décroitre 25 mais la différence des
intégrales correspondantes

Sy-- S, =8
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aura son module au moins égal & &. Donc la limite Sg n’existera pas.
Des considérations toutes scmblables s’appliquent a l'intégrale par
défaut Sj. Lorsque D tend vers L, elle pourra tendre vers une limite
fixe 5§; ct la condition nécessairc et suffisante pour qu'il en =oil ainsi
cst qu’on ait
limS} = o,
lorsque I'aire D tend vers zéro.

19. Les deux intégrales
Spfde,  Spfde

sont, par définition, les limites des sommes

2 h[‘ Cll,’k, 2 my dek,
b [}

ou M;, m, sont le maximum ct le minimum de £ dans 'é¢lément infi-
niment petit dey. Le maximum Ly du module de f dans cet élément
sera la plus grande des deux quantités | M|, | m]; on aura donc

.

I Z le d(,',‘ l<_214/‘ ([l,‘k,
| Zmy dey |2 210, dey,

ct cn passant a la limite
ISLESIf1de,  [SHZSUA de.
Si donc, lorsque I tend vers zéro, on a
(1) imS,, | f |de = o,
on aura a fortiori
(2) lim S, = o, limS;j = o,

ctles deux limites S, Sg seront détermindes.
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20. Nous allons voir que, réciproquement, les conditions (2) entrai-
nent comme conséquence nécessaire la relation (1).

Soit en cffet f, unc fonction égale & f quand f est positif, et &
zéro quand f est nul ou négatif; on aura par hypothése, pour tout
champ D d’aire inféricure & un certain nombre 2,

Syfde| <

ct cette relation devra subsister pour tout champ D, contenu dans D.
On en conclut aisément que P'intégrale

S [, de

e peut surpasser €.

Décomposons cn effet le champ D en éléments dey infiniment pe-
tits; soient M, le maximum de f, M, celui de f dans U'élément de,.

On peut prendre les éléments assez petits pour que la différence
entre les sommes

IM,dey, EMdey

et leurs minima

S, fde, SLf, de

soit moindre u'un nombre arbitraire v,.

Il en sera ainsi @ fortiori si les sommes et les intégrales ci-dessus
sont restreintes & une portion des éléments dey.

Or M, est égal & M, dans tout élément ot fprend des valewrs po-
sitives, égal & zéro dans les autres; on aura done, en désignant par D,
Fensemble des éléments de la premicre sorte,

Sy fde: Zl\l,,de,,z 2 Myde,25), fde +nZe + v,
»

",
et, en faisant tendre % vers zéro,
1 =
S, fideZe.

Remarquons en second lieu que, le maximum de f dans un ensemble
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(uelconque étant égal et de signe contraire au minimum de £, on a
Sy fde =—S,(— f)de.

Par hypothése, le premier membre tend vers zéro en méme temps
que Vaire de D : il en est donc de mé¢me du second; et si f, désigne
une fonction égale & — f lorsque — f est positif, & zéro dans le cas
contraire, on aura, d’aprés ce qui précéde,

Sy fadeZe.
Cela posé, on a évidemment

Lfl=Ji+ [

Le maximum de | f| dans un ensemble quelconque est done an plus
égal & la somme des maxima de f, et de f,; on a, par suite,

Sy|f1deZS,fide + S, frdeZ 2.
Donc si D tend vers zéro, on aura
limS; | flde = o.
Nous obtenons donc le théoréme suivant :

Pour queles intégrales, par excés et par défaut, dela fonction f
dans le domaine B soient déterminées toutes deur, il faut et il
suffit que Uintégrale par cxcés de | f| dans ce méme domaine soit
déterminée.

On remarquera que dans ce cas P'intégrale par défaut de
est également déterminée. En effet, I'intégrale par défant

flde

a tous ses éléments positifs ou nuls et au plus égaux a ceux de I'inté-
grale par excés Sy | f| de; elle tendra donc vers zéro en méme temps
(ue cette derniére, si D tend vers zéro.

S| dansE

S?
D
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21. Soient D,, D,, ..., D, une séric déterminée, mais susceptible
d’étre choisie i volonté, de domaines successifs (mesurables, parfaits et
intérieurs & E) tels que chacun d’eux conticnne le précédent et que
I'écart maximum des points de la fronti¢re de D, & la frontiére de E
tende vers zéro, quand 7 tend vers x; Uintégrale

Si | S de,

sera positive et croitra avec n. Siclle tend vers < en méme temps
que n, intégrale Sg | f|de ne pourra étre finic et déterminée. Dans le
cas contraire, clle tendra vers une limite finie A, qui scva la valeur de
Fintégrale Sg | f | de.

En cffet, soit D un domaine quelconque (mesurable, parfait et inté-
ricur & E), dont Paire soit > E — 2. 11 existe dans la suite D, ...
D,, ... un domaine D, contenant en entier D, ct P'on aura

Sh1f]de 28, | f]de A,

Posong, d’autre part,
". -
Sp | flde=A —¢,

et désignons par @, le maximum de | | dans D,.

Désignons par d l'ensemble des points de 1), qui n'apparticnnent
pas & D; Paire de cet ensemble sera moindre que E -- D et @ fortiori
moindre que 3. Cela posé, on aura

Sh1S | de S8y | |de = ;) f| de
> A — & — :"”'a'

En prenant n suffisamment grand, puis ¢ suffisamment petit, nous
pourrons rendre plus petits que toule quantité donnée, d’abord e,

. N
puis &,6. On aura donc
A

laimS,’,]f[(le::A,

ce qu’il fallait démontrer.
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22. Soient enfin E un domaine qui ne soit pas borné; f(z, y) une
fonction définie dans ce domaine, laquelle admette, dans tout do-
maine A borné et intérieur & E, une intégrale par excés S, ou une
intégrale par défaut S3.

D’aprés ce que nous avons vu ci-dessus, la condition nécessaire et
suffisante pour qu'il en soit ainsi est qu’on ait

limS}=0 ou IlimS}=o0
D=¢ D=o

pour tout domaine infiniment petit D intérieur & A. Et si ces deux con-
ditions sont satisfaites i la fois, elles équivaudront & celle-ci :

l”imSHf]de.—:o.

Soit R I'écart minimum des points de E non contenus dans A a un
point fixe, I'origine des coordonnées, si I'on veut. Faisons varier A, de
telle sorte que R tende vers =; si 'intégrale S} fde, par exemple,
tend vers unc limite fixe, cette limite se nommera Vintégrale par
excés de fdans le domaine E, et se représentera par S; fde.

Pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que l'intégrale

Sy fde

tende vers zéro, si I’'on fait varier A de telle sorte que son écart a P'ori-
gine tende vers x.

En effet, supposons cette condition remplie. Soient A ct A" deux do-
maines quelconques contenant tous les points de E dont I'écart a I'ori-
gine est < R; soient d 'ensemble des points de A qui n’appartiennent
pas a A’; d celui des points de A’ qui n’appartiennent pas 4 A; on aura
évidemment

Sy — S4 =S4~ S,

et les deux termes du second membre tendent vers zéro pour R = =.
Supposons, au contraire, que cette condition ne soit pas remplie.

Journ, de.Math. (4* série), tome VIIL. — Fasc. I, 1892. 13
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On pourra déterminer un nombre ¢ tet qu'il existe un domaine d, me-
surable, borné ct parfait dont I'écart & l'origine soit plus grand que

toute quantit¢ donnée, ct pour lequel l'intégrale S; fde ait son mo-
dule > .

Cela posé, soient

A un domaine quelconque;

R Pécart minimum des points de E qui n’appartiennent pas a4 4 &
lorigine;

p I'écart maximum des points de A & cette méme origine.

On peut, quels que soient R et ¢, déterminer d de telle sorte que son
écart a Porigine surpasse g. Cela posé, les intégrales prises dans les
deux domaines A et A + d différeront de plus de g, bien que chacin
d’eux contienne tous les points de E dont P'écart & I'origine est < RR.
I.’intégrale Sj ne peut donc tendre vers une limite déterminée pour
R==.

Les mémes raisonnements s’appliquent aux intégrales par défaut.

On peut enfin sassurer, par des considérations toutes semblables a
celles des n™ 19 a 21, que, pour que les intégrales par exeés et par dé-
faut soient toutes les deux déterminées, il faut et il suffit que Uinté-
grale par excés du module de f soit finie.

III. — CHANGEMENTS DE VARIABLES.

23. Soient x, y ct u, ¢ deux couples de variables, lides par les
relations

x=9(u,v), y=9(ur).

Nous supposcrons «ue pour tous les points (&, ¢) d'un domaine E :
1° les dérivées particlles de 5, 7, restent continues; 2° leur jacobien J
reste différent de zéro; 3¢ & deux points (u, ¢) distincts correspondent
toujours deux points (i, ¥) également distincts.

A l'ensemble K des points (u, ¢) correspondra pour les points
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(«, y) un ensemble E'; et si (4, v) décrit un cnsemble parfait E, d’¢-
tendue mesurable, et intérieur & E, (i, y) décrira un ensemble par-
fait E, intérieur a E.

Soicnt maintenant (x, ¢) un point de E, ; (u+ du, ¢ + de)=(U,V)
un point infiniment voisin; (i, ) et (x + Ar, y +48)y) =(X,Y) les
points correspondants; on aura

Ar= -‘(;—?c[u + %2do + Rdu + R, do
I dv
=de + Rdu + R, de,

9z,
du
=dy + R,du + R,dv,

Ay = 2 du + %dv—!— R,du + R, dv

R, R,, R,, R, tendant uniformément vers zéro avec du, de dans tout
le domaine E,. Si donc jdu| ct |de| restent au-dessous d'un nombre
fixe 7 convenablement choisi,

{Rdu +R,dv| et |R,du+ R,dv|

seront moindres que ef|du| + |dv|].
Posons

ds? =du*+ dv?, A =Ac+ Ay?,  di*=dc® + dy?;

(l - . . .
d‘; sera dans E, une fonction continue de «, v, du, dv, homogéne ct de

degré zéro par rapport & ces derniéres quantités et toujours positive.
Elle admettra donc un maximum M et un minimum m tous deux po-
sitifs, :

Dautre part, Az — d5 est au plus égal a la distance des points
(£ + Ac,y +Ay) et (« + dx, y + dy) laquelle est elle-méme au plus
¢gale & la somme de ses projections | R du + R, de| et |R,du + R, dv|,
quantité < 2¢f|du| +|de|])Z jeds.

Le ra ortf =% + 37 —ds sera donc toujours compris entre les
* rapp ds — ds ds 1] pris entre les

deux nombres fixes M + & et m — 4.
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Cela posé, admettons que le point (U, V) décrive un carré Q de
cdté infiniment petit p contenant le point (, ¢). Le point

(x + dz, y + dy)

décrira, comme on sait, un parallélogramme P d'aire | J|¢? et dont le
périmétre p sera moindre que (M + £¢)4¢. Quant au point

(X,Y)=(x + Az, y + Ay),

sa distance au précédent ne pourra surpasser 2¢[|du | + [dv|], quan-
tité dont le maximum est 4¢ep.

Si donc on construit deux nouveaux parallélogrammes P’ et P,
I'un intérieur, I'autre extérieur a P et dont les cOtés soient distants de
ceux de P de la quantité j¢p, la région R déerite par le point (X.Y)
conticndra P’, mais sera contenue dans P”. Or la différence des aires
de P’ et de P” est évidemment égale & 2.4¢p.p et par suite moindre
que (M + 4¢)32¢p*. Donc 'aire [extérieure ouintéricure (')] de R est
égale 4 [|J | + ¢']p?, ¢’ étant un infiniment petit, moindre que

(M + 4¢)32¢.

Il résulte de la que le domaine E; décrit par (X, Y) lorsque (L, V)
décrit le domaine E, est quarrable. En cffet, E, Iétant, par hypothése,
la somme des aires des carrés (Q de coté infiniment petit ¢ qui rencon-
trent sa fronti¢re F sera infiniment petite. A chacun d’eux correspond
un parallélogramme P, d'aire [|J | + €] g? = [|J | + ¢'] Q. L’ensemble
de ces parallélogrammes P formera un domaine parfait enveloppant
la fronti¢re F' de E| et dont laire sera au plus égale a la somme des
aires des parallélogrammes P” (ccux-ci peuvent empiéter les uns sur
les autres). En désignant donc par g le maximum de |J| dans E,, on

(') Ces deux aires sont égales, mais nous ne Favons pas encore établi.
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aura évidemment
I P [+ (M+4e)32¢] 3 Q,

(uantité qui tend vers zéro en méme temps que 2 Q.

24. Soit maintenant f(z, y) une fonction de z, y, bornée dans le
domaine E;. Posons f(%,9,) = F(«,¢). L'intégrale, soit par excés,
soit par défaut, de f(z, y) dans le domaine E sera égale a I'intégrale
correspondante de F(u, v)|J| dans le domaine E,.

En effet, décomposons le plan des «, ¢ cn carrés de coté p infiniment
petits; soient Q, l'un de ces carrés intérieur & E,, R, I'élément cor-
respondant de E; et considérons, par exemple, les intégrales par exces.
Soient M; le maximum de F(u,¢)|J| dans Q,; M, celui de f(x, y)
dans R;. Il nous faut montrer que les deux sommes

2 M,Q;, 2 M; R,
ont méme limile. ’

Or, soit J; la valeur de J en un point (&, ¢;) choisi arbitrairement
dans le carré ()4, on aura, comme nous ’avons vu plus haut,

Re=[13] + €] Qus

g, etant moindre que (M + f¢) 32¢.

D’autre part, le maximum de F(u, ¢) = f(«, y) dans Q, est évidem-
ment M;; et celui de F(u,¢)|J]| est égal & M, v,, v étant une quantité
intermédiaire entre le maximum N, ct Je minimum #, de | J | dans (),.
Dailleurs |J| étant continu dans E,, on pourra choisir p assez petit
pour que la différence des quantités Ny, ny, et a fortiori celle des
quantités v, et |J;|, soit moindre qu'une quantité arbitraire &

Cela pos¢, on aura
3 MR~ MQ,

J 113+ 6EQ— T %M, Q..
3 3]+ &— %] M Qu
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Or, si ¢ tend vers zéro, |J;| — v, et & tendent uniformément vers
zéro, | M, | reste au-dessous d’une limite fixe; enfin 2 Q & pour limite

I'aire de E,. Donc la différence tend bien vers zéro.

Nous avons admis jusqu’d présent que, dans tout Uintéricur de E,
les dérivées particlles de 4, 3, restent continues, ct que leur jacobien
n’est pas nul. Supposons maintenant (ue ces conditions cessent d'étre
salisfaites en certains points de E, mais que I'ensemble des points
de E' qui correspondent & ces points d'exception ait une aire nulle.
On pourra, quel que soit ¢, déterminer un domaine I¥ d'aire moindre
(ue ¢, ¢t renfermant i son intérieur tous les points de ce dernier en-
semble.

Soil (3] le domaine obtenu en otant de E; tous les points intéricurs
a 1. Le théoréme sera applicable au domaine G5 on aura donc, en
désignant par G, le domaine décrit par (u, ¢), lorsque («, y) dé-
crit (3,

S¢: f(z, y)dedy = S; F(u,v)|I|dude.

Supposons que I'on fasse déeroitre indéfiniment le domaine 15 G, et
(3, tendront respectivement vers E, et 5 et, si la fonction f est
bornée, comme on'a supposé, dans le domaine K, lni-méme borné, le
premicr membre tendra vers la limite fixe Sy fduedy. Le second
membre tendra done vers la méme limite, et 'on aura

Sy f(x,y)dedy =Sy F(u, ¢0)|J|dude.

Faisons enfin tendre E) vers ;. Si le premicr membre de cette ¢galité
tend vers une limite fixe, qui sera, par définition, Sy f(x, y) drdy, le
second membre tendra de méme vers une limite fixe, et 'on aura

Sef(z, y)dedy =S F(u,0)|J|dudp.

in résumé, pour que cette formule de transformation soit appli-
cable, il suffit, comme on le voit :

1° Qu'a chaque point (x, y) corresponde un seul point (u,¢), cl
réciproquement
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2° Que les dérivées de 9, ¢, soient généralement continues et le ja-
cobien J généralement différent de zéro, I'ensemble des points de F
qui pourraient faire exception A cette régle ayant une aire nulle;

3° Que l'intégrale & transformer S, f(z, y)dzdy ait une valeur
finic ct déterminée.




